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Eine Methode zur näherungsweisen Lösung einer Randwertaufgabe 
einer linearen gewöhnlichen Differentialgleichung 2. 'Ordnung 

	

•	J. P. MAMEDOV, G. BERGER und H. DöRNER 

-Es wird eine Näherungsmethode zur Losung der Randwertaufgabe .	- 

x (t) — a(t) x(t) = g(t)	 (1) 

X ( — ') =	x(1) =;	 -	 (2) 
angegeben. Mit Hilfe von Integra loperatoren K, Ti :,	- 

Kx = f  R 1 (t a t) x(at) di da 

	

•	Tx = f k 1 (t, t) x(T) dr,  

die den Bedingungen Kax = Ti,, ;r K,1x": (i 0,* 1, 2, ...) genügen, wird die Randwert-
aufgabe (1)_(2) in eine Integralgleichung vom VOLTERRA-FREDOLMSChen Typ überführt. 

• Durch Vernachhissigung des Restgliedes Kax, für das eine Abschätzung angegeben wird, ent-
steht eine FREnoLesche Integraigleichung, die einenentartèten Kern besitzt, wean a(S) em 
Polynom ist. Dies wird nachgewiesen, die entsprechenden Integraigleichungen sowie Beispiele 
werden angegeben. 

La6TcJ1 oni npllGJJmHeHHa!ft meTOA pewetiRR itpaeWfk 3aaIH  

i"(t) —a(t)x(t) = g(t)	 --	 (1) - 

	

•	 (--!) =	x(1) =	 .	 °	(2) 
C IIOMOIIJblO HHTerpaJlbnalx ollepaTopoB K, T:	 . 

Kx a=f f R(t a r) x(av) dt da 

	

•	 Tx = f k . (t, T) x(r) dT,  

ynoBJleTBopR}olwax yCJIoBI1M Kax = T• 1x + K11x" (i = 0; 1, 2, ...), ipaena	aajxa'ia 

(1)—(2) flHBO)HTCfl H HHTerpaJlhHOMy ypaBueHulo Tuna Bo.nbTeppa-peu'oJibMa. OT6pa- - 
cHBan OCTaTo q jjEjtj qjieir Kax, ouell}ca HOTOpOI'OaëTCR, rloJly qeuo HHTerpaJlblloe ypan- 
Heune IperoJ1bMa, HOTOpOe 6ygeT 'C BMpoueHHMM Hpouu,ecJIu a(t) MIforo1JueH Jo-
xa3aH HHThYHTHBHO 3TOT aHT H HOCTpOeHhI cooTeeTcTByloweue MM HHTerpaJlhIIble ypanHeHuR, 

'C nb1poHeuHbIM nJpoM. Aa1OTCJT HexoTophie npllMepax. 

A numerical method is presented for solving the two-point boundary value problem. 

a(S) x(t) =g(t) - • •	 .	•	 (1)-

x(—t)=x,	x(1) =x. • :	•	•	
(2)
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The problem is transformed by special integral operators K 1 and T1 to an integral equation 
Of VOLTERRA-PREDHOLM-type These operators are defined by 

t	1.	 I 

•	
-.	K1x	f'f R 1 (t, ci, x) x(ar) dx dci, 

Tx	fk 1 (t, x) x(x) dx 

and satisfy the relations K 1ax = T 1x + K11x" (i = 0, 1, 2, .). By neglecting the residual 
• K,ax,which ii estimated, we get an integral equation of.FREDH0LM-type with an degenerated, 

kernel if a(t) is a polynomial. These statements are proved, the corresponding integral equa-
tions as well as some examples are-given. 

-In dieser Arbeit •wird eine Näherungsniethodc .zur Losung linearer Randwert-
aufgaben gewohnlicher Differentialgleichu ngen mit Hi lie spezieller Tntegralopera-
toren [2] orgesteI1t. Der Grundgedanke des Verfahrens hesteht darin, die Randwert-
aufgabe in eine FREDHOLM-VOLTERRASChe [ntegralgleichung xii iiberfiihren, den 
VOLTERRASChen Anteil auf der Basis gegebener FehleTrabschatzungen xii vernach-
iässigen und die Losung der dadurch entstehenden Naherungsgleichung, die eine 
FREDHOLMSC1C [ntegralgleichung 2. Art ist, als Naherungslosung der Randwert-
aufgabe zu verwenden. Der Vorteil der Methode besteht darin, daB der durch das 
Verfahreti entstehende Kern der Naherungsintegralgleichung eine - in Abhngigkeit 
von • einer Koeffjzjentenfunktion - mindestens emma! differenzierbare Funktion 
der äuBeren Variahlen 1st und die Lösung der Naherungsgleichung im Falle des ent-
arteten Kernes exakt bestimnit werden kann. Des weiteren sind Koeffizienten-
funktioren zugelassen, die quadratisch integrable Singiilaritaten aufweisen konnen. 

Tn dieseni Artikel wird der Einfachheit halber die Losung der Randwertaufgabe 
• _•

 
1. Art	•	•	 -	-	- 

x"(t) _. 'a(t) x(t) + g(t)	-	 -	 -	•	(1) 

X(—I)' = x_ 1 ,	x(1) =	 •	-	- •	(2) 

tiit a, g E C[ 7-1, 11 betrachtet. Die Aufgabe (1)—(2) hesitze eine eindeutige Losung 
•x(t) E C2[— 1, 1].	•	• 

•	1; Wir betrachten auf der Mannigfaltigkeit	 • 

- - Q

 

= #(t) IxE C2( 	x(-1) = x_ 1 ,x(+1) = x} 

die in [2] angegebenei Operatorfolgen {K 1 }, {T}:	 - 

K,x	ff R(t, a, x)x(ax)dxda	(i.= 0, 1 2, 

mit	•-	 •	- 

R0(t, a, r) = -- (a + rt), 

R 1+1 (t a, x) =	 f [a(a,rj ) R 1 (t, a1 , t1 ) (ax, + air) - a( -al r1) 

•	
X R 1 (t, — a1 , x1 )(ar1 - a1 -r)] dr 1 da1	(i = 0, 1, 2, ...)
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und

Tx = f k 1 (t, r) x(r) dT	(1 = 1, 2, ...) 

mit.	 0 

k +1 (t, i) =	f [a(at) R 1 (t; a, r) (1 + a) -. a( —aT) R 1 (t, —a, r) (1 -,u)] du 

(1=0,1,2,...). 

Für these Operatoren gelten die Beziehungen	- 
j(ax = T1+1 x + K +1 x"	(1 = 0,. 1, 2, . . .)•	 -	(3) 

und	 - 
x = To  + K0x"	 -	(4)


mit

	

itt,	i—t T0x	2 x(1) + 2 

Für die Losung der Aufgabe (1)--(2)erha1tei wir dann aus (4) unter Berücksichti-
gung von (1) die Gleichung 

x = T0x + K0g + K0ax,	
0	

(5.0) 

aus der unter Beachtung von (3) (für I = 0) und (1) ziinächst	 - 

x = Tox+ (KO, + K 1 )g + T1 x + K 1 ax	 - (5.1)€

und bei Wiederholung ((3) fur i = 1) 

xTox+(K0 + K1 + K2 ) 9 +T1 +T2 )x+ K2ax	 (5.2) 
folgt. Nach n Schritten erhält man schlie8lich für die Losung.x der Aufabe (1)—(2) 
die G1eihung	

0 

x=h +_FT,x+ Kax	 (512) 
mit	

0 

II 

h=Tox+.K1g,	 0 

1=0 

eine FREDHOLM-VOLTERRASChC Intcgralgleichung 2. Art, wobei der Kern des FRED-
HOLMschen Anteils eine - in Abhängigkeit von , a(t) - mindestens differenzierbare 
Funktjon der äul3eren Variablen 1st (s. [2]).	 0 

Da.	 0	

•0	 - 

• [A(l - 
KaxI 5 C1 (2n+ 2)! 

mit	
-.	 0 	

0 

= inax jx(t)j,	A = max Ia(t)I , 

	

-	-It1	 0 

gilt (siehe [2), wird Kar für hinreichend grof3es n beliebig klein, und wir werden es 
als Restglied vernaehlassigen. Dann erhält man aus (5.7i) die FREDHOIMSChe Integia1-
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gleichung 2 Art	 - 

Xn.	 Tx	 S 

bzw.
'In	1 

x(t) =zh i(t) -+. f{ •!- ke(tr)j x(r)dr.	 -	(6) 

-1	-	- -	- 

• Ijnter der Voraussetzung, daB die zu (6) gehorige RsoIvent .e P(t, r) existlert, ist die 
Losung von (6) durch  

x(t) = hn(t) + f P(t, r) h(r)dr 

• gegeben. Es sei	 - 

f P(t, s)I ds	P*	 I 

•	Dann erhält man aus der Losung der -Integraigleichung 

S	 11n	1 

= Kax + f L	
k,(t, r)] [x(r) — x(t)] dr, 

S	

_,	 t=I 

die mit	 • 

x -- x =	+f P(t, r) Kaxdr 

- - geeben ist, als eine Fehlerabschätzung für das Verfahren 

•	 S	 S 

•jx —
	c,(J ± Pn*) (2n 

+ 2)!	/	 S 

S \Venndarüber hinaus Pn(t, r) gleiehmal3ig beschrànkt ist, so ist auch die eineutige 
Lösbarkeit von (5.n) gesichert deren Losung dann die eindeutige Losuiig der Rand-
wertaUfgabe (l)—(2) ist, weshaib mit Xn(t) eine Naherungslosung der Randwert-
aufgabe gegeben ist. 
2. Wena(t) eine solehe Funktion ist, für die die k,(t, T). zerfallen: 

k 1 (, r) = E a,k(t) b lk(r) ' (1 = 1, 2, ...),	 -• 
k=1	- 

•	so hat (6) die Gestalt	 S	 - S	 -• 

n	m	,	1	 S 

•	 Xn(t) = h(t) + f I L'	' a,k(t) b 1k(r) x,,(r) dr.	• 
•	 •-, 11=1 k=1	 •J 

[S	
fl	 •	

0 

Es seim (n :E^: rn	n) die Zahi der linear unabhangigen &k(T), die mitb(r) be-
1=1	I 

zeiehnet werden. Dann erhält man di6 Naherungsgleiëhuiig (6) in der Forn,	-	S 

•	•:1rn	 1	 .' 
S	 •	 S	 x(t) = h,(1) +- f 	a(t) b i (r)j x(r) dx,	

• 

0_OS ,	 S / 
-	 5	 --•	 .	 S	 •	•.	

S
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wobei die a 4 (t)'offeñsiclitlich Linearkombinationen der ã k(t) sind. Gleichung (7) ist 
eine FRErnIOLMSChe Integraigleichung mit ausgeartetem Kern. Wie. aus der Theorie 
der Integraigleichungen bekannt ist, wird ihre Losung durch die Forine1. - 

x(t) = h(t)	a;a1(t)	
- 

bestimmt, wcnn

- Iii	fl12	. . .	 . 

b,n 21	1'22	_fl2rn	 S 

S	
-	 - 2	... 1 - Pmm 

gilt. Hier flier sind die fl ij durch 

•	 =f b 1 (t) a(r) dr	(i, = 1, 2;  

definiert, und die -Koeffizienten a i ergeben sich aus dern 1inearenG1eichungssystèin 
S	 - 

mit y = fh(T) 1 (r)-d	(	1,,2..., in).	(8) 

Ms Fehlerabschatzung fur unsee Methode erhält man hier 
S	

An+1 
-'	 X,,,JJC	c(1 + Pm*) 

(2n + 2)!'	 -	S 

wenn man	
S 

1 P(t, s)J ds	Pm *	 •	 () 

0	 - 

annimnit, vobéi Pm(t, 
8)=i,k21 

al-MV a,(t) b 1(t) die	e Resolvnte der Integraigleichung 
•	(7) ist, und die Gröf3en D die entsprcchenden Minoren der Determinante Dm sind. 

Tm folgenden wird gezeigt, daB man die Fehlerabschatzung in cinigen Spezial-, 
fallen genauer vornehmen kann. 

3. Wir betrachten einige K'lassen von Funktionen a(1), für die die Gleichung (6) 
eine Integralgleichung mit entartetem Kern wird.	 - 
3.1. Es s'ei	 • 

a(t) = a = const.	 .	 - •	

S 

•	Wir erhalten	
•	 .	

0	 •	 - 

£	1 

/	K,x 
=	

[ (g2 - 1)(-r - 1)]' 
(a + tt) x(ar) dr da 

	

22i+1 ff	(i!)2 
(1=0,1,2,...)	 S
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und	

Tx 
= _at(1_t2)tf	

i + it x(r) di	(i = 1, 2 

sowie anteIle von (6) die Int.egralgleichung	 - 

	

1 12n	 1 
x(t) = h(t) - f [	' a°(t) b 10(r) x(r) dr	 •	 •	 (10) 

-	-'	t=i• _	 -	- 

•.niit	 5-	 - 

1-t	- 
____	 • 	 n 

i	2'! 
(110(t) =	 •	 • 

•	 (1 — t2)t-? 

	

•	 12(I—n)! at,	n+1 !s^i:5,2n 

und	•	 • 

•	 (-r2 — 1)'	 S 

S	• S	 2i(i - 1)!	 1	i 

	

•	 b°(r) =.	S	 • 

	

S	 0	
-	 (r2 _..l)i_lfl	 - 

	

•	2'"(i - 1	n)!	1i + 1	j < 2. 

3.2. Essei	 -	- 
•	 •	 .	 á(t) = t2	(j	0).	 -• 

Dann besitzen-die Kene der Integraloperatoren K 1 , T 1 die Porm	S 

	

S	•	
R 1 (t,,r) = (a+ rt) CO O, )(v 1( 1 , r )	(i=0, 1,2,...), 

•	 k1(t, i) = --	(1 + it) t2'w1(t, 1) w 11 (l, i)  

wobei	S	 • 

(2f+2	t2i+2)i	•	 S	 S	 -	 • 

(2j + 2)i i! •	 •	 •	 •	 •	

S 

	

• •	
-	 gesetzt wurde. Anstelle von (6) erhalten wir die Integraigleichung	

S 

	

2n	 1 
x(t)	h(t) — f	' 40) &(r)] x(r) dr	 .	 (11) 

-	 -	 -1	 •	. 

mit.	
•	 S 

.	
-	 Iw1(t, 1),	1 ^ i s n 

	

-	a1(t) 
= tw 1_(t, 1),	n +1 :E^ I :5,- 2n 

un	 S.	 -	 S	 •	 .	 • 

-	•-	 1	21 11_i( 1 ,r),	1in'	- 
•b(r)  i:5;2m 2	lTl_1_n(i,i),	h± 1 ^ 

•	 •	 7
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Der Fehier der Methode la!3t sich hier durch  

2c1(l+.)  IkXI!C	 ,,	0	 •. 

0	 (2j + 2)1 (n ± 1).! 11 [21+ 1 + 2k(j + 1)] 
k=0. 

abschätzen, wobei 
Pn entsprechend (9) eine obere . Schranke zur Resolvente von (11) 

1st. Die Koeffizienten des .entspreehenden Gleichungssystems () haben die Form 
(i)i-1 (k.+ i — 1)!	 -	

-k — 1 2 i+k-1	-	 (i, —	n) 
k!(i--1)!fl[2j+i+21(j+1)] 

-	 1=0	 000000 

0	 . S (i=1,2,...,n; 
•	

• k=n-p1,n+2,...,2n)	0 

P1k	
"	0	,	 (i=n+1,n-+-2,...,2n; - 

/	
0	 °k=1,2,...,n) 

..(-1)'".(k± I - 1 - 2n)!	 - -	
0	 0	 i+k-1-2n	 .	

.
	n'+ 1, 

• (k — ,n)! (i—i—n)! H [2j+3+21j+1)] .	. 

und die Kôeffiziënten der rechten Seite sind für i = 1, 2, .., n durch'	 0 

S	 -'	 11	 •'	
0	

S	 -	 S 

,	 - •	
S 

•	
=

	ff ar)g( 	Vk(l, r) {(l)i rwI+k(l, a) -+ (i, k; a)} drda 
k=0	 0 

2(x1 + x_1)  
0	

0	

0 

•	•	.	H [2j + 1 ± 2ni(j + 1)] -,	;•.'	•-	/	 -' 

M=O	
0 

mit	 .	 -	 '• 

	

0	 [(i . I.+	
± (_1)k+1+1 

	

001=0 H[21+ 1 f 2m ( j + 1 )]	.	 . 

x (1	k) 
a2J+Ia2(1+l_1)+1)]	( ^ - 1) 

•	
.	0(1, /c,,a)	

0	 -	 S	
0	 -' 

S	
0	 a)	.1/ 0	

k + 1 
•0	

[21+ 1 ± 2m(j± 1)] 
M=O

Lkk+1± i_i	
0 

+ (-1)' 
(k ± 1) a2i+1a2(k+1)(i+1)]	(k < I — 1)	'	

0 

und lift I = n - 1, n . 2, ..., 2n durch	•	

'	 '0	 . 

S	 '	 '	

0	

0	 0 (_1)i_1	ta.o ,	 •	 .	
-	 .5 

/	

=	4	k=OLJ'	(J-'k(1 r) {(-1)' aw,_fl +L(l ci) 

	

rO(i, k, a)} dr dci	2(x1 —.x 1 )	 •-	

0 

17[
2j ± 3 + 2n ( j + 1 fl	•	•	0	 0 

S	 •,	 m=0 -'	 •0	 •	 -	 -	 -	 -	 -	
•	 0 

2 Analysis Bd. 2, Heft 1(1083) •	 .	
-	

•	 0	 -
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iiiit	S	 S	 'S 

wk1(l,a)	1( + 1 - 1 - n\ 
+ (_1)1+1 -	 1+1-i-n	 I ' - ° 

fl [2/ + 3 + 2m(j + 1)] 

- ± 1 ) a273c2(	l-n)() 1)]	(k ^ i - 1 - n) 

O(i,k,a)=
• o .___,(l, a)	1(	k + 1	'\ 14_ (-1)+' 

•	 ki[2+ 3 + 2rn(j +l)]	
± +' - 

x (k -1 1) 
cl2 i+3a2(k + l)(i+ 1)]	(Ic < i— 1 - n) 

bstimmt. 

3.3. Essei 

a(t) =	p,t2' 

Dann haben die Kerne der-Integraloperatoren K 1 ; T 1 die Form 

R 1 (t, a, r) 
= 

a ..	 17 pjS 1 (t, a, j) S 1 (1, r, j)J, . ............ )g=O js-1	 S	 - 

1-i--it	m	I 
k 1 (t, x)'	221-i =	'	11 pJT2iS 1 . l (1, r, /) S 1 (t, 1, j)], 

..j=O l=i 

wobei
I	 a2ulkt2I1,k 

S . (t,.a 1 ) =	' (_i)k	
i	k •-	 '	 S 

k=O'	 ,	,	 ,-	 S 

-	 '	 •-	 '1k	'1k' 
S	 l=k+i	11	-	 ' 

	

•	
'	 mit	 '•	 • 

I	•	 k 

	

•	 ; J 1 = E (/ + 1),. •	 = L' (ip + 1)	 5 

-	 p=-k+i	•	 p=1	 S 

S	

gesetzt wurde.
 

Anstelle von (6) erhält man hier die -Integraigleichung

 m	1	2	
q 

	

•	x(t)= h(i) - f [	_-	 JJ p	[a()(t) bz (Q) (T)]] x(r) d.	(12)' 
2	

•	
jj'O i=i	q=i •	 - •	 - 

Hierbei wurden die Abkürzungen	S	 • -	 - 

	

•	 a1(')(t) = S 1 (t, 1,j),	a,(2)(t) ± tS,(t, 1, j),	 • 

-	 b1(1) = x2i s,_i (1, , j),	b1 (2 ()	2ii+iSj_1(1, r, j) 

verwendet. •	 S	 S 

-	 3.4.'Essei	.	-	•	 S	 •	

• 

a(t) = g2j+1	(j	0).
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Die Kerne der fntegraioperatoren K i und T, besitzen die Form 

R201 r, a) =	[a,(t, a) V201 ) + it 201 a) P201 r)] 

R211 (t, a, z) =	[T2^1(t, a) -21+i(, t) + at9 21^ 1 (t, a) v2 1 1 (l, t)]	(1 = 0, 1, 2, ...), 

k2 ^ 1 (t, r) =	 2i+1[p2+1(t, 1') 
v2i(1, t) + 1q 21+1 (t; 1) 2(l,T)] 

k21(t,t) = -
	T 21 + 1 [t 21 (t, 1) 2j—l(l, r) +	1) 21-1(L r)]	(1	1, 2, ...). 

•	Hierbei sind die p i und tp i durch	 -	 S 

(FO ( t, a)	(t, a)  

	

a) = f s2i+1p(t, s) ds,	11(t, a) -• fs21+3q,1(t, s) ds 

-	(1=0,1,2,...) 

•	rekursiv definiert.	 S. 

	

Hieraus folgt, dad die Beziehungen	 S 

1—i	 tC,,	 . •	 - 

i2 (t; a) -= E 21-2k	2k	- 2k+I 21-2k—I + 21'	 5 

k 	H d1 H c1	H d1 H c1	H c1 • 

£-=i	1=1	1=1	1=1	1=1	• 

S -	 I	Q5,*_.kd,k	 Sd,f_tkdIk+	 S	 • 

	

'2+i(, a) = E 21+1-2k 2k	21-2k 2k+i k---O	H • H d,	H d1 H c1 
1=1	1=1	 1=1	1=1 

i—i	C$l_kd,	
/	

-Ik-jk0I	 •	 - 

992 	a) = E 21-2k 2k	21-2k—I 24-+i	+ 2i 

	

•° H c1 H d,	H d1 H c1	H.d1  
1=1	1=1	 i=i	I—i	 1=1	 5	 S 

-	
•	 • I	 _U-.k+ 

	

9.221±1(1, a) = E- 2i-2k+1	2k	- 21-2k 2k+i	 - 0 1 2	•	
- 

kO	H d, H 
Cl
	JJ 

Cl 
H d1	 - , , , ... 

1=1	1=1	1i	1=1	 - 

	

gelten. wobei wir die Konstanten	- 

	

C2 i'= 21(2j + 3) = d2 ,	c21 = C2 1 + 2(j + 2), 
•	 -• 

•	d21+1 = d21 + 2(j + 1)	(1 =0, 1, ...) 

verwendet haben.  
Anstelle von (6) erhalten wir die Integraigleichung 

•	 • 1 f2n — i	1	 - •	
x(t) = h(t - f	ã(t) b ; ( .r)j x(-r) dr,	

•	
(13) 

• —i a=O 

2*

-	/	-•	 .,	 .	 S	 •	 —•	 S
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wobei für geradzahlige n die Beziehungen 

ip21+ (t, 1),	0 45: I <  

t 211_(t1 1),	 n - 

•	

• 

Pa+—n(t, 1),	n. 	n— 1 

-	 tv21+2_3(t, 1),	n <'i	2n - 1	-	•.•	 -' 

sowie	 S...	S	 • 

V20, .0	 •	 S 

•	 72i—fl(, r)., •	 -- ^ ^ . - J, 
b . (v) = .._r2j+1	 •	

- 

•	 T21_21(l, i),	fl  

-ni2n-1 

gelten: Für ungeradzahlige n sind die a, !, analog definiert. 

3.5. Essei	 -	 •	 S 

n-1 
d(t) =	-pt2i-.	 - 

j=O 

Die Kérne R, k, der Operatoren K-, T 1 ergeberisich für i	0, 1, 2, ... aus	.. 

R(t,' a, r).	 S	 S 

•	
21	-	-

	-92
1 -	-

	§2	
S	 •• 

= --	'	Hp,[o-S(t, o-, j) 1 (l, -r, j) + rtS21 (1, a., j)	 (l,r, j)), 
j,O 11	 •	 S 

R +1 [t, a, -r)	 - 

1	rn—I • 21+1	-	 -	 • - . . S	 •	 - 

•	 .	 = --	Z	• TI p5 [rS21+1 (t1 a, j) S21+1 (], r, j) + atS211 (t, a, j) S2 ± 1 (l, -r, 
•	 j,i+i=O 1=1	- 

-	1	rn—I	 21- -	 S -

	 - 

..2j+1 I] p[rS21 .. 1 (1,.r, j) S21 (t, 1 1 1) + tS21 _ 1 (1, r, j) S21(t, 

	

-	. 2 j	 11	 • 

k211(t)r)	 S	 •	 • -	 S	

• - 

	

•	-	

• 1	rn-1	-	21+1	-	 S	 -	 - 

= --	' -r2 "'' 17 p11[S21(1, i, j) S21 (t, 1, j) + TtS201 r, j) S2+1 (t, 1 1 j)] 
•	 S	 Jn+iO	11 

mit	• .	 -	 - 

•	 • -	 -	 1	 0ZJkg2I.k -	 S 

Sj(t,a,j)=Z(_1)k	
J1k Ii Ilk -	S	 S	

-	 S 

S	 •	 - 1k+1	1=1	.	
5	

5
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und	.	 5	 0	 5 

0	

–	 1	i	a2Jkt2r	0	
0	 5 

S21 (t, a, ')=	
k=O (
	1)"	

J1 ii T1	 :	. 
1=k+1	l=sI	 0 

Hierbei serden die Konstanten	 -	-' 

1/2	

0	

0 

•	-	 (1i:-+ +3)	 (i, k gerade)	-	 0 

•	 1=k/2+i	-	
5	 0	

0 

1/2-1  
•	 0	 .E. (12k +0121+1 ± 3)	 (igerade; k ungerae) 

1=(k+1)12	
0	

5 

ik	(1-1)/2	
00	

0 5,	 0 

•	 ' (i + 121+1 +3)	 (i, k ungerade) 
•	 s-=(k-)-1).2	 0	

: •	 -(i-1)/2	
-	

0 

E (121 ± 12:-1 + 3) + j + 2	(i ungerade; k gerade)'	5 0 

I=k/2+1	 0 - 

•	und
,i/2	 0	

0 

E (121 + 12:-1 + 3)	 (1, k gerade) 
0	 l=k/2+1	 0	 0•	

5	
0 

1/2-1 
0	

± 121+1 +3) + j i + 2 0	 (1 gerade; k ungerade)	
0 

—	 1=(k+i)/2	 0	 0 

- --	 =	(i-ij2	 0	 ' S	 -	 -	 /	

0 

	

U21 + 121-1+ 3) + + 1	(i ngerade; k gerade)	0	
0 0 

1=k/2+1	 0	 - 

0	 (1—i)/2	 -	0	
0 

L' (121 + 121+1 +3)	 (i, k ungerade) 
0 

-	 5 0	 1=(k±1)12	
0 

sowie	0	

0	

.	 •-	 0 

S	 k—i	.	 0	 0 
0	

0 0

	

2	+ 1	(i, k ungerade)	
0 

k	 k — i	

0	 • 

•	
'1k = E (i + 1 )+•	 (i, k gerade)	

0 

•	
0	 1=1	 2	 -	 5	 0	 0 

•	 00	 0	 -	 k—i+1 0	•0	 0 

•	
0	

2	(k — ungerade)	
0	 - 

•	Undo	 0	

0	
0	 0	

0 

S	
5 •:	 0	 0	

2	
0 (1, k ungerade)	 •	

0	 •: 

•	 k	0	 k—i	0	 0 
- • -	Iik	X(: + 1) +	•.	+ 1	(1, k gerade) .	0	 0	- 

-•	•:	1=1-	 2	 0	•	 -	0	• 
•	 0	

k—i+1:	
i	

5	
.• 

	

0	
•_2 0
	

(k —  ungerade) 0 -	0 

•	verwendet; Fur gerades . n erhält man aus .(6)\ die Integral: leichung	 0	•	 0 0 

0	••	0/0	 F n/2	rn-i 
• •	 x,(t) = h(t) — f'-{'	E	17 pJ Z a1()(g) b & (Q) (r)J x.(-r) ' dr.	0	(14)	0 

0	0	
0	 s=1j ...... y,=O 1=1	Qi	•	0	0	0	

0	
0	

0
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Hier sind (lie a 1() (t), b Q)(r) durch	 - 

a (1) (t) =S2 (t, 1, j),	a (2) (t= tS2 (t 1, j), a(3)(t) = S 1 (t, 1, j), 

a, (4) (t) = 1S21 _ 1 (t, 1,  

b(')(t) =	r2is+ 2S	(1, r, j),	b(2)(t) 
= 1 

i21+ I S2 . 1 ( 1, T, 

b j 3 (r): = .. 2i++ 1 21 _2 (l, T /)	 =	r2i"'S21 _ 2 (1, r, j) 

dëfiniert. Fii'r ungerades n gelteñ analoge BeiehurIgen; - 
Benierkung: Die Tntegralgleichung (6) für die Approxiiiiierende x,, der Losung 

des Randwer,tprOblems (1)-(2) besitzt für Polynonikoeffizienten u(1) einen ent-
arteten Kern. Ailgerneine Koeffizienten a(t) E C[-1, +11 sind dann dureh geeignete 

•	Polynottie so zu approxirnieren, daa der Fehier in der GroBenordnung des Fehiers 
•	der Naherungsintegralgleichung (6) .Iiégt. Das kommt einern Ersetzen des Kernes• 

• durch einen'ausgearteten gleich. Man kann auch nach Konstruktion-der Naherungs-
gleichung (6) these mit einem bekannten Verfahren (z. B. Ersetzen des Kernesdurch 
einen ausgearteten) naherungsweise lösen. Hierzu wurden keine vergleichenden Unter-
suchuhgen vorgenomnien. 

•	4. Beispiele 

4.1. Es wird a(t)	const = 1 gewählt und das Randwertprobleni	- 

x"(t) = x(t), 
x(-1) = -1,	•x(1) = 1 

betrachtet. Die exakte Losung lautet	 S •; 

e'	- el - f	 -	
S	 I	 S 

	

e2 -1	 -	 - 

Die hier vorgelegte Methode ergibt- für n = 3 die Naherungslosung	 - 

	

1 -t	 (1	12)2 
x3(0 = 1 - 0,31303521' 2

	+ 0,06089411 22. 2! 

(1 _t2 )3	 S	 - 

- 0,00856456171 3 

Diese erfüllt die Randbedingungen, und zusätzlich ist X3(0) .= x(0). 

- x3 (t)	 x(t) -	 I X(t) \- x3(01 

-	0,0-	•0,0	 0,0	 6,0 
-	0,25	0,2149520 •	• 0,2149525	5. 10- 7	 S	 • • - •
	 0,5	0,4434091	0,4434095	• 4 10	- 

1,0 -	1,0	-	1,0	 010	 - S •	 -• • 

4.2.- Es wird a(1) = t gewahlt ünd das Randwertprôblem -	 - 

= lx(t) :+• 2 - t,	•	- 

	

-	•	 -
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betrachtet. Die exakte Losung lautet x(t) = t 2. Als Naherungslosung erhält man für 
n=3	.	 . 

x3(t) = t2 ± 0,00000040 - 0,00000051 6 + 0,000000200. 

x3 (0	 x(t)	Ix(t) - x3(0I 

0,0	0,0	 0,0	 0,0 
0,25	0,0625	0,0625	< 10 

•	 0,5	0,25	 0,25	 1,7. 10-8 
1,0	1,0000001	1,0	 1. 10 

4.3. Es wird a(t) = t2 gewahit und das Randwertproblein 

•	x(t)	t2x(t) - t,	•• 

x(-1)=-1,	z(1) =l	 S 

betrachtt. Die exakte Lsung lautet x(t) = 1. Als Naherungslosung erhalten wir für 
= 3

X3( g)=	0,000000 it	 - 0,000 100 
()4 

t	x3(0	x(t)	Ix(t)	x3(0I 

0,0 -	0,0	0,0	0,0 
0,25	0,25	0,25	< 10-8  
0,5	0,5	0,5	< 10-8 
1,0	1,0	.	I.M.	0,0 
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