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Existenzsitze fiir einige Randsteuerprobleme
bei verallgemeinerten analytischen Funktionen

D. OESTREICH
. . N

\
'

Es wcrden das Riemann- Hllbertsche Randsteuerproblem bei analytlschcn und verallgemeiner-
ten analytlschen Funktionen sowic das Riemannsche und damit in Zusammenhang stehende
Randsteuerprobleme betrachtet. Fiir.diese Probleme werden Existenzsitze fir den Fall be-
wiesen, daB die Kostenfunktionale als Integrale gegeben sind, Nebenbedingungen auftreten
und dic Koeffizienten in der Randbedingung (stiick weisc) Holder-stetig sind.

«PaccMaTpuBaloTCA Kpaesad 3anaia ynpasiaeHua Puvasa-Tunbbepra Aaa aHaIMTHUECKHX
u 0606wenHo aHanuTHYeCKUX QYHKUNI, KpaeBad 3a)ada ynpasienus Pumada n-nogobutie
" npoG:aemu. J{nA 3THX 3ajad OKA3HBAIOTCA TEOPEMH!' CYWECTBOBAHMA NJIA TOrO Cly4as,
KOTNa - PYHKUMOHAJK CTOMMOCTH 3aJaHH MHTErPAJIOM, UMEIOTCH OTPAHHYEHHA W -KodPPi-
-I{MEHTH B IPAHUYHOM YCIOBHH ABIAKTCA (Kycouno) I'enbaepoBuiMu GYHKUHMAMH.

7 - - .

- There are considered the Riemann-Hilbert boundary control problem with analytic and genera-
lized analytic functions, the Riemann and similar boundary control problems. Existence
theorems are proved for these problems with integral cost functionals, constraints and (piece-
vnse),Holder contmuous coeffxc:ents in the boundary condition.

In dieser Arbelt, werden Exnstenz.satze fiir einige Randstcuerprobleme, insbesondere
_ fiir -das Riemann-Hilbertsche Randsteuerproblem, bei analytischen und verall-
gemeinerten analytischen Funktionen aufgestellt. Der Beweis des Existenzsatzes fiir
das Riemann-Hilbertsche Randsteuerproblem bei analytischen Funktiorien stiitzt
sich dabéi auf die explizite Darstellung der Lésung des cntsprechenden Riemann-
Hilbert-Problems; die Benutzung: einer a-priori-Abschiatzung der Losung scheint
uns wegen deren vom Index abhingigen Darstellung im allgemeinen nicht méglich.

Der Existenzbeweis des Riemann-Hilbertschen Randsteuerproblems bei. verall-

' gemeinerten analytischen Funktionen — hier lassen sich die Zustandsfunktionen

nicht explizit angeben — beruht auf der Zuriickfiihrung dieses Problems auf das
erstere. Weiterhin betrachten wir das Riemannsche Randsteuerproblem, sowie’ das
: Problem der gesteuerten Richtungsableitung bei verallgememerten analytischen
Funktionen. Diese. Probleme lassen sich entweder analog wie das Riemann-Hilbert-
sche Randsteuerproblem behandeln bzw. ebenfalls darauf zuriickfiihren. ‘
Existenzsiatze fiir das Riemann-Hilbertsche Randsteuerproblem wurden von
.V. WoLFERSDORF [9] fiir den Fall betrachtet, daB die rechte Seite der Randbedingung
linear von der Steuerfunktion abhingt. Fiir andere optimale Steuerproblemée bei
(in komplexer Form geschnebenen) elliptischen Differentialgleichungen” wurden
" Existenzaussagen vom gleichen Autor [10; 11] sowie von C. und Cl. SrMioNEscu [6]
gemacht. Das Riemann-Hilbertsche Randsteuerproblem gestattet Anwendungen auf
" einige Fragen der Theorie des momentefreien Spannungszustandes von Schalen (7, 8].
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. §L Das Rlemann Hllbertsche Randsteuerproblem\

Sei’ D ein (endliches oder unendliches) Gebiet in der l\omplexen Ebene C, das von
einer geschlossenen Ljapunowkurve begrenzt wird [5: § 43].

. Formulierung des Problems: -Gesucht werden eine in D holomorphe, sowie auf I’
-stetig fortsetzbare Zustandsfunktion w(z) und eine Holdcr -stetige Steuerfunktion
u(-) € U, die d1e Randbedmgung .

a@ut»Rewo-+b@ut»han'
S =RefluO)u]=ohuw) atr @)
erfiillen, den Nebenbedmgungen‘) ) . \
ot w(e), ()so fiir alle te I und ke Kp,
' .Mk *(2, w(z)g fiir alle zED und k€ Ky* 4 '
s o fm( nyﬂgo fiir alle ke K20, "; 4. - . (2)

P | 'N,,* = ffnk*(z w(z))d:vdySO fiir alle k€K2 -

- geniigen und das Kostenfunktional - .

» ﬂw;ﬂ+ﬁ._\-f S N (3).
hm. G . o ,
) fF°(t we), w())dt S (3.1)
J*——ffF*(z wz))dxdy T - i - (3.2)

minimieren. ) ) : :
Dabei smd a, b c, Mk , M *, n,0, nk*, Fo, F* vorgegebene reellwertige Funktionen,’
K?und K;* ( = 1, 2) beliebige Indexmengen. Die Koeffmentcnfunktlon l=a-+ b
geniigt fir ]edes u(- ) € U der Normalztatébedmgung ) . N
' At u)# 0 furalle el R o I ¢

1.
: Welter machen wir folgende Voraussetzungen

"+ 1. Die Stenermenge U ist eine in Hu(l")?!), 0°< #< 1, beschrankte und in C(F) ab-
geschlossene Menge mit dem Steuerberel(,h Q.-

2. Fiir alle w € Q sind a(-, @), b(-, ), ¢(-, w) € Hu(T') glelchmaBlg bezugllch % € 2und
_ alle d(¢, -), b(t 9, e(t, -y € Hy(82) glelchmaBlg bezuglich ¢ € I.

3. M0 n° F° bzw. M *, n,*, F* sind stetig hinsichtlich (w, u) bzw. w fiir alle ¢-€ F
bzw 2 € D und meBbar hmswhbllch ¢ E I’ bzw. z € D fiir alle (w, ) bzw. w.

1) Falls in den \*ebenbcdmgungen oder Kostenfunktlonalen Funktlonen mit Komplexen Argu-
menten auftreten, verstehen wir lm[ weiteren darunter stets (recllwertlgc) Funkmonen dmser
Argumente, also zum Belsplel o

~

M(t, w(t), u(t)) = MRO(t, B, wlt); wlt), w(t)): >

C 2 Im welteren bézeichnen wnr reelle Holdcrra.ume mit dem Exponenten u durch H und kom
plexe durch C,.

!
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.

Wie iiblich bezeichnet,
- .4 - ; 1 . . : ~ . ] . ) . '- . .
() = g larg Aty w)}r” - - 3y

“den Index des Riemann-Hilbertschen Randsteuerproblems mit steblgen Koefflucnten
Falls ». 2 0 ist, stellen wir an die. 7ustandsfunktlon w folgende 7usatzbedmgungen

“ Im [/(t‘,, u(ty ) w(t,) ] =hNw) - (k=12 ..,2r —}— 1) o (6.1)

wobei 0 = 7 < n eine fixierte ganze Zahl, ¢ (k = 1 2,...,02r + 1 )' fixierte Punkte -
- auf I" und k,° vorgegebene reellwertige auf C(Q). stetlge Funktlonale sind. Im, Falle
- > 0und.r < n gelte welt;erhm : :

R I R

© o, z; (I = 1,2, ...,n —r) vorgegcbene Punkte im Tnnern von D und h, gegebene
komplechrtlge auf C(Q) stetige Funktionale darstellen.

" Bemerkung: Die Zusatzbedingungen kénnen auch in Form eme.r Integral-
bedmgung : , ,

'

fIm[)t u(t w]g(t)ds—h°(u : o (8.1

aund den Bedmgungen ' ) , .
wlm) = k) (=1,2..m) L (8

gegeben sein, wobei o(t) € L,(I") cine vorgegcbene posnblve Funktion auf I"und k° ein’

reellwertiges auf C(Q) stetiges Fuhktional sind. (Zur Verallgemeinerungauf den Fall.

von 2r + 1 Bedingungen der Form (6.1") und n—r Bedmgungen der Form (6.2)’
siehe'J. NITSGHE [12] ,

Satz 1: Der Inde:v n = n(w) sei konstant fiir alle u( ) E'U Falls n = O ist ef/iille .
. die Zustandsfunktion die Z usatzbedingungen (6) (bzw. (6')). Im Falle eines unbeschrdnk-
ten Gebietes D- Icom)ergzere das Integral (3.2) gleichmafig fir jede kompakte Teilmenge

aus C,2 ,wenn n < 0, bzw. fir (w, @) € C2, wenn n > 0 ist. Dann hat das Riemann-Hil- -

bertsche ‘Randsteuerproblem, falls mindestens eine zuldssige Losung existiert, unter’ den
Voraussetz@ngen 1—3. (mindestens) -eine optimale Losung (uq, w,) € H(I') X C.D).

. Beweis: Wir betrachten zur‘liichsi den Fall, daB-D das K}‘elsgeblet 2] <1 ist. _
Sei n = 0. Wir fixiercn u(-) € U. Das.zugehorige Riemann-Hilbert-Problem hat die
allgemeine Lésung [5:'§ 41]: S ' o « -

2n+l

w(z,u>—w°(z‘a)+2dw(zu) S -

' Hierbei sind u? eine speuelle Losung des mhomogenen Problems, d; reelle Konstanten
und w' (z = 1,2, ..., 2n 4 1) ein vollstindiges L.ésungssystem des homogenen Pro-
blems. Diese Funktlonen lagsen sich explizit angeben [5: § 41]. Die Konstanten d;,
die im allgemeinen von » abhingen, konnen aus den Ausatzbcdmgungen (6) (bzw. (6))

- eindeutig bestimmt werden und sind von u stetig abhingig [7: S.232—233). Es
existiert also fiir jedes u(-) € U genau eine.Zustandsfunktion w(-) € C,(D) [5: § 21] :

Fiic » < 0 hat das zugehérige, Riemann-Hilbert-Problem bei fixiertem u(-) €

. bei Erfiillung von —2n — 1 Ldsbarkeitsbedingungen, die die Form verschwmdender

! hmstchthch u nichtlinearer Integra]e besntaen [5: § 41], eine elndeutlge Losung

co~
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_+ Wir bezeichnen mit Z = U, X W, die Menge der zulidssigen Ldsungen (u, w) des

Riemann-Hilbertschen Randsteuerproblems, d. h. alle Paare »(-) € U und die zu-
- ‘gehorigen w, die den Nebenbedingungen (2), sowie im Falle n < 0 den Lésbarkeits-
bedingungen [5: § 41] geniigen. Wir wihlen eine Minimalfolge (u,, w,) € Z fiir das
Kostenfunktional (3), d. h. J, = J(u,) — inf J(u) fiir n — co.

. uel, . ' a
Aus der Voraussetzung 1 und der vollstetigén Einbettung von H,(I") in C(I") folgt
. die Existenz einer Teilfolge {u,} € U, mit der Eigenschaft :

o
u,.—* 0 € U

" Diesér Folge entspricht eine Folge {w,} € W,.- Wir benutzen nunmehr die explizite
Darstellung von w, = w(u,) [5: § 41]. Der darin emgehende singulidre Operator ist in
C.(I')y und Ly(I") beschrankt [3: Kap. II]. Da C,(I") eine Banachsche Algebra ist und
_mit Hilfe des Maximumprinzips fiir holomorphe Funktionen laBt sich. zeigen, daB3 "

~

C(b)
> w0 = w(u0

falls das Gebiet D beschrinkt ist.
“Im Falle eines unbeschrinkten Gebietes D kann man stets eine (koinpakte) Tell-
menge D — D hinreichend groB wahlen so daB fiir ]edes belleblg fixierte ¢ > 0

uw_ an<—- S o (8)

mit

TG = 90+ [ Pz () de dy | B
: b ,

. y L ek L :
ist. Demnach ist auch w, — w,. Dann ergibt sich nach Voraussetzung 3

.

) > T() T BN

wa J(u,, ) = J{%,) und wegen (8) glelchfalls (9). Also gilt J(uo) = mf J( u). Offen-

sichtlich genugb (%, W) E H (F ) x C(D) den \'ebenbedmgungen (2), sow1e fiirn < 0
den Losbarkeltsbedmgungen d. h. (u,, w,) ist cine optimale Lésung.

Sei D nunmehr ein einfach-zusammenhingendes Gebiet. Dann it sich das Pro-
blein mittels konformer Abblldung ([2: Kap. X] siehe auch {7; 8. 17]) auf das Pro-’
blem fiir den Krels zuriickfiithren 1

Anmerkung 1: Der Index n(u) braucht nicht notwendig konstant zu sein; es
geniigt dessen, Beschrinktheit, falls fiir n(u) = 0 die Anzahl der. 7usatzbedmgungen
in Abhanglgkelt von n(u) gegeben ist. Dabei gilt es zu beachten, daB bei- -Anderung
des Index die Normalitdtsbedingung (4) nicht verletzt wird, da sonst die Losungen
der enbsprechenden Randwertaufgaben entarten. Das ist gewihrleistet, wenn der
Steuerbereich in disjunkte Mengen zerfillt, die konstanten Werten des Index ent-
sprechen . . :
Anmerkung 2: Falls keme Nebenbedmgungen der Form (2) gegeben sind, kann
© firn = 0 die Forderung, daB das Riemann-Hilbertsche Randsteuerproblem eine zu- .
]ass;ge Lésung besitzt, entfallen:
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§$2. Das Randsteuerproblem A (Riemann- Hllbertsches Randsteuerproblem bei
.verallgemeinerten analytlschen Funktlonen) |

Sei- D ein einfach-zusammenhingendes Gebiet der l\omplexen Ebene das von-einer
geschlossenen Ljapunowkurve I' berandet wird. L
Problemstellung.: Gesucht werden eine regulare Losung der leferentlalglexchung

8zw+A(z)w+B()w—F(2) B - ‘ (1_0)

(A B,FelL (D), p > 2) im Gebiet D und eine Steuerfunktion u(-) € U, die die
Randbedingung (1) erfiillen, den  Nebenbedingungen (2) geniigen und das Kosten-
funktional (3) minimieren; 4 = a 4 ¢ geniige fiir Jedes u(-) € U der Normalitits-
bedmgung (4). [

Satz 2: Der Indea: n = n(u) —.— [arg At u( t))]r,‘. sei konstant /ur alle u(:) € U.

Falls n = 0, er/ulle die Zustands/unktzon w die Zusatzbedingungen (6) (bzw. (6’ ))
Auferdem er/ulle im Falle eines unbeschrdnkten Gebietes D das Integral (3.2) dieselben
Bedingungen wie in Satz 1. Dann hat das Randsteuerproblem A, falls es mindestens
eine zuldssige Losung besttzt, unter den Voraussetzungen 1—3 (mindestens) eine optl-

male Losung (uy, w,) € H( ) X C(D), » = min (,u,p . 2)
Beweis: Ohne Beschriinkung der Allgememhelt koénnen wir fiir. den Koeffizienten

Az |A(t, w(t))] = 1 annehmen. Sei () € U fixiert. Wir erhalten dann das bekannte

\ Rlemann Hilbert-Problem- fiir verallgemeinerte analytische Funktionen (von I. N.
_VEkvuA auch Aufgabe A genannt) [7: S.182]. Wir betrachten zunichst den Fall
n = 0. Unter den Ausatzbedmgungen (6) (bzw (6 )) hat die entsprechende Aufgabe A

[7: 8. 232, 183).

dann eine emdeutlge Losung u,(z) € C(D), » ="min (,u, P

"Diese Losung a8t sich darstellen in der Form w = W 4 W1, wobei WO eine ge-
eignete Losung der homogenen Dxfferentlalglexchung zu (10) und W? eine speme]lc
Losung von (10) sind: Es gilt: : :

W(z u) = P(z, u)e“"“" . | o 11y

way - b
——ff(A PR e
Wl(z)_——ffg(z ) F(2) dEdn——foz(z,C) ) dé dy, .(325

WObCl D(z, u) eme in D holomorphe Funktion lst die der Randbedmgung

Re |2°(¢, u(t)) @(z, w)] = (¢, u (1)) auf ' . s '(13)

1

e, ) = 2wt e, L . (13.1)

mit -

> (¢, u(t)) = ¢ft, ult)) — Re [) (&, u(t)). W‘] . S (13.2)

genugt [7 S.183] und £; (z =1, 2) die Grundkerne der leferentlalglelchung (10)
sind, die nur von deren Kocfﬁzncnten A und-B abhingen [7: Kap. III, § 8]. (Aus den
Formeln (11) erkennt man, daf die Losung dieses Problems hier nichi explizit gegeben' -
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ist.) Somit 1st wh unabhanglg von u und gehért auBerdem zur Klasse C (D 'Offen-
sichtlich hat das Riemann-Hilbert-Problem (13 fiir @ gleichfalls eine cmdeutlgc-
Lésung, da @ analogen Zusatzbedingungen wie (6) (bzw. (6')) geniigt. Der Itidex n -
bleibt gleichfalls unverdndert [7: S. 195]. .
Fiir n < 0-existiert eine Losung der Aufgabe A nur be1 Erfullung gewisser Los-
bflrkutsbedméungen [7: Kap. IV, § 4]. :
Sei {u,} eine Minimalfolge des Ausgangsproblems und Wy, = W o4 W! die Zu-

' gchorlge Folge der Zustandsfunktionen. Es 148t sich eine Tex]folge {u,,} derart wihlen,
dall u, an, uy € U. Wegen |[w,,||c o = _const [77 S. 125] ist infolge der Idsungs-

stellung (11.1y fir die Kompakthelt von {w,,} die Kompaktheit von {®;} notwendig =~

und hmrelchend Diese ergibt snch analog wie im Bcwels von Salz 1. Somlt, existiert '

cme Tellfol;:c {wn}: wy Lo w* Folgllch gilt

Pl C(D) -

57w, — ;A(z) wy — B(2) Ty + F(2) S25' — A(2) w* — Ble) w* + F(z)
und wcgen der Abg,eschlossenhelt des Operators 2z (vgl. [1 Kap TTI]
E%w* =-A(z) w* + B(z) w* F( 2). A ) (10%)

. Offensnchthch genugb w’.".a.uch der Randbedmgung (1 ).sowie den Ausaf&bcdinglxngen
S (6) (bzw. (6"). mit u() = uy(t). Aus der. Lmdeublgkelt der Lésung ergibt swh
Cw* = w, = w(u0 Daher gilt J(u,,) = J(u,), also J(uo) mf J(u). :

Fir n < 0 148t sich zeigen, "daB. uy den cntsprcchenden Losbarkeltsbedmgungen
geniigt, d. h: (u, wy) ist zula551g Somit; ist (w4, wp) € H,(I'y x C,(D) in beiden Fillen
opbnualc Losung des Randsbcuerproblems Ab T L ;

§ 3. Weitere Randsteuerproblemc Einige Verallgemenmrungen

a) Em ahnlicher Existenzsatz wie fiir das Riemann-Hilbertsche Rzmdsteuerproblem
laBt sich fur das Rzemannscke Randsteuerproblem") fonnuhercn . -

Pmblenwlellung Sci I’ ein geschlossenes Ljapunowsches Kurvcnsystem, das die
komplcxe Zahlencbene in die Mengen D* und D~ zerlegt. Gesucht,werden eine stiick-
welse holomorphc Zustandsfunktion w(z) mit dem’ Randkurvensystem I, die im -
Unendlichen eine endliche Ordnung hat, und cine Steuerfunl\tlon u(-) € U, die die
Randbedingung - : B

v

1 wH(ty = G(t, u(t)) w(t) + g(t wt) auf TY | (14)
* erfiillen, den Nebenbedmgungcn v ot o . S
Jll,,o(z wt (l), u(t) ) S o' fiir a]le terll und ke K0, .
4' .Mk ( ( )) <0 fiir'a]lc € Di und k¢ Kl N
fn,,o(t w*(t (t), ] (t)) dt <0 fur alle k¢ Kz y \ (15)

i—ffn,, (2, w(z) )d:cdySO fiir alle - kEK2

3) Fardas zugehonge Randwertproblem gibt esin dcr thera.t,ur keine einheitliche Bézeichnung,
N. I. MuscHELISCHWILI [5] verwendet den Terminus ,,Kopplungsproblem :

4) wH(t) bzw. w(t) bezeichnen die Raridwerte von w(t), wenn wir zum Grenzwert. z — tvon links
(z € D*) bzw von rechts (z € D) ubergehen

.
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. genﬁgeh‘und das Kgst;ehfunktipnal_ :

(16)

:

J(u) = JO 4 J* 4 J- - ,

‘mit . o ) o : : . N _ :
IO = [FOG wr(t), w (@), we)) e, _ (16.1)
Q. - T ] e T : —.’ - o
_\Ji ==jjtpi@,u4@)dxdy SR S o82)

minimieren. Dabei sind G, g bzw. M,“’, M=, n°, nki, F°, F= vorgcgebene komplex-
bzw. recllwertige Funktionen. Die Funktmn G geniige fiir ]edes u( ) € U der Normali-
tatsbedmgung i

t-

T G, u):{:O furalle tEP. . ,' o _ i (L7) a

Wir machen folgende Vomussetzungen R ' L v
1.0 st bcschranl\t in C(I), 0 < . < 1, und abgeschlossen in C( ).und habé den -
Stcuerberelch Q. . '
2. Essind G(-, ) g(-,u) € C,‘(I1 glelchmaﬂlg bezugllchu € Qund G(t, ), g( ) € Cl('Q)
glelchma[&lg be/uéllch teTl.
3. MO M=, nO, e + Fo F+ erfiillen dieselben Voraussetzungen wie in § 1 wobel
cewir auf I unter w = (wt, w”) verstehen ‘
Mit :

'x(u)‘=ﬂ—1—[&rgG(t,u(t\)‘)]‘r.§i ". oo ' o | "(18)“ |

bc/(:lchncn wir den Index des, Problems ,

) Sat& 3: Die Ordnunq der Zustands/unktzonen im U nendlzchen set nicht groﬂer als p,,
_der Index » = - x(u), konstant fir alle u(-) € U. Fiir x > —p — 1 erfiille die Zuétands-
/unktwn m x4+ p + 1 Punkten folgende Ausatzbedmgungen

Wiz, w) = ki) (4T i=1,2,. ,x+p¢D,A. Ty

‘ zoobez Ry (lcomplexwertzge) auf C(Q) stetige Funklzonale sind. Weiterhin sei das Integral.
J~(w) gleichmiifig konvergent fir jede kompakte Tetlmenge aus C?, falls x < —p, bzw.. |
fiir (w, ) €-C2, falls x > —p. Dann hat das Riemannsche Randsteuerproblem /alls es
mindestens eine zuliissige Losung bestlzt, unter den Vomussetzungen 1 —3 eme opt imate,
Losunq
: Dei Beweis’ erfolgt nach demselben Schema. wie in § 1 auf Grundlage der expliziten’
Darsbellung der Losung der entsprechenden Randwertaufgaben (5: §37].

b) Das folgende Randsteuerproblem B (Problem der gesteuerten., Rlchbungsab-
leitung bei verallgemeinerten analytischen Funktionen) 1aBt sich auf das oben be-
trachtete Randsteuerprob]em A zurickfithren,

7

Problemstellung Gesucht sind eine Zustandsfunktlon w(x, ), die ein einem cmfa(,h-
_zusammenhéngenden Gebiet D, das von einer Ljapunowkurve I’ berandct wird, die
lefercntla]glelchung

Aw+mxﬁm+Buw%_F@m "} }f Y%y

(4, B, F € Ly(D),p > 2) erfullt und eine Steuerfunktuon u( y € U} die auf I‘ der,
Randbedmgung . Y, . " o

O ul)we + be0) wy = ol we) ey

“\ ‘e
'
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genugen, die 1 \Tebenbedmgungen :
-Mko(t w t), w(8), wy(t) ) =0 fur allc tel und ke K\°,
M* (x, Y, w(z, y), w,, w,,) <0 furallej (z,y)€ D und k E K *,
No= [ n0(t, w(t), wilt), w,(t), u(t)) dt < O fiiralle ke K9, | (22)

r : . ) ) -

N = [[ e, v, wiz, y), w,, w)dedy <O firalle ke Kp*
WD, - \ ' ’

§

__er_fii]!en und das Kosfeﬁfunktionél T -
o J(uy = Jo + J* ' o T R (23) -
. mit . . K :
ASS f Fee, W, Wy, Wy, ) dt, : ‘ . ' (23.1)
N r : . ) . ) - .
J* = [[ F¥(z, y, w(x, y), w,, w,) dx dy ) - (23.2)
D - . . ' .

minimieren.
Es seien im Falle eines nlchtnegatlven Index

n(uw) = E [arg (a(t, w) + db(t, _u))]r~ B | . (24)

- zum Beispiei‘folgende Zusatzbedi'?zgungen gegeber_l:. . \ -
wilte) = BOw),  wylty) = kOuw). (k=1,...,2r + ’1 ) (25.1)

mlttkEI’(OSrSn),sownefurn>0undr<n ' . . '

\ w(z) = k¥w), wy(z) = hk*(u U=1,..,n —7). . (25.2)

' AuBerdem sei in einem Punkt (2, y,) € D die Bedmgung .

w(xO’ Yo, u) = h(u) o s . ' (27'33)

mit dem auf C(2) stetigen Funktional k erfiillt,

Satz 4: Das Raﬁdsteuerproblem B hat bei konstantem Index.n = n{w) unter den
- Voraussetzungen von Satz 2, sowie den Zusatzbedingungen (25), falls. mindestens eine
zulasszge Losung exzstzert (mmdestens) eineoptimale Losung (uy, w,) € Hu(I') X H,(D).

"¢) Die betrachteten Randstcuerprobleme lassen sich auf den Fall ibertragen, wenn
die Koeffizienten in der Randbedingung stiickweise Holder- stetlg sind und I’ keine
stiickweise Ljapunowsche Kurve darstellt. Als Beispiel betrachten wir das Riemann-
Hilbertsche Randsteucrproblem im allgememen Fall. Wir formulieren dieses Problem
analog wie das Riemann-Hilbertsche Randsteuerproblem lediglich in der Nihe der

Knoten ¢y, ..., ¢, (zu den Knoten wollen wir wie iiblich auch die Unsbetlgkelts- ‘

stellen der Koeffmenten a, b, c rechnen) soll

const

|__01“ . (0 < & = const <1) | ' (26)

' Iw(z)l <
gelten Die Zustandsfunktion w(z) sei in der Nahe der Knoten €1, Cg, +.+, Cq.fastbe-
schrinkt, d. h. |z — ¢;|*w (z) — 0 fiir z — ¢; mit jeder beliebigen Konstanten e> 0.
Diese Losungen nennen wir Lésungen der Klasse fL(cl, €2y -+, Cg); den Index x des
Problems definieren wir wie N. I. MUSCHELISCEWILI [5: § 93]
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Satz 5. Der I ndex x = x(u) set konstant. Falls-x = 0 sei der Index eine gerade Zahl .
»und die Zustandsjunktwn er/ulle die Zusatzbedmgungen (6), wobei n = —? gesetzt wird.
Wenn das Gebiet D unbeschrankt ist, geniige J* denselben Bedingungen'wie in Satz 1.
Dann hat das Riemann-Hilbertsche Randsteuerproblem im allgemeinen Falle, falls.(min-

_destens) eine zuldssige Losung existiert, die Voraussetzungen 1—3 auf allen Ljapunow- .

schen Teilkeurven I'; erfiillt sind und die Funktionen n,®, n*, FO, F* auferdem noch stiick-
weise Lipschitz- stet@g beziiglich der w-Komponenten in der Ndhe der Knoten smd eme

optimale Losung. ) =
. ‘ '
Analoge Sitze lassen sich schlieBlich auch fur dle anderen betrachteten Rand-
steuerprobleme aufstellen. . .
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