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Existenzsätze IIIr einige Randsteuerprobleme 
bei verailgemeinerten analytischen Funktionen	 . -. 

/ D. OESTREICH	 .	.	 .	 . 

Es werden das Riemann-Hilbertsche Randste'uerproblem bci analytischen und veraligemeiner-
ten analytischen Funktionen sowie das Riemannsche und damit in Zusammenhang stehende 
Randsteuerprobleme betrachtet. Fürdiese Probleme werden Existcnzsätze fürden Fall be-
wiesen, daB die Kostenfunktionalc als Integrate gegeben sind, Nebenbedingungen auftreten 
und die Koeffizienten in der Randbedingung (stuckweise) Holder-stetig sind. 

PaccMaTpuBalo'rcfl HpaeBaH 3ajja q a ynpaBJICH11H PIIMaHa-Fu.nböepTa Ttan auaJiMTei'iectulx 
it o6o6ueitiio aHaJiuTla qecKlIx c)yH1jur1, iipaeBaR aaja'ia ynpaBiteilun PuMaua H . noo61h1e 
Ilpo6JieMU. LJ1H 3TIIX 3a)aI JOF{3b1B1OTCH TeopeMbv CyIUeCT13013aHIIH JJ!fl roro cJiy4aH, 
Hora 111HUI1OilJiM CT0HM0CTH 3aaHb1 IlliverpaJioM, HMeloTcR OFH114HIIR 14 1403 11411

-[HeHThI B rpaniio	CJ10BMH HBJ1IOTCH (ycouo) FeJbepom111I1 4yHHIHHM11. 

There are considered the Riemann-Hilbèrt boundary control problem with analytic and genera-
lized analytic functions, the Ricmann and similar boundary control problems. Existence 
theorems are proved for these problems with integral cost functionals, constraints and (piece-

- wise).HOlder-coñtinuous coefficients in the boundary condition. 

In dieser Arbeit werden Existenzsätze für einige Randsteuerprobleme, insbesondere 
fur • das Riemann-Hilbertsche Randsteuerproblem, bei analytischen und veràll-
gcmeinerten analytischen Funktionen aufgestellt. Der Beweis des Existenzsatzes für. 
das Riemann-Hilbertsche Randsteuerproblem bei analytischen Funktionen stiitzt 
sich dabéi auf die explizite Darstellung der Losung des entsprechenden Riemann-
Hi1bert-Problems die Benutzung einer a-priori-Abschatzung der Losung schëint 
tins wegen dern vorn Index abhngigen Darstellung irn aligemeinen nicht moglich. 
Der Existenzbeweis des Riemann-Hilbertschen Randsteuerproblems bei, verall-
gemeinerten analytischen Funktionën - hier lassen sich die Zustandsfunktionen 
nicht explizit angeben - beruht auf der Zuruckfuhrung dieses Problems auf das 
erstere. Weiterhin betrachten wir das Riemannsche Randsteuerproblem, sowie das 
Problem der gesteuerten Richtungsableitung bei verllgemeinerten analytischen 
Funktionen. Diese Probleme lassen sich entweder analog vie das Riemann-Hilbert-

•	sche Randsteuérprobleni behandeln bzw. ebenfalls darauf zuruckfiihren. 
Existenzsätze für das Rieniann-Hilbertsche Randsteuerproblem wurden von 

V. WOLFERSDOaF [9] für den Fall betrachtet, daB die rechte Seite der Randbedingung 
linear von der Steuerfunktion abhängt. Für andere optimale Steuerproblenie bei 
(in komplexer Form gesçhriçbenen) elliptischen Diffrentialgleichungen wurden 
Existnzaussagen vom gleichen Autor [10; 111 sowie von C. und Cl. SrrsioNEscu [6] 
geniacht. Das Riemann-Hilbertsche Randstuerproblen1 gestattet Anwendungen auf 

- einige Fragen der Theorie des momentefreien Spannungszustandes von Schalen [7, 8].
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•	§ 1. Das Riemann-Hilbertsehe Randstcuerproblem. 

	

•	Sei' D em (endliches oder unendliches) Gebiet in der koniplexen Ebene C, das von 
einer gesehiossenen Ljapunowkurve begrenzt vird [5: § 43]. 

Formulierung des Problems: GesUeht werden eine in D holom9rphe, sowie auf r 
stetig fortsetzbare Zustandsfunktion w(z) und eine Holder-stetige Steuerfunktion 

•	u(.) E U, die die Randbedingung	 S 

a(t, u(t)) Re w(t) -f- b(t, u(t)) Tm w(t) 

-	Re [2(t, u(t)) thj = c(t; u(t))	auf 1'	 (1) 

erfUllen, den Nebenbedingungen')	• 

Mk0(t, w(t), u(t))	0 'fOr alle t E 1' und k E K10, 
Mk*(z;w(z)) :!E^ 0 für alle z E D und k E I(,*,-. 

•	

.	 N,°= fnk0(t, w(t), u(t)) dt	0 für alle k E K20 ,	 •'	 - (2) 

IVk* = ffnk*(z w(z))dxdy 0 furalle k(K2* 

genügen und das Kostenfunktional	 S 

•

	

	 J(u)=J0+J*	 1	 (3)
mit')  

JO 
= f F0(t, w(t), u(t)) de	' -.	 (3.1) 

= ff F"(z w(z)) dx dy	 (3.2)€

Ynirlimieren. 

Dabei sind a, b, c, Mk°, Mk*, nkO , flk*, F°, F* vorgegebene reeliwertige Funktibnen,' 
K° un'd K• (i = 1, 2) beliebigeIndexrnengen. Die Koeffizientenfunktion 2 a + ib 
geniigt für jedes u( . ) E U der Normalitdtsbedingung	- • 

2(t, u) - + 0 für alle t E I'.	•	
•.	 (4) 

	

/ 
• Weiter machen Wir folgende Vorausseizungen:	S	 • 

1. Die Steuermenge U ist einè in Hu(T')'), 0< < 1, beschränkte und in C(P)ab-
gesehiossene Menge mit dem Steuerbereich Q. 
2. Für alle u E Q sind a( . , u), b(•, u), c( . , u) E fIt(I') gleichmal3ig bezuglich u E Q und

	

-'	alIe d(t, .), b(t, •), c(t, •) E 11 1 (Q) gIeichmA3ig bezuglich t E I'. 
3. M°, nkO, F° bzw. Mk*, flk*, 1l'* sind stetig hinsichtlich (w, u) bzw. w für alle t  1' 
bz'.v. z E D ünd ineBbar hisicht1ich t E r bzw. z E D fur alle (w,u) bzw. w. - 

• -) Falls in den Nebenbedingungen oder Kostenfunktionalen Funktionen mit Komplexen Argu-
menten auftretcn, verstehen wir iin weiteren darunter stets (recliwertige) Funktionen dieser 
Argumente, alsO zum Beispiel  

.1l1 k°(t, w(t), u(t)) =s	fk°(t, , w(t)	), u(t)) .	-	--	-	-S	 • 
2) Tm weiteren bezeichnen wir reelle HOldcrräume mit dem Exponenten p durch H und korn-
plexe durch C,.	•	 -	S 

	

-	
5	 0	

5. .--	 -	

.5 

-S
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Wie üblichbezeichnet	 '	 S 

n(u)= , [argA(t,u)]r r	 (5) 

'den Index des Ricmann-Hilbertschen Randsteuerproblems mit stetigen Koeffizienten. 
Falls n^! 0 ist, stellen wir an die Zustandsfunktioñ w folgende Zusatzbedingungen: 

• un [;(t4., u(tk)) w( tk)1 = hk°(u)	(k = 1, 2, ..., 2r +1),  

wobei 0 5;r^-, n eine f,ixierte ganze ZahI, 4 (k = 1, 2, ...,2r + 1) fixierte Punkte 
auf I' und hk° vo'rgegebene reeliwertige auf 0(Q) stetige Funktionale sind. mi, Falle 
ñ > 0 und.r <n gelte weiterhin:  

w(zi)=hj*(u)	(1=112,...,n—r,	 (6.2) 

• woz1 (1 = 1- 2, ...,n - 'r) vorgegebene Punkte im Tnnern von D und h1* gegébene 
kom-pléxwertige auf 0(Q) stetige Funktionale darstellen. 

9emer1ung: Die Zusatzbedingungen können auch in Form einer Jitegral-
bedingung

	

Tm [2(t u(t)) wI o(t) ds	h°(u)	 ''	 (6.1'), 

und den Bedingungen'  

w(z1 ) = hj*(u)	(1 = 1, 2, ..., n)	:.	'	 (6.2') 

gegeben sein, wobei o(t) E L 1 (P) cine vorgegebene positive Funktion auf Fund h° em 
reeliwertiges auf CO) stetiges Fixhktirnial sind. (Zur Verallgemeinèrung'auf den Fall 
von 2r + 1 Bedingungen der 'Form (6.1') und n—r Bedingungen, der Form (6.2')' 
sieheJ. NITSOHE [121.) '	 •	 - 

Satz 1: Der Indexn = n(u) sei konstant für alle u( . ) E'U. Falls n ^t 0 ist, er/ülle 
die Zustands/unktion die Zusatzbedinungen (6) (bzw. (6')). Im Falle eines ,unbeschrank-
ten Gebietes D 'konvegiere das Integral (3.2) gleic4m.af3ig für jede kompakte Teilmenge 
au.s C,, wenn n :E^ 0 bzw. für (w, i3) E €2, wenn ii> 0 ist. Dann hat das Riemann-Hil-
bertsche Randsteuerproblem, falls mindestens eine zulassige Losung existiert, unter den 
Vora .s.etzunen 1-3.(7indestens) eine optinia'le Losung (u0 , w0 ) E H(F) x 0(D). 

Beweis: Wirbetrachten zuñächst denFall,,daB'D das Kreisgebiet Izi <list. I 
Sei n '0. Wir fixieren u( . ) E U. Das.zugehorige Riernann-Hilbert-Problem hat die 
allgemeine Lasung [5: § 411:	5	

5	 •	 S	 • 

	

2n+I ,	 • 

w(z, u) = w°(z, u) ± L'd 1w(z, u).	,	,	S	 -	 (7) 

Hierbei sind w0 eine spezielle Losung des inhornogenen Problems, d1 reelle Konstanten 
und w (i = 1, 2, . .'., Zn + 1) ein vollständiges Losungssystem des hoinogenen Pro-
blems. iDiese Funktionen lassen sich explizit angeben [5: § 411. Die Kthistanten d, 

'die im allgemeinen von u ahhangen, können aiis den Zusatzbedingungen (6) (bzw. ')) 
eindeutig bestimint werden und sind von u stetig abhangig [7: S. 232--2331. Es 
existiert also für jedes u( . ) E U genau eine.Zustandsfunktion w( . ) E c,(D) [5: § 211. 

Für n <,,O hat das zugehorige Riemann-Hilbert-Problem hei fixiertem u( . ) E U' 
bei ErfiilluiIg von —2n - 1 Losbarkeitsbedingungen, die die Form verschwindender 
hinsichtlich u nichtlinearer Integrale besitzén [5: § 41], eine ' eindeutige Losung.
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Wir bezeichnen mit Z = U x W0 die Menge der zulassigen Losungen (u, w) 'des 
Riemann-Hilbertschen Randsteuerproblenis, d. h. alle Paare u( . ) E U und die zu-
gehorigen w, die den Nebenbedingungen (2), sowie im Valle n <.0 den Lösbarkeits-
hedingungen [5: § 411 genUgen. Wir wahlen eine Minimalfolge (us , w) E Z für das 
Kostenfunktional (3), d. h. J,, = J(u)	inf J(u) für n -^ 00. 

UEU, 
Aus der Voraussetzung 1 und der volistetigen Einbettung von H,(f) in C(P) folgt 
die Existenz einer Teilfolge (u) E U mit der Eigenschaft 

u	U0 E U. .	.	. 

Diesér Folge entspricht eine Folge {w} E W0. Wir benutzen nunmehr die explizite 
Darstellung von w, = w(u) [5: § 41]. Der darin eingehende singulare Operator ist in 

•

	

	(P) und L2(P) beschränkt [3: Kap. II]. Da C(P) einc Banachsche Algebra ist und 
mit Hilfe des Maximumprinzips fur holomorphe Funktionen IäBt sich zeigen, daB 

C() = 

falls das Gehiet D beschränkt ist. 
Irn Falle eines unbeschränkten Gebietes D kann man stets eine (kohpakte) Teil-

Inenge Dc: 1)hinreichend grof3 wählen, so daB für jedes beliebig fixierte e > 0 
-	

IJ(u) - J(.u) <	. .	 .. '	 () 

Ju) = J + f  F(z, w(z)) dx dy	 0	

'(3.2') 

ist. Demnach ist áueh w	w0. Dann ergibt sich nach Voraussetzung 3 

J(u) ->' J(u)	
0	

(9)

bzw. J(u) -> J(u0) und wegen (8) gleichfalls (9). Also gilt J(u0) = inf J(u). Offen-
-	 UEU	- 

sichtlich genügt (u0 , w0) E I1(f') x G,(D) den Nebenbedingungen (2), sowie für n < 0 
den Losbarkeitsbedingungen, d. h. (u0 , w0) ist eine optimale Losung. 

Sei D nunmehr ein einfach-zusammenhängendes Gebiet. Dann lat3t sich das Pro- 
blem mitteiskonformer Abbildung ([2: Kap. X]; siehe auch [7; S. 17]) auf das Pro-  
blew für den Kreis zuruckfuhren ! 

Anmerkung 1: Der Tdex n(it) braucht nicht notwendig konstantiu sein; es 
genugt dessenBeschränktheit, falls für n(u) .^ 0 die Anzahl derZusatzbedingungen 
in Abhangigkeit von n(u) gegeben ist. Dahei gilt es zu beachten, daB bei-Anderung 
des Index die Normalitätsbedingung (4) nieht verletzt wird, da sonst die Losungen 
der entsprechenden Randwertaufgaben entarten. Das ist gewahrleistet, wenn der 
Steuerbereich in disjunkte Mengen zerfällt, die konstanten Wertén des Index ent-
sprechen.	 .. 

Anmerkung 2: Falls keine Nebenbedingungen der Form (2)gegeben sind, kann 
für n ^ 0 die Forderung, daB ds Rienann-Hilbertsche Randsteuerproblem eine zu-. 
lässige Losung .besitzt, entfallen.
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§ 2. Das Randsteuerproblem A (R.iernann-Hulbertsches Randsteuerproblem bei 

	

verailgemeinerten analytischen Funktionen)	
V	 V 

Sei D ein einfach-zusammenhängendes Gebiet der kompléxen Ebene, das von- einer - 
geschlossenen Ljapunowkurve 1' berandet wird.	 V	 V

Problemsiellung.: Gesucht werden eine regulare Losung der Differentialgleichung 
V 

- V	 V 

zw +A(z) w'+ B(z) W =F(z)	 (10) 

(A, B, F E L(D), p > 2) ml .Gebiet D und eine Steuerfunktion u( . ) E U, die die 
V	 Randbedingung (1) erfullen, den Nebenbedingungen (2) geniigeii und das Kosten-

	

fünktional (3) minimieren; A = a + ib genuge für jedes u(-) E- U der Norrnalitäts-	V 

V	 bedingung (4). 

	

V	 Satz 2: Der Index it = n(u) = .-_ [arg 2(1, u(t))Jr sei konstant /ilr aile u( . ) E U. 

	

Falls it -^- 0, er/ülle die Zustands/unktiom' w die Zusatzbedingungen (6) (bzw. (6')).	V 

Au/3erdem er/ülle im Falle eines unbeschrãnkten Gebietes D das Integral (3.2) dieselben 
Bedingu,ngen wie in Satz 1. Dann hat das Randsteuer problem A, jails es mindestens 
eine zulãssige Lösung V besitzi, unter den Voraussetzungen 1-3 (mindestens) eine o pt i - 

male Loéung (u0 , w0) E H,(P) x C(D), =	
(	

- 2) 

	

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit können wir für, den' Koeffizienten	
V 

A: 2( 1 , u(t))I = 1 annehmen. Sei u(-) E U fixiert. Wir erhalten dann das bekannte 
Rieniann-Hilbert-Problem fur verailgerneinerte analytisché Funktione'i (von 1. N. - 
VEKUA auch Aufgàbe A, genannt) [7: S. 182]. Wir.betraôhten zunäehst den Fall 
n 0. Unter den Zusatzbedingungen (6)(bzw. (6')) hat die entsprechende Aufgabe A 

dann eine eindeutige Losung w(z) E C,(D), v' — 'min . Iu P	2) [7: S. 232, 1831. 

Diese Losdng lBt sich darstellen in der Form w = W + W', wobei WO eine gé-
eignete Losung der homogenen Differentialgleichung zu (10) und W' eine spezielle 
Losung von (10) sind Es gilt: 

- W°(z, u) = (z, u) C u),	 (iLl) 

w(z u)=_J'f(A+B)	 (112) 
71	WO 	z 

W'(z) = - -- ff 
Q(z' ) F(C) d d	

'---
	922(z, ) ffi d d1	(12) 

•	wobei 'P(z, u) eine in D holomorphe Funktion 1st, die der Rândbedingung 

•	 Re [20(1, u(t)) P(z, u)] = c0(t, u(t)) auf P V	 V	 (13) 
•	mit '-	 - 

V '	 A0(t,u(t)) = ).(1, u(t)) em(t,), .	V '	
,	 (13.1) 

	

•	 . . -

	 c°(t, u(t)) = c(t, u(t)) — Re [2(1, U(t)) V W']	 V	 (13.2) 

genügt [7: S. 1831 und Q (i = 1, 2) die Grundkerne der Differentialgleichung (10)

	

V	 sind, die nur von derenKoeffiiientenA und B abhängen [7: Kap'. III, § 81. (Aus den
Formein (Ii) erkennt man, daE die Losung dieses PrQblems hier nicht explizit gegeben
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1st.) Somit ist W' urabhangig von und gehort aul3erdem zur Masse C,(B). Offen-
sichtlich hat das Rièmann-Hilbert-Problem (13) für 0 gleichfalls eine endeutige 
46sung, da b analogen Zusatzbedingungen wie (6) (bzw; (6')) genügt. Der Tidex •n 
kleibt gleichfaIl unverändert [7: S. 195]. 

Für n < 0existiert eine Losung der Aufgabe A nUr bei Erfullung gewisser Los-
•	barkeitsbedingungen [7: Kap. iv, § 4]. 

Sei {u} eine Minimalfolge des Ausgarigsproblems tind w,, = W,° + W 1 die zu- 
gehorige Folge der Zustaridsfiinktionen. Es läl3t sich eine Teilfolge fu,,) derart wähjen, 
dat) u,, --4 u0 E U. Wegen [W Ic,(Ø) const [7 S. 125] ist infblge der LOsuns-
stellung (11 1) fur die Kompaktheit von w} die Koinpaktheit von {} notwendig 
und hinreichend. Diese ergibt sich analog vie un Beweis von Satz 1. Soniit existiert 

•	eine Teilfolge {w}:	 Foiglich gilt
C(D) 

•	 = —A(z) w,, - 13(z) Th ± F(z) -+	A(z) w' —B(z) i3*	F(z) 

und wegen der Abgeschlossenheit des Operators	(vgl. [7: Kap. TIT]) 
= A(z) w'' + 13(z) .W" ± F(z).	 (10') 

Offensichtlich genUgt w'auch der Randbedingung (1) sowie den Zusatzbedingungen 
(6) (bzw. (6')). mit u(t) == 40(t). Atis der. Endeutigkeit der Losung crgibt sich 
w'1' = w, w(u0). Daher gilt J(u)	J(u0), also j(u0 ) =± infJ(u). 

ttEU	•	 -. 

Für ?i	0 lä6t sich zeigen, daB u0 den entsprechenden Lsbarkeitsbedingungeii 
geniigt, d. h: (u0 , w0 ) ist zuIasg. Somit ist (u0 , w0 ) E H(P) x C(D) in beiden Fallen 

• optiinle Losung des Rardsteuerproblems'A. I	 - 

§ 3. Weitere Randsteuerprobleinc. Elnige Verailgemeinerungen	- 

a) Ein ährilicher Existenzsatz wiefiir das Rietnann-Hilhertsche Randsteuerproblem 
läBt sich für das Riemannsche Randsteuerproblem 3) folinulieren. •	 - 

• Problernstellung: Sei r cin gesehlossenes Ljapunowsches Kurvensystèrn, das die 
komplexe Zahleriebene in die Mengen - D I und D erlegt. ()esuchtwerden eine stUck- 
weise holoinorphe Zustandsfunktion w(z) mit dem Randkurvehsystem I', die im 
Unendlichen eine endliche Ordnung hat, und eine Steuerfiiinktion u( . ) .E U, die die 
Randbedingung	 - • • 

w(t) = G(t, u(t)) r(t) +(t, u(t)) auf I' d )	 :	 (14) 
•	erfüllen, den Nebenbedingungen	 •	 - 

Mk0(z, w(t), w(t), u(t)) :5: 0 1 für alle t E I' urid Ic € K10, 

•	 Mk(z,w(z))	0 fur-alle z E D	und Ic E K 1 ± , • : 

Nko = fnk0 (t, w(t),'w(t), u(t)) dt :E^ . 0 für alle k E K20 ,	 (15) 

N = ,f f  n(Z, w(z)).dx d :5 0 für alle Ic E K2 

3) Für das zugehOrige Randwertproblem gibt es in der Literatur keine einheitliche Bëzcichnun. 
N. I. MUSCHELISCHWJLI [5] verwendet den Terminus ,,Kopplungsproblem". 
') w+(t) bzw. w(t) bezeichnen die Randwerte yon w(t), wenn wir zurn Grenzwert z •- t von links 

•	(z € D) bzw: von rechts (z E D-\ ubergchen..
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genugenuiid das Kostenfunktipna1 .	 -.	. 

J(u) _. JO + J- J	 (16) 
mit	 .	 . 

JO	f F0(t, w(t), w(t) u(t)) dt,	 (16.1) 

= f  F ± (z w(z)) dx dy	 (16.2) 

niinimieren. 1)abei sind 0, 9 bzw. •Mk°, Mk±, k°, nk ± , 'FO , F± vo?gegehene komplex- 
bzw, reeliwertige Funktionen. Die Funktion 0 genüge für jedes u(•) € U der Normali-
tatsbedingung  

0(e, u)	0 für alle t E P. -	 -	 ( 17) 

	

Wir machen folgende Voraussetzungen:	. .	 . 
I U ist beschrankt in C(P) 0 < z < 1, und abgeschlossen in 0(P) und babe' den 
Steuerbereich Q..	 ..	 • 
2. Essirid G( . , u),g( . ,u) E'G,(P)g1eichmäBigbezliglichu € QundG(t, .), g(t, .) E C1(Q) 
gleichmaflig beziiglich t € P. 
3.. M.°, Mk ± , k0 , k --, F°, F± erfüllen dieselben Voraussetzungen, vie in § 1, yobei 
wir auf P tinter w'= (w, w) verstehen.	 .	. 
'.Mit	..	.	.	 .	. 

= -.- [arg G(t, u(t))]r	 (18) •

	

	 . 
bezeichnen wir den Index deProblems.  

a tz 3: Die Ordnunq der Zustandsfunktionen im Unendlichen sei nicht grof3er. ais p, 
der Index =. x(u) kon.stant für alle u(•) € U. Für x> —p - 1 er/uiie die Zustands- • .	/unktioñ in x + p' + 1 I'unkten foigende Zusatzbedingungen: . . 

• (z,: q r;	i=1,2,...,x+p-j-1),	.	(1)

wobei h (kornplexwèrtige) au/ 0(Q) stetige Funklionale áind. Weiterhin sei das Integral": 
J(w) gleichrnaf3ig konvergent für jede kompakte Teilmènge aus C 2 , falls x —p, bzw.. 
/ür (w, TO EC2, fails x> —p. Dann hat da.s Riemannsche Randsteuerproblem, tails es 
mindestens eine zuiiissige Lösung besitzt, unter den Vorãussetzun gem 1 7-3 einç opt i m aFe 
Losunq. . .	 .	 .	 .. 

- .: . Der Beweis erfolgt nach demselben Schema wie in 1 auf Gnindlage der expliziten 
Darstellung der Losungder entsprechenden Randwertaufgaben [5: § 37]. 

b) i)as folgende Randsteuerproblem B (Problem der gesteuetcn. Richtuhgsab-
leitung hei Verallgemeinerten analytischen.Funktionen) Ii3t sich auf das oben be-
trachtetc Randsteuerprohlem A zuriickfiThren.	.	. 

Probieinsteilung: Geucht sind eine Zustandsfunktion w(x, y), die ein einem einfach-
- zusammenhangenden Gebiet D, das von einer Ljapunowkurve P berandct wird, die 

• .	Differentialgleichung  

/Jw+A(x,/)w,+B(x,y)w=F(X,y)	 :	. (20)

(A, B, F € L(D), p > 2) erfilllt, und eine Ste uerfunkLion u( . ) E U die auf I' der, 
Randbedingiing	 /	.	•	.	- 

a(t, u(t)) w,, ± b(t,-a(t)) w, = c(t,u(t))	.	.	•	( 21)
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0 

/ 

genügen, die Nebenbedingungen 
.Mk0(t, w(t), w1(t); w(t), u(t))	0 für alle t' € P und k € K 1° • 

Mk*(x, y, w(x, y), w, w) ;^; 0 fiiralle (x, y) € D und k € K, 

Nk°.= f nk°(t, w(t), w(t), w ( t ), u(t)) dl	0 fur.alle k€ K20 1	-	(22) 

Nk* = if n(x, y, w(x, y), w, w)dx dy ^5 0 für alle k € K2* 
ki) .	 ) 

crft1Ien und das Kostenfunktional	 -	 S 

J(u) JO + J	 (23)
mit

F°(t, w, w, w,u) dl,  

	

= f  F*(x, y, w(x, y), w, w) dx d1,	 (23.2) 

flu nimieren.	 S 

Es seien un Falle eines nichtñegativen index 

n(u) =	[arg (a(t, u) + ib(t, u)))r	 (24)

um Beispiel folgende Zusatzbedingungen gegehen: 

W(tk) = hsk°(U),	wY(tk) = lk°(U).	(k = 1, ..., 2r + 1)	(25.1) 

mittkEP(0^r^n),sowiefürn>Oundr<n	.	 S 

W1(Z1) = hk*(u), w(z) = hk*(u)	(1 = 1...., n - r).	 (25.2

AuBerdem sei in einem Punkt (x0 , Yo) € i) die Bedingung 

w(x0 , Yo' u) = h(u)	 (25.3) 

•	mit dem auf C(Q) stetigen Funktional herfüllt. 

Satz 4: Das Randsteuerproblem B hat bei kon.slantem Index n = n(u) unter den 
• Voraussetzungen von Satz 2, sowie den Zusatzbedingungen (25), falls. mindeslen.s eine 
zu1a.ssige Losung existiert, (mindestens) eine opt i ma I eitosu?ig (u0 , w0) € H(P) x H(D). 

• C) Die betrachteten Randsteuerprobleme lassen sich auf den Fall übert .ragen, wenn 
die Kóeffizienten in der Randbedingung tiickweise Holder-stetig,sind und P keine 
stückweise Ljapunowsche.Kurve ,darstellt. Als Beispiel betrachten wir das Riernann-
Hilbertsche Randsteuerproblem im aligemeinen Fall. Wir formulieren dieses Problem 

•	analog wie das Riemann-Hilbertsche Randsteuerproblem, lediglich in der Nähe der 
•	Knoten C 1 , ..., Cm (zu den Knoten woilen wir wie üblieh auch die Unstetigkeits-

stellen der Koeffizienten a, b, c rechnen) soil	. 

const 
1 w( z )1	 (0 ^ a .= const 	1)	 (26) 

geiten. Die Zustandsfunktion w(z) sei in der Nähe der Knoten c 1 , c2 , ..., cq .fastbe-
schränkt, d. h. Iz - c' w(z) —> 0 für z —> c mit jedèr beliebigen Konstanten e > 0. 
Diese Losungen nennen wir'Lösungen der Kiasse (c 1 , c2 , ..., ce); den Index X des 
Problems definieren wir wie N. I. MuscHELlscawrLl [5: § 93.
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• Satz 5. Der Index x = x(u) .sei konstant. Falls c 0 sei der Index eine gerade Zahi 

und die Zustands/unktion er/illie die Zusatzbedingungen (6), wobei n-i-. gesetzt wird. 

Wenn das Gebiet D unbeschrãnkt ist, genilge J denselben Bedingungen'wie in Satz 1. 
Dann hat das RiemannHilbertsche Randsteuerproblem im ailgerneinen Falle,/aUs. (mm-
destens) eine zulässige LOsung existiert, die Vorau.ssetzungen . 1-3 a-u/ allen Ljapunow-
schen Teilkurven P, er/ullt sind und die Funktionen nkO, flk*, F°, E* au/3erdem noch stiick-
weise

	

	- 
psteiig .beziiglich der w-Komponenten in der Ndhe der Knoten sind, eine 

optiinaleLosung.
 

Analoge Sätzc lassen sich schlief3lich auch für die anderen betrachteten Rand 
steuerprobleme aufstellen.	 V ••, 
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