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Dualltat bei Steuerungsproblemen und zugeordneten Flquroblemen H

’ '

R KLOTZLER ) R

In dieser Arbeit werden Dualititsbeziehungen'zu Steuerungsproblemen mehrfacher Integrale
vorgestellt sowie zu verwandten, durch Verschmieren entstehenden mehrdimensionalen Fluf-
problemen, Beide Optimierungsaufgaben besitzen (wie schon im eindimensionalen Fall gemi
Teil I) ‘das gleiche Dualproblem. Die Eigenschaft der starken Dualitét 148t sich unter zusiitz:

lichen Voraussetzungen bei den Flquroblemen erderum uber die Rockafellarsche Theone

dualer- Optlmlerungsprobleme herleiten.
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In this paper a duality is presenbed for problems of optxmal control w1th multlple mtegrals
The same is performed for related more-dimensional flow problems which are generated from
the first problems by a relaxing procedure (asin the one- dimensional case according to Part T).

Both of these optxmlzatlon problems have the same dual problem. For flow problems one.can

~ prove the validity of strong duality by means of Rocl\afella.rs Duality Theory under some a.ddl- .

y

tional assumptions.

N

1. Einleiting- - - - o

. Im Teil T dieser gleichlautenden Arbeit [7] wurde zu Steheruhgsproblemen é¢infacher
" Tntegrale eine duale Optimierungsaufgabe aufgestellt, die sich zugleich als duale Auf-

gabe eines zugeordneten neuartigen. FluBproblems erwies. Auf diese Weise:konnte.
zwischen dem ‘primalen gewdhnlichen Steuerungsproblem .und diesem Flufiproblem

" eine Wesensverwandtschaft herausgearbeitet werden, die darin ihre Ursache findet,

dafl man letzteresalsein yerschmiertes Problem (,,relaxed problem® ‘) zum ersteren auf-
fassen kann. Einer solchen Erkenntnis kommt neben einer analytischen eine rechen-
technisch-numerische Bedeutung zu, wenn man angeniherte Losungen' des Primal-
problems iiber Losungen des Dualproblems aufzubauen wiinscht (vgl. [8}). Vom theo-
retischen Standpunkt ist der Ubergang zu FluBproblemen deswegen lohnend; weil
man bei diesen i. allg. leichtér als beim Steuerungsproblem starke Dualitét bez. des
aufgestellten dualen Optimierungsproblems nachweisen kann. Aus methodischer.

-Sicht bildeten diese Darlegungen von [7] (und auch von [6] fiir Steuerungsprobleme in

Parameterdarstellung) einen neuartigen anschaulichen Zugang zu .FluBproblemen
innerhalb der sehr allgemelnen und abstrakten Konzeption veral]gememerter Kurven
und Fliisse nach L. C. Youna [11], R. B. VINTER und R. M. Lewts [10]. = - * |

All diese dargelegten Uberlegungen sollen.nunmehr auch auf Steuerungsprobleme

ehrfacher Integrale iibertragen werden unter Zustandsgleichungen in Gestalt par-

N
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tieller Differexitialg]eich'ungen von Dieudonné-Rashevskyscher Form (im Sinne der ..
Bezeichnung von L. Cesart [1}). Gegeniiber Teil I werden. dabei einige darstellungs-
. miBige Verbesserungen vorgenommen, die sich einerseits in der Wahl von Bezeich-
. nungen und anderersexts in konsequenterer Nutmng der Matnzcnschrexbwelse
duBern. - :

-2, Steuerungsproblune mohrfacher Integrale
in Dieudonné- Rashevskyscher Form

Wir studleren Stcuerungsprobleme des T} ps. R , )
Jo(x, ffo(t (1), u(t))-dt ——\mf : : - P ¢}

be/ugllch aller z'e Wl "(Q) u€ L, (D) L_mter denl .

7 ustandsglezchunqen
SEta = g.k(t, z, u)
fur t=1,...,n, a.; 1, . o 7r;, oder in Kurzform 2, = g(¢, z, ») .-
' Z ustandsbeschmnkungen ) v
x(ty € X(t) = En \v'/z € Q,
Steuerbeschriankungen - . .
ult) € U(t x(t)) fur fast alle tc Q T ¢

und den ‘ BT L

4

. Randbedingungm
C2(s) € My = X(s) - \-/sC@Q

Zur Vereinfachung und konsequenten Nutzung der Matrucnschrenbwcnse vereinbaren
wir dabei, daB alle hier und spiter auftretenden Vektoren stets als Spaltenvektoren
zu verstehen sind, sofern sie nicht ausdriicklich in anderem Sinne eingefiihrt werden.
Das gilt in (1) also.schon fiir z und u; 2, bzw. g stellen hingegen (n X m)-Matrizen dar.
Wir stellen weiterhin folgende G¢u1zdvoraussetzu7zgen . ‘ (2)
(i) p >m, und Q ist ein Lipschitzgebiet des E™ im Smne der entsprechenden,
schon im Teil T benutlten Bcgrlffsblldung, v
(1) G ={(t, &)’ ¢ Em X Er | &£ € X(¢), ¢t € 02} ist ein Llpschxtzgeblch des E"'+"

(i11) ‘U, -) ist eine normale mengenwertlge Abbildung von G in den E! (im Sinne von
[4]).und fiirsimtliche 2 €. W, () mit z(t) € X(t) auf Q sei U( x(- )) eine normale :
mengenwertige Abbildung von @ in den- E’ B

Aiv) dle U(t, &) sind gleichmiBig beschrinkt im E‘ fiir alle (¢, &) € G;-

(V) A={(s,§) €Em X E" | s € 02,4 € M} ist-cin rcgularer Randstrelfen von 8G in
folgendem Sinne: 9 gestattet eine Zerlegung in endlich viele Teilgebiete ;, dic
‘mittels je einer reguliren Abbildung der Klasse €' (im'Sinne von C. B. MORREY
[9)) auf ein Lipschitzgebiet des E™! X E* transformiert werden konnen; '

(vi) die Funktionen f, und g, sind stetig auf G >< E';

©{vii) die’ Menge B aller zulissigen Prozesse (x, u).von (1) sei nicht leer.
Dann gllt in geringer Modifikation der Resultate von R. KrérzLER [5]') der fol-
gende Dualititssatz. . , :

HTn Anulogie'zu Anhang 1T von Téil Ii7.. I c N

©
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/ . -

Satz 1: Jo(x, u) = L(S f S(s, ) n(s) do furalle (z, u) € Pund belzebzge Zeilen-
vektoren S = (S, . S ) € Wl ”'(C), welche auf G den Nebenbedmgungen ’
Sza(t §) + Se«(t &) g.'(t, &, v) <[t &,v) Vv ceus - - (3)

fast iberall genugenz) und auf s X M, einen von & unabhingigen Wert S(s, -) besztzen '
Vs € 99. n(s) st daber der iufere Normalen-Einheitsvektor von 82 in S.

. Die Menge der in Satz 1 zulissigen vektorwertigen Funktiorien .S bezeichnen
wir.mit &, sie ist offensichtlich konvex. Zur Umschreibung dieser. Menge verwenden
wir nachstehend den V-Operator stets als Spaltenvektor mit

v_(o 2 2 ? T
={z ) ‘

SOll.lib ist V.S die (m 4 n) x 7n-Ma£rix

(S:ﬂ)aﬁ:l""-.m s '
SZ‘ l:=l,...,n) ) ] -

.Bezeichnen wir weitcrhin mit Fo(t, &) die Menge aller (m + n) ><-mLMatrizen

_ (Zﬂa_)a,a-_-l,...,m - : _
28 fistiun B .
mit der Eigenschaft ..
' b gL E D) S Ilh &0 VIE UG8,

so kann (3) auch durch dle Forderung
8(¢, &) € Folt, § fiir fast alle (¢ 5) € G o i‘;')

ausgedruckt werden. Die Menge, %}O(t &) bezelchnen wir in Analogle zu Teil I als -
Figuratrizkorper zu Problem (1) an der Stelle (¢, &) € G. Im (m + %) - m-dimensionalen
_ Vektorraum aller (m + n) X m- -Matrizen — versehen mit der.Metrik des Etm+mm. _
ist offensichtlich F(¢, &) ein abgeschlossene und konvexe Mcnge :
Die Aufgabe v

L(8S) — sup auf S ' (/4 .

stellt eine duale Aufgabe zu (1) dar in der allgememen Auffassung von [5]. Wegen der
Konvexitit aller §o(t, £) und der Funktionenmenge & ist (4) ein ‘konvexes Optl-
" mierungsproblem mit linearem Zielfunktional L bez. S. ‘
Entsprechend Teil I vermégen wir das Steuerungsproblem (1) duréh ein aqui-
valentes Variationsproblem zu ersetzen. Wir stiitzen uns dabei anf den nachfo]genden
Hilfssatz.

Hi]fssatz 1: Es sei fur alle (., &) € G und z € V(t, &) .
(8 2) = Min (folt, & 0) | 2 = g6, &, 9), v € UL ) o (5)
mit - ‘ '

V6 €)= lo(t, & v) | v € Ut . e

2} Es wird in dieser Arbeit stets iiber doppelt auftretende Indizes in Produkten summiert.' A
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- Dann ist das Variationsproblem S ‘
' J(z):= [ ft, (1), z(0)dt—>inf auf¥ = RUR
it .._9‘_: o 4 ' o Co
E={zc W) |(t,2(t) €F auf 2,
z,(t) € V(e :i(t)) fasi iberall auf Q, ‘ o
2(s) €My s'€ 80
dqﬁivalenl zu (1). Das hez,Bt es ist lnf J = mf Jo

Der Bewels dieses Hllfssatzes verlauft vo]llg analog zum Beweis des Hllfssatzes 1

'von Teil I fiir den dort behandclten Fall m =_1. Eine Erhéhung von m bringt dabei

grundsétzlich keine weiteren Komplikationen, so daf3 wmhler auf eine ausfiihrliche
Darlegung dieses Beweises ver'uchten kénnen.

Satz 2: J(x) = L(S) = fS(s ) n(s do fur alle x E Xund S € C Dze Probleme (1).
und (7) haben glezche Figumtnxkorper

Beweis: Nach Satz 1, angewandt, auf- das speuelle Stcucrungsproblem (7), gilt
Lunachst der Duahtatssatz in der Gestalt e

. J(z) = L(S) \;/x €X und S e Wk "'(G)
welche auf G fast iiberall den l\ebenbedmgungen ‘ L N N
S,a(z £) + Si(t, 5) wat < f(t, &, w) Yw e V(t, &) - ' (8

geniigen und auf s X M, einen von ¢ unabhingigen Wert' S(s, -) bcs1tzen VS € 6.(?
’ Bezelchnen wir mit (¢, &) die Menge aller (m + n) X m-Matrwen

. z':(zﬁn)aﬂ‘l....,m b
o 2 filnen
mit, der Elgenschaft _ N
Cre ezl 8w we V(L ),
so bedeutet (8) letztlich | .
VS8 e Y. firfastalle (186 ey

.. th_ Beweis von Satz 2 geniigt es folglich zu zeigeh, daB-F(¢, &) = Folt, &) V(L &) € G
" ist. Dieser Nachweis erfolgt ganz analog zur entsprechenden Passage von Teil I. Ist

ndmlich z € F(¢, &), dann ist gemiB Definition von
2.8 4 zow,t < 16 & w) Yw eV, 8);

*

- somit, gilt diese Relation. eérst recht. fiir jene w, die gemiB (6) die Darstellung
w —‘g(t §,v) zu be]neblgen v € U(¢, &) haben. Das bedeutet nach (5) o
o+ 200, &, v) =0 £ 900, 5, )g folts £9) Vo€ U(t 5)

‘ und somit z E Folt, &) bzw. ?’;(t, 5H 80(t, &). )
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Ist umgekehrb z € Folt, &), so gilt B
gt ) S It E0) Voe U 8).]
' Deshalb ist wegen (5) und (() S o
Tt *g.i(t, £,0) < f(t, & glt, £ v)) Vo€ U(z 5)
bzw. mlt w= g(t &, v) ‘und (6) ‘ _
ot z“w S 6wy VweE V(L 6).
Das bedeutet z € F(e, &) bzw. Fo(t, &) = F(L, £). In Zusammenfassung beider Uber-
legungen resultiert daraus F(¢, &) = Folt, &) V(L &€ G A , _ -

’

- o A
- . 3. Mebrdimensionale Flu8probleme erster Art

-

In Analogie zu der in Teil I erlé.uterten'Vc;rgehénsweise ordnen wir deni Variations-

prob]em (7) ein verwandtes ,,verschmiertes’ Optimierungsproblem zu in Gestalt,
* . eines FluBlproblems. Wir tun dies wiederum aus mebhodxschen Griinden in zwe1 Etap- .
e iiber FluBprobleme erster und zweiter Art C e o o

er betrachten das’ Optlmlerungsproblem ' . o
Ji(v) : —f;c &0(t, &) vlt, &) dt d& — inf o (9a)

bzgl aller (m + n) X m-Matrizen

' Em 3 . - —_ : . P . . '

: .nivo'(u))=<nl,...,nm>ecl(a> T ey
mit den'}i/)igenscha.ft.eri — . O ,

Vot &) =0, ot &) €Vt &) fast iiberall auf G, o ~  (9¢)

Vo, =0 aufG fir a«=1,..,m, o C9d)

[ vols, & ydé=1. vsco - . - © (9e)

L m, ' : . . ' - o

und . ) : :
A i dOG = 0 auf 0G,:= 3G \ ¥, : ’ - . (gf)

wobei doG das im E"‘*" nach auflen orlentxerte,Oberfla.chenelemente zu 9@ darstellt.
.Indem wir auch hier wieder die Grundvoraussetzungen (2) itbernehmen, ist nach [4:
-§ 8.1] die Funktion /( s 0 V(s )) summierbar auf @ sogar fiir beliebige summierbarev;-
‘auBerdem ist V(:, ) gemafB (5) eine normale mengenwertlge Abbildung auf G. Wir
bezeichnen das Optimierungsproblem (9) in bezug auf (7) (oder (1)) als das zu-
_geordnete mehrdimensionale Flufproblem erster Art. Seine zuldssigen Elemente v ge-
méB (9b)—(9f) nennen wir Fliisse, ihre Gesanitheit bezeichnen wir mit B. »

Satz 3: Das Optimierungsproblem (4) ist.ein duales. Problem zum Fluﬁproblem (9)
Beweis: Fiir beliebige v € 8 und S € & ist wegen (9d)

Ti0) = [[flt: & vit, ©)) vt &) + o, & (Vo) deds. - (10)
g | . o O

’

3) E,, bezeichnet die?n X n-Einheitsmatrix. o o oL



PR T

‘

62 - R.KroTZLER -
7 _ . ,

Wegen der leichtvlzu verifizierenden Glcichuﬁg

~ X - f

V(8%,) = (V8% b,k Se(V'v,) o oy
kénnen wir-unter Anwendung des Gaulischen Integralsatzes fiir (10) auch schreiben

v) = J [f(t. & olt, ©) wolt, &) — (VS vo(t, )] dede (12)
’ . ‘ : . , A .

| + f (S"(t, é.) na(t’ 5)), dDG."

Wegen(Qc Yisty, = O. und wegen S und Satz2zuglench VS(t, &) € Folt, &) = = (¢, £).
Deshalb ist der Integrand des ersten Integrals von (12) nicht negatlv und folgllch
v) 2. [ (St & va(t, &) - dog. ' o (13)
R:Te3 o .

N

~ Wir beachten weiterhin (9f) und kénneén somit in (13) dic Integration auf den Rand-
streifen. % beschrinken. Infolge der zylindrischen Struktur von U gemiB.unserer
Grundvoraussetaungen (2) laBt sich Jedes orientierte Oberflachene]ement dog auf A
in der Gestalt .
doa _ (ndo) de
On
darstellen; dabei ist wiederum do das skalare Oberflichenelement zu 22, n der duflere

- Normalen-Einheitsvektor zu 82 und o, der n-dimensionale Nullvektor. Diese Dar-
stellung erlaubt die Umformung von (13) auf :

n)>ff (S%(s, & va(s, s>) dg(“( ))

o0 M,

" "und unter Beachtung von (9b) und der. Elgenscha-ft von S auf U zu
Jy(v) = [ S(s, ) n(s) ( [ vols, &) ds) do.
ea - v

Diéses'Resultat hat éch]ieBlich mit (9e) zur Folge - .
n)zfss,)n(s)do—L(S) VSE€S und veB. T (14).

Unglelchung (14) charakterlslert damit das Problem (4) als eine duale Optlmlerungs-
aufgabe zum Flquroblem (9) 1

4. Mehrdimenﬁonale FluBprobleme zwéiter Art

¢

Als .Verallgemeinerung vorangehender Flqurobleme fiihren wir nachfolgend dazu
* verwandte FluBprobleme zweiter Art ein, bei denen auf die blsher gestellten Diffe-
: rcz1erbarke1tsf0rderungcn an die Flisse o verznchtet wird. -Wir filhren dazu ein den

Banachraum .

- ' Gy = { - (a', ..., 0™ € W:;,"‘(G) | o(s, -) = const auf M, Vs € oQ}; .
: BN - - : (15)
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7
!

er blldet cinen Unterraum des Wi "'(G’) Welterhm erklaren wir V(t & e

.@(t &)= {n = (L;) v € R, ve V(, E)}, - ’ - (16)
| Xyi= (o € Lm0t € R, ) fir fastalle (€6 (17)
und , B
W= (v =(0),...,00) €Xo | VO E G st ;
- f(Vo") v, dt dé = [ o(s,.) n(s) do}. (18)
. Kl .
‘Wir bezelchncn dann d)e Aufgabe ' _ ‘ ,
Jo(0) 1= fjt §, v(t &) volt, &) dt d¢ —inf anf®W o (19)

bezug]nch (7) oder (1) als das zugeordnete mekrdzmenszonale Fluﬂproblem 2wetter Art
und seme zulissigen Elemente v aus % wiederum’ als Flwse

Hllfssatz 2: 23 — BW.

. Beweis: Fir' n € B ist wegen (9b) und (11) nach dem GauBschen Intcgralsau
Vo€ G

J(Vo*) v,dt dé = —fa“(V’na) dt d¢ + f (0°0,) dog. } (20)
G e G G . o

Infolge-(QB), (9d) und (91) resultiert daraus-

. f(’v‘of)'m dt'df=ff(o“na)’ d¢ (:)-do
G - aonm, R

) o= [ols, ) n(s) - ( I vols, &) dE)dO
. _ 20 ‘ R, -

und wegen (9e) échlie@]ich
[(Vooy vidtds = [ ofs, ) n(s)do.
@ :

G

N

In Verbindung. mit (9¢) bésagt dieses Resultat nach (18):
Vv € B gilt stets v € B, bzw. BoW. ‘
- Hilfssatz 3: W n C‘(G’) 8.

Beweis: Es seiv € B n CYG). Dann gilt fiir diesen Fluff wiederum die Glelchung '
(20) zu beliebigen ¢ € &,. Wihlen wir speziell o willkiirlich aus WL™(@), so folgt aus
(20) und (18) wegen b, € B die Variationsgleichung

fa"(t, £) (V'oa(t, £)) dt =0\ ac WL(G). '
/ Und weil dlc Funktlonenmenge WLm(@) dicht in Ll"'(G) liegt, entnehmeri wir aus
~.dieser Vanatlonsglelchung unmittelbar die SchluBfolgerung: V'u,(¢, £)'= 0 auf G; da-
mit erfilllt unser vorgegebenes v notwendig le Bedmgung (9d) ‘
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Unter Beachtung des soeben erhaltenen Resultats reduznert dle sich Glelchung (20)
fur unser v auf dle Gestalt. - -t ,

f(Va“ )’ va dt d§ = f(a“ba) dog = [ (o‘ba dog + f (o*v,) dog. (2’,1)
oG : . A
Spez1ell fiir alle ¢ € &, mit.der Flgenschaft oy = 0 erhalten wir aus (21) nach (18) .

- [ (ot &) va(ts é‘)doa_o

G,

. Da die Menge der Spuren a]ler dieser ¢ auf 4G, .in Ll'"(oGo) dlchL licgt, hat dle voran-
- gehende Varlatlonsglelchung die Elgenscha.ft B,'dog = 0. auf 66‘0 zur Folge und damlt

(9f)... ,

Mit dieser neugefundcnen Eigenschaft veremfacht sich (21) schhel}llch zu -
f (Va" v, df a = [(ovydos ' . - '

" und wegen-(l-8) zu dér Forderung .
[ (a(s, ) n(s) do = f (0°0,)"dog \/a € Gy,

0Q g . 9[

Unter Beachtung der zylmdrlschen Struktur von ?I kénnen wir dafur auch schreiben:

f(s, s)do_ff(o“b dE( )do, \‘ ‘ |

und wegen (18) ‘ . .
. [ als, - g ‘n(s) do =,f a(s, ) 1(s) ( fvo(s,:f) dE) dO; K(22)

80 | . .32

Da dié Menge aller Spuren der ¢ E S, a.uf 2Q in Ll"'(a!)) dlcht llegt folgt aus (22)

fvo(s, d§—1 \/863!2 )
@, . . .

_ also die Bedmgung (90) Da:die Elemente von W aullerdem per deflmtlonem die
- Eigenschaft (9¢) besitzen, entnehmen wir aus den vorangehenden Folgerungen, daf}

ausv € B n CY(G) stets v € und damit die Behauptung von Hllfssatz 3 folgt ]
. Satz 4: Das Optzmzerungsproblem (4 zst auch ein - duales Problem zum Fluﬂ-

" problem (19) /

Bewels Fiir beliebige v E W und S € @ < @30 gilt- gemaB (18) ‘
f [ & ot €)) volt, §) — (VS° ]dt ¢ + f S(s, -y n(s) do. (23) o

Wegen Se€ @ ist VS(t E) € Folt, &) = ¢, &) fiir fast alle (t 5) € G. AuBerdem ist zu
jedem v € W stets v, = O, Deshalb 1st der erste Integrand in (23) nicht negativ und» :
somlt

Jo(0) = [ 8(s, ) n(sydo Vv €W und S €6. -
29 o O '

Diese Eige_rléchaft ériickt‘ die Dualitiit :z\wi‘séh'en den ‘Pr'oblé'r_nen (4) und(19) aus 1

-
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’

5. Beziehungen zur Dualitit von Fenchel und Rockafellar ' -7

" In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daB fiir das mehrdimensionale FluBproblem

zwelter Art (19) sein duales. Problem (4) auch iiber die Fenchel-Rockafellarsche Theo-
rie der konjugierten Funktionale gefunden werden. kann. Wir stiitzen uns dabei

_ wiederum (wie in Teil I) auf die Fenchel-Rockaféllarsche Theorie in der Darstellung

von ExELAND/TEMAM [2].

. Hilfssatz 4: Das Optimierungsproblem (4) ist auch im Sinne der speziellen Fenchel- -
Rockafellarschen Dualititskonzeption ein duales Problem zum Flufproblem (19).

. Beweis: In der allgemeinen Beschreibung der Fenchel-Rockafellatschen Kon-

" struktion dualer Probleme stiitzen wir uns auf die Darstellungen mittels der For-

meln (20) und (22) von Teil I der-Arbeit [7]. Wir setzen hier )
X = Lmmm(Qy, Y = Gt - . - (24)

und dabei versehen wir ¥ mit-der schWachen-*-poologie iiber ©,*. Daraus resultiert
Y* = ** = €,. Wie im Teil I erhalten wir auch hier wieder

inf J, — inf @(v, 0), . o : - (25)
® veX i -

~ wenn ‘v-vir—setzep fiir beliebige (v, ) € X X Y (unter Beachtung von (17)):

Ja(0) V 9 € X,y - mit der Eigenschaft

L . f(Vo") v, dt d& + (o, p) = f ;) n(s) do )
. D(v, p) 1= , 00 (26)
VU € Y* ‘
oo andernfalls.

Zur Berechnung des konjdg‘iertén Funktionals

DHO, p*) 1= sup [p*, p) — D(o; p)] . (27
VEX,peY .

beachten wi‘r, daB die in (26) benutzte Neb.enbedingung-

f (Vo) v, dt d£ + (o, p) = f a(s, -) n{s) do \/ cgEY* (28)
00 , :

zu gegebenem v E X in eindeutiger Weise cine Losung pE Y von (28 definiert. Diese

von p abhanglge Loésung beLelchnen wir mit p = An Damit ist nach (27) und (26)

. Weil p = Avp die Variationsgleichung (28 identisch befnedlgt folgt speziell mit

~

D*(0, p*) = -sup [(29 Py — Do, P)). ‘ S (29)
a€X,p=Aa .

\

o= —p aus (28),
(p*, py = — [ (Vp*o) v, dtdé + f p*(s, ) (s) do. )
G . a0 ) .

-

Dies eingesetzt in (29) erbringt
PHO, p*) = sup [f P*(s, ) n(s) do — (o, p) — [ (Vp*a)' v, dt de]
50 . .

) , VEX,p=4D ¢
’

-5 Analysis Bd. 2, Heft 1 (1983)
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" und, nach (26), I : S
,<b*(0,'p)—sup[fp 52 o) d

VEX,
A v

—f ((Vp*a)’ 0, + It & o(t, £)) wolt, £)) dt d&]. A
. G - ]
Hieraus resul‘bhiert o ' : ‘ .

f p*(s n(s) do,” wenn fast iiberall auf ¢

20, 7") —eHesnogn o G0
. . o sonst '
Mit dlesem F‘rgebms (30) w lrd offenkundlg daB die zum Prlmalprob]em
' &(v; 0) — inf auf X )
duale Aufgabe . . . .
— %0, p*) — sup auf ¥* _' ' : ' (‘31)

letztlich mit der Opbnmerungsaufgabe (4) ldcntlsch ist. Denn (‘31) bedeutet nach (30)
" in der Terminologie von (4) . . P

L(—p*):—fp*(s, -)n(s)do—,xsup' , s

.bezughch aller —7)* € € mit —Vp*(¢, &) € F(¢, 5) fast iiberall auf Q. Setzen wir
w1eder —p* =8 in (32) ein, so wird dieses Problem sogar formal identisch. mit (4),
wenh wir noch die durch Satz 2 geprigte Eigenschaft § = &, beachten. Damlt 1sb '

Hilfssatz 4 bcw:esen (R :

.
\

6. Stafkc Dualit:’it bei inehrdimensionalen FluBproblemen
Entsprechend Teil 1 sprechen wir von'starker Dualztat zwischen den dualen Problemen
(19) und (4), wenn L . \

lanz,: supL ‘ ' A . (33) :
.B : ‘ . "

gilt. Wie speziclle Beispiele zeigen (vgl. Abschnitt 7) kann man jedoch die Beziehung

(33) sclbst bei gutartigen analytischen Flgenschaftcn von .f-und V nicht erwarten,
wenn die Steuerrestriktionen global gesehen in ungiinstiger Lage zum Gebiet G und
dessen Randstreifen A stehen. Wenn wir jedoch den Bereich'® zulissiger Fliisse in
einem {Deelgneten Sinne erweitern durch Hinzunahme von asymptotisch zulidssigen
Fliissen, so werden wir auf der Basis der Rockafellarschen Dualititstheoric unter
Beachtung von Hilfssatz 4 ‘auf dem erweiterten Z uldssigkeitsbereich %, starke
Dualitdt erreichen kénnen. Wir fuhren dazu vorbereitend einige Bczelchnungen und

Zusatzvoraussetzungen ein.

Die Meéngen ‘V(t, £) gemiB (6) seien fiir alle (¢, £) € G von jetzt an konvex und 28 ge-
maB (18) sei nicht leer. Dann sind die durch (16) definierten Mengen (¢, &)V (¢, &) € G
konvexe abgeschlossene Kegel des E™+*mm. Unter Beachtung der Grundvoraussetzun-

gen (2) ist. ® nach [4: Kap 8] einc normale mengenwertige Abbildung von G in den N

E(m+n)m
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. \ .

Wir fordern weiterhin: 7 sei ein auf G x E(m+nim definierter normaler Integrand im .
Smne von [2] und [4] mit folgenden Eigenschaften:

7(t, &, -) ist eine konvexe, Funkblon auf Etm+om \/ (¢ £} ¢ G, . . (34@)
(L & 0) = Bf(t, £,9) W v €RLE, (LHed, . ' (34by
. Im = const mit der Eigenschaft . . -
. . . _ . : :
'r(t’ ‘S: U)gmvo\/bz’vo'(vm): (t’f) EG ' . A '(340)

.
y

: Dar‘m ist Jg'(n) = fr(t, I 5)) dt d¢ offensichtlich ein konvexes Funktional auf X.’
© Wir kénnefl dafiir auch

f [t & vit, ) — mvnte, )] deds + f@vo(z, fdids

-~

‘schreiben. Das zweite Tntegral hiervon ist schwach untcrhalbstctlg auf X (als stetiges

lineares Funktional). Das erste Integral ist schwach unterha]bstetlg gemil {2

Kap. VIII, Corollaire 1. 2] und [3: Kap. I, Satz 20] Somit ist J, schwach unterhalb- .
" stetig auf X.

_ Mit = bezeichnen wir ‘den Banachraum aller linearen st(,mgen Funktlonflle auf

Lip+mm(@y, also £ = LET™m(Gy*. Bekanntlich gilt £ > X. Weiterhin definieren wir

zu beheblgem pE Y (unter Beachtung von (17))

LB, {IU €30 \/0 €€, 'ist (0 )y + (Vo,0) = f a(s, *) n(s) do}, (35) -
. aQ v

wobcx Zo d1(, schwachc AbschlieBung von X, 'in = darstellt W, speziell kénnen wir -
~dann als ein gegeniiber W verallgemeinertes System asymptotisch zuliissiger Fliisse .

bezeichnen, welche die Steuerrestrlktlonen strikt einhalten. Wir setzen J, von X auf a

! %0 fort durch dle Definition . '
4 2("’) lim Jy(v) V 10 € By, N ¢ 15)

D1V, VEX,

* wobei der lees mfcnor im Sinne der schwachen Konvcrgena des = zu vcrstehen 1st

Satz 5: Erfullt seten die Grundvomussetzungen (2) Die Mengen V(t, &) gemaﬂ (6)
" seien fir.alle (¢, &) € G konvex und W, gemdif (33 sez mcht leer. Auﬁerdem set die Vor-
aussetzung (34) erfiillt. Dann gilt .

' me2—supL o . T . C _ ‘ (37

°y . _ C
Beweis: In Erwelterung von (26) benutzen wir das Funktional
R [ lim To(v) fans' w € W, o .
B(w, p) 1= | O WPEX . - ' (38)
- oo sonst ' S -
auf = X Y Es ist schwach unberhalbstetlg Denn ist zu beliebigem fixierten Elcmenb

(r, p) € £ x Y eine Folge {(10;, pi)} aus Ex Y schwach konvergent gegen (m 7))
- ist fiir jede, natiirliche Zahl k entweder

‘D1, pp) = oo filr 1, § Wy,  oder
D(rog, Py = Hm Jy(v) fir 1w, € By,

D 10,,0€ X,

5#
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Tritt nur fiir endlich viele k der zwéite Fall ein, so ist

) (39) '

a(m p) S hm (Y)(mk, Pk) = 0. .

Tritt aber der zweite Fall fiir unendllch viele k auf, so existiert eine Tellfo]ge {0y, Py )}' .
mit

]i#l]Aa(lUk, ) = lim 6(’”[:" Pr)y  TOp € QBPA:" (40)
: k—ro0 k'—o00 :
\ : i . . "
\ Zu jedem (ivy, py) gibt esnach (38) eine Fo]gc vl — Wy mit vl € X, und Sy, pi)
= hm’ J2(b,,) Dann 18t sich aber auch eine Folge {0{*"} finden mit

1—o0

mcf»(mk,pk):lirn.fz(n';»“) . S (41)
k—o0 k'—>o00 - ‘ .

.und (n“" ) pe) — — (i, p). Somlt 1st nach (35) v € W, und nach (38 und (41)
lim B(rv,, pe) = lim Jo(0l%) = lim . Jy(v) = (1, p). (42)

k—ro0 ko0 n..-m VE X,

Da (39) und (42) fiir jede gegen (m p) schwach konvergente Folgc {(oe, 22)} gilt, ist
" die schwache Unterhalbstctlgkelt von & verifiziert.
SchlieBlich ist @ auch ein konvexes Funktional; da J,, X,, B, konvex sind. und dle _
offenkundlge Eigenschaft %lml“.p, = LB, + LB, fiir belleblgc A1 29 € RT mit ’
i+ A+ 23 =1 bedingen. )
Auf Grund dieser Eigenschaft,von &- ist nach’ [2: Kap. HI, Proposxtlon 2.1} die
starke Dualitit zwischen dem Prlmalproblem

¥

®(w, 0)-— inf auf = ' _ . . : (43)
und seinem Dualproblem . ' i
_—é*(O, p¥) —>sup auf Y* ) . (44)
'ge~na-u dann gewﬁ-hrl‘t‘-}ivstet-,- wenn das Problem (44) ‘‘normal” ist.” Das Vbede.uteb:

inf &(10, 0) =-sup (—B*(0, p*)).
= ye . '

gilt genau dann, falls das Funktional

(g% = l.rélf,jﬁ*(q . %) v o 45)
im Nullelement ¢* = 0 des Raumes :* = L‘"‘ () endllch und schwach unter- .
‘halbstetig ist. : \

, Zur Uberprufung dleses Sachverhalts gehen wir von der Defmlblon des konjugier-

. ten Funktionals @* auf Z* x ¥* mit

’ 5*(q*,'p*):=, Sllp Ka*, lv>+<p p) — P, p)] (465

aus. In Analogie zur Bcrechnung des Ausdrucks (29) beachten wir, dal} wirentspre-
chénd zu (28 die Losung p der in (35) auftretenden Vanatlonsglelchung

<6,p>+<V0, w) = [ ofs, )n(s)do S o (47)

o2

zu gegebenem v € Z wiederum in eindeutiger. Weise durch v ausdriicken kénnen.

-~
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Wir bezeichnen diese Losung auch hier mit p= . Aro. Damit 1Bt sich nach (38) der

Ausdruck (46) umformen zu- ‘ ~ .
D¥(g*, p*¥) ~'€sup [g*, w) + (p*, p) — B(w, p)] IR (48) -
. IWES . p=A .

Seuen wir in (47) fiir ¢ € €, das speuclle Elemenb —p* ein, so vermag man in (48)
entsprechend das Produkt (p*, p) durch (—Vp*, w) + fp 8, -) n(s) do zu ersetzen.

Wegen B, < 3, wird damit .
D*(g*, p*) = sup [(q S Vp*, m> P(w, p) + fp s, +) 1(s) 30] ‘(49)

WES,,p= AW

und unter Beachtung von (38) . i
Lo DX, p*) = sup [(q* — Vp¥, 1) — lim  Jy(v) + fp 8, +)y n(s) do]

¢S, VamIwEX, - e
, ; (50)
Das wiederum ist gleichwertig mit
P*g*, p*) ‘
o —SUP[fp*(s, )n(s)do — lim (< 7* +Vp ) — Jy(v ))]
. v W€ f a0 v 10,0€ X, .

= sup[jp*(s, yn(s)do — [ ((Vp* — ¢*)o — f(t, &, v) _vo) dt d;].

- BEXG ¢

Ausgerechneb erhalten wir .. S
f p*(s, - n(s) do, wenn q*(t, &) — Vp*(¢, &) € F(¢, &) ist
o* (q p*) = . L ‘
oo sonst.
‘ (51)

" Wegen der Voraussetzung B, & @ existiert ein tp € %o, so daB mfo]ge dér Dualitit
1.w1s<,hen den Problemen (43) und (44) gilt:

" 00 > P(w, 0) = sup (—P*0, p*)) = — inf X0, p*)
: prEY* ' o

(34 .

4 = —¢(0) Z —T*0,p%), . N )

wenn p* = (p*, .., p*™ € Gy = Y* gewé’mhlt,wix‘d mit - RN S
PR &) = (14 ) 8, pv =0 (' =2, ..., m).

. 'p* ist aber sogar ein Element von &, da fiir-alle v € V(¢ ) und (t &y e@ wcgen (34)
—pte— pt = —1 — |m| <m (1, &, ) T (53)
ist. Deshalb gilt nach (51) . '
&(0, p"") fp*(s, ) n(s) do_fp ’(t &) dtdf_ (1 + [m| mes.Q< TN

. (54)
Das bedeutet : ¢(0) ist endlich. ' ' .
~ Zum anderen ist nach (53) fiir alle (¢, )€ G - \

— VP, §) € intF(t, §).
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Da samtliche V(t, £) ((¢, &) € G) gleichmiBig beschrankt sind, existiert eine Konstante
M > 1,sodaB [v| S M ist fiir alle » € R(¢, &) und belicbige (¢, &) € G. Wihlen wir em_
e>0 mit e < 1/(4-[m + n]m- M), so sind auch simtliche Punkte —Vp*(t; &

+ g*(t, &) € F(¢, &) fur beliebige R ‘ :

t. *a\a,f=1,....m ' ’ : - - , v,
q* = (Zﬂ ) ) 5* — X* = L(mfn)m(G) T

welche d1e Bedmgung llg*ll=e < & erfiillen. Denn \/v € Vit 5) zu (¢, &) E G ist da.nn ‘

S (= p,,+qu“)+(—pe«+q )va‘§—1—|m]+ms+2ll m - ne
< 1/4 + 1/4—1—|ml<m<f(t £, ). L '
Somit ist nach (45), (51) und (54) fur beheblgc g* ¢ Z* mit'|lg*lize < &

“p(g*) ) = O*(g*, p*) = fp*(s, )n(s) do=(1+ |m| mes 2 < oo, .
.o

v

so daf} ¢ nach oben lokal beschrankt ist in einer Umgebung von ¢* = 0. Diese lokale

Beschrinktheit des konvexen Funktionals ¢ bedingt nach [2: Kap. I, Lemma 2.1] die

Stetigkeit von ¢ in ¢* = 0 und das wiederum nach [3: Kap. II, Satz 25) die schwache:

Unterhalbstetigkeit von ¢ in ¢* = 0. Damit ist nach der 7ugrundcgelcgtcn Rocka-
'fellarsch(,n Theorlc das Problem (44) normal und

inf ®(1v, 0) = sup (=P*(0, p¥)). ‘ \ , (55) .

wes T ptey*

“ Nach (51) kénnén wir aber mit —p* = S € € fiir die rechte Selte von (05), genmﬂ
Definition von L, nach Satz 1 auch schreiben sup L(8); die linke Seite von (55) 148t

S€G
sich nach (36) und (38) durch inf J,(10) ausdriicken. Damlb smd aber Relatlon (‘31)
'und Satz 5 bew1esen | W€,

7. Ein Beispiel

I. Wir untersuchen zin'dcm'abgébildcten quta}ldsbergic}i G das St,euerl.mgsprob]eml
. 3 . , A 3 . L . - )
J(x),= [ x(tydt — inf auf W,}([0,3]) . A (56)
o ‘ ' .

unter den Nebenbedmgungen ‘ . o
50, (6 () €@ auf [0,3], o o \
2(0) € My ="[1,3], - - | ¥ -
(3) € My = [13]. | |

" Dieses Problem ist vom Typ (7), mit dem Steuerbereich ¥ = {0}. Fiir alle zulissigen
: TraJektorlen zu (56) gilt 2(¢) = const = 1, so daf}-offensichtlich gllt

Min J = 3 mit der optlmalen Losung x* = 1.

Vom Standpunkt der Dualitit zwischen (7) und (4) kénnen wir diesen’ Sachverhalbl
auch nochmals bestitigen mittels der zuldssigen Losung S* zum dualen Problem (4)

‘
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“bzw. unseres speziellen Problems (56), wobei

¢ fir 1<E<3

<
£ fir 0<¢6<1 ()]

SHL 8 = { )
gewahlt wu‘d In der Tat ist hler S* ¢ &, weil die Randbedingung S,* = S*(O &)
= const auf 9, als auch Sy* = S*(3, &) = const auf M, erfiillt ist; auBerdem ist
S* ¢-W1,(G)und die Bedingung (8) bzw. (3) i in der Gestalt, St &) < 5 in G erfiillt.
Damit ist nach Satz 2

Min'J = Max L = L(S*) = 3. ' ' - (67) .

w

0

* Abb..1

1L Nunmehr ordnen wir (56) sein FluBproblem erster Art zu gemiB (9). Es lautet

m:fmmam@»m‘ ‘ ' s (58)
G . . .

\

bez: aller vektorwertigen F unktionen (Fliisse) der Gestalt b = (18) €
Eiggnscha;ften vo(t, £) = 0 auf G, vy, = 0 auf G, v’ - dog = 0 auf 3G,
[ vo(s, &)dé =1 fir s=0 und ,s=3.‘ |
m, : -

" Wegen der Randbedingungen sieht man hieraus sofort, daB jeder zulissige FluB dieses

Problems (58) die Eigenschaft hat: v,(¢, £) = 0 fiir 0 < £ < 2. Mit diesem. Ergebms
und den weiteren Eigenschaften von v, ersehen wir leichit aus (58): inf J, = 6 (Ja man
‘kann sogar die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens nachwelsen)

" III. Eine ganz dhnliche Sltuatxon besteht fiir das zugeordnete FluBproblem zweiter
Art gemiB (19): . '

C‘(C_i')' mit den;

Jy0) = [ vglt, £) dedE —inf auf B N ey
G . . o ;
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. N
.' :
P
mit 3 !
7’

B = { (v3)€L12(0)|v0(1,$)20 fur fasgalle (4,§) €0 und

f,(tfvo(t §)dtd§—aa—ao\¢/6€@o} 4 . , - (60)
. .

>Dabe1 ist gemaf der Elgenschaften aller Elemente ¢ von.&, ¢, = 0(0, &) = const auf
My und o3 = o(3, &) = const auf M. Wir Lelgen daf} ]edes LulaSSJge Up ZUM Problem
* (99) folgende Elgenschaften hat: e

v = 0in [0,3] X {0,1], [01]><[12]und[23]><[12]

a) Zum Nachweis der ersten Eigenschaften setzen wir in (60) ein belleblges c E C0

" des Typs _

‘ o(t, £) — ty(€) in [0,3] X [0,1] mit p¢ 01[0,1] . T
>>" 7] 0in den iibrigen Punkten von G. '

Hierfiir ist g, = a; = 0 und nach (60)

¢
)

Y s -
f ( [ wlt, &) dz) (&) d&= 0y € CI[0,1].
o \'o . : . . .
‘Daraus resultiert aber — weil die Menge 610,17 im LY(0,1) dicht liegt —

3 R . . '
'fvo (t, &) dt ='0ﬁjr fast alle £ € [0, 1]._ o : (61).
! v . .
Wegen v 2 0 fast iiberall in G hat aber das Ergebms (61) die Konsequenz v = 0 fast
“-iiberall in [0,3] X [0,1]._ ' .

b) Die-Eigenschaft v, = 0 in [0,1] x [1,2] weisen wir in Analogie zu a) mittels der
Funktlpnenklasse : N

olt, &) = (@) in [0,1]x (1,2] mit weé‘llﬂl S -
8) = 0 in den iibrigen Punkten von G - ‘
nach.’

c) Dxe Elgenschaft vy = 0 in [2 3] x [1,2] weisen wir in Analogle zu a) I]llttb]S der
4Funkt,lonenklasse

. a(t 5 = {(3 —1 w(f) in [2,3] x [1,2]. mit € ¢11,2)
’ 0 in den iibrigen Punkten von @

nach.’ o . '

Diese Eigensqhaften von v, bgdinge;l nach (59)

3 3

Jz(n) vaO(t £)dt ds = ff&ot 5 dtdé = 2ffv0(t §)dedt.  (62)

Wmterhm entnehmen wxr diesen Flgenschaften von v, nach (60) mlt,tels o(t H=¢
die Glelchung ‘

3 3

ffvot £)dt dé = fvp(t; &)dede = 3.
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Dies, ‘eingesetzt in (62), fiihrt schlieBlich auf J,(v) = 6 \V v € W. Wir kénnen sogar

inf J,(0) = 6 Lelgen DaLu wihlen wir v _,(vo) mit
me& ) 0

I/A in [0,3) x [2,2 + 4] .
0 in den iibrigen Punkten von G

" vo'(t, £) '={

zu beheblgem 4> 0. Offensnchth(,h ist dieser FluB3 v € W, denn \7/ o€ \90 st

24+4 3

j ault, &) vot, &) de dé = f f ot E)Zdtdf
G ' . . 2 0 L,

2+4

1
=Z_/‘[63—60‘]d§:03fao.
Y .

-~

Damit ist nach (60) v € 8. Zum anderen ist hierfiir

! ~ "+48'

J2(n) ff dtdg——i.[w_g]—_—‘3.v2+i.d,

" also lim Jy(v) = 6 bzw. inf J, = 6.

40 B '
Da nach Satz 3 das Steuerungsproblem (56) und das /ugeordnete Flquroblem (59)
das glelche Dualproblem besitzen, ist wegen (57) mf Jy=6> sup L=73. Somlt liegt,

.hler zw1schen dem FluBlproblem (59) und seinem Dualproblem eine Dualitdtsliicke .
~ vor. Sie ist im wesentlichen bedingt durch die speziclle Vorgabe von 9, und M, in
bezug "auf G und 'V = {0}. Sobald wir den unteren Rand von 9, = My vergroBern

- oder verkleinern entfallt, diese Dualitatsliicke.

V. Zur Schlchung der vorangehend aufgezelgben Dualititsliicke geniigt es nach-
Satz 5, das Funktional J, auf 8, fortzusetzen und auf diesem erweiterten zulassigen
Bereich das Infimum zu bilden. Wir wollen im Bexsplel hxer direkt bestitigen, daf3
infJ, =8 = supL ist.

®,

Wir konstruieren dazu folgende spezielle Fliisse ¢ = (vg )

l/A in [0,3] X [1 —4,1] |
0 in"den iibrigen Punkten von G

mit 94 &) = {

1
]

zu A4 > 0. Hierfiir ist Jy(v4) = 3 — 5 4. AuBerdem ist die Menge aller dieser v4
als Menge von linearen stetigen Funktionalen auf L%(G) mit gleichmiBig beschrinkter

Norm aufzufassen, weil fiir beliebige ¢* = (Zo ) € L2 (G) offenbar

Kq.*’:n

X4, & dt de |

< vrai max |gg¥| fvo"(l, &) dtds < 3 llg*|l
. G G ‘ ’
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' gilt. Infolgedessen ist die Menge ailer v4 in £ = L2 (G)* schwach kompakt, so dal’

eine Folge {4} und, ein 1v € = existieren mit v — y fiir 4, — 0. Damit erhalt man

VO’ € @0 .
Lo, Py 1= [ ot §) ve®(t, &) dt dE — (05 — o)

. ¢

1 o
\ . =;—f —0(0 §]d§—(03—(70)
. . . Y,

-und lim {0, Pp) = 0. Das ‘bedeutet nach (3%): m € W,. Damit ist nach (36)
“k—oo . . . ‘ :

Jow) = lim Jyv) < lim J;(nd.') — 3,

V—WYEX, | . k—»co )
.80 d&B wegcn J (m) = sup L =3 hiermit eine direkte Bestatlgung von (37) erfolgb
ist. )

4
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