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Dualitãt bei Steuerungsproblemen und zugeordneten Flufiproblemen H 

R. KLOTZLER	 S

rA 

In dieser Arbeit werden Dual itatsbeziehungen zu Steuerungsproblemen mehrfacher Tntcgrae 
vorgestellt sowie zu verwandten, durch Verschmieren entstehendenmehrdimensionalen FluB-
problemen. Beide Optimierungsaufgaben besitzen (wie schon irn eindimensionalen Fall gemaI 
Tell I)das gleiche Diialproblem. Die Eigenschaft der starken Dualität lhBt sich unter zusätz-
lichen Voraussetzungen bei den FluBproblemn wiederum über die Rockafellarsche Theorie 
dualerOptimierungsprobleme herleiten.	 S 
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In this paper a duality is presented for problems of optimal cohtrol with multiple integrals. 
The same is performed for related more-dimensional flow problems which are generated from 
the first problems by a relaxing procedure (ath in the one-dimensional case according to Part I). 
Both of these optimization problems have the same dual problem. For flow problems one.can 
prove the validity of stiong dudity by means of Rockafellars DualityTheory under some addi-
tional assumptions.  

1. Einleitiing 

Tm Teil I dieser gleichlautenden Arbeit [7] wurde zu Steuerungsproblemen Oinfaeher 
Integrale einè duale Optimierungsaufgabe aufgestellt, die sich zugleichals duale Auf-
gabe eines zugeordneten neuartigen. Flu fiproblems erwies. Auf these Weise konnte. 
zwischen deni primalen gewohnlichen Steuerungsproblem und diesem FluBproblern 

• einé Wesensverwandtschaft herausgearbeitet werden, die darin ihre Ursache findet, 
daB man letzteresalsein yerschmiertes Problem (,,relaxed problem") zum ersteren auf-
fassen kann. Einer soichen Erkenntnis kommt neben einer analytischen eine rechen-
tëchnisch-numerische Bedeutung zu, wenn man angendh ei fte Losungen- des Primal-
problems fiber Losungen des Duaiproblerns aufzuhauen wünscht (vgl. [81). Vom theo-
retisehen Standpunkt ist der Obergang zu Fluf3problemen deswegen lohnend; weil 
man bpi diesen i. alIg. leichtér als beim Steuerungsproblem starke iDualität bez. des 
aufgestellten dualen Optimierungsproblems nachweisen kann. Aus niethodischer. 
Sicht bildeten these Darlegungen von [7] (und auch von [6] für Ste uerungsprohlenie in 

- S 

Parameterdarstellung) einen neuartigen anschaulichen Zugang zu Flu Bproblemen 
innerhalb der sehr allgeniemnen und abstrakten Konzeption veraligemeinerter Kurven 
und Flusse nach L.C. YOUNG [11], R. B. V1SNTER und R.

,

 M. LEWIS [10].	•	• 

All these dargelegten tFberlegungen sollen.nunmehr auch auf Steuerungsprobleme
•	mehrfacher Integrale ubertragen werden unterZustandsgleichungen inGestalt par-	•
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t.ieller Differentialgleichungen von Dieudonné-Rashevskyscher Form (im Sinne der 
Bezeichnung von L. CEsAII [11). Gegenuber Teil I verdendabei einige darst.ellungs-
inal3ige Verbesserungen vorgenommen, die sich einerseits in der Wahl von Bezeich-
nungcn ünd ndererseits in konsequenterer Nutzung der Ma.trizenschreibweise 
ãu Bern. 

2. Stcuerungsproblerne rnehrfachcr Integrale - 
in Dicudonné-Rashevskyscher Form 

Wir studieren Steuerungsprohleme des Typs.- 
J0(x, u) = f /(t; x(t), u(t)) .dt -> inf	 (1)

beziiglich'aller x  W'- ñ(Q), u ( . L'(Q) iinter den 

Zu.standsgleichungen

X, u) 

firi= l,...,n,cx = 1,...,m, oderinKurzfornix =g(t,x,u) 
Zu8tandsbeschrãnkungen 

x(t)E X(t) c E' Vt E Q, 
Steuerbeschrankungen

/ 
u(t) E U(e, x(0) für fast alle tE .Q 

indden 
Randbedingungen. 

x(s) E 9R,	X(s) Vs, E aQ. 
Zn r Vereinfachu ng und konsequenten Nutzung der Matrizcnsehreibweise veréinbaren 
wir dahei, daB alle hier undspater auftretenden Vektoren stets als Spaltenvektoren 
zu verstehen sind, sofern sie nicht ausdrücklich in anderem Sinne eingeführt werden. 

•	Das gilt in (1) alsosehon für x und u; x j bzw.g stellen hingegen ( xm)-Matrizen dar. 
Wir stellen weiterhin folgende Grundvoraussetzungen:	 ( 2) 

• (i) p >'m, und Q istein Lipsehitzgebiet des E m ihi Sinne der entspreehenden, 
schon im Ted I benutzten Begriffshildung; 

(ii) 0	{(t, ) E Em x E" I E X(t), t E Q} ist ein Lipschitzgebiet des Em+z; 
(iii) 'U( . , .) ist eine normale tnngenwertige Abbildung von 0 in den E' (im Sinne von •.	

[4])undfursamtliche XE W 1 M(Q) mit x(t) E X(t) auf . sei U( . , x( . )) eine normale 
niengenwertige Abbildung von Q in den E';	 S - 

(iv) die U(t, ) sind gleichmaBig beschränkt im E' für alle (t, 0 E 0; 
(v) {(s, ) E Em x E I s E Q, E 13} ist cin regulärer Randstreifen von eo in 

folgendem Sinne: 9f gestattet eine Zerlegung in endlich viele Teilgebiete 91k' die 
mittels je einerregularen Abbildung der Masse C' (imSinne von C. B. MORREY 
[91) auf ein Lipschitzgehiet des Em ' x En transformiert werden konnen; 

(vi) die Funktionen / und g,' sind stetig auf 0 x E'; 
(vii) die Menge	alter zulassigen Prozesse (x, u)von (1) sei nicht leer. 

Dann gilt in geringer Modifikation dei Resultate von R.KLöTZLER [511) der fol-
gerde Dua1itütssãtz	- 

1) Tn Analogie'zu Anhang TI von TciI 1 [7].	 -	 •	 -
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Satz 1:'J0(x, u) ^ L(S) :=f S(s, •) n(s) do /üralle (x, u) E i3und beliebige Zeilen-

vektoren S = (S', ..., S) E W m(G), weiche an/ G den Nebenbedingungen 

S(i, ) + S(t, o 9(t, , v) < 10(t, , )	Vv ( U(t )	 () 
last ilberall genügen2) und auf s x 9R, einen von unabhangigen Wert S(s, •) besitzen 
Vs E 0Q. n(s) ist dabei der auf3ere Norrnalen-Einheitsvektor von aQ in S. 

Die Menge der in Satz 1 zulassigen vektorwertigen Funitionen 5 bezeichnen 
wir n -ut S, sic ist offensichtlieh konvex. Zur Umschreihung dieser Menge verwenden 
wir nachstehend den V-Operator stets als Spaltenvektor mit 

V' 
•••'	...'	 V	 - 

Somit ist VS die Im + n) x rn-Matrix	V 

/ç, \.5 = I ..... m	 S 

V	 V 

\ s;/1=1
 

Bezeichnen wir weiterhin mit 0(t, ) die Menge alter (m + n) xrn-Matrizen 

ZO...
..........m	-	 V 

\ z,/ 1	. ..
V 

mit der Eigepschaft	
V	

V	 VV V 

Za'– zg(t, , v)
	 10(t, , v)	VvE U(t, ), 

so 
kann (3) auch dureh die Forderung 

VS(t,)	(t, ) für fast nile (1, ) E G	.	 (3') 

auisgedriiekt verden. Die Menge	(t, ) bezeiehnen wir in Analogic zu Teil I ais 

	

Figuratrixkorper zu Problem (1) an der Stelie (1, ) E C. liii (m + n) m-diniensionaien	V 

Vektorraum ailer (m + n) x m-Matrizen -- versehen mit derMetrik des Edt+m_ 

ist offensichtlich 0(t, ) ein abgeschlossene und konvexe Menge. 
Die Aufgabe 

L(S) —> sup auf S	 (4) 
V	 steilt eine duale Au/gabe zu (1) dtir ii der aligemeinen Auffassung von [ 5] . Wegen der 

Konvexität aller	(t, ) urid der Funktionenmenge	ist (4) ein konvexes Opti-
niierungsprobleni mit linearem Zielfunktional L bez. S. -	 V 

Entsprechend Teil I verrnogenVwir 
das Ste uierungsproblem (1) durh ein aqui- 

V 

valentes Variationsprohlem zu ersetzen. Wir stützen tins dabei áuf den nachiolgenden 
.Elilfssatz.	 V	

V 

Hilfssatz 1: Es sei für alle (t, 0 E 0 ünd z E V(t, ) 

f(t, s, z)	Mm {f0 t, , v) I z = g(t, $, v), v E U(t, )}	 (5) 
v	 V 

mit	 -

{9(t, , v) I v E U(t, N.	 -	(6) 

2) Es wird in dieser Arbeit stets fiber doppelt auftretende Indizes in Produkten summiert.
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Dann ist das Variationsproblem 

J(x) :=f /(t, x(t), x;(t)) di -> inf au/ 2C	 (7) 

•	mit	 0 

	

=.I = .Ix € W,'(Q) I (t, x(t)) E G auf Q ,':	 • 

x(t) E V(t, x(t)) fast ilberall auf .Q, 

X(S) E.J& VS 'E aQj 

äquivalent zu (1). Dcth heit, es ist infJ =.infJ0. 
•	 S	

•0

Der Beweis dieses Hilfssatzes verlauft vollig analog zum Beweis des Hilfssatzes 1 
von Teil I für den dort behandelten Fall m =. 1. Eine Erhohung von m bringt dabei 
grundsatzlieh keine weiteren Komplikationen, so daB wirhir auf eine ausführliche 
Darlegung dieses Beweises verzichten können. 

Satz 2: J(x) ^-L(S) =JS(s, .) n(s) dollAr alle x , E X,und S € . Die Problerne (1). 

und (7) haben gleiche Figuratrixkorper. 

Be,weis: Nach Satz 1,"angewandt auf das spezielle Steueruñgsrobleni (7), gilt 
zunächst dei Dualitatssat.z in der Gestalt	• 

-	J(x) L(S) VxE X un4 SEW ,m (G) , • 

welche aufG fast uberall den Nebenbedingungen	 S	 \ 

8(t,) + S4'- ( t , ) W.'	/( t, ,w) V  E V(t, )	 (8) 

genugen und auf s x')Jl, einen von unabhangigeh WertS(s,.) besitzen Vs E aQ. 
Bezeichnen wir mit (t, ) die Menge aller (m. ± n) x m-Matçizen 

m	 • 
• 

mitdr Eigenschaft	 •	
0 

VwEV(t,),	.• 

so bedeutet (8) -letztlich •	 •	 •	

0 

•v5( g, ) €	(t, ). fur fast alle (1, ) € G.	 (8') 

• Zu in. Beweis von Satz 2 geniigt es foiglich zu zeigen, daB (t, ) = ) V(t, ) E G 
ist. Dieser Nachweis erfolgt ganz analog zur entsprechenden Passage von Teil.I. 1st 
namlich z € (t, ), dann ist gernaB Definition von 

Z.. + z j w 	f(t, , w) Vw E.V(t, );	 S	 •	

S 

somit gilt diese Relation erst recht für jene w, die gernaB (6) die Darstellung 
w =' g(t, , v) zu beliebigen v € U(t, ) haben. Das hedeutet naeh (5)	• •

	
0	 - 

Z.*	 z1 g(t, , v)	g(t, , v)) 5 /(t, , v) Vv € U(t, ) 

•	und sornit z 	(t,) bzw. • (t, ) C7 3(t, ).	
0	 •
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•	1st unigekehrt z E c(t, ), so gilt	 S	 , 

•	z + zjg:(t, , v) 5 /0(t, , v) Vv E (J(t, ). 
Deshaib ist wegen (5) und (6)	 .	S 

	

• z + z 1 g(t, s, v) < f(t, s, g(t, , v)) Vv E U(t, 0	. 
• bzw. mit w = g(t, , v)und (6)	

5 

• z +ziw 	/(t, , w). V  C V(1, ). 
Das bedeutet z C (t, ) bzw. 0(t, )	(t, ). In Zusai'nmenfassung beider tYber-



legungen resultiert daraus (t, ) = 0 (t, fl V(t, ) C G I 

• 3. Mehrdimcnsionale F1ulprob1eme erster Art	 • - 

In Analogie zu der in Teil I erlauterten'Vcrgehensweise ordnen wir deni' Variations-
problem (7) e'in verwandtes ,,verschmiertes" Optimierungsproblem' zu in 'Gestalt, • , 
eines FluBproblerns. Wir tun dies wiederuni aus methodisehen Gründen in zwei Etap-
'pen Uber FluGprobleme erster'und zweiter Art.	'	I	 •• 

Wir betrachtèn das Optimierungsproblem 

J1(t) :=f /(t,, v(t, )) v0(t, ) dt d -> ml	,	 •	
•	, (9a) 

bzgl. aller (m +i) x m-Matrizen •	 S 

10=	. (Em)3) = (u,.
	m) C C'(d) •	"	 .	•,(9b•) 

mit den Eigenschaften '	 S	 S '	 •	 •' S	 ,	 ,	 S • 

5v0(t, )	0',	v(t, )	V(t, ) fast uberal! auf G, , '	,.	(90) 

	

= 0 auf G far	= ..., rn,	 •	(9d) 
fvo(s,)d= 1	VS  eQ	•	 S	 •	 ( 9e) 

S	 S	

• 

und  
'b'•doG =O auf eG0 :=eG\2x,	S	 '	 S	 •	 ( 9f) 

	

wobei do0 -das im Em nach au Ben orientierte Oberflächénelemente zu G darstelit.	S 

• Indem wir auch bier wieder die Grundvoraussetzungen (2) übernehmen, ist nach [4: 
§ 8.1] die Funktion /(., ., v(., .)) summierbar auf G sogar für beliebie summierbare'v; 
auBerdern ist V( . ,.) gemaB (5) cine normale mengenwertige Abbildung aufG. Wir 
bezeichnen das Optimierungsproblem (9) in bezug auf (7) (oder (1)) als das zu-

• geo,rclnete mehrdimen.sionale Flu/3 problem enter Art. Seine zulässigen Elemente t ge-
mäB (9b)—(9f) nennenwir Fliisse, ihre Gésamtheit bezeichnCn wir mit 58.	• 

Sat z 3: Das Optimierungs problem (4) ist un duales.Problern zum 5Flufl problem (9). 

	

Beweis: Für beiebige C 3 und S C S ist wegeñ'(9d) •	 • S	 •	 • '	 S 

J 1() = f[/(t ) , v(t, )) v0(t,) + S(t, )(V')J dt d. :'
	

•	(10) 

3) Em bezeichnet die,m ,x n-Einheitsmatrix.	•	 •	•
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Wegen der leieht zu verifizierenden Gleichung 

V'(S) = .(VS)'	.± S(V')	 ..	 (11)

können wirunter Anwendung des Gaullsclien In ,tegralsatzes für (10) auch schreiben 

J1() = f [f(t, , v(t, )) v0(t, ) - (VS)' (t, )] dt d	 (12) 

• 0	 + f (S-(t, ) t(t, i))' do6. 
86  

Wegen (9 e) ist v0 Ound wegen S € S und Satz 2 zugleich VS(t, ) &Y10 = (t, 0. 
Deshaib ist der Integrand des ersten Integrals von (12) nicht negativ und fólglich 

-	J 1()^f (S-(t, )	(t, E))' . do 6 .	-	 (13) 

Wir beachten ,weiterhin (9f) und können soniit in (13) die Integration auf den Ra jid-
streifen W beschränken. Infolge der zylincirisehen Struktur von W gemaf3 unserer 
Grundvoraussetzungen (2) läBt sich jedes orientierte Oberflächenelenient do6 auf '21 
in der Gestalt

On 
• do6 

= (ndo) 
d	 S 

darstellen; dabei ist wiederuni do das skalare Oberflächenelement zu	it der äul3ere 
-	S	

Normalen-Einheitsvektor zu 't9Q und on der .n-dimensionale Nullvektor. Diese Dar-
stellung erlaubt die Umformung von (13) auf	 S 

S.	

> 
ff (S(s, ) ,,(s, i))' d () do  

-	 - 

und tinter Beachtung von (9b) und der, Eigenschaft von S auf W zu 

J(o) ^ f S(.s, •) n(s) (1 v(s, ) dfl do.	 S 

-	 812	 \cm	 /	 .	 S 

Dieses Resultat hat sehlieBlich mit (9e) zur Folge	 0	

- 

J1() 	S(s, •) it(s) do = L(S) VS  S und 10 € 3. - -	(14). 

Urg1eichung (14) charakterisiert damit das Problem (4) als eine duale Optimierungs-
aufgabe zum Flu l3problem (9) . 1	 .	 S 

4. Mehrdiinensionale Flufiprobleme zweiter Art	•	 .	 . - 

Ms -Veraligemeinerung vorangehender Flu Bprobleme führen wir nachfolgend dazu 
•..verwandte Fluf3probleme zweiter Art em, bei denen auf die bisher gesteilten Diffe-

- rcierbarkeitsforderungen an die Flüsse t verzichtet wird. -Wir fflhren dazu ein den 
Banachraum	- - .	•	 S	

- 

-	 o= (a = (a1 , ...,a")€ W 1	cr(s,	const auf)l3 VS€ aQ); 

	

-.	-	I	 •	
•	 (15)
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er bildet einen Unterraum es W m (G'). Weiterhin erklaren wir V( t, ) 6 

	

(Em)
 vo E R, v 6 V(t, )}	 '(16) 

Xo	(ti E L1(m+n)m(G) I ti(t, )E R(t, ) für fast alle (t, ) 6 G)	(17)€
und 

• -	 :=	(tii, ..., to .) E_X0 I V or Eo ist 

f(Va)' ti dt d 
T

i(s,..) () j}	
(18) 

Wir bezeichnn dann die Aufgabe 

J2(o) :=f j(t, , v(t, )) v0(t, ) dt d —> inf auf 9	 (19) 

bezuglich (7) oder (1) als das zugeordnete mehrdimen.sionale'Flufiproblem . zweiter Art 
und seine zulassigen Eleinente ti aus 0 wiederum als Fliisse. - 

.Hilfssat.z 2:  
Beweis: Für E 58 ist wegen (9b) und (11) nach dem GauBsehen Integralsat 

V6E0

f(V )'tidt d = — fr(V'u) dt d + f (ati)' do0 .	 ( 20) 
-	0	'	 0 

Infolge (91), (9d) und (9f) resultiert daraus	 - 

(Van)' dt'd = ff (ti)' d (11). 
do

f
	 ' 

C;  

f,a(s, .) n(s)• (f V(5, ) d\ do  
-OD  

und wegen (9e) schlief1ich	 - 

ti dt d =f a(s, •) n(s) do.,	 -	 S 

G	 00 

In Verbindiingniit (9c) besagt dieses Resultat nach (18): 

V ti E 8 gilt stets U 6 9,. bzw. 8 c 

- Hilfssatz 3: V n C'(.G) 

Bewei: Es si ti E S n C'(). Dann gilt für diesen FluB wiederum die Gleichung 
(20) zu beliebigen a	. Wahlen wir speziell a willkurlich aus *'(G), so folgt aus 
(20) und (18) wegen	die Variationsgleichung 

f a(t, 4) (V'ti(t, )) dt	0	V a 6 IV m (G)	 •	• - 

Und •wcil die Funktionenmenge j4Tm() dicht in L 1m(G) Iiegt, entnehmerI wir aus 
dieser Variationsgleichung unmittelbar die SchluBfolgerung: V'U a (t, ) = 0 auf G; da- 
mit erfüllt unser vorgegebenes ti notwendig die Bedingung (9d). 

/
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Unter Beachtung des soeben erhaltene'n Resultats reduzier .t die sich Gleichung (20) •	
für unser u auf die Gestalt.	1 

•	

•. f ( v ) ': dtd = f (ao)' do0 = f (ao)' do0 + f( o )' do6 .	(21) 
C	 , 56  

•Speziellfur alle i E o mit,der Eigenschaft oi = 0 erhalten wir aus(21) nach (18) 
f (a(t, ) .(t,))' do0 = 0.  

• Da die Menge der Spuren allerdieser'oáüf b00 in L m(W0 ) dicht liegt, hatdievoran- 
gehende Variationsgleiehung die Eigensehaft u ,.'do0 = .O. auf 000 zurFolge und damit 

•	(9f)..	.	' 

Mit dieser neugefundenen Eigenschaft vereinfaeht sich (21) sehlie8lich zu 

f (Vo)' t, dt d$ =f (oo ) do6 

und wegen (18) zu dêr Forderung  

f (i(s,..) n(s) do = f ()'do	Vi E So. 
S.	 S. 

Tinter Beachtungder zylindrischen Struktur von t können wir dafür auchehreiben: 

a(s .) n(s)do =ff()'d ( n )do f  
-.	 -	•5Q.	.	 .. 

und wegen (18):  

f os, •)n(s) do = . f a(s, .) n(s) (1 v0(s,) d\ do.	 (22) 
SQ	 .kl, 

Da die Menge aller Spuren der a E o auf bQ in L 1 m(092) dicht liegt, folgt aus (22) 

f v0(s, ) d = 1 'V s E 99, .	.	. .	., 
S. 

also die Bedingung (9e). DA-die Elemente von 9 aul3erdem per definitionem die 
-' Eigenschaft (9c) besitzen, entnehmen wir aus den vórangehenden Folgerungen, da!3 

aus 13 E V n C'() stets tE F8 und damit die Behauptung von Hiifssatz 3 folgt I . 
Satz 4: Das Optimierungsproblem (4) ist audi elm . duales Poblem zum F1uf3-

problem(19).	/ •	'	.	.	.	 .	•	 ' 'S 

Beweis: Für beliebige L, E lB und S E Sc:S, giltgemal3 (18) ,	• 

J2( 
=1 

[j(t	v(t )) v0(t, ) - (VS) t, ] dt d,' +f S(s, ) n(s) do	(23) 
0  

Wegen S E S ist VS(t, )	t, ) = (t, ) ffir fast alle (t, 0 eG. AuBerdern ist zu
jedem E 33 stets v0 ^! 0. Deshaib ist der erste Jntegrand in (23) nicht negativund 
somit	 S	 •	 S.. 

• •
	 1	J2()	f S(s, .) n(s) do VU E 9 und S E G.i -	 .	S

These Eigenehaft druckt die Duahtat zwischen den Problemen (4) und (19) aus I
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. Beziehungen zur Dualitãt von Fenchcl und RockaMlar	 -. 

- In dieseni . Abschnit wollen wir zeigen, daB far das mehrdimensionale Flu Bprohlen 
weitér Art (19) sein duales Problem (4) auch über die Fenchel-Rockafellarsche Theo-

ne der konjugierten Funktionale gefunden werden, kann. Wir stützen tins dabei 
wiederuni (vie in Teil I) auf die Fenchel-Rockafëllarsche Theorie in der Darstellung 
von EKELAND/TEMAM [2]. 

H ii f  sat z 4: Das Optimierungsproblem (4) ist auch im Sinne der speziellen Fenchel-
•	Rocka/ellarschen Dualitatskonzeption ein duales Problem zum Flu /3 problem (19). 

Beweis: In der aligemeinen Beschreibung der Fenchel-Rockafellarschen Kon-
.struktion dualer Probleme stützen wir tins auf die Darstellungen mittels der For-
meln (20) und (22) von Teil I der Arbeit [7]. Wir setzen hier 

•	X = L 1 (G),	Y =	 -	 (24)' 

tind dabei versehen wir Y mit der schwachen*Topologie über	Daraus resultiert
= o . Wie mi Tell I erhalten wir auch hier wieder 

infJ2 = inf(u,0),	 (25) 
•	 15	 uex	 -	 - - 

wenn wirsetzen fur beliebige (u, p) E X x Y (unterBeachtungvon(17)): 

J2 ( 10) V u E X0 mit der Eigenschaft 
j (Va)' u de d + (a, p) = fa(s, ) n(s) do 

S	 - S	 Ji(u, p) :=	G	 -	 ( 26)
VaEY* 

• loo andernfalls. 

Zur Berecimung des konjugierten Funktionals	 - 
•	

S	
p*) := sup [(p*, p) - (u, p)]	 (27) 

• '	 DEX.pEY  

beachten wir, daB die in (26) benutzte Nebenbedingung	 - 

•	 f (Vo-)' u dt d+ (a, p) = f a(s, .) n(s) do 	a EL *	 (28) 
0	 89 

zu gegebenem E X in eindeutiger Weise eine Losung p EL Y von (28) definiert. Diese 
von ti abhangige Losung bezeichnen wir mit p = Au. J)amit ist nach (27) und (26) 

	

* ( O, p*) = -sup [(p*, p) - (u, p)J.	 (29) 
S	 aEX,p=Aa 

Weil p = Au ' die Variationsgleichiing (28) identisch befriedigt, folgt speziell nut 
= _p* aus (28)	 -	 S	 - 

(p*, p) = - f (Vp*a)' dt d + f p*(s,.) u(s) do.	- 
89 

Dies eingesetzt in (29) erbringt 

ç* ( Ø, p*) = sup [1 p*(s, •) n(s) do - (u, p) - f (Vp*cx)' b dt d4 
UEX,p=AO 189	 /	 0 

5 Analysis Bd. 2, Heft 1(1083)	 S 

•	 .5	 '-	

S	

5/,
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'und, nach (26),	 S 

(T*(0, P*) , 	sup [ f p''(s, :) n(s) do 
•	 ''UEXQ 

- 
f ((Vp*)'	+ /(1, , v(t, )) v0(t, )) dt dJ. 

Hieraus resultiert 

* - 
'f p* (s, n(s) do, wenn fast überall auf 0 

OG 

' p ) _	 _Vp*(t, ) € (t, ) gilt	1 -	
(30)-. 

S	 co sonst.	
S 

Mit diesem Ergebnis (30) wird offenktindig, daB die zumPrirnalproblem 

i(; 0) -> inf auf X 
• -	duale Aufgabe	 .	 . . 

_*(O,p*) -> sup auf Y	 .	 (31) 

letztlich mit der Optiiriierungsaufgabe (4) identieh ist. Penn (31) bedeutet nach (30) 
in der Terminologie von (4)	 .	S	 5 

L(p) = - f p*(s, •) n(s) do -> sup ,
	.	

S	

. (32) 

•	.bezdglich aller —p €	"'it	Vp*(t, ) E (t, ) fast fiberall auf U. Setzen 'wir
wieder -p* = S in (32) em, so wird dieses Prbblem 'sogar formal identisch mit (4), 
wenh wir noch die dureh Satz 2 geprLigte Eigenschaft =	beaehten. Damit ist 
Hilfssatz 4 bewiesen I	 . 

6. Starke Iivalität bei mehrdiinensionalen F1uLprobIernen 

Entsprechënd Ted 1 sprechen wir von starker Dualität zwisehen den dualen Problenien 
• (19) und (4), wenn	•	 ' 

infJ2 .== sup L	 (33) 

gilt. . Wie spezielle Beispiele zeigen (vgl. ,Abschnitt 7) kann man jedoch die Beziehiing 
(33) selbst bei gutartigen analytischen EigenschaftCn von f und V nicht erwarten, 
wenn die S€euerrestriktionen global gesehen in ungunstiger Lage zum Gebiet 0 und 
dessen Randstreifen stehen. Wenn wir jedoch den Bereich 3 zulassiger Fhisse in • 
einem geeigneten Sinne erweitern .durch Hinzunahme von asymptotisch zulassigen 
Flüssen, so werden wir auf der Basis der Roekàfeflarschen Dualitätstheorie unter 
Beachtung von Hilfssatz 4 auf deni erweitert .en Zulässigkeitsbereich 9 0 starke 
i)ualität erreichen können. Wir fiihren çlazu vorbéreitend einige Bezeichnungen und 
Zusatzvoraussetzungen em.	 S 

Die Mengen-V(t, ) gemaf3 (6) seien für alle (t, ) € G von jetzt an konvex und U ge-
mäB (I 8) .sei nieht leer. Dann sind die durch (16) definierten Mengen S(t, ) V (t, ) € 0 
konvexe abgeschlossene Kegel des E(m )m. EJnter Beachtung der Grundvoraussetzun-
gen (2) istS nach [4: Kap. 8] eine normale mengenwertige Abbildung von U in den 
E(m)m.
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Wir fordern weiterhin: r sei ein auf .G x E(m)- definierter normalerIntegrand im 
Sinne von [2] und [4] nut folgenden Eigensch.aften: 

,r(t, , .) ist eine konvexe Funktion auf E(m)m V (t, ) € G,	 (34,a) 

v01(t, , v) V U € S(t,4),	(t, ) € 6,	:	(34b)'

= const mit der Eigensehaft 

	

U) Z^ my0 V U = Vo 
(Em)	

(t, ) E G.	 s 

• Dann 1st J2 (1)) =fr(t,	(t, ))dtdoffensicht1ich ein kohvexes Funktional auf X. 

Wir könrien dafiir auch	 - 

J2(u) 
= f [r(t	(t )) - mv0(t )] dt d + f mv0(t, ) dl d 

schreibèn. Das zweite Integral hiervon ist schwach unterhaibstetig àuf X (als stetiges 
lineares Funktional). Das erste Integral ist schwach unterhalbstetig genial3 [2: 

• Kap. VIII, Corollaire 1.2] und [3: Kap. IT, Satz 25]. Somit ist J2 schw'ach unterhaib-
stetig aiif X.	- 

Mit S bezeichnen wir den Bnachraurn aller linearén setigen Funktionale auf 
L' + " 1m (G), also S L±m)m(G)*. .Bekanntlich gilt S X. Weiterhin definierenwir 
zu beliebigem RE Y (unter Beaehtung von (17)) 

•	 B:= {w € Z iV € C-o ' ist (u, p) + (Va, U) =f a(s, .) n(s) do}	(35) 

, wobei . die schwaphe Abschliel3ung von X0 in S darsteilt. Ub sezieIl können wir 
• darn als eir gegenuber 9 verailgemeinertes System asymptotisch zulqssiger Flü.sse 
bezeichnen, welche die Steuerrestriktionen strikt einhalten. Wir setzen J2 von X aul 

B 0 fort dureh die Definition	 - 

J2(w)= ll J2(1)V m C	,	 (36) 
D-iU.UEX 

•	wobei der Limes inferior mi Sinne der schwachen Konvergenz des S zu verstehen ist. 

•

	

	Satz 5: Er/üllt seien die Grundvoraussetzungen (2). Die Mengen V(t, ) 4ernaf3 (6)
• seien für alle (I, ) C 0 konvex und' V O gemaf3 (35) sei nicht leer. AufJerdem sei die Vor-

aussetzung (34) erfullt. Dann gilt 

• irifi2	sup L.	 S	 (37) 
S	 - 

Beweis: In Erweiterung von (26) benutzen wir dasFunktional 

•	I	tim J2(U) falls w C Y5J 
•	(w,) :=  	 •	 (38) 

too sonst	 - 
auf 5 x Y. Es ist sehwach iiinterhalbstetig. Denn ist zu beliebigem fixierten Element 
(w, p) € S x Y eine Folge {(Wk, Pk)} aus x Y schwach konvergent gegep (tu, p), so 
ist für jedenatürliche Zahl k entweder  

J(iUk,Pk) = 00 für lui q U p,, oder	- • 

•	 'l)(Wk, Pk) = !im 40 für Wk C
•	 • 

54	-



68	R. KLöTZLER 

Tritt nur für endlich viele k der zwêite Fall em, so ist 

i(w, p) ^	Uk, Pk) = 00.	 (39) 
k–* co  

Tritt aber der zweite Fall für unendlich viele k auf, so existiert eine Teilfolge {(rnk', Pk)} 
mit

iia 50Uk, Pk) = tim (1)k', Pk),	- Wk, E 933PL•	 (40) 
•	 k'—oo	 -. 

Zu jedem (Wk, Pk') gibt es nach (38) eine Folge ' -k	mit V k, C X0 lind	pk) 
•	= limJ2(.). Dann läl3t sich aher auch eine Folge {b•'}Jinden.niit- 

•	1–*oo	 - 

Iiii cP(mk, Pk)	urn J2 ( .k)) -	 - 

•	-	 k–*oo  

•und (u, Pk-)--(W, p). Somit istnach(35) w C Up und nach (38) und (41) 

O( r0k, Pk) = tim J2())	urn •J 2() = (rn, p).	 (42) 
k–too	 k–	 • m, DE X, 

Da (39) und (42) fur jede gegen ('u, p) schwach konvergente Folge {(Wk, Pk)} gilt, ist 
die schwaehe Unterhalbstetigkeit von c1 verifiziert. - 

Schlief3lich ist iP auch cin konvexes Funktional, da J21 X01 9 J, konvex sindjind die 
offenkundige Eigenschaft	=	+ 2291. für beliebige A 11 A 2 C RI mit 

= 1 bedingen.	 - 
Auf Grund dieser Eigenschaft,von	ist nach[2: Kap. III, Proposition 2.11 die

starke J)ualität zwischen dem Primaiproblem 

•(v, 0)---3.- inf auf E	 -	 -	 (43)
iind seinern Dualproblem 

_*(o, p*)	sup auf, Y	 (44)€

genau dann gewahrleistet, wcnn das Problem (44) "normal" ist-:Das bedeutet: 

inf(w,0) —sup (_*(0,p*)). 

- 
gilt genau dann, falls das Funktional 

•	(q*) := inf *(q* , p* )	•	 (45) 
•	 S	 •	 - 

im Nullelernent q* = 0 des Raumes E.= L2n)m(G) endlich und schwach tinter-
:halbstetig ist.	 • 

Zur lYberprUfung dieses Sachverhalts gehen 'ir. von der Definition des konjugier-
ten Fiinktionals	auf .E x Y mit 

	

* (q* , p*) := up [(q*, W) + (p*, p) - (m, p)]	 (46) 
•	

-	 wE.pEY. 

aus. In Analogie zur Berechnung des Ausdr'ucks (29) beachten wir, daB wirentspre-
chénd zu (28) die Losung p der in (35) auftretenden Variationsgleichung 

•	 (i, p). + (V0., u) =f o(s, .) n(s) do	 S	 (47) 

zu gegebenern w € wiederuni in eindeutiger. Weise durch w ausdrücken können. 

\•
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Wir bezeichnen these Lösung auch hier mit p Am. Damit Iä3t sich nach (38) der 
Ausdruck (46) uniformen zw	 - 

*(q* , p*)	sup [(q*, m) + (p*, p) - k(m, p)}.	 (48) 

	

rnE.pAm	 - 
Setzen wir in (47) für a E So clas spezielle.Elernent _p em, so vermag man in (48) 
entsprechend dasProdukt p*, p) durch (_Vp* , m) + fp*(s, .) n(s) do zu ersetzen. 
Wegen U, c E' wird damit 

*(q* , p*) =	sup	q*	i) - (m, p) ±fp*(s, .) n(s) 'dol (49)€
j 

und unter Beachtung von (38) 
-	*(q*, p*) = sup [(q* - Vp, tu) -	J(u) + f p(s, .) n(s) do 

lu u.-mmEX,	 9 - 

•	:	-	 -(50) 
Das wiederum ist gleichwertig mit 

*(q* , p*) 

= sup [f 
p*(s, •) n(s) do - !1 ((._q* ± Vp*, ) - 40)1 

IVEOQ	 D-_W•OX•	 J 
/	= sup [f p*(s, .) n(s) do -f ((Vp* - q*) u - /(t, , v)vo) dt d 

D E x; 	 G 

Ausgerechnet erhalten wir 

•

	

	 I J	•) n(s) do, wenn q*(t, ) - Vp*(t, ) E (t, ) ist 
cJ*(q* , p* ) =

t. 00 sonst.
(51) 

Wegen der Voraussetzung	0 existiert ein m E U, so da6 infolge der Dualitát 
zwischen den Problemen (43) und (44) gilt:. 

cc> (m, 0)	sup (_*(0, P*)) ,=	inf *(O, p*)•
PEY

_*(O, p*),	 (52) 

wenn P*.	(p*l, ..., p*nI) E o = Y* gewahitwird mit 
-	

p*l(, ) = (1 + I m I) 1',	p'	0 (' = 2, ..., m). 

p* ist aber sogar einElenient von , da furalIe v E V(t, ) tind (t, 0E G wege(34) 

• via - = —1 - mi <m ^ /(t, , v) (53) 

ist. Deshaib gilt nach (51) 

(O, p*) = f p*(, .) n(s) do = f p(t, ) dt d = (1 + ImI) mes Q < cc. 
00	 0	-

(54) 

Das bedeutet: (0) ist endlich.	'	 --	 - 

Zum anderen ist nach (53) für alle (t,)-E G • 
_Vp*(t, ) E int.(t, ).
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Da sämtliche V(t, ) ((t, 0 € ) gleichmäthgbeschranktsind,existierteineKonstante 
M > 1, sodal3 lvi	M istfür alle y E * R(t, ) undbeliebige (1, ) E G. Wählenwirein 
> 0 mit e < 1 1(4 . [m + n] m . M.), so sind auch sämtliche Punkte _Vp*('t; ) 

+ q*(t, ) E (t, ) für beliebige	 .	.	0 

= jqpj	E .E* =	= 

weiche die Bedingung q*Jj5. <e erfullen. Denn Vv E V(t; ) zu (t, 0 E 19 ist dann 

pt*.' + q )± (—' ± q) v	—1 - Imi ± m + M . m ne 

1/4+1/4-1 — Iml<m/(t,,v).	 - 

Somit istnch (45), (51) und (54) für beliebi q* . 0	mit q*j. < 

(q* )	*(q*, 7)*) =f p*(s,.) u(s) do = (1 + ml) rues Q <'oc 

so daB nach oben lokal beschränkt ist in einer Umgebung von q* = 0. Diese lokale 
Beschränktheit des konvexen Funktionals 99 bedingt nach [2: Kap. I, Lemma 2.1] die 
Stetigkeit von T in q* = 0 iind das wiederum nach [3: Kap. II, Satz 251 die schwache 
Unterhalbstctigkeit vorj p in q* = 0. Datnit 1st nach der zugrundegelegten Rocka-
fellarschen Theorie das Problem (44)1 normal und 

inf (rn, 0) = sup	p*)).	 (55) 
wE^ pY'  

Nach (51) könnCn wir aber mit —p = SE für die recht.eSeite von (55), gemüB
Defiuiition von L, nach Satz 1 auch schreiben sup L(S); die linke Seite von (55) IäBt 

-	SEG 
sich nach (36) 'und '(38) durch inf J2(V) ausdrucken. -Damit sind aber Relation (37) 
undSatz 5 be'wiesen I	IDEVo

0'	 0 

7. Ein Beispiel 

I. Wir untersuchen zu dem ahgehildeten Zustandsbereich U dasSteuerungsprohleni 

J(x)= fx(t) dt— inf auf W'([0,3])	 S	 (56) 

tinter den Nebenbedingungen ,	 S 

= 0,	.(t, x(t)) E G auf [0,3],	 0 

x(0) E Uto	[1,3], 

x(3) EJl3 = [1,3].	 0 

Dieses Probleiu ist von-i Typ (7),mit dem Steuerbereich V = {0}. Fur alle zulassigen 
Trajekt.orien zu (56) gilt x(t) = const ^!: 1, so dal3offensichtlic .h gilt,:	 - 

Min J = 3 mit der optimalen Losung x = 1. 

Vom Standpunkt der iDualität zwischen (7) und (4) können wir diesen'Sachverhalt 
auch noehmals best ätigen mittels der zulassigenLosung S zum dualen Problem (4)
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bzw. unseres speziellen Problems (56), wobei	 S 
- S*(t,)P	

für 1	3	(O	t	3) 

	

- t für 0 ^ ^ 1	- 

gewahit wird. In der Tat ist hiei S c S, weil die Randbedingung S.* 	8*(0', ) 
•	= const auf 9R, als auch S = S*(3, ) = const auf U 3 erfülIt ist; auBerdem ist 

$* CW'(G)-und die Bedingung (8) bzw. (3) in—der Gestalt S*(t,	in 0 erfilllt. 
Damit ist nach Satz 2	 S 

MinJ = Max L L(S*) = 3	 (57) 

•	I

Lfl!
.5 

Abb..! 

II. Nunmehr ordnen wir (56) sein Flu I3problem e'ster Art zu gernaf3 (9). Es lautet 

= f v(t, ) dt d -> inf -	 (58) 

bez aller vektorwertigen Funktionen (Flüsse) der Gestalt 
= () 

E CI(0), mit den 

Eigenschaften v0(t, ) ^ 0 auf	v0 = 0 auf 0, ' . do0 = 0 atif a00, 

fv0(8, ) d = 1 für s = 0 und s = 3.	 5 - 
SR. 

Wegen der Randbedingungen sieht man hieraus sofdrt, daB jeder zulassigeFlul3 dieses 
Problems (58) die Eigenschaft hat: v0(t, ) = 0 für 0	2. Mit diesem.Ergebnis 
und den weiteren Eigenschaften von v0 ersehen wir leicht aus (58): inf J1	6 (ja mari
•kann sogar die Gultigkeit des Gleiehheitszeichens nachweisen). 

Ill. Eine ganz ähnliche Situation besteht für das zugeordnete Fluf3problein zwiter 
Art gemaB (19):	-.	/ 

•	4) = f v0(, ) dt d - inf auf 0	 (59) 
G.	 S 
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nut

= = (VO ) E L 12(G) I v(t, ) ^ 0 für fast alle (44) € 0 und 

f a(t,) v0(t, .) dl d = a3 —. a0 V a E eol.	 (60) 

5 Dabei ist gemaB der Eigenschaften ailer Eleniente a von. 0 a0 = a(0, ) = const auf 
TIO und a3 = a(3, ) = const auf	Wir zeigen, daB jedes zulassige v0 zum Problem 
(59) folgende Eigenschaften hat:	- 

VO = 0 in [03'] x [0,1], [0,1] x [1,2] und [2,3] x [1,2]. 
a) Zum Nachweis der ersten Eigenschaften setzen wir in (60) ein beliebiges a 

des Typs

— Jt(4) in [0,3] x 10,11 mit 1p € O'[O,l]	- 

- 0 in den ubrigen Punktén von 

Hierfür ist a0 = a3 = 0 und nach (60) 

•
J (/ v(t, 0	)d= 0 VV E O'[O,l]. 

Daraus resultiert aber — weil die Menge O'[O,l] mu L'(0,1) dicht liegt 

j v0(t, ) dl = 0 für fast alle E [0,1].	 (61> 
-	0 

Wegen v0 0 fast überall in 0 hat aber das Ergebnis (1) die Konsequenz v0 = 0 fast 
überall in [0,3] x [0,1]. 
b) Die-Eigenschaft v0 = 0 in [0,1] x [1,2] weisen wir in Analogie zu a) niittels der 

Funktipnenklasse	 S 

•	 — J t() in [0,1] x [1,2] mit V € 61 [1,2]	- 
oin den jjbrigen punktenvon	- 

nach. -	-. 

c) Die Eigensehaft v0 = 0 in [2,3] x [1,2] weisen wir in Analogie zua) mittels der 
Funktionenklasse

— 1) t,() in [2,3] x [1,2]. mit io E O'[1,2]	- 
•	 .	

.	 a(t,)=	 ••	 - 

	

in den ubrigen Punkten von 0	 5 5 

nach. 

Diese Eigenschaften von v0 bedingen5 nach (59)	
- - 

-	J2(u)	fvo(t, ) dt d = ffv0(t, ) dl d Z; 2/f v0(t, ) dl d.	(62). 

Weiterhin entnehunen wii diesen Eigenschaften von v0 nach (60) mittels a(t,	f 
die Gleichung	 S



Dualität bei Steuerungs- und FluBproblemen H	73 

Dies, eingesetzt in (62), führt schlieBlich auf ,J()	6 V 10 E U ..Wir können sogar 

infJ2() = 6 zeigen. Dazu wählen wir	mit 
wEs	

11/A in [0,3] x [2,2 + LI] 
v0(	= 1 0 in den iibrigen Punkten von 

zu beliebigem A > 0. Offensichtlieh ist dieser FluB t' E 9, denn v a E o ist 
2+,d 3 

J a(t, ) v(t, ) dt d = f f al(t,	j-

= 7 a3 - aol d = a3 - a0. 

Damit ist nach (60) 10 € U. Zurn anderen ist hierfiir 

-	2-43
3. =11	= 3[(2 +

A )2 cI = 3 . 2+ --z1, 

also urn J2() = 6 bzw. inf J2 = 6.	 - 

Da nach Satz 3 das Steuerungsproblem (56) und das zugeordnete Flnf3problein (59) 
das gleiche Dualproblem besitzen, ist wegen (57) inf J2 = 6 > sup L.='3.  Somit liegt 

hier zwischen dern F]ul3problem (59) und seineni Dualliroblem eine Dualitätsliieke 
vor. Sie ist im wesentlichen bedingt durch die spezielle Vorgabe von Tto und 9J13 in 
bezug auf C und V = {0}. Sobald wir den unteren Rand von	= J 3 vergro Bern 
oder verkleinern entfällt these Dualitätsliicke.	- 

IV. Zur Schliel3ung der vorangehend aufgezeigten Dualitätslücke geniigt es nach 
Satz 5, das Funktional J2 auf go fortzusetzen und auf dieseni erweiterten zulassigen 
Bereich das Infiniuin zu hilden. Wir wollen im Beispiel bier direkt bestat .igen, daB 
inf J2 = 3	sup L ist.	 -	--

Wir konstruieren dazu folgende spezielle Flilsse 
wl = () 

mit	v0 (t,	11/4 in [0,3] x [1 - 4, 11 
) =	 —	 - 0 in - den ubrigen Punkten von C 

zu A > 0. Hierfiir 'St J2 (u'1 ) = 3 —	J. Aullerdem ist die Menge aller dieser 

als Menge von linearen stetigen Funktionalen auf L(G) mit gleichntaBig heschränkter 

Norm aufzufassen, weil fur beliebige q* =

 

( l*
) € L(G) offenbarcc 

= f q0*(, ) v(t, ) dt d	 -	- 

-	-	
vrai max q0* fvo1(t, ) dl	5 3 q*
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gilt. Infolgedessen ist die Menge aller 0 in = L' (G)* schwach kompakt, so 111a13 
eine Folge {ok) undein tu E S. existieren mit u rn für 4k 0. Damit erhält man 
VE0'

(T, Pk) :=f a(t, ) v0 k(t, )dt d - ((73 - (7) 

*	 f[u(3,	a(O,)]d—(3—a0) 
ZI 

und lini (°	=0. Das bedeutet nach.(35): W C 9,. Daniit ist nach (36)' 
k—.00	 S	 , 

J2(m) = urn J2 (u)	lini J2 (u 4k) = 3, 
U .—m.t,EX0	 - 

so dal3 wegen 7 2(u)	sup L = 3 hiermit eine direkte Best.atigung von (37) erfolgt. 
ist.	 S 
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