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‘Existenz einer schwachen Lisung eines eritarteten parabolischen .
Rand- Anfangswertproblems zwischen schwachen Ober- und Unterldsungen

~

D. SosNa

/
\

Fiir ein entartetes parabolisches Rand-Anfangs:Wert-Problem iiber einem beschrinkten Gebiet

. wird bei vorausgesetzter Existenz von glatten schwachen Ober- und Unterlésungen die Existenz:
einer schwachen Losung gezeigt, die fast iiberall zw15chen schwacher Ober- und Untcrlosung
liegt.. i .

HMoxazano cyuxec*moaamxe c1aboro peiieHHs BBHIPOMIEHHOr0 ypaBHEHHA napaﬁonuqecxoro
‘TMNA B CIydae CyUIeCTBOBAHUA CIalHX BepXHOro M HukHero pewennit. CnaGoe pewenue
TEHUT MEKJLY HUMU TTOTH BCIOAY .

‘Considering a degenerate parabolic initial-boundary-value- problem on a bounded domaln
which has smooth weak upper and lower solutions we proof the existence of a weak solut,lon, '
being between upper and lower solutlons a]most evcrywhere

Wir stellen die Aufgabe, die. EmschheBung ‘der schwachen Lésung des Rand- An-
fangswertprob]ems

(;; t) — div, (lu(I, t)jp—2 grad, u(x, t)) =0, (x,t) € G X‘(O, T)
w(z, t) =‘0" (x, 1) € 3G X (0, T) (1)
u(z, 0) = uo(2), x € G’

zwischen schwache Ober- und Unterlosungen dieses Problems mlttels ’\'Ionotome-
methoden zu zeigen. Der Faktor |u(x, t)|P~% in der vorgelegten Gleichung bewirkt, daB
bei p > 2" die Differentialgleichung entarten kann und sich fiir die energetlsche Er-
weiterung des Differentialoperators keine \lonotomcelgenschaft zeigen laBt. In [7]
wurde durch eine andere Erweiterung des Operators ein d-monotones Problem formu-
liert, dessen schwache Lésungstheorie dort ebenfalls dargestellt wird. Diese Probleme
der nichtlinearen Diffusion wurden vielfach untersucht, genannt seien z. B. [1—3,
6—9]. Eine Definition schwacher Obér- und Unterlésungen wird in (4, 5] gegeben,
ebenso die zum Beweis der EmschheBung benutzte Konstruktlon

1. Problemstellung und Deflmtlonen

Im folgenden bezeichne @ ein beschrinktes Gebiet des R" n= 10 Den Hllbertraum
H= (W L ?(G)) versehen wir mit dem Skalarprodukt

(u, v) = j avde, —Adi=u, G€H*= WOI.Z(G') =:H,. -

Dabei ist —4 dle Duahtatsbabblldung von H0 auf H Wenn wir H mit H* identi-
fizieren, -ergibt sich mit dem Raum V = LP(G), 2" <ip < oo, das Evolutionstripel
VcHc V* Wir werden deshalb auch in der ubhchen Weise den Wert des Funk-
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tlona]s fe V* an der Stelle « €. V mit, (f u) bezelchnen Fur das beschrinkte Intervall
= [0, 7] werden mit Hilfe der Réiuine des Evolutlonstrlpe]s Réaume vektorwertiger,

Funktlonen definiert, die mit ihren Elgenschaften z. B. in [6] beschrieben werden. - ‘

Fir die folgende Definition benutzen wir dle Darste]lung der Funktionale uber L"(S V)
‘durch Funktlonen aus L9(S, V*), + ? =

~ Zu (1) stellen wir das folgende schwache Problem:

Gegeben sei u, € L¥G). u € L”(Q) LP(S V) @=a xS heift sckwache Losung von
(1), falls gilt . . 1«

j(u(t t))dt—}—au v)—O , \/vELP(S,V)

G ‘ o )

(@
a(u, =—ff[u|" tupdrdt . o E ‘ . .

.

oy !

© mit

‘ ‘und (0) = u, im Ra.um H Dabel ist «’ im distributiven Sinn und als Element des
Raumes (L?(S, V)) zu verstehen. -

" 'Die-F unktion ¥ € LP(Q heiBt schwache Oberlosung zu (2), falls
[(#000)d+a®,0 20 voe L7(S, V), 020 f i
s ' ' o I (3)
PO =y o C . .

' gilt. Entsprechend nenne man @ eine schwacke Unterlosung zu (2), wenn-in (3) die um-
gekchrte Unglcxchung gllt o

Bemerkung Wegen p = 2 > 2n/(n + 2) ist es korrekt die Losungen von (2)
und (3) in L?(S, V) = L”(S L?( G’)) = L?(Q) zu suchen. Um die Existenz der. Losungen
zu erhalten, muf fur d1e Anfangswerte auch nur gelten », € H. ,

Vorbereltend fuhren wir noch den Raum W ein:

= {uluwel?S, V), € LP(S, V)*} mit der, ‘Norm el = Tullisis,vy -+ Ilu IILv(s Vi,
Wll‘d zu einem. Banachraum der stetig in C(S H) emgebettet ist.
Durch : ‘

Mu,'mo; ﬁ f it de. v K)

.~ wird. ein Operator AV —> V* defmlert der demistetig und d-monoton ist, da die
Wa.chstumsbedmgung ||u|1’ 2u| = |ujp—t und die Monotomeabschatzung

(e7=* ¢ = Isl"--s) (¢ =) Z (1P=F — JslP=1) (1] — Is) - (&, s = reell)* (4)

‘ erfullt smd Esfolgt - : N .

!

(e — doyu = o) 2 {a(nun) — allpl} Gl = o) (mrEeW) @

mit a(s) = sP~? . Ausder letzten Unglexchung folgt dieKoerzitivitdt, wenn man'v = 0
.einsetzt. - h )
Mit diesen Eigenschaften des Operators A ist die Ex1stenz einer Losung ue W

nach Beispiel 1 in [6: S. 215] gegeben,
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2. Gestﬁrtes Problem

[41 folgend definieren wir ¢in F unkblonal

b( fy(x,t u(z, t) v(z, t) dedt , . (5).
mit
. ;(s — Y, t))”Tl, s> Y’(x, ?) o R
y@t,8) =10, L 0=Ss YY) . (8
—(—s)r1, s < 0. : o
Lemma 1: o .
' a) b(u v) ist auf LP Q) X L?(Q) definiert und erfillt dze Ungleichung |
b(u, v) = Il — c ljulP~t — ¢, (€15 €2 Konstante).

b) b(u u) 20 und
c) b(u, u—v)—b(v,u—v)ZO

Beweis: a) Die Funktion y(z, 1, s) erfu]]t, die Wachstumsbedmgung ]y(x,t s)]

< |s{?~! und eine Carathéodory-Bedingung, die die Existenz des Integrals bei u, v,

€ LP(Q) sichern. Die Koerutnwtatsung]e1chung wurde in [4] hergelext,et : (7)
b) Die Positivitat ist offensichtlich.

¢) Die Behauptung folgt aus y(x,t 8) — y(x,t sz)( - 82) = 0, wobei s, s, € R
* beliebig sind 11 : I

Durch die Glelchung
b, w,0) = [y, w(z)) v(z) dx
G

wird auf V x V ein beschriinktes Funktlonal deflmert dasdie Elgenschaften b) und c)

" aus Lemma 1 auf V X V besitzt. Die Abbildung ¢ > b(¢, u, v) ist meBbar (u, v fest), da

Cte (e, t) baw. t — D(-, t) meBbar sind und y eine Caratheodory Bedmgung erfiillt.

Wir stellen neben (2) ein gestortes schwaches Problem Gesucht wird éine Funktlon N

%€ W, so. daB LT
f (u (®), v(t)) dt + a(u v) + b(u v) =0 fir allc v E.L"(S V) , (8)
5. S

‘und A
’ - w(0) =u, inH
V 'Autreffen ‘

-Lemma 2: Der durch b(t %, v) (@(t) u,'_v) definierte Operator B(t): V — V* is .

| demistetig und " erfillt (.Q?(t)u u) =0 (w€eV) und (% ([)u — .@(l) u'— v) =0
(u,v € VL€ S).

Beweis: Wiederum folgt die Demlstetlgkelt aus der Wachst/umsbedmgung fur Yy~
die anderen behaupteten Eigenschaften aus der Vorschrift (6) fiir die Bildung vony §
Der Operator ‘€(t) = A + .@(t) V- V* ist damit demistetig, d-monoton und

- koerzitiv. Ferner gilt . - ,

(% ) u, u) > (Au, u) = |lullv? ‘(, E V) }
we
|W(t)‘ullv‘ < [4ullve + |B(t) wlive' < 2fullv?? . A
“und ¢ > (%(t yu, v ) ist fiir feste u, » € V meBbar. l ’

" Wegen dieser Eigenschaften der Operatorfamilie €/(¢) sichert ein Satz aus [6 Satz 1.1/
Kap. VI] die Existenz gena.u einer Losung u € W des Problems (8)

o)
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3. EinschlieBung def Lisung

. Satz 1: Set uy € LAG), u, 2 0 f. 4. Das Problem (8) mit p > 2 habe die Lésung
u€ W. ¥eW sei schwache Oberlosung und ¢ = 0 eine schwache U nterlosung zu (2).
Dann gilt 0 =< u(z, t) = ¥(z; t) n.Q f. u., ulost (2).

Wir zeigen zunichst die Gultlgl\mt einer Aussage aus [7] auch in unserem Fall.
Lem ma 3: Sei g € W mit g(O = 0 in H. Dann.gilt
(g',9") 2 0, mit g* =supig, 0}.

.. - Beweis: Er 1aBt sich analog zu [7] geb(,n dabei ist die Tsometrlc /Wlschen H und -
© H* (= W%(G)) zn beachten. : - '
(i) Es gibt eine }olge g; aus der Klass_e CI(S, C°°(G)) mit g; = ¢ im Raum W.

(ii) Die Abbildung g — ¢* ist stetig in den' Raum LP(G) n C(S L%(@)), da 29* = ¢
+ |g! und die Stetigkeit von g +> |g| aus den folgenden Abschatzungen folgt:
lg(=, &) )| — lgl=, to)l| < lg(=, &) — g(z, t)]
gl — lg(e)l[leay = llg(t) — g(t 1)“L.(6) = llg®) — gea)ling-
Da die Eleménte g € Wim Raum C(S, H) stetlg emgebettet sind, fo]gt aus (10) dal}
g e C(S, LZ(G)) Fiir g, k € W ergibt sich

gl — 1Al "C(S,L'(G))\ < |lg — Allees.m é clig — Alw.”

(10) -

" (i) Damit gilt fiir die Folge g; -
lim (g5, 9;%) = (9", 97) , A _
jroo : p ,

und, da man das Funktional als Skalarproduktlm L auffassen kann, lim (g, g;*) = 0,

wie in [4] beschrieben B : o R
‘Beweis von Satz 1. : : ' . o '
- Wir bilden » = (u — . Es gilt » € LP(Q), v = 0 in.Q und »(z, 0) = O-fiir.x € G-

Subtraktion der Relatlonen (3), (8) fiir ¥ bzw U llefert bei Einsetzen der soeben ge-
bildeten spezu,llen Funktion v; °

ou - oY e ’ ~
(F-F 0w "”‘“) ol - W) - (P )
+ blu, (u — ¥1) 0. o o ~an

- Sei Q@7 = {(=, t) | (x t) € Q, vz, t) > 0} Das Funktional @ Ibrauchb nur iiber @* be- -
..Itmchtcb zu werden, da die’ Jntegratlon iiber @ \ @* keinen Beitrag liefert. Der Inte-
o grand ist wegenu > ¥auf@*und der d-Monotonie nichtnegativ, so dafl a(u (u — W)*)
L= a(u, (v — P)* ) > O Nach T.emma 3 gllt (Z;L — a;j (w — ¥H)* ) = 0. Wegen
b(u, (u — ) = l(u — ¥)lina g.o 1aBt sich (11) nur erfiillen; wenn Q,.*"cine_‘
'Menge vom MaBe Null ist. _
. Analog zeigt man 0 < uf. i.in@ 1 . . ' '

- Bemerkung (zur Existenz von Oberldsungen): Da auf Grund der angegebenen
Voraussetzungen die Gleichung (2) fiir jede rechte Seite fE LY@y, 1/p + 1/g =1,
" anstelle von f = 0 16sbar ist, erhilt man bei f(z, t) > 0 f. ii. in @ die Aussage, daBl.die

_ Lésung des quellenbehafteten Problems eine Ober]osung fiir das quellenfr01c Problem ©

darstel]b
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