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'Existent elner schwachen Lösung eines eñ'tarteten parabolisehen 
- Rand- Anfangswertproblems zwisehen schwachen Ober- und Unterlösungen 

D. SOSNA 

Für ein entartetes parabolisehes Rand-AnfangsWert-Problem über einem beschränktenGebiet 
•	wird bei vorausgesetzter Existcnz von glatten schwachen Obçr- und Unterlosungen die Existenz 

einer schwachen Losung gezeigt, die fast überall zwischen schwacher Ober- und Unterlosung 
liegt.	 - 

LoHa3aHo CY1UGTBOB3HHC ciia6oro peLueHlIF1 naIpon(eIIHoro ypaBliellila napa6on14ecKoro 
T11na B ciyae cyuecTBonalii1R ca6Mx aepxiioro II 1111HHerO peweliufi. Cia6oe pemeie 
J1e+utT me)HAy IIMMII fl0ITlI Bcio(y.	- 

Considering a degenerate parabolic initial-boundary-value-problem on a bounded domain 
which has smooth weak upper and lower solutions we proof the existence of a weak solution, 
being between upper and lower solutions almost everywhere. 

Wir stellen die Aufgabe, dieEinschlief3ung der schwachen Losung des Rand-An-
fangswertproblems	- 

	

div (Iu(x t)P-2 grads u(x, t)) = 0,	(x, t) E G x '(0, T) 
at

	

u(x, t) =0,	(x, 1) € aG x(O, T) (1) 

u(x, 0) = u0(x),	x E 0 

zwischen schwache Ober- und Unterlosungen dieses Problems mittels-Monotonie-  
methoden zu zeigen. Der Faktor u(x, t)jP-1 in der voge1egten Gleichung bewirkt, daB 
bei p > 2 die Differentialgleichung ent.arten kann und sich für die energetische Er-
weiterung des Differentiaoperators keine Monotonieeigenschaft zeigen läl3t. In [7] 
wurde durch eine andere Erweiterung des Operators em d-nionotones Problem formu-
liert, dessen schwache Loungstheorie dort ebenfalls dargestellt wird. Diese Problerne 
der nichtlinearen Diffusion wurden vielfach untersucht, genannt seien z. B. [1-3, 
6-9]. Eine Definition schwacher Obr- und Unterlosungen wird in [4, 5] gegeben, 
ebenso die zuni Beweis der EinsehlieBung benutzte Konstruktion. 

1. Problenlstellung mid Definitionen 

Tm folgenden bezeichne 0 ein beschranktes Gebiet des R", n	1: Den Hilbertraum 
H = (W01.2(G))* vcrsehen wir niit , dem Skalarprodukt 

(u, v) :=f üv dx,	—L1i = u,	fi € H* 	W0 12(6) 	H01. 

Dabei ist —4 die Dualitatsbâbbildung von H 0' auf H. Wenn wir H mit H* idonti-
fizieren, ergibt sich mit dem Raum V = L P(G),- 2< : p < cc, das Evolutionstripel 
V H V'. Wir werden deshaib auch in der ublichen Weise den Wert des Funk-
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tionals /'E V' an der Stelle u E. V mit (/, u) bezeichnen. Für das beschränkte ntervall' 
'S = [0, T] werden mit Hilfe der Räuine des Evolutionstripels Räume vektorwertiger	

0 

Funktionen definiert, die mit ihren Eigenschaften z. B. in [6] beschrieben werden. 
Für die folgende Definition benutzen wir die Darstellung der Funktionale über L P (S, V) 

	

•	dureh Funktionen aus L(S , V*), +	= 1. 
p q 

Zu (1) stellen wir das folgende sehwache Problem: 
Gegeben sei . u0 E L2(G). u E 'L(Q) = LP (S, V), Q = 0 xS, heif3t schwache Losung von 
(1), falls gilt  

	

•	

••	

f W(t), v(t)) dl + a(, v) = 0	Vv € LP (S, V)

wit
•(2) 

n(u v) =	1ffuP_2uvdxdt 

und u(0) = u0 irn Raum I1. Dabei ist U' im distributiven Sinn und als Element des 
Raumes (LP(S, V)) zu verstehen. 
• 'Die Funktion W € LP(Q) heiBt schwache Oberlösung zu (2), falls 

	

•	f (W'(t), v(l)) dt+'ã(W, v)	0	\?/v € LP(S, V),	v	0 f. ii. 
S	 (3) 

'gilt. Entsprechend nenne man 0 eine schwache . Unlerlosung zu (2),' wenn in (3) die urn-
gekehrte Ungleichung gilt.  

Bemerkung: Wegen p ^ 2> 2n/(n + 2) ist es korrekt, die LosUngen von (2) 
und (3) in LP(S, V)'= Lv(S, LP (G)) = L(Q) zu suchen.,Um die E*istenzderLosurigen 
zu erhalten, muB fur, die Anfangswerte auch nur gelten u0 E H. 

Vorbereitend fuhren wir noch den Raum W em: 
W = {u I u € LP(S, V), u' E LP (S, V)*} mit der 0 Norm Ilu lIw	UIILv(sV)' + IIIILP(S.V),
wird zu einem . Banachraum, der stetig in C(S, H) eingebettet ist. 

Durch	 0	 ' 

(u v) 
=

1 fJUjp-2 uv dx	(u V  V) 

wird. ein Operator 4': V —> V definiert. , der demistetig imd d-monoton ist, da die 
Waehsturnsbedingung	UI IuI?" und die Monotonieabschatzung 

S	(ItV'2 l	I8I)_ 2 s) t - s)	(I'j' - r s
l P )  (I l l - Is)	(I, s - reell) •• (4) 

erfullt sind. Es folgt	'	S	 '	

5 0	

•	 S 

(au -	u --- v) '^ {(IluII) - (I[v II)} (h uh '- lv ii)	(u, •v € V)	(4')€

mit (s) = ,8P—' Ausder letzten Ungleichung folgt die Koerzitivität, wenn man y = 0 
einsctzt. -	 ' 

0	
5	 • 

5 

Mit 'diesen Eigenschaften des Operators. i1 ist die Existenz einer LOsung u € W 
.'nach'Beispiel.i in [6: S..215] gegeben.	•	
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2. Gestörtes Problem	 S 

• - [J folgend definieren wir e'in Funktional 
(u, v) = f y(x, 1, u(x, 1)) . v(x, t) dx dt	 (:5) 

Q€
mit	 ••	

- 

•	 (s - Y'(x, 0)P T 1 , s > !P(x, 1) 

y(x,t, s) =	0,	 0 :E^ s :!E^-W(x, 1)	 •	 (6) 
•	

S	
T(—) '	

0.	 .5 

Lemma 1:	 • 

a) b(u, v) ist au/ L(Q) x L(Q) de/iniert und er/hilt die Ungleichung 
•	(u,v)  	uJjP - c i IuJ' - c2	(c1, c2 Konstante). 

b)(u,u)O und	 S 

q) b(u, u - v) - b(v, u - v) ^!! 0.	 - 
Beweis: a) Die Funktion y(x, t, s) erfullt die Wachstunisbedingung y(x, t, s)1 sjP' und eine Carathéodory-Bedingung, die die Existenz des Integrals bei u, v, 

E LP(Q) sichern. Die Koerzitivitatsungleichung wurde in [4] hergeleitet.	(7) 
b) Die Positivität ist offensichtlich.	-	

S •	c) Die Behauptung folgt aus y(x, t,s 1 ) - y(x, 1, 82)(8 1 - 82) > 0, wobei 81, 82 E II 
•	beliebig sind I	 S	 -	 S 

Durch die Gleichung	 .	
•	

S 

• b(t, u, v) = f y(x, t, u(x)) v(x) dx	 S 

wird auf V x V ein beschränktes Funktional definiert, das die Eigenschaften b) und c) 
aus Lemma 1 auf V x V besitzt Die Abbildung t * b(t, u, v) ist mel3bar (u, v fest), da 
t	 t) bzw. £ --> (., t) mel3bar sind und y eine Carathéodory-Bedingung erfüllt. 

Wir stellen neben (2) ein gestörtes schwaches Problem: Gesucht wird éine Funktion 
• u E W , so, daf3	

•	 S	

S	

5 

f W(t), v(t)) dl ± a(u, v) + b(u, v) = 0 für alle v E tP(S, V)	(8) 

und	 S 

•u(0) =u0 i n H	 S	

• 

zutreffen.	 S	 S	 S 

Lemma 2 ': Der durch b(t, u, v) = (.Q(t) u, v) de/inierte Operator .9(t) : V - V is 
demistetig und' er/hilt (.(t) u, u)	0 (u E V) und ('(t) u -.(t) v, u— v)	0 
(u,vEVtES).	 S	 •	 H 

Beweis: Wiederum folgt die Demistet,igkeit aus derWachsttihisbe'dingung für y,– 
die anderen behaupteten Eigenschaf ten aus der Vorschrift (6) für die Bildung von y U 

Der Opertor '(t) = c/t + .(t) : V —> V ist damit demistetig, d-monot.on und 
• koerzitiv. Ferner gilt 

((t) u, u) ^ (au, u)	1 Iu Itv	 •	

(	 1	•(9) 
lI''(t)'ulIv . ^ Js4uIv. -f-	(t) u IIv. ^ 2 llu llvP '	 J

und ti-* ('(t) u, v) ist für feste u, v E V mel3bar. 
%Vegen dieser Eigenschaften der Operatorfamilie f(t) sichert ein Satz aus [: Satz 1.1/ 
Kap. VI] die Existenz genau einer Losung u E W d e's Prob1ms (8).
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3. EinschlieBung der Lösung 

• Satz 1: Sei u0 E L2(G), u0	0 f. ü. Das Problem (8) mit p> 2 habe die Lösung 
u E W. P E W sei .schwache Oberlösung und q	0 eine schwache Unterlosung zu (2). 
Dann gilt 0 ^ u(x, t) 5 P(x; t) in.Q f. ü.,u lOst (2). 

.Wir zeigen zunächst Iie Gultigkeit einer Aussage atis [7] auch in unseretil Fall. 
•	Lem ma 3: Sei g E W mit g(0)= 0 in H. Dann.gilt 

•	 (g',g4)	 0 mit g+ = sup {g,0}. . 

- •Beweis: Er IdBt sielt analog zu [7} geben, dabei ist die Tsometrie zwischen H und 
H* (= W0 1 2 (0)) zu heacliten.	 - 

•	(I) Es gibt eine Fdlge gi aiis der Kiasse C'(S, C(G)) mit g -> g im Rauni W. 
(ii) Die Abbildung g i g' ist stetig in den Raum L P(G) n C(s, L2(G)), da 2g = g 

+ g und die Stetigkéit von g -	l aus den folgenden Abschat.zungen folgt: 

•	t) 

	

g (x, I — Ig(x, tc)I 	g (x, t) - g (x, t1)I 

I g ( t ) I	Ig(t1)I IIL(G	jJg(t) - g(t j )It L(G)	IJg(t)	9(t1)tIH .	

V 

Da die Elernénte g E W im Raum C(S, H) stetig eingebettet sind, foigt aus (10), daB 
g E C(S, L2(G)). Für g, h ç W ergibt sich 

V	

.	 II II — hi IIC(s,LG)	jjg - h iic(sH)	cg -, hiiw. 

(iii) Damit gift fur die Folge g, 

•	 liiii (g', g ) = (g', g)

'V 

und, da mardasFunktionalalsSkalarproduktimL l auffassènkann, lijn ( g ', 97+) > 0, 
wie in [4] beschrieben I	. 

Beweis von Satz 1:	 V	

V 

Wir bilden v = (u - W). Es gilt v E LP(Q),V v 0 inQ und v(x, 0) = 04ur,x E G. 
Subtraktion (icr Relationen (3), (8) für W bzw. u liefert bei Einsetzen der soeben ge-
bildeten speziellén VFunktion v; •	 V	

• V 

au 
- V 

•	 ( - —
a Vf , ( u - FyV) + a(u, (u - ly) - a(', (u	

V	

N 

+ (u, ( u - W+ ))	0.	
• V	

. (11) 
V

	

	

Sci Q = {(x, I) I (x, I) E
,Q, 

v(x, 1) > 0}. Das Funktional 4 hraucht nur über QV be- 
• 

V trachtet zu werden, da dieJntegration über Q \ Q I keinen Beitrag liefert.. Der Inte-
V	 grand ist wegenu > .qJaufQund der dMonotonienichtnegativ,sodaBa(u,(u - 

V	 a(u, (.0 - Y)+) ^ 0. Nach Lemma 3 gilt ( au
-- 

—, (u — +)+) 0. Wegen 
at	at 

b(u, (u - W))	Ku - qJ)Vi(Q) > . 0 läl3t sich (11) nur erfullen, wenn QVCIflC	

V 

Menge vom Mal3e Null ist.	•	 V 

V	- Analog zeigt man 0	u f. u. in Q I	.	V	 • 

V Bemerkung (zur Existenz von OherlOsungen) .:.Da auf Grund der angegebenen	V 

Voraussetzungén die Gleichung (2) für jede rechte Seite / E L(G) , i/p + 11q = 1, 
V	 a.nstelle von / = 0 iOsbar ist, erhàlt man hei /(x, t) > 0 f. ii. in Q die -Aussage, dal3Vdie 

Losung des quellenbehafteten Probleiiis eine Oberlosung für das quellenfreic Problem 

	

- darstellt,.	 V	 •	 V	 •	 V 

V	 -	 -	 •



Ein entartetes parabolisches Rand-Anfangswertproblem	55 

LITERATUR S 

[1] AMES, W. F.: Nonlinear Partial Differential Equations in Engineering. New York 1965. 
[2] BERGER, A. E., BREZIS, H., and J. C. W. ROGERs: A Numerical Method for Solving the 

Problem ug - A/(u).= 0, RAIRO analyse numerique 13 (1979), 297-312. 
[3] CAFFARELLI, L. A., and A. FeIEDMAN: Continuity of the Density of a Gas Flow in a Porous 

Medium. Trans. Amer. Math. Soc. 252 (1979), 99-113. 
[4] DEUEL, J.: Nichtlineare parabolische Randwertproleme mit Unter- und Oberlosungen. 

ETVH Dis. 5750 Zurich 1976. 
[5 1 DEUEL, J., and P. HESS: Nonlinear Parabolic Boundary Value Problems with Upper and 

Lower Solutions. Israel Math. J. 29 (1978), 92-104. 
[6] GAJEWSKI, H., GRöGER, K. und K. ZACRARIAS: Nichtlineare Operatorgleichungen und 
V Opertordifferentialg1eiehungen. Berlin 1974.	

-S 

[7] LIONS, J. L.: Quelques méthodes de résolütion des problèmes aux limites non linéaircs. 
Paris 1969.	

5	

V 

[8] OLEJNIK, 0. A.: On some Degenerate Quasilinear Parabolic Equations. Seminari dell'ln-
stituto Nazionale di Alta Matematica 1962-1963, Oderisi, Gubbio 1964, 355-371... 

[9] CABHHHHA, E. C.: 0 3aJa'Ie l-foiun gan ypaniieiiun 1IecTaIuoIIapIIo11 HJ1bTPUllh! rasa 
C MH0rHM}a npocrpaHcTBeIIHuMu nepeMeuHiMu. )IAIl 136 (1961), 1034-1037. 

-	Manuskripteingang: 6. 10. 1981; in revidierter Fassung: 29.4. 1982 

VERFASSER:	 V	 S 

•	Dr. DIETER SOSNA 
Sektion Mathematik der Kad-Marx-Universität 
DDR-7010 Leipzig, Karl.Marx.Platz


