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Maximale Strömungen vollergodiseher Automorphismen 
mit quasidiskretem Spektrum 

E. WEIMERT	 - 

Jeder auf einem Lebesgueschen Nla(traul definiert vollergodische Automorphismus mit quasi- - 
diskretem Spektrum ist in eine maximale diskrete Strömung einbettbar, die ails allen Wurzeln 
dieses Automorphismus erzeugt wird. Zu jeder Urctergruppe der additiven Gruppe der rationa: 
len Zahlen und jeder natürlichen Zahi n existiert cin vollergodischer Automorphismus mit 
quasidiskretem Spektrum, dessen Halmosinvariante gleich n ist und der in eine diskrete Strö-
miing einbettbar 1st, dessen Pararnetergruppe gerade die vorgegebene Untergruppe der ratio-
nalen Zahlen ist. Damit wird der Strukturreichtuin moglicher Stromungen belegt. 

JoHa3hInaeTcn, 'ITO HaHjIbIf iia JIe(ieroBoM Hp0CTpaHCTRe onpee.ueHIIbIn Bno31He-aprouI-
'lecHitli aBToMop4)113M c 1;Ba3MJI,I4CHpeTHbIM CflCKTOM Mo}ReT öbI'rh I JoHeHIIhIM B MaHcHMaJIb-
Ilhufi jTkllCRpeTHbiri flOTOlu, HOTOpbIt o6pa3yeTcR C 1IOMO1IbIO Bcex iOiif laHiIOI'O a13ToMop-
(j)11351a. ;LaJIbwe noHaablBaeTcuI, 'ITO J1R ia?goft iuolLrpynumu a)UUIT1lBII0Ü rpynnu paEusoIraJub-
HbIX 'iiice.n It .i110601'0 HaTypajibHoro q ncia a cyuecTayeT BnoJIuIez)prou1'lecIu0 anToMop-. 
(l)113M C KRaaIIJucHpeTHbIM dueHTpoM, nuinapuaii Xaiiowa xooporo paBCHb n It IoTopL1Iu 
MoeT 6bITI,nJIoeuu n .rLiIcIpeTIIaIfl flOTOI, rpynna napaepon icooporo ecTb AalliiaH no)-
rpyiiria pauHoila jibulbix 'uuuceii. 3T11F1 noKa3buaaeTcH CTHTHOC 601'aTCTBO BO3MoH1IX 
flOT0HOB. . 

Every totally ergodi p automorphism with quasi-discrete spectrum on a Lebesgue space can be 
embedded in a maximal discrete flow which is generated by all roots of the automorphism. it . 
is also shown, that for every subgroup of the additive group of the rationals and every natural it 
a totally argodic autoniorphism with quasidiscrcte spectrum exists which Halmos-in.'ariant is 
equal to a and which can be embedded in a discrete flow which parametergroup is the given 
uhgroup of the rationals.  

N 

0. Einlcitung  

Ein klassisëhes Problem der Ergodentheorie stelit die Frage nch der Existenz von 
k-ten Wurzeln (k E ) far eine mal3treue Transformation T eihes Maf3raumes (X,9', 
in), d. h. die Frage nach dér Existenz einer rnal3treuen Transformation W mit der 
Eigenschaft W" = T, dar. 'Daniit. im Zusainmenhang ist das Problem der Einbett-
barkeit einer unaBtreuen Transformation T in. eine cinparanictrige Gruppe , {Tr}, 
Stroniunq genannt, zu sehen. Hierbei sind die T. maBtreue Transforinationen mit den 
Eigensc,haften T1 = T und = wobei these Gleichungen mod , rn-Null- 
mengen zu verstehen sind, uñd die , y durchlaufen die additive Gruppe der reellen 
Zahien oder eineihrer Untergruppen. 

HAhN und PARRY [3] .bewicsen, daB ein auf einem Lebesgueschen Raurn (X, 9°, m) 
definierter vollergodischer Automorphismus T mit quasidiskretem Spektru m,.dessen 
Eigenfunktionen noch nicht den ganzen Raum L2(X, ,, m) aufspannen, nicht in eine 
Stromung {T} mit der gesamten Mege der reellen Zahjen als Parameterbereiãh 
einbettbàr ist. Far jeden vollergodischen Automorphisnlus T mit quaidiskretern 
Spektrum existiert aber die triviale Stromuing, hestehend aus den Potenzen T(n E Z)
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• von T, und wenn T eine k-te Wurzel W besitzt, so ist T sogar in die Stromung, be-
stehend aus den Potenzen W = (T 1 ) (n E Z) von W, einbettbar. Damit drangt sich 
natürlich die Frage auf, vie eine sinnvoll definiert .e maxirnale Stromung aussehen 
kann. Eine solche Definition wiirde in [6] von . H. MICHEL gegeben. Dort wurde ge-
zeigt, daB alie voiiergodischen Au tomorph ismen mit RT-direkt zerlegbarem quasi-
diskretem Spektrum maximal einbetthar sind und wie reich die Kiasse der St.römun-
gen ist, die soiche Autotiorphismen 'einbetten. In der vorliegenden Arbeit werden 
these Resultate auf die ganze Kiasse der vollergodisehen Autoniorphismen mit. quasi-
diskretem Spektrum auf Lebesgueschen-Raunieri: verailgemeinert. 

- 1. Grundlegende Definitionen und Hilfsinittel	. 

1.1. MaO- und ergodcntheoretische Ililfsmittel 

Es sei (X, Li°, m) stets ein Lehesguescher'MaBraum, d. h. inshesondere norm iert und 
sepárabei. Eine maBtreue Transformation T: X - X heiBt ergodisch, wenn für alle 
A E " mit T- 1(A) = A m(A) = 0 oder m(X\A) = 0 gilt. Voilergodisch wird eine 
maBtreue Transformation T : X -> X genannt, wenn T" ergodisch ist für alle n € N. 
Der HilbertraumL2(X, ,.m) der auf X definierten, kornplexwert. igen,- quadratisch 
integrierbaren, mod m-Nullrnengen identifizierten Funktionen soil im weiteren kurz 
L2(X) gehannt werden. Die maBtreue Transformation T : X.--> X induziert 'einen 
linearen isometrischen Operator UT L2(X) -^ L2(X), der durch UT/ = / o T für alle 
I E L2(X) definiert ist. Es sci H 1 (T) die Menge der Eigenwerte von U, d. h. 

H 1 (T)={2ECl/ELAX) "'it UTI=2/}. 
H1 (T) erweist sich als Untergruppe der Randiinie des Einheitskreises K. Mit G1(T) 
soil die Menge der normierten Eigenfunktionen von UT bezeichnet werden, d. h. 

G1(T) = {/ € L2(X)	= 1 1 3 2 E K, sodaB Un = 	ist}. 

Dann lassen sich die Mengen der Qua$ieigen/unktionen n-ter Ordnuvj G(T) durch 

-	' G(T) = {/ E L2(X) 11/ 11	1, 3 g € G 1(T) mit UT/ =. 

iind die Menge derQuasieigemwerte n-ter Ordnung H(T) durch' 

H(T) = {g € G_ 1(T) I / € G(T) thit o n = g/} 

für alle"n E N definieren. Somit gilt 

H(T)	H, 1(T) G G(T)	G 1(T) für alle	E N. 

'(T) =UG(T) nennt. man die Menge der Qua3ieigen/unktionen und 11(T) = uH(T) 
die Menge der Qua8ieigenwerte der Transformation T. Existiert eine und sornit auch 
eine kieinste natUrliche Zahi n, fur die G(T) = G 1 (T) gilt, so ergeben sich foigende 
Gleichungen: G(T) = G(T) und H(T) = H(T). Die GröBe 

T	 Co'
( 	•	 falls G(T) + G 1(T) für aile n € N n( 

= 1m m (n € N I G(T) = G +1 (T)), sonst	• 

wird Halmosinvariante von T genannt. Für ergodische Transformationen T haben die
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eingefiihrten Objekt.e folgendeE igensc haften ('gl. [1]):	- 

1. Aus / E 0(T) folgt It( x)I =- 1 für rn-fast alle'x E X. 
2. Jede der Mengen 0,,(T), H,,(T), 0(T) und H(T) 1st eine multiplikative Gruppe. 
3. Gehören /1, 12 E 0(T) -zum gleichen Quasieigenwert g, so gilt / = c/2 , wobei 

c E K eine Konstante ist., 
4. Ordnet man jeder Funktion / E 11(T) durch RT/ = g ihren Quasieigenwert g zu, 

d. h. UT! = g/, so ist RT ein algebraischer Endo morph ism Lis der Gruppe II(T) 
5. R1.H,, + (T)	HO (T) für alle n E'N.	..	 - 
.6. Der Kern des Endomorphismus R7,n ist HO(T) für alle n E N. 
7. Die Gruppe H(T) 1st ahzählbar.	S	 -. 

8. 1st die Transformation T vollergodisch, so Sind die Quasieigenftinktionen, die zu 
verschiedenen Qtiasieigenwerten gehoren; orthogonal. 

Auf°Grund der letzten der genannten Eigenschaften 1st die folgende Definiti9n 
sinnvoll: Eine voliergodische Transformation T : X - X heiBt Transformation mit 
quasidiskretem Spektrum, falls die Gruppe der Quasieigenfunktionen 0(T) den Hilbert-
rauni L2(X) aufspannt. Die Klasse der auf Lebesgueschen Räumen'definierten you-
ergodischen Autornorphismen mit quasidiskretem Spektrum soil un folgenden mit 
X bezeichnet werden. 

Zwei Folgen {H,,} und {H,,'} von Gruppen mit den Eigenschaften:	- 

(i) H 1	112	und H" 112 '	..., 
00	 00 

(ii) in jeder Gruppe H-=UH,, und H' =UHO ' ist ein Endoniorphismus S bzv. 

1S' definiert, so daf3 SH,1	H,, und S'H 1 9 H,,' für alle n € N gilt, 
(iii) 'H1 = 41 ' iSnd  
(iv) es existiert ein Isomorphismus V : H -> H', der die Elemente von H 1 = H1'. 

fest läBt, die Grupjen H,, atif H,,' (n = 2, 3,...) abbildet, d. h. VH,, = H,,' (ii = 2, 
3, ...) und die Gleichung VS = S'V erfüllt, 
heil3en aquivalenund man schreibt (H, 5)	(H', 5'). 

Die auf (Xi,	m1) (i = 1, 2) definierten maBtreuen Transformationen T 1 : X1

ti - X 1 nd T,:	- X2 heiBen isornorph (T 1 T2), wenn Mengen M1 € Yj mit m(M) 

= 1 (i = 1, 2) existieren, so daB T1 (M1 ) 9 M1 (i	1, 2) gilt lind eine invertierbare 
niai3treue Transformation (f: : M 1 —> M2 existiert, 	die die Bedingung iT1(x) 
= T2cb(x) für alle x M 1 erfüllt -ist. .	-	- 

Für vollergodische Transformationen mit quasidiskreteni Spektritm auf Lbes-
guesehen Räunien- bewies ABRA.MOW [1], daB T 1	T2 dann und nur dann gilt, wenn 
(H(T I )cRT,)	(H(-T2),R.) gilt. Es gilt auBerdem der folgende Existenzsat'i. 

(vgl. [11): 1st H 1 eine abzählbare Untergruppe der Randlinie des Einheitskreises, 
die keine Elemente endlicher Ordnung cnthält aul3er der 1, H 1 9 H2	... eine Folge

abzählharer komniutativer Gruppen und S ein Endomorphismus auf der Gruppe 

00	 -	 S	
I	 - 

H =ij H,,, so daB H,, der Kern von SO ist (ii = 1, 2, ...), so existiert einLcbesgue-

scher Raum und darauf ein vollergodischer.Automorphismus T mit quasidiskretem 
Spektrum, für den gilt: (H(T), RT)	(H, 5). 

1st T E X und k einenaturliche Zahl, so heiI3t der ergodische Automorphisniiis W 
auf (X, 5-°, rn) eine k-te Wurzel von T,. wenn- W" T gilt. Es zeigt,sich, 1 daB jede 
Wurzel eines Autornorphisnius T € X ein vollergodischer Automorphismus ist. Für 
Wurzeln von Autonlorphisnien T € X* gilt der folgénde Existen'zsatz [5]: 1st 
T € X*,so it für die Existefiz einer k-ten Wurzel W (k -= 1, 2, . ..) von 7' notwendig 
und hinreichend, daB in H(T) ein Endomorphismus Bk existiert nut den Eigen- -
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schaften	 - 

RTU =J(Rig)(k/i)	(	H(T))	 (1.1) 

Lind
H(T) = {g E H(T) I R"g= i}	(n	1, 2,...).	 (1.2) 

In [5] wurde aul3erdeni gezeigt, dat) der hierIlesentscheidendeEndornorphisrnusRk, 
wenn er existiert . , sogar eindeutig bestimmt ist. 

/ 

1.2. Loka1ni1poentc Endomorphismcn auf torsionsreien abclschen Gruppen' 

Es sei G eine muitiplikative abeische Gruppe, dann bildet die Menge aller auf G defi-
nierten Endornorphismen eine,n Ring E, in deni Sururne und Produkt dureb 

(R + R2 ) g = R 1g . l?2g bzw. (R 1 R2) g = R 1(R29) (g E G; B 1 , B2 E E 

definiert si'nd. Ein Endolnorphismnus B der Gruppe G heiBt lokalnilpotent, wenn zu 
jedem g C G eiri natiirliches n existiert, so dat) R"g = 1 gilt. Sind aile Element einer 
multiplikativen Gruppe aul3er. deni Einseienient von unendlieher Ordnung, so heiBt 
die Gruppe torsions/rei. Mit I soil die identische Abbildung auf G bezeichnet werden. 
1st R eiiIiokainilpotenter Endomorphismus atis E, so ist der Wert der Reihel - B 
4- B2 - R3 ± '••. für jedes g C 0 dás Produkt von höchstens endlich vielén Elementen 
ausO, die ungleih 1 sind, und hian rechnet Schnell folgende Behaupt.ung nach: 

L em iii a 1.1: Zn jedem lokalnilpotenten Endoniorphismus B, der 'ant einer torsions-
/reien abeLschem. Gruppe 8 de/iniert i.st, existirt im Endomorphismenring E von G stets 
ein, Inverses u (I + B) in der Form (I + R)' = I - R ±- R2 - B3 + 

Bezeichnet K(R)' den Kern des Endo morph ism us R C E, so läl3t sich der folgende 
Satz forniulieren: 

•	-	Satz 1.2: Sind B, Rm, R (m, n E N) lokal?iilpotente Endomorphirnen, de/iniert 
auf einer torsions/reien abelschen G'ruppe G, und den Bedingungen 

•	 (1±1m)m(1+R)(1+1n)n 
und 

K6 (Rm 1) = K(Rn)	(i = L 2, ...)	-	 :	- 
•	geiigend, so gilt  

R, = R Rm. 

Beweis: Atis (1.3) folgt für jedes j 

Rrn(i + R)" = (L + B)" Rm,  
d h	

M R,,Rk	() R Rm	(j = 1 2 ) 

Für die Kerné K (;(Rm t+1 ) = K(R8 ') (i = 1, 2, ...) Iät3t, sich somit fogendes Glei-
•	. chungssystem aufstellen  

	

(nj)'l?,,,,. In'B
 Ba" /='(,. J ,, Rm	(j = 1,2,

k=O k/ k=O \J	 -
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-	bzw.

	

'() 
( n )
	(ji)

	R. 

	

1 (2n) (2n) ... ( 2n)	RrnRn 

	

(in) .
 (in) ... ()	

RmRn' 

(n) (n)  
= i (2n 2n

() ... (j )	RmRn 

1 

	

(in)T (in) 

	
1mRn' 

Nach GRöBNER [2] gilt:	 - 

•	1 (xj\/x\	(xi \	 •.	 S 

k1 )k2/	i-1) 
1 (x\ 1X2\	/. X,	Li (x,, - x) 

k i )k 2 )	i— 1) = 1!'	
(j	

1)!	(xiell,1=  

.	
\...... . S.;	 . 

• (^^i1J\2)ki-1) 
Soniit ist die Determinante det D dèr Matrix	-'	-	S	 S 

	

(n) fn\	f n
1  k2 ./	- 1) 

S	 /2n\-/2n\	/ 2n \ 
D=	1)2)" ki-i) 

S 

( 1 )
ininin
 k 2 ) " \i-1 

ungleich Null, d. h. D existiert und (det D) . D' ist eine Matrix mit ganzzahJigen 
Elernenten. Dadurch ist es moglich, aus.dern obigen Gleichungssystem das Glei: 
chungssystem -

(RmRm\

	

(R.i- IR'.)

Rrn 

(detD) .D1.D 	RmRn	 (detD).sD1.D 	RnRm

Rnt1/	 • • 	

S
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bzw.'

	

(RmRni—') 

R 	

(,R.'—'Rm)

,Rm
RnRjn 

(det D). 
	

RmBn	 (detD). 

 	 S 

zu erhalten. Aus der zweiten Zeile derletzten Gleichung, d. h. aus (det D) . RmRn 
= (det D) RmRn folgt wegen der Torsionsfreiheit von 0 die Behauptung des Satzes I 

- . 5.., -	 . .	 .- .	 / . 

1.3. Zur Struktur von Binoinialkoeflizienten 

Da nach dern Existenzsatz für Wurzeln von Autontorphisnien T die Gleichung 
:(I + R) = (I+ Re)" gilt, wobei RT bzw. Rk die Eigenwertendomorphisnien von T 
bzw. der k-ter! Wurzel sind, und auf these Gleichung in den Beweisen der Sätze der 
Kapitel'2 und 3 zurUckgegriffen wird, soil hier eine Aussage ilber die Darsteilbarkeit 

von Binoitiialkoeffizienten der Form 
(1(1c) (k n E N) gemacht. werden. .Dahei soil 

- von foigendem Satz ausgegangën werden: Sind a undd ganze Zahien ipit dem groBten 
gemeinsamen Teiler 1 und , durchiäuft x ein volles Restsystem mod d, so durchläuft 
auch ax + b für jede beliebige ganze Zahi b ein volles Restsysteni mod d (vgl'. [71). 
Dieser Satz ermoglicht den Beweis des folgenden Lemmas.	 S 

Lem ma 1.3: Es seien s, h, n EN, p und q Primzahlen mit p q und p8 :!9 n. Dann 
existiert in der Menge {O, 1, ...,n —A} rninde.stens cine Losung t der Koizgruenz 

tq'I	0 mod p8 .	 (1.4) 

Beweis: Da der gr6f3te genleinsame Teiler von qh und p8 die I istund die Menge 
O, 1, ..., n - 1} ein volles Restsystem mod p3 enthält, muI3 naeh_obigem Satz für 

mindestens em Element t dieser Menge die Kongruenz (1.4) gelten I 

Lemma 1.4: Es seien s, h, n E N, p und q Prinzahlen mit p q undp n, und 
sei s der Exponent von p in der kanonischen Zerlegung von W. Dann gilt: 

n—i	 • S	 • 

J7 (tqh - 1)	0 mod p8;	 S 

1=0	 5	 S	 •	 S 

	

Beweis: Es sei j die natürlicheZahl, fur die p7	n <p' gilt. Dann existieren 
natürliche Zahien 11 (i = 0, ..., j — 1), so daLi	 S	 S 

j-1 

	

2: 10-0	 S	 - 

	

S	 pSpi0 
•	und	 S	

S 

S	 /k	\.	 /	k	\	 - 
• S	 (p1_k	n < i ±	l) p''	(k = 0, 1, ..., j — 1) 

\i=0 1	 \	1=0 I	 .	. 
gilt. Aus der letzten Ungleichung folgt, daB jede aus n aufeinanderfolgenden ganzeri 

	

•	 k Zahien beV
stehende Menge genau L'l, volleRestsystente mod p7k enthält (k = 0, 1, . . 

1=0	 - 

j - 1). Das hei8t nach Lemma 1.3 enthält die Menge {O, 1, ..., n - 1} mindestens
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k
I, Losungen der Kongruenz	 S 

tqh _ 1	•0modp1_k	(k = 0, 1, ..,j- 1),	 (1.5) 

nämlich jeweils mindestens die Z lLosungen der Kongruenz 

tqb — ' 1 = 0 mod pi—k+1	 (1.6) 

und mindestenslk weitere Losungen von (1.5), die abr nicht Losung von(1.6) seth 
müssen. Daraus folgt aber unter Berticksichtigung der obigen Darstellung von p 8 die - - 
Behauptung des Lemmas I	

0 

Nun laBt sich der folgende Satz leicht beweisen. 
Satz 1.5: Es .eien k, n € N. Dann existieren natürliche Zahl^n . rj und ems ganzT€

Zahlv,sodaf3 gilt:	.	 •. S 

(1/k\ - - v	
1 

\/	/7 Pi S 
p1 €suppk	 S 

Beweis Nach der Definition der Binomialkoeffizienten gilt 

jIlk \ - 1/k (1/k - 'I)	(1/k - '(n - 1)) - 
(-1)/7(tk - 1) 

Aus Lemma 1.4 folgt	 • 

•	sn—i 

17(tk— 1)0 mod p 18 -.	 S	

.	 •	S 

t=o  
für jede Primzahl Pi € (supp (n!) \ supp Ic), wobei s 1 der Exponent von p 8 in der;kano-
nischen Zerlegung von n t ist Damit gilt aber 

fl — i	 S 

.Jj(tk_1)0 mod Hpj8	 S	 -. 

t=O	 •	p,EB	• 

mit B = supp(n!)\supp k und sornit die Behauptung des Satzes I 
2: Maximale Einbettbarkeit voliergodiseher Automorphismen mit quasidiskretem 

Spektrum.	 -	S	 S 

In diesem Kapitel soll auf Grund der Wurzelstruktur eines vollergodisehen Auto-
morphismus mit quasidiskretern Spektrum eine einparanietrige Gruppe, vollergo-
discher Automorphismen {7} definiert werden, deren Parameterbereich . als Unter-
gruppe dec additiven Gruppe der ratioñalen Zahien maximal gewahlt werden darf. 
Es wird gezeigt, daB einolche Gruppe für jeden Automorphismus T € X existiert. 

2.1. Definition von Strornungen	 - S	 • , 
•0 

• Es ist gut bekannt (vgl. KuRoscri[4]), daB jeder additiven, 1 enthaltenden Unter-
gruppe D, der additiven Gruppe Q . der rationalen Zahlen umkehrbar eindeutig eine 
af der Menge der Primzahlen p 8 , die in.naturlicher Reihenfolge geordnet seien, defi- 

PrimzaIlen; supp k - Meng der Primzahlen p, die Teller von'k sind. 

6 Analysis, Bd. 2, Heft 1 (1983)	-	 -	-	 -
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nieite Funktion e mit 

0, wenn	D 
E(Pi) = 1, wenn p,' C D und p(' D 

00, wenn p1 W ' C D für alle 1= 1, 2,...- 

•	zugeordnet werden kann. Dann ist D erzeugbar dutch alle Zahien 1/k, für welche 

CO 

k	J1 p i ki . mit 0 :5: ki	E(j) + 1 2), aber nur endlichviele k	0, 

gilt. 1st e eine auf den Primzahlen definierte Funktion, die die Werte 0, 1, ..., 00 an-
nehmen kann, darn bezeichne im folgenden [] stets diejenige 1 enthaltende Unter-

•	gruppe von Q, die durch die Zahien 1/k mit 
•	 __	 S	 I' 

k = /7 pd" und 0 ':5, k <e(p 1 ) + 1, aber nur endlich viele k, rl= 0, 
i—i 

erzeugt wird. 
• Bezeichnet Z die Gruppe aller Automorphismen eines Lebesgueschen MaBrauines 

•	(f Sf', m) und ist T C Z vollergodisch, so heiBe eine einparametrige Untergruppe 

	

=IT" EjyE[]}	 S	 - 

•55 

von T eine T'einbettende [ c]-Stromung in Z bzw. TheiBe [e]-einbeUbar, falls 

T1	T- und	 (y1,y2E[e]) 
gilt.	 S 

	

Es sei T C X*;dann heiBt die durch	 S 

= sup {nEN u{0} 13 WE Z mit Win'	T)	(i= 1,2,...) 

definierte Funktion ET die Wurzd/unktion' von T. Damit gilt also für jede []-Strö-
mung, die einen Automorphisnius T C X' einbettet, - 

E(Pi) ^	( p )	(i = 1,2,...),	-	
-•	 S 

und man definiert deshaib eine niaximale Stromung wie folgt: Eine [e]-Stromung G, 
die einen Automorphismus T C X" einbettet, heiBt maximal, weñn 

(pt) = T(Pi)	(i = 1, 2, ...) 

2.2. Existenz maximaler Strmungen 

Zum Beweis der maximalen Einbettbarkeit benotigt man den folgenden Satz. 

Satz 2.1: Besitzt ein Automo'rphismus T C X k-te Wurzelm (i = 1, 2), k1 == k2, 
,so besitzt er auth eine [k 1 , k2]-te . Wurzel. 3 )	•	

- - 

2)Damit stets k8 < oo gilt, aberauch k• = e(p 1 ) für endliche Werte e(p1) mog)ich ist, wird 

- •	 k . < e(p1) + 1 gefordert. 
3)(k 1 , k2] - kicinstes gereinsames Vielfaches von-k1 und k2 .	'
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Beweis:	21 und	2] sind teilerfremd, desla1b existieren ganze Zahien kc	k2 
und fi, so dal3 

LN

[k1 , k2] 
+	

k2] - 
-,	-	k1  

gilt Weil

	

	> 1 ist(t = 1 2) nuuBeine derZahlenix, groBer als Null und die 
ki 
andere kleiner als Null sein. Ohne Einschrankung der Allgëmeinheit darf man fi <0 
annehmen. Dann ist fi' = —9 > 0 und somit - - 

S	

[kk2]',[k,k2I = i.	 (2.1) 

Bezeichnen R1 (i = 1, 2) die (nach dem Existenzsat.z für Wurzeln vollergodischei 
Autombrphismeh mit quasidiskretem Spektrum) zu den k1 -ten Wurzeln von T 
existierenden Endômorphisrnen, so existiert nach Lemma 1.1 der Endomorphismus 
(1+ R2)_1, denn 11(T) ist eine torsionsfreie abelsche Gruppe, und somit der Endo-. 
rnorphismus	 - 

R	(I + R 1 ) ( I + R2)-P' T	 (2.2)

im Endoniorphismenring über 11(T). Aus (2.2) erhält man 

Ik,.k.1	 (k,.k,) 
(I ±. R)(k.kiI = [(I + R 1 ) 1 1 — k. [(I + R2)s] — k;--

bzw. .vegen-(11)	S	
-'	

S 

tk,,k.I 
1 + R)1k.kI = (1 + RT ) 1a. (1 + R) -	 S 

d: h. nach (2.1) gilt 
S	 (I + R)Ik&.ktl = (I ± RT) 

und somit	 -	 S	 S 

Ik,.kI	j(k.k,I\ 
Rg = IT (Rig)'	/	(g E 11(T)).	 (2.3) 

Zeigt man nun, daB	 S 

H(T) = {g E 11(T) R"g = 1}	(n = 1, 2, ..)	'	 (2.4) 
gilt, so ist-mit (2.3) und (2.4) nach dem Existenzsatz für Wurzeln von Autoniorphis-1 
men aus X* die Existenz einer [Ic 1 , k2 1-ten Wurzel von .T bewiesen. Aus (2.3) be-1 
kommt man	 S 

RT g =.(Rg)tsr JJ(Rg)' mit vi € Z,	i > n	(n  

1st g € 11(T) und R"g = 1 (ein solches n E N existiert fur jedes g € 11(T), da R 1061-
ñilpotent ist), so gilt also RTg = 1, d. h. g € H(T). Für beliebige n E N ergibt sich 
aus (2.2) für jeds g € H(T)	 -	 S 

R"g = (R1 t 9) 1 ' . (R29)°' JJ [(R 1 ' . R2 ) (g)] ö i	 S 

S	 i+jn 
6*	

S	 - -
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wobei 0 1 , 02 , ô,, ganze ZahlerL sind. Da R (i	1, 2) die Bedingung (1.1) erfüllen, èr-
gibt sich aus dieser Gleichung Rg = 1, d. h.* (2.4) gilt. Damit ist Satz 2.1 bewiesen I 

Nun kann die Existenz maximaler Stromungen, die vollergodische Automorphis. 
men mit quasidiskretem Spektrum einbetten, gezeigt werden. 

Satz 2.2: Jeder Automorphismus T E * dC* ist in eine maximale, d. h. in eiiie [ET] -

Stiomung einbettbar. 

Beweis: Dieser Beweis läuft analog zu dern des Satzes 3.2.3 in [6]. Da die Gruppe 
[Er]durcl die.Zahlen 1/k mit	 S	 - 

CO -	

k =JJp' und 0 g.- k1 z ET(Pi) + 1, Aber nur endlich viele k1 + 0, 
1=1	 0 

erzeugt wird, kann man sich dárauf beschränken zu zeigen, daB T für alle soiche 
k k-te Wurzeln besitzt Bezeichnet man die k + 0 aus der kanonischen Zerlegung 
von k mit k•,, k11 ; ..., k ,, , so foigt die Existenz von (p11 ) kI, *ten Wurzeln (j = 1, .... .n) 
von T sofort aus der Definition von e 7.. Nach Satz 2.1 existiert dann auch eine k-te 
Wurzel und damit eine T einbettend&[ET]-Strömung I 

3. Typen maximaler Strimungei	 - 

Nachdem in Kapitel 2 die Existenz von maximalen Stromungen für jedes Element, 
aus X gezeigt wurde, soil jetzt eine Aussage uber die Vieifalt der in Frage kommen-
den Wuzelfunktionen und der dazu auftretendh Autornorphismengemacht werden. 
In [6] wurde bewiesen, daB zu 'jeder auf der Menge der Primzahlen definierten Funk-

• tion e, deren Wertevorrat eiiie Teilmengevon N u {0} u loo} ist, und zu jeder natür-
lichen ZahI n ^ 2 ein vollergodischer Automorphismus T mit RT-direkt zeriegbarem 
quasidiskretem Spektrum derart existiert, daB für die Wurzelfunktion ET von T 

e7-(p) =E(j)	(i = 1, 2, ...) 

gilt und die Halmosinvariant.e n(T) der Wert n• hat. llierbi heiBt eine abzahlbare 
torsionsfreie abelsche Gruppe H genau .dann , P-direkt zertegbar, wenn P ein lokalnil- - 
potenter Endomorp)aismus von'H ist und für die Kerne Kff(P") der Potenzen von P 

- Darstellungen	 - 

KH(P) = ® H"	(n = 1, 2, ...)	 (3.1) 

mit gewissen UntergruppenH 1* H sowie Abbiidungsrelationen 

PHt+L	H	(i = 1 2,...)	 (3.2) 

gelten..Verandert man den im Beweis der obigen Aussage verwendeten Endoriorphis-
mus F1 ; so iäBt sich zeigén: - 

Satz 3.1: Zu jeder Funktion e, die die Primzahlen in die Menge N-u {0} u.{oo}ab-
•	bildet, und zu jeder natürlichen Zahi n ^ 2 existiert ein vollergodischer Autonuirphis-

mus T mit nicht RT-direkt zerlegbarem. quasidiskretem Spektrun derart, dap für die 
Wurzel/unktiom ET von T	 -	- •	S	 - 

ET(Pj) = e(p1 )	(i = 1, 2, 

gilt und die Halmosinvariante n(T) gleich n ist. 

I	 I
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Beweis: Es sein êine' Funktion e, die die Menge der Primzahlen in die Menge 
N u {O}, u.{po} abbildet, eine natUrliehe Zahi n	2 und die abzählbare torsionsfreie 
abelsche Gruppe	V	 V	

V	 V 

H = J(hj,..., h_2 , h_ 1 , h) I h1 E Q(j = 1, ..., n - 2), h 1 E [e], h € Z}€
'iiit	

V	 L	 - 

V	(hi,...,h).(h1',...,h8')(h1+h1',...,h+h')	
V 

gegeben. In H wirddurch V	
V	 VV 

P(hl,...,hfl)=(h2+h3+...+hfl,h3+hg+...+hfl) ... ,hl±h,hfl,O)	V 

ein lokalnilpotenter Endomorphismus P: H H definiert. Es gilt K11 (P") = H.	
V 

V	 (1) H istnicht P-dire/a zerlegbar:	-	 V	
V 

V Diese Aussage soil indirekt bewiesen werden. Niniint man an, H ist P-direkt zerlegbar, 
V dann folgt aus	 V V

	

V	

V	

V 

K,f(Pi)__{hEHIh(hl,..., hi, O,...o)}	.(i_-1,2,...,n) 
und (3.1)	V	

V	 V	

V	

V	

V V 

V	 Hl*=KH={hEHIh=( hi, O;...,O)}. V V

	
V	

V	

(3.3) 

Pa jedes Element aus KH(P2) au  genau tine Weise als Produkt i7on jeeinem Element 
aits H 1 * und H2* darstelibar sein niuB, fólgt aus (3.1), (3.2) VUfldV(3•3) 

V	

V H2* = {h € H I ii = (r, h2 , 01 . , o)}	V V 

	

•	wobei r eine fest gewählte rationale Zahi ist. Weiter erhält man wegen (3.1) aus 5 (3.3)	V 

und(3.4)	V	

•	
V	 V	

V	

V 

V	

H3*={hERIh=(ri,r,h3,0,...,0)}	 V•	
V	

V 

mitVfest aus den rationalen Zahien gewahlten r 1 und r2 . Für dises H3* Vgilt aber - V 

P113* = {h€HIh(r2+h3,h,o,...0)}Hs*	
V	

V	
V 

V 
Das ist ein Widerspruch zu (3.2), d. h. es gilt (1)..	V	

V	
V	 -	

V 

(2) Es existiert , ein Automorphismus T € X" mit der Halmosinvariaite n(T) -= 
dessen Quasieigenwertgruppe 11(T) nichi R T-direk't zerlegt ia• 
Jede abzählbare torsionsfreieabelsche Gruppe ist isomorphzu einer Untergruppe der 
Randlinie des Einheitskreis,es K (vgl. [11). Es sei A der Isomorphisinus, der H in die	

V 

Untergruppe H von K überführt, darn ist die durch	
V	

VS	
V 

V	

V	

s((h)) = 2(P(h))	(h E H)	
V	

V 

definierte Abbildung S: H --> H - cin Endomorphismus derart, daB (H, 8) alle im 

	

•	Existenzsatz von Abramow (vgl. Abschnitt 1.1) geforderten Eigenschaften hat. Das	V S 

heiBt es 'existiert Vein vollergodischer Automorphismus T mit quasidiskretem Spek-

	

V	 truni, für weichen  
V	

V	 (H 8)	(11(T), R) V	

S	
V	

J	 V 

V V

	 gilt. Bezeichnet man den somit existierenden Isomorphismus von H auf H(T) iiit V, V 

so erhält man	 V	 •:	 V •	

•	 - 

V	
V •

	 RT= V2PA'.V1	
V	

V 

und •	 V 

H(T) = V2(H).	V V

	

V	 V	 V	
V.
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Da V und 1. Isomorphisnien. sind, folgt aus den .letzten beiden Gleichungen sofort, 
daB n(T) = n gilt und H(T) nicht Rr-direkt zerlegbar ist. 

(3) Für den in (2) erhaltenen Automorphismus T gilt ET(Pj) = s(p 1 ) für alle i = 1. 
2...... 

-	(3'. a) Es ist i E N und Ej	e(p 1 ) < oo. Dann gilt e 1	ET(Pi). Denn ist g E H(T), so 
existiert ein h E H, für das gilt:	 . 

g=V2(h)= V1((h,...,h0)), 

unddamit ist	 /	.. 

• 

	

-	Da alle Koordinaten h, (j = 1 ...;n) von h Elenente von Q sind, erhält man 

(h+h+1+...+h)p1"EQ	(j=2,...,n-1) 

und auf Grund der Definition von [e] und der Ganzzahligkeit von h sogar. 

h,, . pi -11 E 

	

-	d. h.	 - 
V2(((h2 + ... + . h) pc', ..., (h_ + h)	hp1', 0))) E H(T). 

Dieses Element von 11(T) erfilllt die Gleichung 

xvi = R-g  

und soil' mit (Rg)Pi' bezeichnet werden. Weiter gilt	 .-	- 

Rig = V2((h1+1 +	+ h,,, ..., h,,, 0, 

= [ V2(((h1+1 + ... + h) r', ..., her', 0, ..., O))] r	 - 

-	-	(j=2,...,n-1;rEN),	 .	 - S 

d.h., in 11(T) èxistieren Elernente, sie sollen mit (Rig)1fr bezeichnet werden, die der 
• Gleichung xr = Rig (j = 2, ..., ii - 1; r E N) genügen. Setzt man, 

q, 
= ( 

lIPi)	( = 1, 2 

und .beriicksichtigt das Resuitat des Abschnitts 1.3 über. die Darsteilbarkeit son 
Binornialkoeffizienten, so folgt aus den obigen Ausfuhrungen	 - 

(Rig)1E H(T)	(j = 1 ...,n —1):  

Dann istaber die durch  S	

00  
Rg.= J7(R 9 )9J = 17 (Rig)1 . (g E H(T))	 (3.5) 

definierte Abbildung R1 : H(T) -> H(T) ein lokainilpotenter Endomorphisnius. Im 
Endomorphisnienring E * von H(T) känn auf Grund von (3.5) 

R1 = qRi	 -	.	 0	 -	

( 3.6)
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' geschrieben werden. Aus (3.6) folgt nun'- 

(I + R1 ) = . qRTi (I ± fl)"' bzw. (I + R1 )Tht' = (1 + R). 

Dan-fit hat RT die folgende Gestalt:	-,	 S 

	

 

(
t

Pi 
I 

\= E	 .}R1 1 ,	 (3.7) 

d. h. es gilt
(pi  

Bg = fJ (R'g) /	(g E 11(T)).	 .	 (38) 

(3.6) und (3.7) liefern	 .	 S 

Ri"
= 

1 ,, RT" + höhere Potenzen von R (n = 1, 2, ...)	(3.9) 

•	bzw.	 S 

•	
. 

BT  = (p1 ')" R 1 ''+ höhere Potenzen von R,	(n= 1,2,...).	(3.10) 

•	Ist'g E H(T), so ertibt sich aus (3.9) R,g = 1, wàhrend für ein g E 11(T) mit R1'g = I 
•	aus (3.10) RT9 = 1, also g E H(T) folgt. Das hei0t aber 

H(T) =(gE H(T)jRq = 1)	(n = 1,2,...).	- (3.11) 

Mit (3.8) und (3.11) ist nach dem Existenzsatz für WMrzeln',von Automorphismen 
T E X gezeigt, daB T eine p1 -te Wurzel besitzt. Somit gilt cj ^ er(Pj). 

Ware e 1 + 1 <C(pj ), so whrde eine p,e+lte Wurzel von T existieren, uñd der so-. 
]nit. nach dem Existenzsatz fir Wurzeln von Autornorphismen aus X existie-

•	rende Endoniorphismus Ri ware auf Grund seiner Eindeutigkeit definiert durch 

	

n	 M+1\ 
Rig = H (Ri9)1 (g E H(T)) m	(•1/it	, =	

1. )

	

(j = 1, ..., n - 1). 

	

1	 - 

Wiirde man - g = V2((0, ..., 0, 1)) E H(T) wählen, so bekáme man RTg = V2((1....... . 
1, 0)) und daniit	.	. 

-	B9)' =. 
V2 ((+, ...	

o)).	.	. 

Da aber	4 [c], ist e + 1	Cr(Pj) bewiesèn. 

Aus ri 5 er(Pj) und e + 1	CT(Pi) folgt e 1 = c(p1 ) für e < cc. 
(3.b) 1st /ur ein i E N C(j) = cc, so zeigt mah wiq in (3.a) die Existenz einerp1-ten 

•	Wurzel von T für jedes ki E N und darnit, dap er( p ) = cc gilt I	... 
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