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Maximale Stromungen vollergodlscher Automorphlsmen
mit quasndlskretem Spektrum o ' o ‘

E. WEIHERT : -

S

Jeder auf cinem Lebesgueschen MaBraum definierte vollergodische Automorphismus mit quasi-

diskretem Spektrum ist in eine maximale diskrete Stromung einbettbar, die aus allen Wurzeln -

dieses Automorphismus erzeugt wird. Zu jeder Untergruppe der additiven Gruppe der rationa-

" len Zahlen und jeder natiirlichen Zahl n existiert ein vollergodischer Automorphlsmus mit
qu.lsndlskrct.em Spektrum, dessen Halmosinvariante gleich » ist und der in eine diskrete Stro-
mung einbettbar ist, dessen Paramétergruppe gerade die vorgegebene Untergruppe der ratio-
nalen Zahlen ist. Damit wird der Strukturreichtuim méglicher Stromungen belegt.

Horaskipaercs, uto wamuii na. Jle6eropom npomphucme omnpeaeieHHblil BIOJHE-2promn-
MecKitii-aBTOMOPPU3M ¢ KBA3UIUCKPETHHIM CIICKTPOM MOKET GbITh BIOMEHHKIM B MAKCHMAJIb-
HBI IMCKPCTHELT NOTOK, KOTOPHI o6pasyerca ¢ MOMOLILIO BCeX Kopiel JaHHOr0 aBTOMOp-
$uama. Janbuie MOKA3HIBACTCA, YTO MIA KAMKIOM HOArPYMITBl AAAHTHBHOI IPYNNK PALMOHAIN b=
HHIX 4uces M Jo60ro HaTypaJbHOTO YHCJA 7 CYLECTBYET BIMOJHEIProAHvecKHit aBToMOp-.
$u3M 'C KBASHJIMCKPETHBIM CIICKTPOM, MHBAPHAHT XaIMOWa KOTOPOro paBeHb m M KOTOPBIIl
MOCT- OBITH BJIO7KEH B AMCKPETHLI MOTOK, FPyNNa NapamMeTpos KOTOPOro eCTh JAHHAA MO
rpynna pauMoHIbLHBIX 4IICen. 9TUM MOKAa3HBACTCH CTPYKTypHOC 6OIaTCTBO BO3MOKHBEIX
MOTOKOB. . S

Every totally ergodic automorphism with quasi-discrete spectrum on a Lebesgue space can be
embedded in a maximal discrete flow which is generated by all roots of the automorphism. It
is also shown, that for every subgroup of the additive group of the rationals and every natural »
a totally argodic automorphism with quasidiscrete spectrum exists which Halmos-invariant is
equal to # and which can be embedded in a discrete flow ‘which pammctergroup is the given
subgroup of the ratlonals . ) -

0 Emleltung

Ein kla551sches Problcm der Ergodentheome stellt die Frage nach der Existenz von
k-ten Wurzeln (k € N).fiir eine maBtrcue Transformation 7' eihes MaBraumes (X, &,
m), d. h. die Frage nach der Existenz einer maftreuen Transformation W mit der
Eigenschaft W¥ = T, dar. Damit.im Zusammenhang ist das Problem der Einbett-
barkeit einer maBtreuen Transformation 7' in. eine einparametrige Gruppe {T,},
‘Strémung genannt, zu sehen. Hierbei sind die 7', maBtreue Transformationen mit den.
Eigenschaften 7'y = T und 7,7, = T,,.,,, wobei diese Gleichungen mod m-Null-
mengen zu verstehen sind, und dle .y durchlaufen die addltlve Gruppe der reellen
Zahlen oder eine ihrer Untergruppen.

Haux und PARRY [3]-bewicsen, daB ein auf einem Lebesgueschen Raum (X <, m)
definierter vollergodischer Automorphismus 7' mit quasidiskretem Spektrum,.dessen
Eigenfunktionen noch nicht den ganzen Raum Ly(X, .V m) aufspannen, nicht in eine
Stromung {7,} mit der gesamten Menge der reellen Zahlen: als Parameterbereich
einbettbar ist. Fiir jeden vollergodischen Automorphismus 7' mit quasidiskretem |
Spektrum existiert aber die triviale Stromung, bestehend aus den Potenzen T(n € Z)
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- von T, und wenn T eine k-te Wurzel W bhesitzt, so ist T' sogar in die Stromung, be-
stehend aus den Potenzen W* = (T ¥)" (n € Z) von W, einbettbar. Damit dringt sich
natiirlich die Frage auf, wie eine sinnvoll definierte maximale Strémung aussehen
kann. Eine solche Definition wurde in [6] von H. MicHEL gegeben.- Dort wurde ge-
zeigt, daB alle vollergodischen Automorphismen mit Ry-direkt zerlegbarem quasi-

~diskretem Spektrum maximal einbetthar sind und wie reich die Klasse der Strémun-
gen ist, die solche Automorphismen ‘einbetten. In der vorliegenden Arbeit werden
. diese Resultate auf dic ganze Klasse der vollergodischen Automorphismen mit quasi-
diskretem Spektrum auf Lebesgueschen- Raumen vera]]gememert

1. Grundlegende Definitionen und Hilfsmittel . ) -
1.1. MaB- und ergodentheoretische Hilfsmittel

Es sei (X, &, m) stets ein Lebesguescher Mafiraum, d. h. inshesondere normiert und
separabel. Eine maftreue Transformation 7' : X — X heiBt ergodisch, wenn fiir alle
A€ mit T 4) = A m(A) = 0 oder m(X\A4) = 0 gilt. Vollergodisch wird eine
maftreue Transformation 7' : X — X genannt, wenn 7™ ergodisch ist fiir alle » € N.
Der Hilbertraum Ly,(X, &, m) der auf X definierten, komplexwertigen, quadratisch
integrierbaren, mod m-Nullmengen identifizierten Funktionen soll im weiteren kurz
Ly(X) genannt werden. Die maBtreue Transformation 7 : X — X induziert einen
linearen isometrischen Operator Uy : Ly(X) — Ly(X), der durch Urf = fo T fiiralle
" f € Ly(X) definiert ist. Es sei H,(T) die Menge dér Eigenwerte von Uy, d. h

H(T) = {2€C| 3 e Ly(X) mit Urf = 2f}.

1(T erweist sich als Untergruppc der Randlinie des Einheitskreises K. Mlt GI(T)
so]l die Menge der normierten Eigenfunktionen von Ur bezeichnet werden, d. h.

G(T) ={fe Ly(X) |l =1, 32€ K, sodaB Urf=7f ist}.
Dann lassen s1ch die Mengen der Quasieigenfunktionen n- -ter Ordnung G,(T) durch
‘ Gn(TA =€ LX)l =1, Fge€Guy(T) mit Urf =gjf}
und d‘ie Menge der'Qua.s.iez'genwerte n-ter Ordnung H,(T') durch’ ’ .
HAT) = {g € Goa(T) | 3 € Gu(T) wit Usf = gf

. fiir alle’n E N definieren. Somit gilt

H (T) == Hn-H(T) < GAT) & Gnﬂ( ) fiiralle n¢ N;

G’(T U G,,(T nennt_ man die } Menge der - Quasieigenfunktionen und H(T) = U H AT

die 1 \lenge der Quasieigenwerte der ’l‘ransformatlon T. Existiert eine und somlt auch
‘eine kleinste natiirliche Zahl n, fiir die G',,(T) = Gp(T) gilt, so ergeben sich folgende
Glelchungen G(T) = G(T) und H(T) = H,(T). Die GroBe

[ falls G(T) & Gpoy(T) fiiralle 7€ N
T) = min (n EN|G (T = G’,,H(T)), sonst . :

wird Halmosinvariante von T genannt. Fiir ergodische Transformationen 7 haben die
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eingefiihrten OBjekt-e folgende Eigenschaften (x';gl (p:

1. Aus f € G(T) folgt |f(z)| =1 fiir, m-fast alle z € X.
- 2. Jede der Mengen G,(T), H,(T), G(T) und H(T) ist eine multiplikative Gruppe
3. Gehoren f,, f, € G(T)-zum gleichen Quasieigenwert g, so gilt f, = cfy, wobei
¢ € K eine Konstante ist.. ' : '
4. Ordnet man jeder Funktion f ¢ H(T) durch Ryf = g ihren Quasieigenwert g zu,

< d. h. Urf = ¢f, so ist Ry ein algebralscher Endomorphlsmus der Gruppe H(T)

5. RpH,(T) S H,(T) fiir alle n €'N.

6. Der Kern des Endomorphismus Ry” ist H,,(T) fur alle n € N.

7. Die Gruppe H(T) ist abzihlbar.

8. Ist die Transformation 7' vollergodisch, so sind die Quasnengenfunktxonen die zu

verschiedenen Quasieigenwerten gehoren orthogonal.

" Auf ‘Grund der letzten der genannten Eigenschaften ist die folgende Definition

- sinnvoll: Eine vollergodische Transformation 7': X — X heiBt Transformation mit

quasidiskretem Spektrum, falls die Gruppe der Quasieigenfunktionen G(7') den Hilbert-
raum Ly(X) aufspannt. Die Klasse der auf Lebesgueschen Raumendefinierten voll-
ergodischen Automorphismen mit quasidiskretem Spektrum soll im folgendcn mit
JC* bereichnet werden.

Zwei Folgen {H,} und {H,’} von Gruppen mit den Elgenschaften

(1). chffz und Hl CH2 = -,

_ (ii) in jeder Gruppe H = U H, und: H’ = U H ist ein Lndomorphlsmus S bzw.

S’ definiert, so dafl SH,,; S C H und S'H,’,“ c II fur al]e n €N gllb

- (ili) 'H, = H," dnd .7 .

~ (iv) es existiert ein Isomorphlsmus V:H - H, der die Elemente von Hl =H, .
fest 1iBt, die Gruppen H, auf H," (n = 2, 3,~ )abblldcb d.h. VH, = H, (n = 2,
3,...) und die Gleichung Vs = 8V erfii]lt’

heiflen dquivalent und man schreibt (H, S) ~ (H', S) .
Die auf (X;, &;, m,) (¢ =1, 2) definierten maftreuen Transformationen T,: X,
—X,und 7,: X, — X, heillen isomorph (T, ~ T,), wenn Mengen M; € & ; mit m;(M;)

'

"= 1 (¢ = 1, 2) existieren, so daB T(M;) S M; (< = 1, 2) gilt.und eine invertierbare

- mafBtreue Tmnsformatlon DM, M, eXIstlert fur die dle Bedingung @7 (x)

—-Tsz(x fiir alle z € M, erfiillt ist.
Fiir vollergodische Transformationen mit’ quaSldlskretem Spel\trum auf Lebes-

.gueschen Raumen bewies ABraMow (1}, daB 7', ~ T', dann und nur dann gilt, wenn

(H(T); Rp) ~ (H(T,), Rr,) gilt. Es gilt auBerdem der folgende Existenzsatz
(vgl. [1]): Ist H, eine abzihlbare Untergruppe der Randlinie des Einheitskreises,

- die keine Elemente endlicher Ordnung enthilt auBer der 1, H, & H, S --- eine Folge

a,bzé,hlbarer kommutativer Gruppen und § ein Endomorphisrnus auf der Gruppe

4

H = U H,, so daBl H der Kern von S* 1st (n= 1 2, ...), so existiert ein Lebesgue-

scher Raum und darauf ein vollergodlscher Automorphlsmus T mit quasxdlsl\retcm
Spektrum, fiir den gilt: (H(T), Rr) ~ (H, S).

Ist T € J* und k eine.natiirliche Zahl, so heiBt der ergodische Automorphlsmus w
auf (X, &, m) eine k-te Wurzel von T, wenn W* ~ T gilt. Es zeigt sich, daB} jede
Wourzel eines Automorphismus 7' € K* ein vollergodischer Automorphismus ist. Fiir
Wurzeln von Automorphismen 7' € X* gilt der folgende Existenzsatz [5]: Ist
T ¢ XK*,'so ist fiir die Existenz einer k-ten Wurzel W (k= 1, 2, ...) von T notwendig

‘und hinreichend, dafl in H(T) ein Endomorphismus E, e\lstlert mit den Eigen-

\
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schaften

Rw—[ﬂ&mw> (GeHT) - T a

und . o . ,
H(T)={ge€ HT) | R"g=1 (n=12..). ' (1.2)

- In [5] wurdc auBerdem gezeigt, daB der hier slles entscheldende Endomorp}usmus Ry,
_wenn er existiert, sogar eindeutig bestimmt ist.

1.2. Lokalnilpotente Endomorphismen auf torsionsfreien abelschen Gruppen

Es sei G eine multiplikative abelsche Gruppe, dann bildet aié_ﬁienge aller auf G defi-
nierten Endomorphismen einen Ring E, in dem Summe und Produkt durch
(By+ Bp) g = Rig - Rog bzw. (B\Ry)g = Ry(Ryg) (9€Gy Ry, B € F)

definicrt sind. Ein Endomorphlsmus R der Gruppe G heiflt lokalnilpotent, wenn zu

jedem ¢ € G eir natiirliches # existiert, so daB RB"g = 1 gilt. Sind alle Eleniente einer

multiplikativen Gruppe auBer. dem Einselement von unendlicher Ordnung, so heiBt

die Grnppe torsionsfrei. Mit I soll die identische Abbildung auf G bezeichnet werden. |

Ist R ein. lokalmlpotcnter Fndomorphlsmus aus E, so ist der Wert der Reihe / — R -

+ R? — R3 ... fiir jedes g € G das Produkt von héchstens endlich vielen Elementen
" aus.@, die unglt,ii,h 1 sind, und man redhneb schnell folgende Behauptung nach:

Lemma 1.1: Zu. 7edem lokalnilpotenten L’ndomorpkzsmus R, der ‘auf-einer torsions-
frewn abelschen. Gruppe G definiert ist, existiert im Endomorphzsmennng E von G stets
em Inverses zu (I + R)-in der Form (I + Ry'=I— R+ R*— R3+ -

Bezeichnet .K(‘(R) den Kern des Fndomorphlsmus ReE,so laBL sich der folgende '
/ Satz formulicren:

Satz 1.2: Sind R, Rn, R, (m,n € N) lokalnilpotente Endomorphismen, defmzert'
. auf einer torszonsfrezen abelschen Gruppe G, und den Bedingungen o

(I—rR_,,. —(ITLR_( + R,)" ' : . \‘(1.3).
und ’ : . 5
&w>-&w> =12 B
genugend S0 gzlt ’ '
B Ry R, = Ry Rp.
, Bcwels Aus(l ‘3) folgt fiir )ede,sy— L 2,.
" Bull + R = U+ R R,

d. h. ‘ - K
nj ) y N
2 () #e-m =3 (”’) Rt By (=12,
. k=0 k k=0 IC )
. . . 1 . .
Fiir die Kerné Kg(R,**1) = KG(R,**Y) (s = 1, 2, ...) ldBt sich somit folgendes Glei-
.chungssystem aufstellen ' . S \

i1 . =1 i\ :
Z () o= Z () BB G=12.00,

k=0 k=0
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bzw.

Nach GROBNER {2] gilt: -

() ()

= |
1/\2 :—1 = 1T 51 NYCEETY : (a:,reell,lj)——l—l,...,z).

!

AYEAR T
)6 ()
Somit ist die Determinante det D der Matrix o -

I EANLD n \ |
L G)E) )
- 1 (2 20\ 2n " .
p="\1)\z)L-1)| - |

( in_) ‘ '
- . .
N - . N

ungleich Null, d. h. D=1 existiert und (det D) - D! ist eine Matrix mit ganzzahligen

Elementen. Dadurch ist es moglich, aus’dem obigen- Gleichungssystem das Glei-
chungssystem - : . :

| R, ' [ Bn

'RWI'RYI . R’lR"l

(det D). D=1 . D

) — (det D) -.D1. D

R,R,i o \RR,
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/ : . = .

bzw. . o
- R, . R,
(det Dy - B R = (det D) : R"F"‘
/ R R i- 1‘ ani—lRm .

‘
0

zu erhalten. Aus der zweiten Zeile der letzten Gleichung, d. h. aus (det D) - R, R,
= (det D) - R, R, folgt wegen der Torsionsfreiheit von  die Behauptung des Satzes 1
) N . ~ R

13. Zur Struktur von Binomialkoefﬁzienten p

Da nach dem Existenzsatz fiir Wurzeln von Automorphismen T die Gleichung
I+ Rp)y= (I + R,)¥ gilt, wobei By bzw. R, die Elgenwertendomorphlsmcn von T
bzw. der k-tenn Wurzel sind, und. auf diese Gleichung in den Beweisen der Satze der
Kapitel 2 und 3 zuriickgegriffen wird, soll hier eine Aussage iiber die Darstellbarkeit

Lo '1
von Binomialkoeffizienten der Form !k (k, n € N) gemacht. werden. Dabei soll

von folgendem Satz ausgegangen werden: Sind a und.d ganze Zahlen mit dem groBten
gemeinsamen Teiler 1 und durchlduft = ein volles Restsystem mod d, so durchliuft
auch ax + b fiir jede belleblge ganze Zahl b ein volles Restsystem mod d (vgl' [7])
Dleser Satz ermdglicht den Beweis des folgenden Lemmas.

Lemma 1.3: Es seien s, b, n €N, p und q Primzahlen mit p &= q und p* < n. Dann
' existiert in der Menge {0, 1, ..., n —_1} mmdestens eine Losung ¢t der Kongruenz

S

tq — 1 =0 mod p°. (1. 4)

" ‘Beweis: Da der groBte gememsame Teiler von ¢* und p?® die 1 ist und die Menge
{0, 1, ...,2 — 1} ein volles Restsystem mod p* enthélt, mull nach oblgem Satz fir
mmdest,ens ein Element ¢ dieser Menge die Kongruenz (1.4) gelten 1 - .

Lemma 1.4: Es seien s, h,n € N, p und q Primzahlen mit p % q und P = n, und
set s der Exponent VO P in. der kanomschen Zerlegung von n!. Dann gilt:

n—1 N

f[(q — 1)_0modp

Bewels Es sei j die naburlxche 'Zahl, fiir die p' < n < p’*l gllb Dann existieren
naturllche Zahlen I (1, =0,. ,7 — 1), s0 daﬂ : -

» . :
. Z l‘(] i) . .
p*= p'=* '
und ot . ‘ o : ; ' l,

ey o : _
(2“)1’"" é“(‘*zl‘) Pt (k=0,1,..,5— 1)
i=0 ) i=0 - L R . -
gilt. Aus der letzten Ungleichung folgt, daB jede aus n aufeinanderfo]genden ganzen
k

A éa.hlen bestehende Menge genau Z 1; volle Restsysteme mod p'~*enthilt (k =0, 1,
j — 1). Das heiBt nach Lemma 1 3 enthalt dle \’Ienge {0,1,...,n — 1} mmdestens
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k- . S L A
© X'l Losungen der Kongruenz - o - T B
tgh — 1 =-0 mod pi~*¥ (k=0,1,:., =1, PR ¢ :))
namlnch ]ewells mmdestens die Z I; Losungen der Kongruenz
i=0 o o
gt —1= Omodp""“ _ ' o L (L8

und mindestens lk weltere Loésungen von (1. 5 die aber nicht Losung von'(i .6) sein '
miissen. Daraus folgt aber unter Beruckswhblgung der obigen Darstellung von p’ die-
'Behauptung des Lemmas 1 :

Nun la.Bt sich der folgende Satz lelcht beweisen. _ \»'
. Satz 1.5: Es seien k neN. Dann exzsneren natiirliche Zahlen 7 und eine ganze
. Zakl v, so daf gzlt ' 4

: (l/k) T ,,>

ﬂaﬁSUDPk

1

Be weis: Nach der Definition der Bmomlalkoefﬁmenten gllt
n—1

"(i/k) _ 17k (/k—1)... (1/k ='(n — .1)) B (7.1) LT (e — 1) . ‘

nl S - k*n
‘ N . N

Aus Lemma 1.4 folgt ' o o

H (tk — 1 = 0 mod p,"‘ -

fiir jede Prlmzahl p; € (supp(n!) \supp k) wobel 8; der Exponent von p, in der; kano-
mschen Zerlegung von. n‘ ist. Damit gilt aber ,

:
'
.

H(tic—n—Omode.«. S

PEB

mlt B = supp (n' \supp k und somit dle Behauptung des Satzes: e

2. Maximale Embettbarkelt vollergodjscher Automorphlsmen mlt quasndlskretem
Spektrum R

In diesem Kapitel soll auf Grund der Waurzelstruktur eines vollergodlschen Auto-
morphxsmus mit quasidiskretem Spektrum eine einparametrige Gruppe. vollergo- °
discher Automorphismen {T.,} definiert werden, deren Parameterbereich als Unter-
gruppe der additiven Gruppe der rationalen Zahlen maximal gewihlt werden. darf.
Es wird gezexgt, daB eine Solche Gruppe fir ]eden Automorphxsmus Te JC* exnstlert

[ - Lo
2.1. Deflmtlon von Stromungen : , ’ L e

- Es ist gut bekannt (vgl. KuroscH {4]), daB ]eder a.ddmvcn 1 enthaltenden Unter—
" gruppe D, der additiven Gruppe Q- der rationalen Zahlen umkehrbar emdeutlg eine
auf der Menge der anza,hlen Piy die in. naturllcher Reihenfolge geordnet seien, defi-

Hp;, — anzahlen supp k— Menge der Prlmzahlen P;, die Teiler vonllc smd

6. Analyeis, Bd. 2, Heft 1 (1983) . -

Vol
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nierte Funktion £ mit

. . 0, wenn p;"1 ¢ D - _
&(pi) = 91, wenn p;"1 € D und p;~"! §D.

R » oo, wenn p;~! € D fiir alle I = 1, 42,4..; !

s

- zugeordnet werden kann. Dann ist D erzeugbar durch alle Zahlen l/k, fiir welche

k = Hp,*; -mit 0 S. k; < &(ps) + 12) aber nur endlich. v1ele , k + 0,

'gllt Ist ¢ eine auf den Prlmzahlen definierte Funktlon, die die Wert,e 0,1,... 0 an-
‘nehmen kann, dann bezeichne im folgenden [£] stets diejenige 1 enthaltende Unter- -

gruppe von Q die durch die Zahlen 1/k ‘mit

k= np,"' und 0 k< e(p,) + 1, abernur endlich. viéle ki =0,
' i=1 . ° ’
erzeugt wird. : h
Bezeichnet ¥ die Gruppe aller Automorphlsmen eines Lebesgueschen MaBraumes

: (X <, m) und ist 7' € T vollergodlsch so henBe eine emparametrlge Untergruppe

}

={TrcX|yeleh

T
:

von § eine T embettende []- Stmmwzg in T bzw. T heile [a]-embettbar, fal]s

gilt.

gilt..

T! ~ T und T7'+n =Tn. T (1, y2 € [€])

Essei T ¢ JC* ‘dann heiBt die durch .\ ‘ ‘ L
“ep(p;) = sup {ne Nui{0}] 3 WeX mlt Woe ~ T} . (z =12..) .

definierte Funktion ¢ die Wurzeljunklzon von 7. Damit gllt a.]so fiir jede [e]- Stro-
mung, die einen Automorphlsmus T € K* einbettet, ‘

5(1’:) = FT(ps) (7‘ =1, 2 «)s

und man deflmert deshalb eine maxnmale Stromung wie folgt Eine [¢]- Stromung @
die einen Automorphlsmus T € H* embettet helﬂb maxzmal wenn

L) =enp) (=120

2.2, Existenz in_aximaler Stromungen

Zum Beweis der maximalen Einbettbarkéit bendtigt man den folgendén Satz.

Satz 2.1: Besitzt -ein Autommphzsmus T 6 H* k -te Wurzeln (=1, 2), ky = ks,
s0 besitzt er auch eine [ky, ko]-te Wurzel. 3) o

2) Damit stets k < oo, gilt, aber auch k; = e(p,) fur endhche Werte e(p,) moghch ist, wird
k; < e(p;) +1 gefordert .
a) {k,, k;] — kleinstes gemelnsames Vielfaches von- Icl und Ir:2 ’

~
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\
\

Beweis: [k’]; bl \ind [k’k’: ko] sind teilerfremd, deshalb existieren ganze Zahlen «
\ 1 2 : . . : .
und S, so daB )
B LYY Y| (kn k] . B =
- kl ‘ + ﬂ kz - 1 . v

' gllt Weil [ kk 2] = list (i = 1, 2), muB eine der Zahlen x, f groBer als Null und die

andere kleiner als Null sein. Ohne Elnschrankung der Allgeméinheit darf man f < 0

. annehmen. Dann ist 8’ = —ﬂ >0 und somit .
Dkl k] e o \ e
Th — B v =1." . (2.1)

BeLelchnen R; (¢ = 1, 2) die (nach dem Existenzsatz fiir Wurzeln vollergodischer
Automorphismen mlt quasidiskretem Spektrum) zu ‘den k;-ten’ Wurzeln von 7'
_ existierenden Endomorphlsmen so existiert nach Lemma 1.1 der Endomorphlsmus .
(I'4+ R;)"', denn H(T) ist eine tors:onsfrele abelsche Gruppe, und somlt der Endo-. .

‘morphlsmus ,

=T+ Ry (I+R2)'5—I" T ' (2.2)
lm Endor’norphlsmenrmg‘ iiber H(T). Aus (2.2) erhdlt man

ks ksl . o (k1 k)

u+mmm—u+R*qh[U+mM777

bzw. wegen-(1:1) .

ekl L gkl

(I + Ryten = =+ RT) Tk L +Rp)y, bW,

d. h. nach (2.1) gilt L _— St ’
(4 Rk = (I Ry

. und somit '
. k) (lkx..k.l) _ ' o

Rrg = H (Rig)\ ¢ (g € H(T)). : . (2.3)

. N

~

Zeigt 1 man nun, daf} - ,
(T) QEH(T)IR"Q—I} T (rn=12:.) (2.4

gilt, so ist-mit (2 3).und (2. 4) nach dem Existenzsatz fur Wurzeln von Automorphls—
men aus J* die Existenz einer [k, k,}-ten Wurzel von T bewiesen. Aus (2.3) be-
kommt man ; :

' RTg—(R" thakal® H(R')'- mit v €Z, i>n -(n—12 .-
Ist g € H(T) und R"g = 1 (ein solches 7 € N existiert fiir jedes g € H(T) da R lokal-
nilpotent ist), so gilt also B;"g = 1,d. h. g¢ H,,(T) Fir belleblge neEN ergnbt sich
aus (2.2) fiir jedes g € H,(T) _ .

' Rng = (Ry"g)% - (Ry"g)0 - n (B - Rz’) (94]6"

itj=n

1 ~

6* . ’ : L
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. WObCl 01, 6., 6,, ganze Zahlen sind. Da R; (7, = 1, 2) die Bedingung (] 1) erfiillen, er-
gibt sich aus dieser Gleichung R?g = 1, d hi (2. 4 gilt. Damit ist Satz 2.1 bewiesen 1

‘Nun kann die Existenz maximalér Stréomungen, die vollcrgodlsche Automorphls-
_men mit quasndiskretem Spektrum einbetten, ge&elgt werden.

Satz 2.2: Jeder Autommphzsmus T € J* ist in eine maxzmale, d k. in eine [eT]
S&romung embettbar

Beweis: Dieser Bewels lauft analog zu dem des Satzes 3. 2 3in [6]. Da dle Gruppe
[sT] durch die. Zahlen 1/Ic mit .

k= ]'[p,’“ und 0k < eT(p;) + 1, aber nur endlich Viele k; +0,
erzeugt wird, ka.nn man sich darauf beschrinken zu zelgen, da.B T fur alle solche .
k k-te Wurzeln besitzt: Bezeichnet man die k; # 0 aus der kanonischen Zerlegung
“von k mit k;, k..., ki, sofolgt die Existenz von (pi;)¥s-ten Wurzeln (j = 1, ..., %)
von T sofort aus der Definition von er. Nach Satz 2.1 existiert dann auch eine Ic te
Wurzel und damxt eine T embettende [er]- Sbromung 1

-

3. Typen maximaler Stromungen
\ . . ' ..

Nachdem in Kapitel 2 die Existenz von' maximalen Stromungen fiir jedes Element.
aus J* gezeigt wurde, soll jetzt eine Aussage iiber dic Vielfalt der in Frage kommen-
den Wurzelfunktionen und der dazu auftretendéh Automorphismen gemacht werden.
In [6] wurde bewiesen, daB zu jeder auf der Menge der Primzahlen definierten Funk-
tion ¢, deren Wertevorrat eine Teilmenge.von N u {0} u {oc} ist, und zu jeder hatiir--
‘lichen Zah!l n = 2 ein vollergodischer Automorphismus 7' mit Rp-direkt zerlegbarem
quasidiskretem S pektrufn derart existiert, daB fiir die Wurzelfunktion ez von T

‘er(;p.)—e(p. =12

gilt. und die Halmosinvariante n(7") den Wert 7 hat. Hierbei heifit einc abzihlbare

torsionsfreie abelsche Gruppe H genau dann P-direkt zerlegbar, wenn P ein lokalnil-

potenter Endomorphismus von' H ist und fiir dle Kerne K H(P") der Potenzen von P
; Darstellungen - : :

 Ky(PY) —®H*' (= 1,2,..‘.) ’ o 3.1)

Ti=1

mlt gewnssen Untergruppen’ H * S H sowie Abblldungsrelatxonen

1

PH? ,— H* (z=12 ) ' . o (3.2)

gelten Verandert nian den im Beweis der oblgen Aussage verwendeten Fndomorphls- :
mus Pl, S0 laBt sich zeigen: - L

Satz 3.1: Zu jeder Funktion e, die dze Primzahlen in die Menge b\ {0} u.{oo}, ab-

bildet, und zu jeder natiirlichen Zahl n =2 existiert ein vollergodzscher Automorphis--

“mus T mit nicht RT-dzrekt zerlegbarem. quastdiskretem Spektrum demrt daf /ur die
Wurzelfunktion £7~ von T . S

ex(Pi) = £(p) (z=1,2,..'.) L

“gilt und die Halmosinvariante n(T) gleich n ist.
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\

Beweis: Es seien éine' Funktion ¢, die die Menge der Primzahlen in die Menge
N u {0} u oo} abbxldet eine natiirliche Zahl n = 2 und die abza,hlbare torsmnsfrele,
abelsche Gruppe :

{(hly .".') kn—'b hn—l’ hn) | k] E Q(? ‘= 1: ey N — 2)’ hn—l € [5]’ hn E Z}
o N - . ° B B n

mit . o
By coiy b)) - (By'y ooy ) = (By R ooy By + h,,’) .
gegeben. In H wird durch - '

P(kl: . n) = (hz + hs + + hm h3 + hd + + km o ‘hn—l + b’n’ hm O)

ein Iokalmlpotcnter Endomorphismus P:H--H defmlert Es gllt KH(P")
(1) H ust'nicht P-direkt zerlegbar: ‘

. Diese Aussage soll indirekt bewiesen werden. Vlmmt mian an, H lst P- dlrekt Lerlegbar
- dann folgt aus :

Ky(P') = h €H|h= = Ry, e hiy0,..,0) (=12 ..,n)
und (3.1) * o , . .
H* = Ky(P) = {h¢ H [h = (hy, 0, ca O N )

Da jedes Element aus K 4(P?) auf genau eine Weise als Produkt von je-einem Element .
aus H,* und H,* darstellbar sein mu8, folgt aus (3 1), (3.2) und (3.3) '

CHF = e H b= (r,hy 0,500, PR o (34)

wobei # eine fest gewiihlte ramona]e Aahl 1st Weiter erhalt man wegen (3. 1) aus (3 3)
und (3. 4) :

H*—{keHlk_‘(rl)rérhS)O‘: ,O)} »
mit fcst aus den rationalen /ahlen géwihlten rl und To. Fir dxeses Hy* gilt aber
s PH*_{hEth_(r2+h3)k8) 3 o $H2‘

Das ist ein Wlderspruch zu (3.2), d. h. es gilt (1)..

(2) Es existiert ein Automorphismus T € H* mit. der Halmosmvanante n(T) = n,
dessen Quaszezgenwertgruppe H(T) nicht Rp-direkt zerlegt vst:
Jede abzihlbare torsionsfreie'abelsche Gruppe ist isomorph-zu einer Untergruppc der
Randlinie des Einheitskreises K, (vgl. [1]). Es sei 4 der Isomorphlsmus, der H in dle
Untergruppe H von K uberfuhrt dann ist die durch-  ~ .

S(am) = (P(h) (b€ H)

definierte Abbildung S: H — H -ein Endomorphlsmus derart daf (I:I S) -alle im

_ Existenzsatz von Abramow (vgl. Abschnitt 1.1) geforderten Eigenschaften hat. Das
heiBt es existiert -ein vollergodischer Automorphismus 7' mit quasidiskretem Spek-
trum, fir welchcn .

(H, 8) ~ (H(T),RT> T

v,

' )
_gilt. Bezeichnet man den somlt exnstlerenden Isomorphlsmus von H auf H(T) mit V,.
so erhdlt man

RT=V-Z-P-Z“~V“

-,

-und -

< H(T) = VA(H).
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Da V und 7 Isomorphisnien. sind, folgt aus den letzton beiden Glelchungen sofort
~daf »(T) = = gilt und H(T) nicht Rr-direkt zerlegbar ist.

(‘3) Fiir den in (2) erhaltenen Automorphismus T gilt ex(p;) = &(pi) fiir alle 1= 1

A (‘3 a) Esisti € N and ¢; = ¢(p;) < oo. Dmm gzlt g < sT(p,) Denn ist g € H(T), so
ex1stlert einh¢ H fir das gllt :

g= V}.(h) V)((hl, coor b))
und damlt ist o _. . /
Rrg = Va{(hy 4 - 4 by 4 - S S )
Da alle Koqrdmaten hi () = 1,...; » m) von k Elemente von @ sind, erhéilt man
bk e R h)PREQ . (=2 .un— 1)
. und auf Gr_imd def Definition von [£] und der Ganzfnahli‘gkeit von h, sozgar'

/.

o heepime[e],
d. h. _ ’ : , . o .
L V(e ) B e (e ) B Rt 0)) € H(T).
Die‘ses Elem.entzvon H(T) erfiillt die Gleichung o . o

2P = ng . - i '
und sbll‘ mit (Rrg)? " beie{chnet werden. Weiter gilt .
" Ry = Vi((hj R Sy Y ...,'0)) _ .
[V;(((h,,,, 4o 4B P k0, o)y -
(7_2 ,n—lrEM,

d. h., in H(T) existieren Elemente sie sollen mit (RT’g)”' bezeichnet werden dle der
»Glelchung = RT’g (7 = 2,...,m2 = 1; r € N) geniigen. Setzt man,

o N
,‘,qj:(/??") .(7':12...)

und_beriicksichtigt das Resultat des Abschmtts 1.3 iiber.die Darstellbarkelt von
Bmomlalkoefﬁmenten so folgt aus den obigen Ausfuhrungen

(Rr’g)‘"eH(T G=1,...,n—1). _

Dann lst aber dle durch
v

- R,g—H(Rr’g)q’—H(Rr’m” : (gE'H T)) ' L - (33) .

defmlerte Abblldung R H(T) >H(T ein lokalmlpotenter Endomorphlsmus Im
Endomorphlsmenrlng E von H(T) kann auf Grund von (3.5) ‘

R; = Y q;Ry : T ¢ X)W

S =1
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. ~

" geschrieben werden. Aus (3.6) folgt nun’
I+ R) = 2 qiRy = (I + R,-)l/m" .bzw. (1 + Rj)»*" = (I + Ry).

Damit hat RT die folgende Gesta.ll:

RT = Z“ (p;“) R, - ' ’ . . (3.7
. . . t=1 . v o ) : 4
d. h. es gilt : , B
nlt (m“) ' . ' . ) .
= I (Rig) ! (geHD). - . 3 . (38)
(3.6) und (3.7) liefern ) '
R = (plz‘)n R + hohere Potenzen von RT (n = 1 2 ) . (3.9_)A
bzw. ' 4 S S :
RT" = (p;#)" R+ hohere Potenzen von R; (n =1,2,..). (3.10)

Istg € H (T, so ertibt sich aus (3.9) R;%g = l wihrend fiir emg € -H(T) mit R.‘”gl= 1
aus (3.10) By"g = 1, also g € H,(T) folgt. Das heiflt aber : o
Hy(T)=1{ge HTY|Rrg =1} (n= 1,2, ). : ©(311)
- ‘Mit (3.8) und (3.11) ist nach dem Existenzsatz fir quzeln‘/ von Automorphismen
'T € J* gezeigt, daB T' eine p;“-te Wurzel besitzt. Somit gilt & < ep(p5).

. Wire &; + 1 <-ex(p;), so wiirde eine p;*+1-te Wurzel von T existieren, und der SO- .
mit . nach .dem “Existenzsatz fiir Wurzeln von Automorphismen aus J* existie-
rende Endomorphismus R; wire auf Grund seiner Eindeutigkeit definiert durch .

n - ‘ o '1/1;;"“ .

Rig = [[ (B9 (g € HD) wit ;= ( ; ) CGi=1,.n—1).
Wiirde man- g = V/( ., 0, 1)) é‘H(T) wihlen, so beké,me; man Rrg = V}.((_l,
1, 0)) und damit : o .

. 1 S ‘ '
RTg)q.! =.Vi ((W, ey W, 0)) .: ) . : .
1 ‘ '
. Da a,ber pROESS g [e), ist &; + 1 £ ep(p;) bewiesen.

Aus & < er(pi) und g + 1 £ er(p;) folgt &; = er(p)) fur £ < oo. :
(8.b) Ist fiir ein ¢ € N &(p;) = oo, so zeigt man wie in (3.a) die Existenz einer pi*-ten
Wurzel von T fiir jedes k; € N und damit, daf er(p;) = oo gilt § -
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