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Eine Reihe bekannter nurneriseher -Verfahren zur iterativen Lasung linearer Gleichungen in 
Banachräumen kann man in der Form 

	

= AA -1 A0x0	(n = 0 1 2 
mit affinen Operatoren A n darstellen. Besitzen die Operatoren A n gemeinsame Fixpunkte, so 
existieren oft affine Projektoren P mit der Eigensehaft 

P=A5P=PA	(n=012 

•	In der vorliegenden Arbeit werden Konverenzsatze für Iterationsverfahren mit soichen Opera 
torfolgen bewieseh. 

MHorne w3BecTHhIe BU4HCJIMTeJIbHbIe MeTob1 JKJlF1 wrepaEuloHHoro pelueHufi J1I1He1IIb!x 
ypaBHeH}In B BaHaxoBoM npocTpaHcTBe MOI'T 61lTb npegcTanJleiibl B BMe 

•	 = AA 5_ 1 ... A0x0	(n.=0, 1, 2 ...)	
0 

c aNnlHHbIMH OrIepaTOpaMM A,,. ECJHI onepaTopu A. IlMeloT o6iiue HerIoBlixHbze Td1HU, 
TO 'laCTO CY[UBCTBYIOT a44MHHEJe npoeHTopaz P CO CBOCTBOM	- 

P=AP =PA,,	(n=0,1,2,.:.). 
B aHHO1 C'rarbe JoHaahIBaloTcH Teopembi 0 CXOHMOCTH HTepauHouHux MeTo)OB C TaIUIMH 
onepaopaiu nocJleJOBaTeJ1bHOCTRMH. 

Many wellknown iümerical procedures for the itrative solution of linear equations in Banach 
spaces have the form	

0 

x. , i = A,,A,,_ 1 ... Aoxo	(n = 0, 1, 2, ...)	•	 0 

•	with ffine'operators A,,. If the operators A. possess common fixed points, then there often 
exist affine projectors  with the property	 • 

P = A,,? ='PA,,	(n= 0, 1,2, ...). 
In this paper some convergence theorems are proved for iteration methods having such opera-
tôr sequences.  

•	0. Einfuhrung	
•0 •
	

0	

0 

Zunachst werckn einigeErgebnisse über affine Teilräume und affine Operatdren ohñe. 
• Beweis zusarnnengestllt. Dann betrachten wir Mengen affiner Opera toren A, für 

die ein gerneinsamr affiner Projektor P. mit P = AP = PA existiert. Insbsondere 
untersuchen wir derartige Operatormengen, die aus affinen Projektorenrnit ge-
wissen Orthpgonalitätseigenschaften bestehen. AnschlieBend weden die erLielten 

10 Analysis d. 2, , Heft 2 (1983)	-	 •	 S	
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Resultate benutzt, urn Konvergenzaussagen für Iteratiohsverfahren der -Gestait.. 

= AA_, ... A 0x0	(n	0, 1, 2,  
•	mit affinen Operatoren A. herzuleiten: Auf. dieser Grundlage gelingt es, Konver-
•	genzbeweise für eine Reihe bekanntèr lterationsverfahren zu verallgenieinern und zu 

•	vereinheitlichen. Darüber hinaus werden spezielle Darstellungen soicher Verfahren 
und Lasungseigenschaften der Grenzelemente x.. aligegeben. 

1. Afuine Teitrãume und affine Operatoren 

Es sei X ein Banachrauni.	 - 

Definition 1. 1: Die (nicht leere) Teilmenge M von X heiBt a//in;falls fur beliebige 
Skalare ? die Beziehung 

+ (1 —2) M	M	 (1.1)

gilt. Die Teilnienge M heillt a/liner Teilraum, wenn sie affin und abgeschlossen ist. 

In der englischsprachigen Literatur werden affine Mengen auch als lineare Variètä- 
•	ten (linear varieties) he'zeichnet (siehe 3:S. 4, 14: S. 137]). Jeder affinen Menge M 
•	kann man auf natürliche Weise die lineare Menge 

• M := M - M= M - d	(d E M beliebig)	.	 (1.2) 

zuordnen, die wir den linearen'I'eil von M nennen. Ein System 9J1 von affinen Mengen 
M heif3t zentriert, wenn fl M	0 gilt. 1st 9)? zentriert, so ist fl M wieder eine affine 

M E P	 MEn1 
Menge mit demlinearen Teil fljll. Weiterhin sind in diesem Fall zwei Mengen aus 9)? 

METZ 
genau dann gleich, wenn ihre linearen Teile übereinstiiiimen. .l)as Paar (M, N) affiner 

•	Teilräurne iJ,N von X heiBt k'omplenientar; wenn X = M'ED N gilt. 1st (M, N) korn-
p1einentai, so enthält M n N genau ein.Elenient. 

Es sei. Y ein weierer Banachraum. 

Definition 1.2: Der Operator A von X in Y heif3t a//in, falls für heliebige Ele- 
mente x, y aus X und beliebige Skalare A gilt:	 S 

A(Ax±(l-2)y)=AAx±(1---2)Ay .	 (1.3) 

(siehe [6: S. 35]). Mit R.(A) bezeichnen wir den Wertebereih und mit N(A) den Null-
raum {x E X : Ax = A0} von A: Sehliel3lich bedeute (X - Y) die Menge aller affinen 
Operatoren von X in Y. • 

Jedern affinen Operator A kann man auf naturliche Weise den linearen Operator A 
mit	•	 - 

Ax := Ax— A0 = A(x + y) - Ay '(yE X beliebig) •	. •	(1.4) 

ziiordneri, den wir den linearen Teil von A nennen. Der Wertebereich R(A) eines 
• affinen Operators A ist affin und hesitzt den linearen Ted R(A). Scin Nullrautu N(A). 

ist linear. und stiñinit mit N(A) [therein. 1st die Menge - 
•	

•	.X(A,b):={xEX: Ax ==b},	5EV,  

nicht leer, so ist sic affin und besitzt den linearenTeilN(A).
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Die Menge (X -* Y) Iäf3t sich wie üblich zu einern linearen Raum machen. Dann - 
ist far beliebige A,'B € (X -> Y) der Operator A ± B der lineare Teil von A + B und 
der Operator AA der lineare Teil von AA. 

1)efinition 1.3: Ein Operator A € (X —Y) heiBt beschrankt, falls die Haibnorni 

DAD	
sup lAx - AylI = hAll	 (1.6)

llx — yhl 

endlich ist. Die Menge alter beschränkten (bzw. stetigen) Operatoren aus (X	Y) -
wird mit [X - Y] bezeichnet. 

Definition L4:Ein Operator A E [X	Y]heiIltein/ach, wennzwei verschiedene
Elemeñte x, y aus X mit 

11 Ax - Ayhl = DAD lix —. ,y t j	 -	 (1.7) 

existierén.  

Der Operator A ist genau dann einfach, wenn seine linearer Teil A einfach ist. Em-
fache lineare Operatoren nennt man in der englischsprachigen Literatur auch ,,norm-
attaining". Dcii' Beweis von Satz 4.5 in [10] kann man entnehmen, dalI für reflexive' 
Räunie X kornpakte Operatoren A € [X —*Y] einfach sind. 

Operatoren A aus dern Tei!bereich 

[X -^ Y].	(A €[X	Y]: Ax* = b),	x E X,	b €,Y	(1.8)

bestzen die .Darstelliing  

Ax=A(x_x*)+b.  

Zwei Operatoren dieses Bereiches sind genu dann gleich, werin ihre linearen Teile 
i flbereinstinimen. Eine Folge (A n ) von Operatoren A € [X - Y Iba,ø heilIt gleichniaf3ig 

konvergent gegen einen Operator A € [X -* wenn a A, - A D - 0 für n - _-

gilt. 
Es sei jetzt X Y. Dann wird (X - X) mit der üblichen Operatoraddition und 

-multiplikation zu einem Fastring. Weiterhia ist für beliebige A, B E (X—X) der 
Operator AB der lineare Tell von AB. Entsprcchend wird auch [X —X] zu einem 
Fastring, wobei für AB € [X - X] inshesondere DARt	D.ADUBD gilt. Die Fix-



punktmenge F(A) := {x € X: Ax = x} eines Opei'ators A E (X -* X) ist affin und 
bésitzt den linearen Teil-F(A). Eine Operatormenge ¶1t	(X -± X) heillt zentriert,
wenn das Mengensystem {F(A) : A € } zentriert ist, d. h:, wenn fl F(A) * . 0 gilt. 

AE'2. 
1st W zentriert und x En F(A), dann gehoren alle Operatoren A aus W zu der multi: 
plikativen I-lalbgruppe A E I	 S	

: 

[X]. := [X --	= {A .E [X - X]: x € F(A)},  

in der eine gleichmäBige Operatorkonvergenz erklärbar ist (vgl. (1.8)).  
Ein indempotenter Operator A € [X -+ X] heillt (stetiger). Pro jektor in X. For 

- Projektoren A erhält man	-	 - 

•	R(A) = F(A)= N(I - A) ± A0,	N(A)  R(I —A). 

Sie projizieren auf R(A) langs N(A). Jedem Projektor A éntspricht gemal3 der Zu-
ordnung R(A) = M, N(A) = N eineindeutig ein koniplenientàres Paar (M, N) atis 
der affinen Menge M und -der linearen Menge N.	 - 

10*	 -	-



148	D.SCHOTT	 -	 - 

1 2. Kollektive Operatormengen 

Es sei X ein Banachraum, 91 eine Teilmenge von [X - X] und P effi Projektor aus 
[X - X. Weiterhin bezeich.nen 9fo die Menge aller A mit A € W. 

Definition 2.1: Der'Projektor P heiBt Projektionskern von 21, wenn 
-	 P =PA = AP. für alle A € 21 

gilt (vgl. Definition 1.1 in[9]). Die Operatormenge 91 hei8tP-kollektiv, wenn 
,A'IR(P)=I'R(P),	AN(P)N(P) füralle A.€21 

• gilt. 
Diebeiden definierten BegrifEe hängeñ ünniittelbar zusammen. 

• S a tz 2.2: Die /olgenden Bedingungen sind äquivalent: 
a) P ist Pro jektionskern von 91.	 . 

•	b) 21 ist P-kollektiv. 
C) Es ist R(P)	fl F(A),-.N(P) Q un tj R(I - A).	 -. - 

• '	 S	

AE2X 
d) Jedes A aus 21 ist die direkte Summe der beidenOperatoren I I R(P) und A -N(P), 

•	wobei stets APO E R(P) gilt.; 
-	

•.- Beweis: Ersetzt man in a)—d) die Operatoren durch ihre linearen Teile, so -ent-
•	stehen die Bedingungen,	 - 

• a') PI = P = PA = AP für alle A €91; 
•	b') A I R(P) = I I R(P), AN(P)	N(P) für alle A E2t, 
• .	c') R(P)	fl'N(I - A), N(P) un  U R(I - A),	 0 

:A E 9I.	 AE'?,	- 
d') A = I I R(P) $ A I N(P) für alle A € 210.	-	.. 

• Die Aquivalenz dieser Bedingungn wurde im wesentlichen in der Arbeit [9] des 
Autors gezeigt (siehe Sätze 2.3, 2.4 und 2.8). Aus a)—d) ergeben sich jeweils a')—d') 
und die -Eigenschaf ten 

•	-	e) 21 u {P} ist zentri 'rt (bzw. fl F(A), R(P) ist zentriert).  
IA E W	 J f) Es gilt A0 E N(P) für alle A € W.  

Umgekehrt folgen unter den Voraussetzuiigen e), f) aus a')—d') auch jeweils a)—d) - 
-	(siehe Abschnitt 1). Daraus erhält man sofort die Behauptungen des Satzes I 

P-kollektive Operatormengen- sind stets zentrirt. Will man feststellen, ob eine 
•	- Operatormenge 21 P-kollektiv bezuglich. irgendeines Projektors P ist, so gibt Be-

dingung.c) einen wichtigen Anhaltspunkt, welche P als Kandidaten in Frage kommen; 
- Bedingung d) spielt insbesondere bei Konvergenzbetrachtungen eine Rolle (siehe Ab-

sóhnitt 4).	 -	 - 
Für die weiteren Anwendungen ist es notwndig, den Begriff derP-kollektiven •	Operatormengen weiter zu verschärfen.	 - 

.• '. Definition 2.3: Die Menge 91 heil3t stark P-koflektiv, wenn • 

• R(P)= . flF(A),	N(P) Q un U R(I - A) -	- i	 • 
- A E U	 .	 4E21. 

gilt. Steht auch in der zwciten Beziehung das Gleichheitszeichen, so ist P eindeutig 
bestirnint und 21 heit3t èiñfach stark kollektiv.	• • 

Mit Hilfe von Satz 2.2 erkennt man sofort, daB jede stark P-kollektive Menge 21 
auch P-kollektiv isL Weiterhin ergibt sich unmittelbar	-
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Le m ma 2.4: Die; /olgenden Bedingungen sind aquivalent:	S 

•	•a) 2t 1st stark koljelctiv.	 V 

b) 
(

n F(A), fin  R(I - A)\ istkornplementär.	 .• V	 V 

•	 AE2	• AET.   
c)i ist.zentriert, und es gilt X = fl N(I - A) ()Iin U R(I - A).	 V 

• :AEW. . AE91. 

•	Beispiel2.5: Zurachst ist {P} trivialerweise stark kollektiv. Aligemeirier ist für 
jeden Operator A E[X –* X] mit	 V	 V 

:	 XN(I_AR(I—A)V	 (2.1)	 V 

die einelernentige Menge {A} stark kollektiv. Die .Beziehung (2.1) istetwaerfüllt, 
V wenn die Folge (An ) konvergiert oder wenn I - A eine sogenannte rippen-Inverse 

besitzt (siehe [13, 7]).  

•	Beispiel 2.6: Gilt in einem Hilbertrauni'X = H für eine Menge1 und einen	• 
Projektor p 

V	

V	 ,	 V	 -	

'	 :'	

V 

• 'V	 fl F(A)= R(P),	A 2.= A	A*, aufN(P) für allé AC L	(2.2) 
V	

A€21'	'	V	 V	 V 

so 1st 9f stark kollektiv. Insbesondere ist jede zentrierte Menge 9f von Operatofen A, 
deren linear Teile Orthoprojektorn sind, stark kollektiv (siehe hierzu [9: Lemma 5.3]). 

3 Metnsch kollektive Projektorinengen 

Es sei I ein Banachraurn, Z eine Menge von' Projektoren aus [X - X]'und P em 
•	weiterer, Projektor aus [X - X]. Au, I3erdew bezeichie	die MengeValler T mit	V 

V	
,fl	 V	

V	
V 

	

• In [2] wird die Orthogonalitat von Elenienten bzw. Mengen in Banachräumen defi-	
V 

niert. Diese Orthogonal itit , ist i. a. weder symmetrisch noch additiv. Wir wollen die	V 

Definition fur unsere Zwecke etwas modifizieren	 - 

Definition 3.1: Es sei M eine Teilmenge von X und m ein Element von M.VD1e 
Menge	 I	 ,	-	 V	 V 

V	 (M, rn) := {x E X: jjx - mu = d(x,'M)}	 • " •'

hei0t Orthogonalmenge zu M bezuglich m. Für (M, 0) schreiben wireinfach M.' 
Die Beziehung x E (M, rn) bedeutet offenbar, daB rn eine beste Approximation 

(b A ) von x in Mist Im Hilbertraum 1st N	(M, m) aquivalent zu M	(N m) 
V SchlieBlich gilt hier	V 5, V	

'	 :	 '	 V	 '	 V 

V	

' M = x E X : ,(x, y) = 0 für alle y € M),	, '	V V	 V V 

so daB die OrthogontJitat additiv und symrnetrisch ist.'	 •	 V 

Definition 3 2 Die Menge 9 heil3t mtrzsch (P-) kollektzv wenn sic stark (P 
kollektiy ist undaufN(P) für alle T € Z die BeziehnngR(T) = IN (T), TO) bsteht.'' . V V 

Die in Beispiel 2.6 genannten Operatormengen siñd auch metrisch kollektiv. Wir 
wollen nun untersuchen, weiche. Eigenschaften die in.Definition 3;2 vdrkommende 
Beziehurig R(T) = (N(T), TO) nach sich zieht.	

V V

	
V	

•	 V	

S VV 

V V S
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Lemma  3.3: Fir. lineare (stelige) Pro jektoren T. sind die folgenden Bedingungen 
äquivalent: 

	

•	a) R(T)	N(T), 
b) x - Tx istb.A. von x in N(T) fur alle x E X, 
c) 11Th = 1. 

Beweis: Die Behãuptung ergibt sich unmittelbar aus einem Satz in [7: S. 38—. 39], 
wenn man dort den Projektor T durch den Projetor I - T ersetzt I 

....Satz 14: Für T E. sind die folgenden Bedingungen aquivalent: 
a) R(T) = (N(T), TO), 

• b) x -. Tx + TO ist die eindeutig bestirnmt b.A. von x.in N(T) für alle x E X, 
C) 0 T = 1, N(T) ist Cebyshev-Menge, 
d) ll Tx - TOil = lix - T011 für alle x E R(T), 

IlTx - Toll < lix —TOIl für alle x 0 R(T). 
Man erhalt weitere dazu äqiivalente Bedingungen, wenn man T jeweils durch semen 
linearen Teil ersetzi. 

Beweis: Man sieht leicht, daB die Bedingungen bei Ersetzung von T durch T in 
äquivalente Bedingungen überghen. Wir können tins daher darauf beschränken, 
die Behauptungen für T E Z, zu beweisen. 

1. Es sei R(T) = N(T). Dann 1st x - Tx nach Lemma 3.3 eihe b.A. von xin 
N(T). Es sei y ein beliebige b.A. von x in N(T). Dam it gilt li x - y ll- 5 lix - zll fir 
alle z E N(T). Wegen y E N(T) bedeutet das audi iix - yil lix - y - zil für alle 
z E N(T). Also gehort x - y zu -N(T) = R(T). Daraus ergibt sich aber 

x -- Tx'= x - T(y + (x -- y) ) = x - (x— y) = Y. 

2. Es sei x - Tx für alle ,x c X die eindeutig bestinimte h.A. von x in N(T). Dann 
gilt nach Lemma 3.3 offenbar ii'flb = 1. AuBerdem ist N(T) nach Definition eine

	

•	Oeb3ishevMenge. S 

3. Es sei lA T h = 1 und N(T) eihe ebyshev-Menge..Dannerha1t man sofort jjTxjj 

	

• •	-IIxll für a!le xE X und il Txil - lxii für allë v E R(T). -Wir wollen zeigen, daB'umgekehrt
aus Jl TxIl = ixil auch x E R(T) folgt. Dazu seixein beliebiges Element mit hi Txil = iixll. Dieses x genügt für alle z E N(T) der Beziehung lIxII = II T (x	z )hJ	lix	z il und
liegt damit in N(T). StelIt man x in -der Form x x 0 +x, (xo  E R(T), x 1 E N(T)) 
dar, so gilt sowohl hlxoii	lixo - zil alsauch jjxjj = lixo - (—XI)ii	llx - (—x 1 ) - zIlf iii a1Ie z E N(T). Wegen x 1 € N(T) ergibt die letzte Ungleichungauch Jjx0 - (—x1)ll 

hixo - z il für alle z E N(T). Demnach sind die beiden Elemente 0 und —x 1 b.A. von 
x0 in N(T).Da N(T) nach Voraussetzungeine Oehyshev-Menge 1st, muf3 x 1 = 0 scm. 
AlsogehörtxzuR(T). Dasbedeutet Aber ilTxll = lxii für allex E R(T)und hl Txil < 11xil 
für alle x 4 R(T). 

4. Es sei hlTxil = lxii für atle x € R(T) und ll Txil < Jjxjj für alle x 0 R(T). Dann gilt 
hJ Til = 1. Nach Lemma 3.3 erhiilt man darius R(T)	N(T). Wir zeigen, daB auch 
-4 N(T)	R(T) erfüllt 1st. Ein beliebiges Element x aus N(T) genflgt füralle z E N(T)
der Ungleichung Ijxjj 5 lix - z ll . Setzt man speziell z = (I - T) x, gelangt man zu 

	

-	• lx ii	iiTxhl . Da andererseits auch ll Tx ll	lIx Il gilt,folgt x E R(T) I 

Definition 3.4: Es seien M, N zwei affine TeilräumevonX. Weiterhihbezeichne 
SN die Menge {x € N: j jxjj = 1). Dann heif3t die Zahi 

5(N, M) := sup d(x, M) 
XESN
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Of/nung von N beztiglich M und die Zahi	 S 

ô'(N, Al) := max'{6(N M), (M, N)) 

011nung zwischen N ud M (vgl. [3: S. 197]). 

Es ist offenbar stets 0 	(N, M) :!i^-	1. Für, Operatoren T € Z. nut
R(T) = (N(T), To) kann man BTU aufTeilräuinen durch Offnungen ausdrucken. 

Lem ma 3.6: Es .sei N ein at jiner Teilraum von X und T E Z ein Operator mit 
11(T) = -(N(T), TO). Dann gilt	 S 

(N,N(T)).=oTiNo: .	 . 
Beweis: Unter Beachtung von Definition 35 und Satz 3.4 erhält man 

-	(N, N(T)) = sup d(x, N(T)) = sup i x - (x -. Tx)ll = IT I N il = UT I No U 
XESN	 ZESN 

4. Konvergenzaussagen für Iterationsverfahren mit affinen Operatoren 

Es sei X eiñ Banachraum und P ein Projektor aus	- X]. Wir betraehten jetzt 
Folgen (A,,) mit A,, E [X	X] und (F,,) mit F,, := A,,A,,_ 1 ... A (ii = 0, 1, 2, ...).

—Diese Folgen treten bei dem (i. a. intatiónären) Iterationsverfahren 

x,,+1 (x) := A,,x,,(x) = FnX	 .	 (4.1)

am. 

Lemma 4.1 Es sei {A} P-kollektiv. Dann gilt:' 
a) (F,,) ist P-kollektiv. 
b) (F,,) konvergiert genau damn (stark bzw. ,gleichmaf3ig) gegen P, wenn (F,,) an! N(P). 
(stark bzw. gleichmäf3ig) gegen (den Nulloperator) 0 konvergiert. 

Beweis: Aus P = PA,, = A,,P folgt auch P = PF,, = F,,P und damit a). Die Be-
hauptung b) ergibt sich direkt aus Satz 2.2 (siehe d')) I 

S a f  4.2: Die' Folge (F,,) konvergiere (stark bzw. gleichnaig) gegen den Grenzopera-
tor F. Damn sind die nachstehenden. Bedingungen aquivalent:'	 - 
a) F,0 ist ein Projektionskern von (A,,).	-	 S 

b) Es ist R(F)'= fl F(A,,), N(F) '= un U R(I - A,,). 

Unter jeder die-sr Bedingun gem hat das Grenzelement x von (4.1) die Eigenscha/ten 
c) x,,(x) = x, x(x,,) = x(x) für alle n. 

Beweis: Zunachst ist a) nach Satz 2.2quivaIent zu  

W)	R(F) 9 flF(A,,), N(F) Q un U 11(1 --A,,). 

Man beachtedabei,daI3 aus b') die Idempotenz von F folgt. DiéFolge (F,1 )konver-
giertoffenbar gegen	Aus der Gleichungskette 

I -

 

F. =L A,, ... A, 1 (1 - A) =(t - A) A 1 ... A. 

erhält man sofort	 S 

N(I - F) fl F(A,,),	R(I - F) 9 un U 1! -
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AuBerdem gilt R(F) N(I - F) uhd N(F) R(I - F). Unter derVoaus-
setzung a) 1st ,{A, F} entriert, so dalI auch	- 

R(Fc,)	n' F(A.) 	N(F,c,)	fin tj R(1 - A)	 S 

erfüllt ist. Unter Beachtàng von b') ergibt sich die Aquivalenz von a) und b). Schlie13-
lich zieht a) sofort c) naçh sich I	 S	 S 

Folgerung 4.3: 1st {A} P-lçollektiv und konvergiert (F) (stark bzw. gleichmaf3ig) 
gegenP, dan5n ist {A,} stark kollektiv.  

Beweis: Nach Voraussetung.ist F = P. Aus Satz 4.2 u.nd Definition 2.3 resul-
tiert die Behauptung I 

Wir wenden uns nun Folgen (T) von Projektoren T E [X -* X] zu und wollen 
Konvergenzsatze für die Produktfolge (P a ) mit P,, := TT_ 1 ... To herleiten; Eine 
erste cihfache Aussage erhãlt man unter-Verwendung des Offnungsbegriffes (siehe 
Definition 3.5).' Im weitereri bedeüte	 -	 V 

	

:= T I N(P),	ô(P) :=ô(R( 1 ), N()),	I : .I/N(P). 

Satz 4.4: Es sei {T} metrisch P-kollekti,. Enthält die Folge (6(P)) eine Teil/olje 
(6"'(P)) mit 7:-= sup (P) < 1, so konvergiert (Pa ) glezchma,Bag gegen P Dabez gilt 

	

.R(P)fl R(Tn ) ;	N(P) = ' in U N(T).'	 V 

Beweis: Wir zeigen zun gchst, dal3 VP,, :=	N(P) gleichmaBig gegenO konver-
giert. Es ergibt sich	

V	 / 

:!II	 R(P1)IJ = L	R(P 1 ), N( ))	 V 

/fo(R( 1 ) N()) =/J 6,(P) 

iDén Beweis für die erste Abschatzung findet man in[ 101. AuBerdem wurde Lemma 3.6 
benutzt 1st m0 das maxnnaue m mit m' n so erhalt man weiter. 

floI(P)	 0	(n	.o),	 -	S 

denn mit n strebt auch m0 gegen Uhendlich. Daraus gewinnt man in Verbindung mit 
Lemma 4.1 die erste Behauptung. Nach Folgerung 43 1st {T} damit stark kollektiv. •	Berücksichtigt man, daB dieTProjektoren sind, gelangt man zur zweitenBehau 1 i-

	

• tung , I	 S	 V	 V 

•	Der Jetzte Satz beweist sofort	V	 '	

V 

•	Folgerung 4.5: Es sei {T} metrisch P-kollektiv. F]nthalt {T} :nur endlich viele 
verchiedene Operatoren T,, ..., T,, mit	

V	 --	

V 

•	

-	 V V

 

6(R( ) N( ,)) < 1	(i,:j E{1, h.., m}, i
 

und ko,nrnen niindestens zwei der Operatoren T,, unendlich oft in (T 8 ) vor, so konvergiert V 

(P,) gleichmaf3ig gegen P.
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Die obigen Aussagen bleiben nattirlich richtig, wenn man die Offnungen ô dur'ch 
die syimnetrisierten Offnungen ô' ersetzt (siehe Definition 3.5). Es sei noch darauf hin-
gewiesen, daB (P) < 1 notwendigerweise dim R(_ 1) dim N() und ô'(P)< 1 
notwendigerweise dim R(_ 1 ) = dim N(1) nach sich zieht (siehe [3: S. 200]). In 
HiIberträuinen ist aul3erdem ö'(P) =	-	--	(vgl. [1: S. 95]).	 • 

Das folgende Lemma bereitet denzweiten Konvergenzsatz vor, der Satz 4.10 atis 
[10] verailgemeinert.	 -. 

Le m in a 4.6: Es sei (T} mefrisch P-/collektiv. Dann gilt für jedes Teilprodukt 
k 

T := TkTL_l ... P1 von (Ta ) !nit R(P) = fl R(T 1) die Ungleichwng i!Tx I I
 < jIxIj, falls 

x in N(P) \ (0} liegt. 1st T auflerdem eihfach, damn gilt sogar T .N(P)II < 1. 

Beweis: Alle Opratoren T,, besitzen nach Definition 3.2 und Lemma3.3 
Norm 1. Weiterhin ist aufgrund von Satz 3.4'für alle XE N(P) \ R() die Un-
gleichung II x lJ < I jxII erfulit SchlieBlich bedeutet R(P) = flR(T 1 ) offenbarfl R(,) 

•	 {0}.Sei nun x E N(P) \ {0}. Dannexistiert' also ein i € {l, ..., k} mit x R(',). 

	

• Wird i minimal gwahlt, erhält man somit	 ' S 

!Xft	IIk ..	... T 1x 5 1A ...	= IjT 1xIj	!Ix. 

Die Ietzte Behauptung ist unniittelbar einzusehen (vgl. Definition 1.4)1	 -. 
Sat z 4.7: Es sei- {T} imetrisch P-kollektiv; Auf3erdem mOgen unendlich viele Teil-

produkte Tkz :=	... Ti von (Ta ) existiei en, so dap gilt:	 '	 S 

a) {T:,...,Tk} = {T},	 S 

b) k— 1 ^-,r für ein gewi.sses jestes r,  
c) Tfr 1 einfach auf N(P).	 •. 

Dann konvergiert (P,,) gleichma/3ig gegen P Dabei ist	 S 

	

R(P) = fl T,,),	N(P) = 'in U N(T).	 S 

Beweis: Es sei c8die Menge aller Teilprodukte T k,,-die den Bedingungen a)—c' 
geniigen. Zunächst ist für .TkI €	die Beziehung R(P) = t R(T,) = fl R(T 1 ) erfUllt. 
Daher gilt nach Lemma 4.6 auch J jTkjIj < 1. Weiterhin it 58 eine endliche Menge, so 
daB F := sup jk,J kleiner als 1 ausfällt. in jedem Produkt P, )äI3t sich einè gewisse 

TkiEIB
S	 S	 S	 S 

Anzahl vi,, von Teilprodukten	bilden, so daB die Tk1 1, zi 58 gehörenund die Men S

. gen Il i ,
'
 ..., k} paarweisedisjunkt sind. Da sämtliche T. die Norm 1 besitzen, ergibt 

sich darau die Abschatzung JJP,I	fnz• Suh]ieBlich sichern die Voraussetzungen
desSatzes, daB mitnauch rn,über alle Grenzen wachsend gewahlt,werden kann. 
Damit konvergiert'P, gleichrnal3ig gegen 0 und nach Lemma 4.f ebenso P. gleich-	•'

maBig gegen P. Die letzte Behauptung rCsultiert unniittelbar aus Folgerung 4.3 I. 
Fo I g e r tin g 4. 8: Es sei T,} rnetrisch P-kollektiv. Weiterhin sei N(P) re/lexiv und 

R(T,) für irgendein it endlichdirnensional. Existieren unendlich viele Teilprodukte Ti., 
von(T,,) mit  
a) {T,, ..., T} =	•-	

•	

5 

b) k -- 1 --- r für ein gewisses jestes r,	 S	 S 

so konvergiert (P,) gleichmafiig gegen P.	 5	

'	

5	 '	

S 

S	 ,•	 S	 -	 -S
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Beweis: Da einès der R() nach Vora ussetzung endtichdiniensional ist, ist einer 
: der Operatoren T. undsomit jedes Teilprodukt TV von (P,,) kompakt (siehe [14: 

S. 285]). Nach denBemerkungen in-i Anschluf3-an Definition 1.4 bewirkt die Re-
flexivität von N(P), daB särntlicbe Teilprodukte T, von (P,,) auf N(P) einfach Sind. 
Demnach 1st Satz 4.7 anwendbar I	 S 

S	 5• Verfahren der aYfin. projizierten Iterationen	 5	 - 

- - Es sei X em Banachraurii und (T,,) eine Folge von ProjektoenT E [X - X]. Dann 
nennen wir	 - 

	

:= T,,x,,(x) = P nx.	 (5.1) 

- -	Ver/ahretder a/fin projizierten Iterationen. Mit Hilfe Von -Satz 4.4und Satz 4.7 erhält 
man tinmittelb&r Konvergenzaussagen für dieses ailgemeine .Verfahren. Wir w9llen 

- -hier cinige Realisierungen des Verfahrens añgeben. Auf die jeweilige Konkretisierung 
der Konvergenzsatzç 4.4 und 4.7 verzichten wir jedoch. In spezielleren Fallen findet. 
man solehe Aussagen etwa in [4, 5, 81 und insbesorIdere in [11]. Wir werden der Em-
fachheit halber I. a. vorausetzen, daB die auftretenden linearen Operatoren einen ab-
geschlossenen Wèrtebereich hesitzen. 

a) Es sei neben X eine Folge (Y,,) weiterer Banachräunie gegeben. Wir hetrachten 
nun ltheare Gleichungen -	 -	- 

A,,x = b,, (,, C L(x;vn ), b,, C Y,,)-, .	 - - - (5.2) 

für die die Zerlegungen 

X = N(A,,) N,,,	Y = R(A,,) yM,,	-.	 (5.3) 
- -
	gelten. Durch these Zerlegungen sind eindeutigverallgemeinerte Inverse A,, C •	- X) von A,, festgelegt (AA,,A,, = A,,,	= A,,, siehe [71). Daraus gewinnt 

man die ProjektorenT,, E4-X — . X] mit 

Lx = (I - A,,A,,) x + A,,b,,	(xE X)	 (5.4) 
undmit	 1 

-	R(T,,) = X(A,,A,,, A,,b,,) = X(A,,, A,,A,,1b,,)= N(Ai) + A,,'b,,, 

-	N(T,,) = N,, = R(A,,).	
-I	 -	 - 

Dabei sei auf die Bezeichnung (1.5) hingewiesen. Fur X(A,,, b,,) + 0 gelangt man zu 
R(T,,) = X(A,,, b,,). Sind die Bedingungen	 S 

fl	 = 0,	N(A,,) = R N,, für alle n	- 

eü11t, so 1st {T,,}'metrisch liollektiv, falls X einHilbertraurn 1st.	 - 
b) Es sei Y ein Banachraum und	 -	- 
-	

Ax = b	(A E L(X, Y), b C Y)	 -	 (5.5) 

elnelineareGleichung. Bestimmt man eine Folge (D) von Operatoren D,, C L(Y; X) 
derart, daB 

D,,AD,, =D	 -	 (5.6) 

S	 /
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gilt, so kann man die Projektoren T E[X- X] mit 

Tx := (I - DNA) x + Db	(x € X)	 (5.7)

bilden. Hiér•ergibt sich 

R(T) = X(DA, Db)= N(DA) + D ab,	N(T,) = R(DA) R(D,). 

1st X ein Hilbertraun-i, dann ist {T} unter den Voraussetzungen 

fl X(DA, D ab) =. 0,	N(DA)'_ R(DA) für alle.n 

inetrisch kollektiv..	 -	 - 
Neben den Projektoren T spielen auch die Projektoren S E [Y . -± Y] mit 

Sy	( 1 , — AD) y	(y E 1')	 (5.8) 

eine Rolle, die b - Ax in b - ATx transformieren und so die Restiteration zu (5.1) 
erzeugen. Dabei bekommt man	 - 

	

•	 R(S) =N(AD) = N(D),	N(S) = R(AD). 

Für einen Hilbertraürn Y ist (S,j unter der Be4ingung N(AD) = 'R(AD) (Vn) 
inetrisch kolléktiv. 

e) 1st neben der Gleichung (5;5) eine Folge (G,) von Operatoren G E L(Y, Y) 
gegeben, so kann man A n := GA Lind b  =- G,b wählen (siéhe (5.2)). Gelten dann die

	

•	Zerlegungen (5.3), sind durch (5.4) Projektoren T n erklärt. Zurn gleichen Ergebnis 
gelangt man, wenn man in (5.7) D	(GA)+ G setzt. 

d) Geht man von einer Operatorfolge (Ha ) mit H E L(YR , X) aiis und sind die 
Beziehungen	-	 0 

Y = R(AH) ED L,,	-Y =- N(AH) M,,	 (5.9) 
erfüllt, so genügt D := H(AH) der Gleichung (5.6). Damit können die Projek-
toren (5.7) und (5.8) gebildet werden. Hier hat S, die Gestalt	 -' 

S,y = (I - BB) y,	B := AH.	 (5.10) 

	

•	Schliêf3lich ist R(S,) = L = N(B), N(S) = R(B). 

6. Iterative 'Bestimmung von verailgenicinerten Lisungen linearer Gleichungen 

Will man die ml vorigen Abschnitt charakterisierten Verfahoren der affin projizierten 
Iterationen zitr Losung linearer Gleichungen einsetzen, rnuf3 man die Losungsigen -
schaften der Grenzelemente x kennen. Wir erwähnen hier elnige einfache Resultate, 
die man der Arbeit [11] entnehmen kann. Eine detailliertere Darstellung dieser Pro-
blematik findet man in [11] und [12].	 - 

Gegeben seien zwei Banachräume X, V und eine Folge (Y) von weiteren Banach-
ränmen. Wir.betrachten die Gleichung 

Ax = b	(A € L(X, Y), b  Y) •	•	 •	(6.1)
und clas darau von einer Operatorfolge (F) mit F € L(Y, Y) erzeugte Ersatz-
(gleichungs)system -	•	

0	 -	

0 

-	 -FAx = Fb	(n = 0, 1, 2, ...).	•,	 -	(6.2)
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Die Losungen dieses Systems heillen bezuglich (Fe ) verailgenieizerte Losungen der

	

•	Gleichuig (6.1).	.	S	 .. 

Wir wenden uris riundem Iterationsverfahren (5.1) mit (5.6), (5.7) und der ent-

	

•	sprechenden Restiteration

r:=b —Ax	 (6.3) 
mit (5.6),. (5.8)zu.	 .	 ., 

L e in in a 6. 1: Es seien die folgenden Bedingungen er/uhf: 
a) Das Ersatzsystem DAx = Db (n' = 0, 1, 2, ...) ist iösbãr. 
b) Die Folge (Pa ) mit P, := (I —DNA) (I -- D.-, A) .. (I - DOA) konvergiert. 
c) Der Grenoperator P genilgt tur alie n der Beziehung DA P = 0 (bzw. (I - 
X PooPc,3). 
Dann existiért das Grenzelement x der Iteration .und .stelit eine beziiglich (D o ) verall-
gemeinerte Losung von (6.1) dar.  

be in iii a 6.2: Es seien die /oigenden Bedingungen erfullt: 
a) Die Folge (Q) konvergiert.	 .	. . 
b) Der GrenzoperatorQ,geniigt für alien der BeziehungDQ = 0 (bzw. A(I - AD.) 

Dann existiert das Orenzeieinent r der Restiteration (6.3), und es besteht /ür alle n die 
Gleichung Dr = 0. Existiert auch das Element x., so ist es eine bezilglich (Do) ver-
ailgemeinerte Lösung von (6.1). 

Liegt D. in der Produktform  
D =R.F.	(F E L( Y, Y), R E L(V; X)) •	 . 

vor, so ist offenbar jed bezuglich (F,,) verallgenieinerte Losung von. (6.1) auch be-
zuglich (D,,) verailgemeinerte Losung. Umgekehrt 1st jede bezugliche (Dr) verall-
gemeinerte-.Losung von (6.1) auch beziiglich (F,,) veraligemeinerte Losung, wenn 
fl N(D,,) = fl N(F,,) gilt. . . .	 .	. 
C	 C 
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