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Zur Konvergenz von Iterationsverfahren mit affinen Qperatoren

D. ScHOTT , J " o ' T
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‘Eine Reihe bekannter numerischer Verfahren zur iterativen Losung linéarer Glelchungen in
Banachraumen kann man in der Form e . ) .
x,,H—AA,,l.. Aoa:o (n—012 .)

mit affinen Operat,oren A darstellen. Besitzen die Operat,oren A, gemelnsame lepunkte so
. exlstleren oft affine Projektoren P mlt der Eigenschaft . -
P = AP = PA,  (n=0,1,2,.0). T
In der vorllegenden Arbelt. werden Konvergenzsitze fur Iteratlonsverfahren mlt solchen Opera-
torfolgen bemesen
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Many well: known numenca,l procedures for the 1terat.lve solutlon of lmear equatlons in Bnnach
spaces huve the form o

x,,H_AA_l...’A,-,xo."(n=.o,1,£2,...) B

; .with affine \operuto-rs A If the-operators A, poésess common fixed points, then there often
. exist a,ffme pro;ectors P w:th the property R R

v

P—AP =PA, (n'=0,1,2,. ) R

- In this paper some convergence theorems are proved for 1teratlon methods havmg such opera-
‘tor sequences R
0. Einfiihrung o o : S ' ,

' 7una(,hst werden emnge Ergebnisse uber affine Tellraume und affine Operatoren ohne .
Beweis zusammengestéllt. Dann betrachten wir Mengen affiner Operatoren A, fiir
die ein gemeinsamer affiner Projektor P.mit P = AP = PA existiert. Insbésondere -
untersuchen wir derartige Operatormengen, die- aus affinen PrOJektoren ‘mit ge-
\Vlssen Orthogonal1tatse:genschaften bestehen. AnschlleBend werden die erzielten

’
! '
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Resultate benutzt, um Konvergenzaussagen fiir I_teratio'nsx;erfahren der Gestalt . -

Zoor = Anhnoy o Ay . (n=0,1,2,...) o

‘mit affinen Opefat‘oren A, herzuleiten.” Auf. dieser Grundlage gelingt es, Konver-
genzbeweise fiir einc Reihe bekanntcr Iterationsverfahren zu verallgemeinern und zu -
vereinheitlichen. Dariiber hinaus werden spezielle Darstellungen solcher ‘Verfahren
und Losungselgenschaften der Grenzelementc T anigegeben.

- Al..‘Affine Teilriume und affine Operatoren

Es sei X ein Banachraum.

Definition 1. 1: Die (nicht leere) Tellmenge M von X heif3t affm falls fiir belleblge :
Skalare 2 die Beuehung . ,

/\I+(1—;.)\1c11 _ , S 1)-'
gllt ‘Die Teilmenge M heiBt affmer Tezlraum, wenn sie affin und abgeschlossen ist.

In der enghschspmchlgcn Literatur werden affine Mengen auch als lineare Varieti-
ten (linear varieties) bezeichnet (siehe [3:'S. 4, 14: S, 137]). cher affinen Menge M
kann man auf natiirliche Weise die lineare Menge

-M—\l—\l:M—d (& € M belicbig) - I (1.2)

Luordnen die wir den lmearen Teil von M nennen. Ein System W von affinen Mengen

M heilit zentriert, wenn m M=+ g gllt Ist M zentriert, so ist N M wieder eine affine

M Meam .

Menge mit dem linearen Tell N. M. Weiterhin sind in diesem Fall zwe1 Mengcn aus M
.. Mem

. genau dann gleich, wenn ihre linearcn Teile iibercinstimmen. Das Paar (M, N) affiner

- Teilriume M, N'von X heilt komplementdr; wenn X = M @ N gilt. Ist (M, \’) kom- S

plementir, so enthilt M n N genau ein. Llement

Es SCI Y ein weltcrcr Banachraum.

\

Deflmtlon 1.2: Der Operator A von X in Y ‘heiBt aﬁm falls fiir bclleblgc Ele- "
.mente z, y aus X und beliebige Skalare 4 gilt: : ,

(/x +—(1—_)))—)AxJ—(l---))Ay (LY

(siehe [6: S. 35]). Mit R(A) bezeichnen wir den Werteberezch und mit N(A) den Null-
raum {x € X :*Az = A0} von A: Sch]xeﬁ]nch bedeute (X - Y) die Menge aller affmcn )
~Operatoren von X in Y. - o

Jedem affmcn Operator A kann man auf naturllche Weise den linearen Opcrator A
mit
Ax ‘= Ar— A0 =A@ +y) — Ay V(y € X beliebig) - L (1.4)

.. . B t
zuordnen, den wir den linearen Teil von A nennen. Der Wertebereich R(A) eines
affinen Operators A ist affin und besitzt den linearen Teil R(4). Sein Nullraum N(A).
ist linear und stimmt mit N(A4) iiberein. Ist die Menge

X(Ab)={eeX:Ax=b), DY, L (1.5) -
nicht leer, so ist sic affin und besitzt den lineareh'Teil»N(A).

‘ ' - - ’ : . N

N
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Dle Menge (X — Y) lafit sich wie iiblich zu emem lmearen Raum machen Dann
ist fiir belicbige A, B € (X — Y) der Operator A + B der lineare Tell von A + B und
der Operator 24 der lineare Teil von 2A.

Defmltlon 1.3: Ein Operator Ac (X > Y) heilt beschrankt, falls die Halbnorm

Az — A T :
pA7i=sup 122 = 20y . a9
R A T ‘
endlich ist. Die Menge aller beschrankten (bzw stetlgen) Opcratoren aus (X —» Y)-
wird mit [X — Y] bezelchnet .

Definition L. 4 Ein Opcrator A E X — Y] heiBt em/ach wenn zwel verschxedene
Elemerite z, y aus X mit’

1Az — Ayl = 1401l —.y - L
existierén. ! ' ' ) '

Der Operator A ist genau dann einfach, wenn seine linearer Teil A einfach ist. Ein-
"fache lineare Operatoren nennt man in der englischsprachigen Literatur auch ;,norm-
. attaining‘‘. Dem’ Beweis von Satz 4.5 in [10] kann man cntnehmcn, daB fiir reflexive’
Riume X kompakte Operatoren A € [X —.Y] einfach sind.

Opera.toren A aus dem Teilbereich

X > Vloar = AC[X—Y]: Azt =b), ~a*cX, .be¥Y (18
besntzen die Darstellung , ' _ . v . o o
Ax——A(x—a:*)—{—b . o , (1.9)

7we1 Opcratoren dieses Bereiches sind genau dann gleich, wenn ihre lmearen Teile
i uberemstxmmcn Eine Folge (A,) von Operatoren A, € [X — Y], .+ heiBt gleichmdfig.
konvergent gegen einen Operator A € [X — Yl .+, wenn (A, — A] — 0 fiir n — )
gilt.

Es sei jetzt X = Y. Dann wird (X — X) ‘mit der ubllchen Operatoraddltlon und
-multiplikation zu einem Fastring. Weiterhin ist fiir belichige A, B ¢ (X — X)) der
Operator AB der lineare Teil von AB. Entsprechend wird auch [X — X] zu einem
Fastring, wobei fiir AB¢ [X — X] insbesondere | AB] =< (A(.1B] gilt. Die Fiz-
punktmenge F(A):= {x € X : Ax = z} eines Operators A ¢ (X — X) ist affin und
bésitzt den linearen Teil F(A). Eine Operatormenge A & (X — X) heilt zentriert,

“wenn das Mengensystem {F(A) A € U} zentriert ist, d. h, wenn ﬁ F(A) * @ gl]t

* Tst 9 zentriert und z* € N F(A dann gehoren a]le Operatoren A aus ‘l[ zu der multl-
plikativen Halbgruppe A€¥ .

[X]I. = [X —->X]zozo = A E [X—)X] x* ¢ F(A)} ©(1.10)

in der eine gleichméBige Opcratorkonvergena erklarbar ist (vgl. (1.8)).
- Ein indempotenter Operator- A € [X — X] heiBt (stetiger). Proyektor in X. Fir
. '_PrOJektoren A erhilt man

R(A) = F(A) = N — 4 )+ 40, N(Aj = R( — 4),
' .Sxe propuer(,n auf R(A) langs N(A). Jedem Projektor A entspricht gemaB der Zu-

ordnung R(A) = M, N(A) = N eineindeutig ein komplementires Paar (M, N) aus ‘

der affinen Menge M und -der linearen Mcnge N.

©10%
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2. Kollektlve Operatormengen

~ Es sei X ein Banachraum;, Q[ eine Tellmenge von [X — X] und P ein Pro;ektor aus
[X — X]. Weiterhin bezexchnen Ao die Menge aller 4 mit A € 9.

Defmltlon 2.1: Der' PmJektor P heiBt Pro;ektwnskem Von A, wenn
P=PA = AP fiir alle AE A : .
gllt (vg] Defxmtlon 1.1in [9]) Dle Operatormenge A henBt P- kollektw wenn .
IR(P) = It[ R(P), AN(P) < N(P) _fiir alle A.E A
‘gllt ,
Die-beiden defmlerten Begrlffe hangen unmlttelbar zusammen.

Satz 2.2: Die folgenden Bedingungen sind aquwalent

a) P ist Projektionskern von
b) U ist P-kollektiv.

¢) Bs ist R(P) = N F(A),-N(P) 2 Tin U R(I = A) ,
AcU,

. .
d) Jedes A aus W ist die direkte Summe der bezden Opemtoren gl R(P) und A |- N (P), :
wobei stets APO-¢ E(P) gilt.. '

.~ Beweis: Ersetzt man in a)—d) die Operatoren durch 1hre Jinearen Teile, so- ent-
stehen die Bedingungen, : .

a'y PP =P = P4 = APfuralleAE_‘)[o‘, o .

- b)) A|R(P)y=1I|R(P), AN(P)CS N(P) firalle Ae%A,, ’

¢) RP)S N'N(—4), N(P)2Tn U R(I—A),

A€, A€%,
d')A—I]R(P)@A}NP)furalleAE?Io v : '
Die Aquivalenz dieser Bedmgungen wurde im Wesentllchen in der Arbeit [9] des
" Autors gezeigt (siehe Sitze 2.3, 2.4 und 2.8). Aus a)—d) ergeben sich’ jeweils a’)—d’)
- und die Elgenschaften :

e) U u {P} ist zentriért (bzw. ﬂ F(A), R(P )} ist_zgntriert). .
f) Es gilt Ag € N(P) fiir alle A € ‘l[ ) ’

Umgekehrt folgen unter den Voraussetzungen e), f) aus a )—d ) a,uch ]eweﬂs a)—d) ~
(snehe Abschnitt 1). Daraus erhélt man sofort die Behauptungen des Satzes B

' P-kollektive Operatormengen: sind stets ‘zentriert. Will man feststellen, ob eine
; Operatormenge A P-kollektiv beziiglich. irgendeines Projektors P ist, so gibt Be-
- dingung.c) einen wichtigen Anhaltspunkt, welche P als Kandidaten in Frage kommen.
. ‘Bedingung d) spielt msbesondere bei Konvergenzbetrachtungen eine Ro]le (sxehe Ab-
schnitt 4). .
Fiir die wéiteren .Anwendungen ist és notwendlg, den Begnff der I’-kollektlven
Operatormengen weiter zu verschirfen. '

Defm]tlon 2.3: Die Menge A heilBt stark P-kollektw, wenn t
R(P) = n. F(AY), N(P) olin U U—R_(I —4)
' 4€%, '

gilt. Steht auch in der zweiten. Bez1ehung das Glelchheltszelchen so ist P emdeutlg '
bestimmt und heiBt cinfach stark kollektiv. '

: Mlt Hilfe von Satz 2.2 erkennt man sofort daB ]ede stark P-kollektlve Menge €A -
.auch P- kollektlv ist. Welterhm ergibt swh unmittelbar’ .

/
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Lemma 2.4: Dze /olgenden Bedmgungen smd, aquwalent ' .
. a) A ist stark kollektiv.” o

b)- ( N F(A), in U R(I — A)) ist komplementar
: . A€,

c). U zet zentnert und esgzlt X= N NI-— A)(—B]m U R(I — A)

A€N °.

BelSplel 2.5: Zunichst ist {P} trlvmlerw‘eise stark kollektiv. ‘Allgemeiner ist fur .
Jeden Operator A€ [X — X] mit ' : : o

S . X=NI-A@RI=DH- .. @

: dle cmelementlge Menge {A} stark kollektiv. Die. Beuehung (2.1) ist etwa crfullt

wenn die Folge (4") konvergiert oder wenn I — A eine sogenannte Gruppen Inverse .
besitzt (siehe [13, 7]). .

Beispiel 2.6: Gllt in einem’ Hllbertraum X=H fur eme Menge A und einen
. Projektor P+ . : I ,

, nF(A&':R(P), A=A auf N(P) fir alle Acd, - (2.2) ‘

so ist U stark kollektlv Insbesondere ist jede zentrierte Menge U von Operatoren A
derenlineare Teile Orthoprojektorensind, stark Lo]]ektw.(sxehe hierzu [9: Lemma 5.3]).

R ) ) '

3. Metrisi;h kollektive Projektormengen

Es sei X ein Banachraum % eine Menge von Projektoren aus [X - X]- und P ein
weiterer. Pro;ektor aus [X — X]. AuBerdem bezeichne . EIIO die Menge a,ller 7 mit
TeZ. :

- In [2] wird die Orthogonahtat von Elementen bzw. Mengen in Banachmumen defi-
~_ niert. Diese Orthogonalitat ist i. a. weder symmetrisch noch additiv. Wir wollen dle
Deflmtlon fiir unsere Zwecke etwas modlfmeren

Defmltlon 3.1: Es sei M eine Teilnienge vc;n X und m ein Element von M. Die'
Menge :

(M, m) = e € Xtz — m|| = d(z, M) 4
heiBt Orthogonalwwnge zu M beziiglich m. Fiir *(M, 0) schreiben wir emfa.ch "M

- Dié’ Bezxehung z€ “(M m) bedeutet offenbar, dal m eine beste Approxnma.tlon
(b.A.) von z in M ist. Im Hllbertra.um 1st Nc "(AI m) a.qmva.lent zu M < (N, m)
. SchlieBlich gllt hler

{xE X: (:z: y) = O furalle yE My,
' . 80 daB d1e Orthogonalltat additiv und symmetrisch ist. S .'

. Definition 3.2: Die VIenge T heiBt metrisch (P-) kolloktw, wenn _sie. sta,rk (P )
kollektiv ist und auf N(P) fiir alle T € ¥ die Bemehung R(T) = (N(’l‘), ) besteht. -

Die in Belsplel 2.6 genannten Operatormengen sind auch metrisch kollektlv Wir .
wollen nun untersuchen, welche. Eigenschaften die in Definition 3:2 vorkommendc .
Beznehung R(T) = ~(N(T), T0)’ nach sich zieht.

-~

1

.
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Lemma 3.3: Fir lineare (stétige) Projektoren T sind die folgenden Bedingungen

dquivalent:

a) R(T) € “N(T), -
b) x — Tx ist'b.A. von z in N(T) fiir alle x € X,
o) 17 = 1. i :

- Beweis: Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus einem Satz in [7:8S. 33f39],
wenn man dort den Projektor 7' durch den Projeaktor I — T ersetzt 1

. ,Sa_tz 3.4: Fiir T €. sind die folgenden Bedingungen dq%iivqleﬁ’t s

- a) R(T) = ~(N(T), T0), .

_ die Behauptungen fiir 7' € €, zu beweisen.

b) z — Tz + TO ist die eindeutig bestimmte b.A. von z.in N (T fir dlle z€ X,
¢) 0T = 1, N(T) ist Cebyshev-Menge, . ' '
~d) Tz — TO|| = |lx — TO] fiir alle z ¢ R(T), . ~

[Te — ’l‘QH < |lx ~— TO)} fiir alle = ¢ R(T).

Man erhdlt weitere dazu dquivalente ‘Bedingungen, wenn man T jeweils durch seinen
linearen Teil ersetzt. = : : -

Beweis: Man sieht leicht, daf} die Bédinguﬁgen bei Ersetzung von T durch 7' in
dquivalente Bedingungen iibergéhen. Wir konnen uns daher darauf -beschrinken,
‘1. Es sei R(T) = “N(T). Dann ist x — Tx nach Lemma 3.3 eine b.A. von z.in
N(T). Es sei y cine beliebige b.A. von z in N(T). Damit gilt {z — y|l < ||lx — 2|} fiir
alle z € N(T'). Wegen y € N(T) bedeutet das auch [z — yil = lle— y — 2| fir alle

z € N(T). Also gehort  — y zu “N(T') = R(T). Daraus ergibt sich aber

=TTy + @ y) == — = Y =y.

. 2. Esseiz — T« fiiralle z ¢ X die eindeutig bestimmte b.A. von 2 in N(T). Dann
%ilt nach Lemma 3.3 offenbar [T = 1. -AuBerdem ist N(T) nach Definition eine -’
ebyshev-Menge. , _ . o o
3. Es sei |T]] = 1 und N(7) eine Cebyshev-Menge.- Dann erhilt man sofort ||T'z||
<-llz|| fiiralle x € X und || T'z|| — |jz|| fiiralle » € R(T). Wir wollen zeigen, dafumgekehrt
aus |72l = |lz]| auch z € R(T') folgt. Dazu seixzein beliebiges Element mit |[Tz|] = |x]|.

* Dieses z geniigt fiir alle z ¢ N(7T') der Beziehung [jz]| = ||T(x — 2)| < ||z — z|| und

liegt damit in ~“N(T'). Stellt man z in-der Form = = x; + =, (xo € R(T), z, € N(T))

- dar, so gilt sowohl ||z,]| < |jz, — zll als'auch |l = [z, — (—2,)|| < flwo — (—a,) — ]|
Aiir alle z€ N(T). Wegen z, € N(T) ergibt die letzte Ungleichung auch |Jx, — (—a,)|

g‘ liwo — 2| fiir alle z ¢ N(T). Demnach sind die beiden Elemente O und —z, b.A. von
Zoin N(T)._Da N(T') nach Voraussetzung eine Cebyshev-Ménge ist, muf} z, = 0 sein.
Also gehort  zu R(T). Das bedeutet aber || x| = || fiir alle x € R(T)und 1Tx]| < |||
fiir alle 4 R(T)). . ' o ,

4. Essei |ITz| = |j2| fiir alle z € R(T) und | T2 < || fiir alle z ¢ R(T). Dann gilt
IIT]] = 1. Nach Lemma 3.3 erhilt man daraus R(T) < ~“N(T). Wir zeigen, dall auch
“N(T) = R(T)erfiillt ist. Ein belicbiges Element z aus = N(7') geniigt fiiralle z ¢ N(T),
der Ungleichung |jz|| < |lz — 2||. Setzt man speziell z = (I — Tz, gelangt man zu

.zl = |[T«]|. Da andererseits auch ||7z|| < || gilt,.folgt = € R(T) (]

Definition 3.4: Es seien M, N zwei affine Teilrdume von X. Weiterhin bezeichne SR

Sy die Menge {x € N ¢ lzfl = 1}. Dann heift die Zahl '
. 8(N, M) := sup d(=, M)

Z€ESN
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Offnung von N beziiglich M und die Zahl 4
& (N, M) := max (8(N, M), 6(M, Ny}
'OIfnung zwischen N und M (vgl. [3: S. 197]).".

Es ist' offenbar stets 0 < §(N, M) < o'(N, M) =1 Fur Operatoren 'I‘ € T mit
R(T) = ( (T, TO) kann man 1T) auf “Teilcaumen durch Offnungen ausdrucken

Lemma.3.6: Es sei N ein affiner ’[‘ezlmum von X und Te I ein Operator mat ’
R(T) = ~(N(T), TO). Dann gilt . '
AN, ND)= 1TV | S
Beweis: Unter Beachtung von Defmltlon 3.5 und Satz 3.4 erhédlt man =\

(\' N('l‘)) = Sup d(z, N(T)) = sup oz — (x — Tx)ﬂ =|T|N|=1T| Nu 1,

4. Konveréenzaussagen fiir Iterationsi'erfahren mit affinen Operatoren.

Es sei X ein Banachraum und P ein Pl‘OJektOI‘ aus [X — X]. Wir betrachten jetzt
Folgen (A,) mit A, € [X — X] und (F,) mit F,:= A A, . Ay (n=0,1,2,...).
“Diese Folgen treten bei dem (1 a. mstatxonaren) Iteratlonsverfahren .

(@) = Aza(@) = By S . @
auf. R _ - S
Lemma 4.1: Esset {A,} P- kollektiv Dann gult:”

- a) {F,} ist P-kollektiv. o /
b) (F,) konvergiert genau dann (stark bzw. glezchmaﬁzg) gegen P, wenn (F,,) auf N (P ).-
(stark b2w. glezchmaﬂzg) gegen (den Nulloperator) O konvergiert.

Beweis: Aus P = PA, = A,P folgt auch P = PF, = F, P und damlt a) Dle Be-
hauptung b) erglbt sich dlrekt aus Satz 2.2 (sieche d’)) B -

Satz 4.2: Die Folge (F,) konvergiere (stark baw. gleichmdpig) gegen den Grenzopera-
tor Foo. Dann sind die nachstehenden, Bedmgungen dquivalent: .-
-a) Fo, st ein Projektionskern von {A,}. C
b) Es ist R(Fe) = m F(A,), N(Fo) = 1Tm1_——
Unter 7eder dieser Bedmgungen hat das Grenzelement Zoo VON (4 1) die Fzgenschaﬂen
'€) Ta(Tso) = Toos ToolTn) = Teo() fiir alle n.

Bewels 7unachst ist a.) nach Satz 2 2 aqulvalent zu !
b), R(F,) < mF(A,,) N (Foo) 2 Iin u RUI —4 ")

Man beachte dabei, daB aus b’) die Idempotenz von F folgt Die Folge (F,,) konver-
giert offenbar gegen Fo Aus der Glelchungskettc

\

i=0 ’ o =0

I-—F, =2A,,...Am([- A)) .=.2(1 AN AL .. A,

. erhilt man sofort

N(I—— o) 2 N F(4,), R(I—Fm)‘;linUR(l—An);
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AuBlerdem éift R(F ) =2 N(I — oc,) und N(F,) c R(I — ); Unter der Voraus-
setzung a) ist {A,, Fx} zentriert, so daB auch . n -

R(Fm)‘z n‘F( n); N(Fm) < lin u RI—4,)

erfiillt ist. Unter Beachting von b ) ergxbt sich d1e Aqulvalenz vona) und b) Schlleﬁ- \_
]lCh zieht a) sofort ¢) nach sich B , .

Folgerung 4. 3 Ist (A ,,} P kollektw und kom;ergzert (F,,) (stark bzw. glewhmaﬁzg)
gegen- P, dann ist {A, } étark kollektiv. = - o

Beweis: Nach Voraussetzung ist Foo = P Aus Satz 4. 2 lmd Definition 2.3 resul-
tiert die Behauptung L] .

Wu' wenden uns nun ‘Folgen (T,) von PrOJektoren T, € [X - X] zu und wollen
, Konvergenzsatce fiir 'die Produktfolge (P,) mit P, := T,T,_, . . Ty herleiten. Eine
erste cinfache Aussage erhilt man unter: Verwendung des Offnungsbegnffcs (snehc
Definition 3 5)\Im weiteren bedeute <

- -

'r,,,.= T, | N(P), 5 o(P) := 6(R('l‘,,_, N('I‘ ), 1 i I/N(P).

" Satz 4.4: Es ses {T, L metrisch P-kollektiv. Enthilt die F’olge (6 (P)) eine Teilfolye
( P)) mit y = sup Oy (P) < 1 s0 kzmvergzerz (P,) glezchmaﬁzg gegen P. Dabei gzlt

R(P) = N R(T,,), : (P) = m U, )

. Beweis: Wir zelgen zunachst daB P =P, | N(P) glelchmaﬁlg gegen'0 konver-
giert. Es erglbt sich -

nP"u sn n’i’ | Rl = Ué(R(P._o, , (’ﬁs)_)‘

=< 17 6(R(’f._1>, N(T))) = 17 6.(1')

Dén Beweis fiir dle erste Abschatzung findet man in [10]. Au Berdem wurde Lemma ‘3 6
'benutzt Ist my’ das ma,xuna,le m mlt m' < n, so erhdlt man weiter.

[7 0:(P) '§ )f"'°‘“'—> 0° A(n —>0); .
denn mit » strebt a,uch mq gegen Unendllch Daraus gewmnt man in Verbmdung mit
.Lemma 4.1 die erste Behauptung. Nach Folgerung 4.3 ist {T,} damit stark kollektiv.
Beriicksichtigt man, daB die'T, PrOJektoren sind, gelangt man zur zwelten Behaup-
" tung B .

:

Folgerung 4.5: -Es sei {T,,} metrisch ._P-Ic_oll'ektiz.).' Enthdlt {’l‘,,}inw; endlich viele
verdchiedene Operatoren Ty, ..o, T, wnit N '

‘Der letzte Satz beweist sofort

BT, NT,)) <1 G €L mh i) .
- und kommen mindestens zwes der Opemloren T,, unendlich o/t n (Tn) vor, so konvergiert
(P,,) glezchmaﬂzg gegen P. " ,
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Die oblgen Aussagen bleiben natiirlich, I‘lChtlg, wenn man die Offnungen  durch

- . diesymmetrisierten Offnungen 6’ ersetzt (siehe Definition 3.5). Es sei noch darauf hm- '

gewiesen, daB 6,(P) < 1 notwendlgerwelse dim R(T,_,) < dim N(T,) und ¢’ (P) < 1

~ notwendigerweise dim R(T,_,) = dim N(T,) nach sich zieht (siehe [3: S. 200]) In 4

‘Hilbertrdumen ist auBerdem 4,'(P) = [|I — T,., — T,| (vgl. [1: S. 95)).

Das folgende Lemma bereitet den'zweiten Konvergenzsatz vor, _der Satz 4.10 aus .

[10] verallgememert s

Lemma 4.6: Es sei {T,} metrisch P- lcollektiv Dann gilt fir jedes Tez'lprodukt‘

T:= Ty, ... Ty von (T,) mit R(P) = ﬂ R(T;) die. Unglezchung 17|l < il falls
zin N(P) N\ {0} liegt. Ist T auﬂerdem emfack dann gzlt sogar [|T | N(P)|| < 1.

. Beweis: -Alle, Opera.toren T, besxtzen ‘nach’ Definition 3.2 und Lemma'3.3 dié
Norm 1. Welterhm ist aufgrund von Satz 3.4* fur alle E N(P)\R(’f’ ) dle ‘Un-

. gleichung I]T,,x” < llx[l erfiillt. SchlleBllch bedeutet R(P) ﬂ R(’l‘,) offenbar ﬂ R(T).
-
={0}. Sei nun z € N(P)\ {0 Dann -existiert also ein % E {, k} mlt x &\R(’I' i)

u ‘Wird i minimal gewahlt erhilt man somlt

u’i’xu n’r] 1, T,xnsnT 'Exu—nﬂxu<u¢n

- Die letzte Behauptung 1st unmlttelbar emzusehen (vgl. Defmltlon 1 4)n

Satz 4.7: Es sei’ T, metnsch P-kollektiv. Auﬂerdem mogen unendlzch mele Ted-
. produkte Ty, 1= Tk’l‘k_ .. T, von ('l‘,,) existieren, so daf gzlt

LA M, LT = (T R
b) k— I < r fir ein gewisses /estes r, : N
c) Ty einfach auf N(P). ‘ E

Dann konvergwrt (P,.) glezchmaﬁzg gegen P Dabez zst .

R®)=NR(T),  N®)=FmUN N(T‘) L
Bewels "Es'sei B_die Menge aller Tellprodukte T,,,, die den Bedmgungen a)—c\
genugen . Zuniichst ist fiir Ty € ‘B die Beuehung RP®) = ﬂ R(T,) = ﬂ R(T,) erfullt

Daher gilt nach Lemma 4.6 auch ”Tul] < 1. Welterhm 1st 58 eine endhche Menge, SO
dall I:= sup I]T;,,ll kleiner als 1 auqfallt In Jedem Produkt P, 1dft sich eme gewnsse

- Tu€B
Anza,hl M, von Tellprodnkten Th,‘ bilden, so daf} die Ty, 20 B gehoren und die Men-, ",

-gen {l;, ..., k;} paarweise:disjunkt sind. Da samtliche T, die Norm 1 besitzen, ergibt
sich damus die Abschitzung |P,ll < I'ms. SchiieBlich sxchern die Voraussetzungen
. des.Satzes, daB mit n-auch m, iiber alle Grenzen wachsend gewihlt,werden kann. .
Damit konvergnert P, gleichmiBig gegen 0 und nach Lemma 4.1 ebenso P, glelch-
maBng gegen P. Die letzte Behauptung resultlert unmittelbar aus Folgerung 43 1.

Fol gerung '4.8: Es sei {T,) metnsck P- kollektw Weiterhin set N(P) reflexiv’ und

R(T,,) fiir irgendein n endlzchdzmenswnal Existieren unendlich viele Teilprodukte T,

von ,(’1‘ mat o . .

8) (T, .., Typ = (Tah,
b) k =1 < r fiir ein gewisses feates 7,
_ S0 konvergzert (P,,) glewhma[hg gegen P.

7
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+ Beweis: Da eines der R(T,) nach Voraussetzung endhchdnmens:onal ist, ist einer
der Operatoren T, und somit ]edes Teilprodukt T, von (P,) kompakt (siehe [14:
S. 285]). Nach den.Bemerkungen im- Anschlul-an Definition 1.4 bewirkt die Re-
flex1v1tat von N(P), daf} simtliche Teilprodukte T;, von (P,) auf N(P) einfach smd
Demnach ist Satz 4.7 anwendbar 11

v
P

5. Verfahren der affin, propznerten Iterationen

'

”Es sei X ein Banachraum und ( ) €ine Folge von PrOJektoren '[‘ [X — X] Dann
nennen wir -

xm(x)—'l'nxu()—l’nx - I (51):

Ver/ahren der affin projizierten Iterationen. Mit Hllfc von Satz 4.4 und Satz 4.7 erhilt
man unmittelbar Konvergenzaussagen fiir dieses  allgemeine .Verfahren. Wir wollen
‘hier einige Realisierungen des Verfahrens angebcn Aufdie jeweilige Konkretnsncrung
der Konvergenzsatze 4.4 und 4.7 verzichten wir jedoch. In spezielleren Fillen findet .
. man solche Aussagen etwa in [4, 5, 8] und insbesondere in [11]. Wir werden der Ein-
fachheit halber i. a. voraussetzen, daf die auftretenden linearen Opera,toren einen ab-
geschlossenen Wertebereich besitzen.

" a) Esseineben X eine Folge (Y ,) weiterer Banachrdume gegeben -Wir betrachten
nun linearc Gleichungen :

Az =5, (4n ¢ L(X, Yaba€ V), | - (52

s

fiir die die éerlegl}ngen '
X=NA)@N., Y.=RA)®M, -~ - (5.3

gelten Durch diese Zerlegungen sind emdeutlg_ verallgemeinerte Inverse 4,* € L(Y,,,
X) von A4, festgelegt (4,4,7A, = A,, A,*A,4,* = A,, , siehe {7]) Daraus gewmnt ’
man die Pro;ektoren T, € [X — X] mit R

T i= d— 4,74 )x + A.%b, . (x'E X) - (5.4)
‘ur‘ldAmlt i ‘ '

R(T,) = X(4,* 4,, 4, b,,) = (A,,, A,A4,%b,) N(A,,) + A b,,,

N(T',) = N, = R(4,%). |

Dabei sei auf die Bezelchnung (1.5) hmgewnesen Fur X(A,,, b))+ @ gelangt man zu
R(T,,) = X(A,, b,). Sind die Bedmgungen )
NX(4, 4, A,b) + 2, Nd,)=-N, firallen
n .. : . L
er{iill.t., s0 ist .{'[‘,,}'n.leti‘-isch /l(/dllektiv, falls X ein Hilbertraum ist.
' b) Es sei Y ein Banéchraum und g - »
Az =b (A€ (X, T), bey) - : (55)

‘eine lmeare Gleichung. Bestimmt man eine Folge (D, ) von Operatoren D € L(Y X) -
derart, daf§ : _ A

. D,4D, =D, e | (5.6) -
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» gilt, so kann man die Projektoren T, € [X'— X] mit .
Tz := (I — D,A)x + Db e X) -~ - . ‘ (5.7)

-

bi]dep. Hiér-ergibt sich o . .
' mm—XwADM—,wAHJw - N(T,) = R(D,A4) = R(D,)
Ist X ein Hllbertraum, dann ist {T,} unter den Voraussetzungen '

N X(D,,A,D,,b) + @, N(D,Ay=-"R(D,A) firallen

. metrisch kollektlv : :
Neben ‘den Projcktoren T, spielen auch die PrOJektoren S € [Y — Y] mit -

Swi=(~AD)y (ye¥) o 5

eine Rolle, dieb — Az in b — AT x. transformleren und so die Restlteratlon zZu (5 1) .
erzeugen Dabei bekommt man

R(S,) =N(4D,) = N(D, ), ,4 N(s,) — R(AD,).

Fiir einen Hllbertra.um Y ist {S,} unter der Bedingung N(AD,) = ~ R(AD;,) (Vn)
metnsch kollektiv. . .

c) Ist ncben der Glelchung (5.5) eine Folge (G,) von Operatoren G, € L(Y Y,)
gegeben so kann man 4, := G,4 und b, := G,b wihlen (siehe (5.2)). Gelten dann die
7er]egungen (5.3), sind durch (5.4) Prolektoren T, erklirt. Zum glelchen Lrgebnls
gelangt man, wenn man in (6.7) D, := (G,4A)* G, setzt. - <.

d) Geht man von einer Operatorfolge (H,,) mit H, ¢ L(Y,, X) aus und smd dne
Beuehungcn
, Y = R(AH,) Q—)L,,, Y, =NUAHy® M, . (59
_erfiillt, so geniigt D, := H,(4H,)* der Gleichung (5.6). Damit konnen die Pl’O]ek- A
toren’(5.7) und (5.8) gcblldet werden.- Hier hat S, die Gestalt ‘ ‘ _ n
N S,,y_(I—BB,, Yy,  B,:= AH,. e . (5.10)
SchliéBlich ist B(S,) = L, = N(B,*), N(S,) = R(B,).  ~ '

. 6. lterative 'Bestimmnng von verallgemeinerten Lisungen linearer Gleichungen

Will man die im vorlgen Abschnitt charakterisierten Verfahren der affin propznerten
Iterationen zur Lésung linearer Gleichungen einsetzen, mu8 man die Lésungseigen-
schaften der Grenzelemente zo kennen. Wir erwihnen hier einige einfache Resultate,
die man der Arbeit [11] entnehmen kann. Eine detailliertere Darstellung dieser Pro-
blematik findet man in [11] und [12].

 Gegeben seien zwei Banachraume X, Y und eine Folge (Y,,) von weiteren Banach-
rdumen. Wir.betrachten die (‘lelchung . B

Az = b (AeLXY)bEY) : S (6.1)

und das daraus von- einer Operatorfolge (F mit F, € L(Y, Y,) erzeligte Ersatz--
‘ (g]elchungs)svstcm ' : - S

F"Ax=F,,b (n=0,1,2,...). R ) (6.2)
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Die Losungen dleses Systcms heifien bezughch (F ) bemllgenwiherte Lésungen der
Gleichung (6.1). N

Wir wenden uins nun dem Iteratlonsverfahren (5. 1) mit (5.6), (5.7) und der ént- -
sprechenden Restlteratlon s

"m()—ST() Qn - Tf:b_"A’f" R .) ..(6-3)
'>nllt(06) (3.8yzu. T U o

Lemma 6.1: Es seien dze folgenden Bedmgungen erfullt
a):Das Ersatzsystem D,Ax = Db (n = 0, 1, 2, ...) ist lisbar.
b) Die Folge (P,) mit P, := (I — D,4) (I — D,l A) L. (I — Dyd) kom,ergzert .
c) -Der Grenzoperator P, genugt fiir alle n der Bezzekung D APw = 0 (bzw. (I — D A) ‘
X P = Py).
Dann existiért das Grenzelement Too der Itemtwn und stellt eine beziiglich (D ) verall-
gememerte Lésung von (6:1) dar.

~Lemma 6.2: Es seien die: ]olgenden Bedmgungen erfullt
a) Die Folge (Q,) konvergtert.
‘b)- Der Grenzoperator Qo geniigt fir allen der Bezzehng D,,Q:,o —0 (buv A(I — AD n)
Qo = Qo). -
Dann existiert das Grenzelement Too der Restzteratwn (6.3), und es besteht fiir alle n die .

. Gleichung D,ro = 0. Existiert auch das E’Zement oo, 80 1st es eine beziiglich (D,) ver-
'allgemeznerte Losung von (6.1).

‘Liegt D, in der Produktform
D_RF (F € L(Y, Y,,)RELY,,,X))
\

vor, so ist offenbar jede bezughch (Fr) verallgememerte Losung von. (6.1) auch be- |
"ziiglich (D,) verallgemeinerte Losung. Umgekehrt ist jede beziigliche (D,) verall-
gemeinerte. Lésung von (6.1) auch bezughch (F,) verallgemeinerte Lésung, wenn
m N(D,,) = n N(F )gllt o < L

,
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