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- Glenchmaﬂlge asymptotlsche Entwncklungen fur Parametermtegrale
mlt'zwel reellen Parametern‘)

H.—J. SCHELL ' ' L ) ,

N ’

In [8] wurden fiir eine Klasse von Integralen, dle von zwei recllen Parametern s, « abhingen,
_ mehrere asymptotische Darstellungen erhalten, die fiir eine Bewegung s — s, und gleichmiBig
fiir alle « gelten. Diese Ergebnisse werden in dieser Arbeit verallgemeinert, indem fir dieselbe
Klasse von Integralen asymptotische Entwicklungen hergleltet werden. Wieder werden zwei
Fille unterschieden: a) der Integrand.hat ein einfaches inneres Maximum, b} er hat keine statio-
nire Stelle im Inneren des Integrationsintervalls. Die Resultate werden auf die Anger Funk-
tion und dle unvollstandlge dema Funktion ange\vendet

B Goaee paHHeu pabore [8] nas m:Terpanos 3aBMCALLNX OT ABYX JIeHCTBHTENbHHX Mapa-
METPOB § 1 o, OB NMOJYYEHK ACHMNTOTUUCCKUE paneﬂcma ‘HMEIoLIe MeCTO AJIA TOTrO CJly-
Yad, KOra s CTPeMHTCA K OMpe/lesIEHHOMY “Ipefeay paBHOMEPHO AJIA BCAX & 113 HCKTOPOBO
.oTpe3ka. B panuofi padore aTH pe3yabTaTh 0600LIAIOTCA: BHIBONATCA ACHMITOTHYECKIIEe
pasaoxenna. CHOBa pacCMOTpeHE! IRA CIYYAA : &) MOJIMHTErpaNLUAA GYHKILA [1MeeT TOUKY
‘MAKCHMYyMa BHYTPH OTpe3Ka MHTErPHpoBaHiA, §) OHA He UMeeT CTALMOHAPHON TOUYKH BHYTPH
OTPE3KA "MHTErPUPOBAHMA. Peaynbra'm NPUMEHAKTCA K q)ym\mm AHrepa 1 HemoJbLHOI"
raMMa-pyHKumm, ! . R ) ) i :

!

In [8] asymptotic apprommamons for a class of integrals depending on two real parameters s , o
were obtained. They are valid if s tends to s, and hold -uniformly in certain « intervals. Vow
these results are generalized by deriving asymptotic expansions for the same class of inte-
grals. Again, two cases are considered: a) the integrand has a simple maximum interior. to the
interval of mtegmtlon b) this interval contains no inner stationary pomt Theresultsare applied
to the Anger function and-to the’incomplete gamma function.

\

1. Einleitung

In 8] wurdcn fir Para.metermtegra]e
- . C O bsw) . ) . '

F(s,0) = [ e f"“"dt _ : ' ) o .o (1)
z(s.0) - S -

asymptotische Darstellungen erhalten, die fiir s — s und glexchmaBlg in bezug auf &
gelten. Diese. Resultate werden im folgenden verallgemeinert, indem fiir die g]elche
Funktionenklasse asymptotische Entwicklungen hergeleitet werden. Wie in [8] sei .
also vorausgesetzt, daB g(s, «, ¢) fiir alle (s, «, t)-€ 8 X A X [z, b] definiert ist, wobeiS
eine Menge reeller Zahlen mit dem Haufungspunkt sy und A ein (eventuell von s ab-
hiingiges) Intervall ist. Die untere Grenze z sei fiir alle (s, «) € S X A4 endlich, wihrend
fir die obere Grenze b auch b = oo gelten darf. Fiir alle betrachteten (s, &, t) sei-
~g(s, «, t) beziiglich « stetig und beziiglich ¢ belleblg oft differenzierbar; partielle Ab-
Ieltungen nach ¢ werden wieder durch Jndmerung bezeichnet, und es wird der Ein-

1y Uberarbeitete Fassung des zwelten Teils der Dissertation B des Autors (Gutachter Prof Dr
L. Berg, Prof Dr. L. Jentsch, Prof. Dr. E. Kriitzel). .
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fa.chhelt halber nur das letzte Argument geschneben Es sei :
g,(x) =0, r= l_,_2, .,.,n - 1' n '*T‘l ,m — l mit_- m >n =1;

@) >0 ' e

erfiillt, s0  daB, wenn n > 1 ist, d1e Funktion g(t) in z-eine stationire Stelle der* Ord-
nung n — 1 hat. Ferner sei 4 = A’ ud”, A" a0 A" = {x,), wobei —g(t) fiir alle
(s, &) € S X[A'\ {xo}] ein einziges Maximum bei t =y ="z + 2,2 <y <), mit
g2(y) > 0 habe und fiir (s, x) € 8 X [A"\ {ao}] keine stationire Stelle mit ¢ > z-be-
- sitzen moge und g,(z) > O gelte. z sei fiir festes s € S eine streng monotone Funktion
von «. Fiirs € Sund &« = o, endlich sei g,(x) = 0, so daB die Ordnung der statlonaren
. Stelle ¢ = z jetzt m — 1 ist, und es sei keme weitere stationire Stel]e mit ¢ > z vor-
handen.

Die beiden Fille « € A’ und «x € A” werden, wie. auch in [8], getrennt behandelt,’

und es werden jeweils asymptotische Enthcklungen fiir s so. hergeleitet, die be-
\ziiglich « € A’ baw. & € A" gleichmiBig gelten. Die in [8] benutzte Methode, die dort

~u ‘asymptotischen Darstellungen fiihrte, ‘wird dazu ausgebauf. Dié Ergebnisse
_tierden wieder auf die Eunktion A_y(«s) sowie auf die unvollstandxge Gamma Funk-:. :

won angewendet. : A R

\

/

2. Gleichmﬁﬁige sisyniptotische Entwitgklung'im Falle « e a’

Entsprechend wie in [8] substituieren wir zunachst t'= Y+ (u—0)B, 0= r”"" n,
wobei wir tiber dle Funktlonen =08 > 0 noch verfugen und erhalten )

6 +Blb—1) S .
e=®WThw dy it - T

| .F.'(S,Aoc) .=. !
R G;B?' . . . - .. ‘ - .‘ R (3)

B

qb(zé) — um — % e, ) = q>(u) — gy + (u — o)/ﬁ)

(m den Argumernten von @ und A brmgen wir der Einfachheit halber nur d1e Abhanglg- s

keit von » zum Ausdruck) Firz, 8 wahlen wir entweder -~ . |
T = (B2, b= (gz(yvm(m — w2 e > 0,

- “
,— -,B—ﬁo, (gm(a:/m‘)‘/"‘ fir 2=0 - (_)

oder

e o nyfm ' ’ o . I
T= [m L (o) — y(y))] » B =(gay)/mim — n) om 22,
Afiir > 0 . | o .

' (und B = fo fiir o = 0, vgl. [8]) R L
Es mogen folgende Voraussetzungen erfiillt sein. Fiir s — 55, € A’ (hlerauf be-

.ziehen sich in diesem und im 3. Abschnitt alle asymptotischen -Aussagen) existiere

- fiir jede der gewahlten T- ﬂ Kombmatnonen efne Funktlon (s, &) mit 0 <o <b— - Y,
so daB ,

Bo — oo, 5%3}%(5) = 0(0) i, je-;les telo — ﬂz,-o + ﬂw] (6)'. o

IR
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- gelten. Fiir solche «, fiir die (bei festem s) z > ausfa.llt existiere ein w* mit 0 < w*

Smm(z b—y),sodaB . o .
Co¥gy) oo, PoByE) =o(l);  w¥g(§) ='o(l)

A 7
fiir jedes ¢ = o + Fpw*, 9 =1 )

- gilt (analog wie obén bei g bezeichnen Indizes bei h, <D partlelle Ableitungen’ nach dem

mltgeschrlebenen Argument, also nach u). Es sei g,(y + (u — or)/ﬂ) monoton wach-

. send fiir 0<u<a—ﬁmm(w,w*) ‘und % > ¢ + B min (w, w*), (s,x)€Sx 4’

»

(vgl. [8: Satz 1]). Ferner mége sich h(u) um u = ¢ in eine konvergente Potenzreihe

_entwickeln lassen d1e m den Intervallen (0’ - ﬂz d + Bow] bzw: [0 — ﬂw* o + Bw*]’

konvergiert:

h(u)—h ‘—a)" N _‘ o 8

. 7

-

(aufgrund der Festlegung von 7 und B ist & (o) = kz(o) = 0). Durch Emsetzcn von (8).
vto PRV 5

in F"(s, ) fexp( g(t ) dt bzw. F@(s,«) = [ exp(— (t)) dt und Vertauschen -
y-w* :

von Summatlon und Integration ergibt sich, wenn man auf der linken Selte wieder'zu -
F(s, & ubergeht und auf der rechten Seite von O bis co integriert (dle Berechtigung:

\

dieser Schntte wird noch gezelgt), ’ e

,F(s,éx)'——.%ehw)zzumgﬂ’(nz(ﬁi(@)l')-' Y

(o \izz 41\ 2!

Dabei soll (*) bedeuten daB iiber alle nicht- negatlven ganzzahligen 2; mit Z i, =k

zu summieren ist; = soll einen formalen'Zusammenhang awnschen beiden Selten aus-

. drucken Mit I,,"" ")(z sind die-Integrale

Y A f exp (—“'" +%”£") (w —o)fdu (10)

0

‘bezeichnet. Die rechte Seite von (9) wird im allgemeinen nicht den’ Charakter einer = -

asymptotlschen Entwicklung haben, doch laBt sich durch l)mordnung der Glieder
eine asymptotlsche Entwicklung fiir' F(s, «) erhalten, wie Jetz.t gezeigt werden soll.
Zunichst sei der Fall betrachtet, daB

8 = 2gmar(®)gnly) = o(1)- o L PV

und zusatallch Jmir(8) = O(g,,,“ ) fir alle £ aus dem jeWOllS betrachtcten Inte-

grationsintervall erfiillt'ist.- Dann folgt aus dem Hllfssatz in [8], daB die Beziehungen
, k(o) = O(ba'm=1), r=3,...,m{m=3), ,,,H(a = 6o _ (12) '
gelten, fur diese 7 ist also k(o) = O(h,,,,., a)) solange v = O(1) gilt. Zur Abschitzung

‘der k,(g) fiir r = m + 1 setzen wir voraus, dafl eine Funktlon (8, &) mit

L plsra) = o(1) o S TS
existiert, so daB fiir diese ) o '
‘hr(a)v= 0(‘?('_"")(81 0‘))’ r=m+ 1 . . ; ) (14) ]

erfiillt 'ist. Fiir r = m + 1 erhilt man 5 ="0(or<p), so dafl man priifen wird, ob

@ = do~1 gewiihlt werden kann; allgemeiner sei 6 = (o@)’ mit einem v = 1 angenom-

11 Analysis Bd. 2, Heft 2 (1983)
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men. Somit folgt, wenn 1 = 0(1) ist,
k . ' IR :
H hi(o) I(z) = ( ))iate +an +1,,...+21,,m+ +kx,..+k) : (15)
Es llcgt nun nahe, in (9) alle Glieder Lusammemufassen fiir die der Exponent von

®(s, «) in (15) konstant ausfallt. Tatsichlich erglbt sich so, wie sich im weiteren heraus-
stellen wird, eine verallgemeinerte asymptotische Entwicklung fiir F(s, &), ndmlich

. 1- oo m+1 L)\ A S
S F(s, x) wl ettad 37 37 1 Itmm 7y [T L h,.(a) s . o
N . i—0in s Al “ : )
. m

Summationsbedingung (*): 2 A Z Ames =1, A3 = 0 gam, . (16)

: m+! . . g H ~/= = . BN .

k=)

i=3

Fiir I = 0 erhilt man die Resultate (13) bzw. (28) aus [8]. In dem zunichst betrach-
teten Fall T =O(1) liegt der Entwicklung wegen. (13) die asymptotische Skala
{9272 2(y) e 9W) @l(s, x)) zugrunde. Die Berechnung der Ii!mm(z) in (16) kann fiir
m 2 3 mittels der Rekursionsformel - :

k1 —m

. m—2 : .
I (m.n)(,) = %( o-)k-r-l m _ Edm;;a‘l‘k"l'}"(r) + I},"L',;“’(r),

) n = : : m
. - - - (17)
oo k=zm — 1 d~~=(m 1) (n 1) :
o . —1 1 — 1) Co
auf die Berechnung der. I!mm(z) fiir k = 0, 1 .»m — 2 zuriickgefithrt werden.. Fiir
= 2. 1st IO‘“’(r) = ]/;é # I ‘21)(1) = ; die Ik‘“’(r) mit k = 2 kén-

nen mit (17) berechnet werden, wobei der mittlere Summand verschwindet. Fiir
7 — co kann mittels einer_Verallgemeincrung der Laplaceschen Methode [6] eine
asymptotische Entwncklung der I,tm®)(z) hergeleztet werden ihr Anfangsghed ist fiir
m = 3 durch R _

27 .

m(m —: n) o""2

© 2n f"_"am‘ . . ! .' C
4 (x) ~ = l/ ';n(m——n)o’"? e , (18)

(20 + 4)! md,  g(m—2-m+1,
3. 21+2(l +. 2)'(m(m — n))1+2 . : , N

v"‘( )‘

L IEtNT) ~ =L [2m(m — n) om™2)—t,

gegeben. o
Mit (18) kann die Ordnung der Glieder in (16) fiir v —> S im Fall m = 3 bestimmt.
werden. Solange noch 6 = o(l) erfu]]t ist, gllt wegen 6 = O(op), (18)- und [8], (10) .

. m+1
mit k = ) i4;:

i=3

1 ~ om+l . :
+ g @ T hida) L ()
: i=3 "

’ - S\t Hlm - |
=0 (gz_llg(y) e—9Wg—ae (_) o _q)(s, ’a)1m91+?‘m+a+"'+11m+l)
a o

= 0(g.12(y) e=0Wgi(s, o)), . . )

- . PR ~
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‘wobei

m : . m+l
q#l[Z((i——2)m—2)/ii+ (m+2) 3 i).i] >0
L2 |iSs , : i=m41 '
ist. Das heif3t, daB die obengenannte Skala auch jetzt noch giiltig bleibt; allerdings
sind die Ordnungen der Glieder in (16) kleiner als die der Skalenfunktionen.
Im Fall 6-1 = _O(1) schliellich, der wegen 6 = o(¢) nur zusammen mit z'— %0 auf-
tretcn kann, sind die Abschitzungen (12) nicht mehr giiltig. Wenn ]etzt :

hto) < g VB, =B, e
und anstelle von (14) . ' ' ‘ ’ a
9.)/95y) = Ofgne-s1zs, ), 723, L .?~:@n

vora,usgeseut w1rd ((21 besagt & (o) = 0( mp)"" dr/2gr— "‘)) so. ergibt snch wegen,
m Mt :

_2(1—2 7;Zl

I el m+1
— & [T h(0) Iy(z) = O (ﬁmnvwwwkwwﬂ
ﬂ' i=3 . . =3 N .

= Olg,7P(y) e=o0gH(s,0)), B

: Lom
wobei k = 2 74 ist. Somit sind die Glieder von (16) auch in diesem Fall von der Ord-'

, =3
nung der Glxeder der oben genannten Skala. In dem teilweise ausgeklammerten Fall
m = 2 ist(20) iiberfliissig, (14) und (21) besagen das gleiche, und es ist I{2!)(z) =< e*’,
I§N(r) < * fiir 7 — oo; also gelten (19) und (22) auch fiir m = 2.
bpeuell ergibt sich fur & = xg mit 1 =0, g = ﬂo, h(0) = 0 fir r = 3
. 1 k+1
(m, n) —_ —
Ty © = m F(

) fir k=0,1,..., aus (16) die asymptotxsche Entwncklung’

1

F(s, xo) = pell 9t2) L

r Cp Im+i%) A,,.'.. N
(t) [ ]) r I=Y m+l ((7n' +,L) ) ] (23)

Summatlonsbedmgung (' ): 2 z).,,m =0L4=0 ganz; r = 2 Ameicy
Es ist nun noch die Ordnung des Restgliedes der Entwicklung (16) zu untersuchen
Dazu verwenden wir statt (8) die Taylor-Entwicklung mit Restglied,

hm—mw+§ 0 ot 4 )

+
( +1 —{— mr)

w—w%4%2m+L\(My'

wobei .{-‘ innerhalb der vor (8) angegebenen Intervalle liegt. Dann entfallen in (9) die
Glieder mit k > 2¢ und in (16) aufler den Gliedern mit I > 2¢ — m noch alle dieje-
nigen, fiir die £ > 2¢ wird, und endlich ist fir kyg(o) I = 2¢ — m durch hgy(£) zu er-
setzen. Die Summanden von (16) fiir I =0, 1,...,1* = [2¢/(m 4 1)] blelben un--
verindert (auBler fiir 2¢ = m + 1). Setzt man an&log zu (14)

hag(8) = 0((})20_’"(8, a)) fiir-q.]]e gmit 29 =m + 1 (25) . )

11*
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voraus, 8o hat die Differenz aus F(s, «) und.der rechten Seite von (16) beiSummierung
bis I = I* — 1, also das Restglied' der Ordnung I* — 1, die Ordnung O(g,"12(y) e—9®
X ((s, oc))"). Dabei ist angenommen ‘worden, da die Integralbeitrige von den ver-
nachlissigten seitlichen Intervallen (vgl. die Bemerkung.von (9)) unter die Restglied-
“ ordnung fallen, was jetzt gezeigt werden soll. Dazu stiitzen ‘wir uns auf die Vorgehens-
weise in [1], Wie in [8] im AnschluB an (14) zeigt man unter den Voraussetzungen (6)

~und (7) " D '
[ e—ewi(y — o)t du =»O(e—.w(q;}-ﬂw)(ﬂw)—m+‘1+k).,
o+ fw . P

S0 'dal} mém, wenn man noch die Ordnung des Exponenten des e-Faktors beriicksich- -
tigt, N L ' \ : o . .

i 1° 2¢ - ‘ oL
7 ehler [T hi‘\'(o) f e~ ®(y — o) du.

_i=3 o+fw BN

~

1

' 1 3 ‘ _m\ . .
= 0 g T 0y ") - (26)
erhilt, wobei die’ 4; und gehlz'iB der Summa.tion_sv’orschrift zu (16) mit der Zusatz-
bedingung k¥ < 2q verbunden sind und £ € (g, ¢ + fw) gilt. Unter der'weiteren Vor-
- aussetzung o ' , : :
‘ | o : . ’ ’
—— = 0((Bw)?), beliebig, .., ' 27
ist die rechte Seite von (26) ein o(gz"(z(y) e~9Wel(s, x)). Entsprechend zeigt man

o . . . ’ [
f =0 g — O(ﬂ‘l(ﬁw)‘+m em.,)—m(o+ﬁw)) L
v+w Ce I o

’

. =0 (92"’2(?/) e

Lsorosy ™ R
) 7E)  ofgiring e-sngi(s, o).
~‘Analog kann man bei der Abschétzu’ng der Integrale iiber0 S u <o — Bz Qorgehen, )
und endlich erhélt man das gleiche :Resultat auch im Fallz > w, sofern (27) auch-
fir w* statt o gilt. ~ i y - . T
... Die Ergebnisse lassen sich zu folgendem Satz zusammenfassen.

.Satz: Wenn (s, x) € S X A’ ist und die in der Einleitung fiir diesen Fall genannten
allgemeinen Voraussetzungen diber g(t) sowie die im Anschluf3 an (5) bis einschliefBlich
(8) genannten Voraussetzungen und auferdem di¢ nach (11) genannte Forderung <iber
- gme1(€) unter der Bedingung (11) erfiillt sind, im Fall § = o(1) (14), im Fall 1 = O(5)

(20) und (21) gelten und schlieflich (25) und (27) erfiillt sind (letztere auch dann, wenn
o durch w* ersetzt wird), so ist (16) eine verallgemeinerte asymptotische Entwicklung fiir
/'(1) mat der qsylmptotiscken Skala {92‘1/2(31) e~ 9Wgl(s, «)}, wobei s — sp, x € 4" ist.

- 3. vB'e.ziehu'ngen zuf »Methdqé von: Chester, "Friedman"und Ursell .

Eine andere Moglichkeit, eine gleichmiBige asymptotische Entwicklung fiir (1) zu
- erhalten, besteht in der Anwendung der Methode von CHESTER, FRIEDMAN und Ur-:
" SELL [4]. Dies ist von OLVER [6] fiir die Funktion 4_,(«s) durchgefiihrt worden (siehe
~ Abschnitt 7). Ein Zusammenhang zwischen dieser und unserer Methode kann wie
folgt hergestellt werden. Wenn man die lineare Substitution ¢ = ¥+ (v« —o)/fmitz

v

N
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nach (5) durch eine Transformation.der Form

Ctmy W), Mw =X w—oWlf v (28)
.mit'noch zu bestimmendem A(u) ersetzt, wobefangénothen wird, daB sie das fiir die
Asymptotik von F(s, x) wesentliche t-Intervall ([z, ¥y + w] bzw. [y — w* ¥ + w*])
ememdeutlg aufein gewxsses u-Intervall [u,, Uy) abblldet so erhdlt man

#4(8,0) , . o ) !
CFMs,a) = [ emdlrtialuydu . o (29)

wlsa) . . ' v

anstelle von Fh(s, ®) bzw. F('Z’(s, x). Setzt ma,n, entsprechend wie blsher welter
o m ‘ ' ' . -
- h(u) = u"‘_— — Ty — g(J + A(u)) = : e (30)

so daf h (a) = O wird, und bestlmmt die Koefflzlenten l/ﬂk,— 1""(0)/16' (und damit
auch A(u)) aus der Forderung k(o) =0, r=-2,3,..., wird k(u) = k(o) = —g(z).
“Also besagt (30): o T

g(t)—g(x)=zf'ﬁ-’-%ra", T ey
. DR b . ’.v . .

und das ist gerade die Transformation von Chester, F medman und Ursell. Die asym- : -

ptotische Enthcklung von F(s, «) ergibt swh nun ‘durch Emsetzen der Taylorent-.
w1cklung von 2/(u) in (29)

A
/

(s,awe-v‘z»zw%1>Ium'"’<r)/ﬂk;l. ‘ e

Hlerbel stimmt ﬂ, mit dem g’ uberem das zu dem hier benutzten 7-— siehe (5) — ge- '
hort, und nach der Berechnung der %,{s) findet man fur k=20> 0

| . [ mdy, om=k o
'lE=gf(y)[ 2:1 - & ((yr(J)/Hl'ﬂ,")] : .' -

k— ' ' .
: Summatlonsbedmgung (*): 2 7). = k +1, 1 > Oganz r —-2 ),, (33)

L m— 1 n—1 \ B B
dk+1=( L )_( k) . N :
Fiir g=10 siﬁd iewéiis die Grenzweljte_deI: :i/ﬂk fiif o> O'zu nehr'nen, und es wird dann’ -
: o 1 — )1 g,m—1 k-1 -
ﬂl = (gm(x)/m,!)l/m y o = — (”;'—-LZ(Q,(Q:) 2)7' ﬂi"): k=2,
' B . Im(®) ! =1 o ‘
. L ’ : . k—1 . . A T k=1 . (34)
Summationsbedingung (*): 3'j4; =m — 14k, 4; = O ganz; r = } 4.
: - j=1 o i=1

Offenbar miissen die 1/8, im Fall T = O(1) eine asymptotische Sl;a]a; bilden, wenn die -
rechte Seite von (32) eine asymptotische’ Entwicklung ist. ’
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A ]

4, Eine im Fall T oogiiltige asymptotische Elitwicklung
Erga.nzend sei nun noch eine weitere asymptotlsche Entwncklung hergeleitet, die
zwar nur solche « € 4’ erfaBt, fir die — oco gilt (also nicht gleichmiBig fiir alle
x € A’ giiltig ist), aber wegen ihres Aufbaus und ihrer Genauigkeit von Interesse ist.
Die sich im Fall z - —oo ergebende analoge Entwicklung (siche Abschnitt 6) ist
dariiber hinaus fiir einc spezielle Funktionenklasse auch gleichmiBig giiltig, und

+ zwar sogar fiir alle x € 4 (eine Veroffentllchung hierfiir ist in Vorbereitung; vgl. auch

das spezielle Bensplel in [7]). .

Wenn 7 — oo (oder 22g,(y) — oo) erfiillt ist und ein w* existiert, das den Vor&us-,

: setzungen geniigt, kann zunichst cine asymptotische Lntwwklung von F(s, x) mittels’

einer Verallgemeinerung der Laplaceschen Methode wie bei von einer Variablen ab-
hégigen Integra.len erhalten werden (siehe dazu BEre [1, 2: 33.2]). Formal ergibt sie
sich, wenn man wie in Abschnitt 2 vorgeht, wobei g(t) um ¢ = y zu entwickeln ist und
statt der 1,(r) auswertbare Integrale cntstehen Sie lautet.

' . p+2 1 /g, z;
CF(s,0) &~ l/ 2( e afﬂ)):g[ ~ 1ypH ((2l ):[1 %(g-z(‘?()) J.,
. 923/ p=0 (e) y) 3 ." . ‘ (35)
2 2p+2
Summatlonsbedmgung (*): Z (¢ —2)4 = 21,’ 2; =0 ganz; 2= 3 il

1=3

. \
‘\Iodlflzlert man die Voraussetzungen in [1] dahmgehend daB man g,(y)/gz'/ (¥)

= 0(:,0"“2’/2(3 o) ) 7 = 3, mit einer Funktion y(s, «) = o(1) fiir s — 54, T = oo fordert,.

, .

so erkennt man, daB die Folge {g.7/*(y) e~9WyP(s, x)} eine asymptotische Skala fiir

(35) bildet (wenn die Voraussetzungen (14) und (21) erfiillt sind, ergibt sich y = o7"™
fiir o = 0(1) und y = ¢™ fiir 1 = O(pa), sofern 6 < (op)’ mit einem » = 1 gilt). Die
F‘ntwncklung (35) beriicksichtigt nicht explizit, daB ein zweiter Parameter vorkommit,
was sich in den vorhergehenden ‘Entwicklungen im Aufteten von z ausdriickt. Ins-
‘besondere wird die gute Approximation fiir F(s, «), die durch die asymptotische Dar-
stellung (also das Fiihrungsglied von (16)) erhalten werden konnte, nicht ausgenutzt.
Um diesen Nachteil zu vermeiden, schlagen wir den folgenden Weg zur Herleltung
einer verbessérten asymptotischen Entwicklung ein; dabei beschrinken wir uns auf
b = oo und-die Wahl von 7, 8 nach (5). Wir gehen von der Identitit :

: F(s, o) = % e=9@ (1) + %efﬂ:‘ﬂ _‘/‘e‘\ll(”**("—"”’)*?"’ du — fé‘“""’ du
. i - . . ' 0

\

- : S - o ‘(%)'.'

aus, die als ersten Summanden das Hauptglled von (16) enthilt, und entwickeln den .

Rest, ersetzen also das erste Integral in der geschweiften Klammer durch (35) und
das zweite durch seine asymptotlsche Fntwmklung fur T — oo. Dies fithrt auf

i

1 2n g
I" S, o — e~ 0“’[ T) + 1/ e~ cp mit
. F(s o) ~ of ) P Z »

ﬂ N -
- (él)! 1 22/ 9;@) PR L :
_«é(_l)w%‘_l!{gz‘(y) ey (ﬁ( i ) ) o (37).

. 1 e d, I . . .
= =y oy L] F(T) } v -
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Summatlonsbedmgung und'l wie in (35). Auch ist die Skala dle gleiche wie zuvor.

Wihrend sich fiir groBe.r die vom letzten Summanden in (36) herriithrenden Ent-

wicklungsglieder undder erste Summand fast aufheben, so dall im wesentlichen die

_ Entwicklung (35) iibrigbleibt, werden fiir mittlere 7 die ersten cp klein und wirken
“‘korrigierend auf den ersten Summanden in (37),

5. Gleichmﬁﬂige_asymi)totisdhe-Entwicklungen im Falle_ agA”

Im Fall « € A" lassen sich gleichmaBige asymptotlsche Entwncklungen wie im Ab-

schmtt 2 hcrlelten Die Funktion h(u u) definieren wir_jetzt durch :
h(u) = ®(u) — glz + u/p), By wiein (3. - (38

Zuhiichét,bESchré.nken wi;' uns auf die i(ombination . .
B = (ga@/m)in; T = —g(@)mln — VB, | (39)

_ auf die sich Satz 2 in [8] bezieht. Wie dort erfulle o) mtd<w=b—=z fur
s> S0, o € A" die ‘Beziehungen

ﬂw 00, @™tig,,(x) =o(l); Inn(§) = 0(9m+1("’)) fur ]edes )
Cteln e+ o] - - S U

gmlt Fms1 () = 0, und g,(t) sei fir.z + w < t < b monoton wachsend Wenn h(u) im
' .Interval] [0, Bw] in eine konvergente Potenzrelhe

o glx) (4‘1) ‘

h(u) = —g(x) — ' '
) g() km+xk'ﬂ" e ®

entwickelbar ist und die Ordnungsbeziehungen S
g:(x) = O(Brgr—m(s, ), .r=m+1 C . (42

(vgl: (14)) mit einer Funktion ¢(s, «) erfiillt sind, fur dle o(s, &) = o(l) gilt, ergibt sich
dle fnr s = o und fiir alle « € A" gleichméBig giiltige asymptotlsche Enthcklung

1 - Jim, n) ] » - .
) F(S, &) A F e—9@ 22 [(___l)f ;lr’fm g . ( mei(®) ) :|’

=0 (+) (m + o)! S
o (43) -
. Suml'nationsbe_dingung\(*): Z e = L, A; 2 0ganz; r = Zﬂm,,mnt
. . i=r i=1
 Jyme(g) = [ e ut du. ) - . o S (44)
h .

Hierbei sind wieder gewisse Restabschidtzungen als richtig angenommen worden, was °

" - sich aber unter der Zusatzvoraussetzung (27) wie:in Abschnitt 2 nachpriifen 1aBt.

Als Skala der Entwicklung (43) ergibt sich, zunichst fiic v = O(1), {g,~V/™(x) ~
X e~92ql(s, x)}; da aber fiir r > —oo die asymptotische Darstellung ‘

- : C k1 !

n ne n

gilt, die J;™"(7) also gegen 0'streben, ist die Skala fiir alle a € A" gultlg Man sieht
_unmittelbar, daB (44) fiir r = 0 in (23) ubergeht o . '

\
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" Aus den J,“’" "’(r) kE=0,1,...,m—2, kénnen die \\veite'ren mittels der Rekur-
sionsformeln . ' _ ' ’ : :
! . - m 41 . ) ‘ :
Jk‘"‘,""(f) = TJk’:r'rll)Tn( )—m— JEZ(T), k= m, o
: : : ] _ (46)
J(m ")(r) — .[J(m ")(1') + i ot . . ) A
- berechnet werden. Ferner gilt'diev Potengreihenentwickllung .
I S - 1 o 1 A' . ‘ 1 - , . . . L
Jymm(z) = — ¥ p(ﬂ'*'k_'*') (ﬁ ,) . L (47)
. T m D r! m n . »

S B2 k41 ' '
Spezieil ist J20(7) = e‘2 N D . ,( ]/_r) Wenn anstelle von (39) die Kom-
- bination .

[
Am—n

‘.,_;_ [m 2 g — g(y)J] "L B= (—g,,(x)/m(n.\—_ 1)!1)1/# - (48) '

verwendet wn;d ist die Summatlonsbedlngung zu (43) in. 4, —1- Zzl,m =l abzu-

\

dandern; und es wird r = Z Amii In der inneren Summe in (43) ist der Fa.ktor

(—Pm(0) pr/m 1) A ! hmaumfugen und der Index von Jm ”)(r) und der Exponent von
fsindinl + mr — 4, abzuindern. Skaladieser Entwicklung ist die gleiche wie fiir (43),
wenn § < (op)’ mit » = 1 gilt und fiir 1 = 0(6) die Bedmgungen hm(0) ﬂ"‘ O(ﬂ”') _
-und. .

g,(x)/g,.'/"(x O(q)’"" LIRS a)) fir r=m | o - (49)

“erfiillt sindy : : ' - ' )
Die Anwendung der im Abschnitt 3 beschnebenen Methode’ der Herleltung einer

‘gleichmiBigen asymptotischen Entwnck]ung fiihrt im. vorliegenden Fall « €74" mit
T nach (48) auf . .

F(s, o) ~ e~ ”"’Z(’hLl ‘"”"(t)/ﬂkm : . - (50)

wobei sich die f, aus hi(0) = 0. mit hu) = Pu) — glz + A(w), Alu) = Zuk/ﬂk’

ergebefl. Fiir .7 < 0 folgt ‘aus ha(0) =0, daB B,-= f nach .(48) |st und aus der
* . Voraussetzung .g,(x) =0, r =n + 1,...,m — 1, folgt A®0).=0, 1/8, =0, fiir

- k=.2,3,...,m — 7. Aus der Forderung h,(O) = 0 fiir r = m erhialt man

L (= D)1= (m! = gu()/fim) - o

ﬂm—rﬂ-l C m! gu( z), R . ’ . .

v 1 (e — 1) By “k—n ' .

. o u_z (g,(x [AtBh [T ).,' ﬂ,"), k> ” (51).
Bi-nsr - _+ gal®) (s) . jeEm—nt1 i :
Summationsbedinguhg (#): 2, + 2 (9 — n) 2., =k A= 0 ganz,

. ‘ L S =
r = Z A’ ne : . o

j=m+1

" Fiir r = 0 sind. die Grenawerte der l/ﬂ. firT —> 0 zu nehmen und das erglbt wieder
(34).” -
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6. Eine im Fall v — —oo giiltige asymptotische Entwicklung

Eine asymptotische Entwicklllx’ng, die nur im Fall 7 => —oo, T nach (48),_giiltig ist,”

. kann entsprechend wie fiir  — co in Abschnitt 4 hergeleitet werden. Um jedoch eine

Verallgemeinerung zu [8},:(39), zu erhalten, &ndern wir (36) dahingehend ab, daB wir

. im ersten unq dritten Summanden mit § = B-,im zweiten mit § =.B* arbeiten, wobeli ‘

Co B = (—ga@)min — DI, T B+ = (ply)mim — m) o™iz (52)

ist (fiir T = O ist der gemeins'anL{e Grenzwert (ga(x)/m!)!/™ zusetzen), Dann erhilt man; -
* wenn (40) erfiillt ist, g,(¢) fiir ¢ + w < ¢t < b monoton.wichst sowie:

9,()/ga""(x) = O(V";_A".)/f’"T"’(g» 0“)): r=m, . yls,«) =o(l) ~ (53),
fiir s — sp und v — — oo gelten, ' ' oo

F(s, «) ~ ra e 9% 10(1,:) + - e—0® 3¢,

- , .
L Am=n)p+D—1 | i ' p et ' ’ ’
: 9’.+7‘n—{—1)(n.. ) ™ 4 _
Cp = (= I —} e : 4
? v=(m§mp {%)‘ [( ) ( n i gn(2) s ‘ 3 4

- S SRR +1
L 1 g\ (=P L fpm ] n \"a
X !Jm /'.;!( ¢! ) B! r n —mz | |
- ‘ o o-n - e RS
< * . Summationsbedingung (*): 3 (i —n)4; = ¢, 4; = 0 ganz; 7 = A

o . . i=m . . ) . L i=m

Skala, dieser asymptofischen Entwicklung ist'{g,,”"(:c) e—9DIyP(s, a)} mit g = g™
bzw. p = pnm-—min_ falls g™ oy = O(1) bzw. 1 = O(¢g™ "7) gilt. Aus (54) folgt (8],
.(39)finjp=q.=0. - c o o

7. Beispiele -

Zunichst wird das Beispiel
A_j(as) = [esesoni=n gt &> 0, fir s> co
- [ . N , .o
betrachtet, das zu m = 3, n = 1 gehort (vgl. [8]). Mit ;: arcosh 1 fir a €A’
= (0, 1], 6 = /2 ergibt sich! mit § = (s tanh y/6y)'3, 6 = By aus (16) die asym-
" ptotische Entwicklung ' N ‘ ) . o co

. ) . .- .
A_s ( S ) ~ l -ea(y—wnhy—ay"t&nhy) f S_-lls
gosh v B . =0 -

S s — 6%\ [ 6y \M3 . © L 1+3 .
. — 1Y |- . A ) .1 412 !
xg [( . ) ('Isg_,3 ) (tanh‘y) tan}.v‘ /Ik(f) ,1:73)"‘7' :],. (55)
. - : T ' : ! e
Summationsbedingung (#): 43 + 3 idis =1 4 2 O0ganz; r = Y Au3,
. . X i=1 . LS i .

=1

k=1-+43r—1, ' yr = Ao+ 26 4 -+ sy
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_und mit 7 = [s(y — tanh y)/223, B = (s/6)”3 tanh/2 y/[3(y = tanh y)Js:

"l S 6o 12 S _ Gﬂa Ay
_ — | &~ R —1/3 —1) .
3'(cosh.y) (> tanh y) ,é(‘,é (,Z)‘[ ') ( S )

108(y — tanh y)\k6 . 1+3 . . -'
( “tanh®y tanh* yIi(x) 173)'7'! i, .(06) :

Summationsbedingung und weitcre Beaelchnungen wie in (05
._Wht demselben. 7 folgt aus (‘%2)

N s g +1 ‘ o . : ._. N o
A=)~ 2 —erin ol du,  fi = 56),
- (cosh 7) 2: ﬁ*ﬂ e~ (u ) d'uj B ﬂ :w|e- in (06)_
. - U .
1. 6= .. i |
= e—— fiir y >0, ~ — =0 fir y=0,
B2 68,%s tanh y 4 Be ; 4 . . o
S | ~ o (57)
QL Y NS RSN B R : .
B (%2 T2 anhy T ZagR) T T o
.1 _ S
. » _ﬂ_a = | 10 fur y=20 )

- (vgl. (33), (34)). Diese. Entwncklung ist — ohne di‘e Rekursionsforiel fiir die 1/8; —
in [6] a,ng'egeben‘. Endlich ergibt sich aus (37) fiir s — oo, T — co (z wie in (56))

- 4 ( s ) ( 60 )1121013,1)(r)+(i—)llg'c""‘a""”~fcp, B

cosh y s tanh y A stanhy

P=1
i
1. (5 —3 ta.nh" 5 -
= (2T 2BV 9 g ‘ 5
“To ( s tanh® y 6" )’ : : - (38)
_ 1 (385 —462tanh’y | Sitanhiy 385 .\
%= 1152 $*tanh®y. - 36 )

’Tabelle 1 enthélt ncben“den genauen Werten die sich aus (55). bis (58 ) ergebenden -
Werte fiir A_,(10«) und einige « < 1. Bei der Berechnung sind aufier dem Fithrungs-
glied,dasschon in [8]angegebenist, noch die jeweils folgenden zwei von 0 verschledenen, :

' Glleder der asymptotlschen Entwrcl\lungen beriicksichtigt worden.

. Tabelle 1: Werte fiir 4_,4(10x), O < & g 1

x exakt - nach (55) nach (56) nach (57) - nach (5\8)
0.3 81134 81105 . 81106 8107.7 8113.4°
0.4  560.07 559.91 559.67 -~ 560.25 - 560.09
0.5 “78.7135 ' 78.747 78.679  78.762 18.757

0.6 17847 - 17.873 17.805 * °  17.852 17.861 "
0.7 5.7434° ° 5.1437 . 57204 ° 57443  5.7559
0.8 - 24133 = 24132 2.4010 24116 2.4232
0.9 1.2419 +  1.2417 - 1.2384 1.2416 1.2519

0.95 . 0:94560 - 0.94535 = 0.94424 0.94522°  0.95248
1.0- . 074360 . 074363,  0.74363 0.74363 -
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o Im Fall & > 1 erhilt man mit 7 = ~6‘/3s(oc — l)/‘%(sa)‘/3 ails (4‘3) /
- 'A o~ & _1T1 ! ‘ )
A~ B (2T oo [ [Tt @+ 3],
Lo 1=0 \ &S O =1 (59)

: . ‘ v .
Summationsbedingung (%): 2 ih2ivy =1 2 Z 0 ganz; 7 = Z Zaivg

'Hleraus entnimmt man sofort die Entwicklung fir « = oy = 1, mdem man JE2 (0)

, 9 .
.= .? F( l:; L 4 r) clnsetzt, und diese Entwncklung -geht auch aus (55) bis (57)

s —_—— 1728 o
hervor. Fiir 1= — -%— «® — 1 — arccos —] y B = —s(a — 1)/3r folgt aus (43)
« : L

(vgl. die Bemerkurigen im AnschluB an (48)) '

. o ' . ; P . ]
A(as) ~ 3 )] [(— 1) (s — 6f%)% (as) Jk(f)/ﬂ"?“‘ I 22031 (20 + 3)!““’],
S I=0tn i=0 .
Summatnonsbedmgung (%): 23 + 2 2ihpisa = 1,4 = 0ganz; p = [l/2] - (60)

. 1 ’ ( . D .
Zo‘ (2@ + ) Asiszs T = Aeing, p = 3-5 + Aq + ot A Zopess

i=0

aus (50), (01)

.. .oo . 11 o -
A oo~ 2 EEL gene wmie g =g,
. =0 Brn . :
T 1 e —sa L. .
— =0, I=12,..., —=—0—F—"——— fir a«>1,
Ba - . B3 6sB,3(x — 1) ) 61
L S S BPSNNT.  S L '
B tos T U T T \12088 T 2%,
o e fsym
1 el 2 i =1
fur .o > 5 35082(6) fir o ,
. . . 1 6\/3/ ¢ \i/4
und ‘schlieBlich aus (54) fir s > co, 7 > —co mit — ={—) {——=}
< ‘ - o5 T—=
) . . . r ‘
A_(5) ~ o Ig3(7) 4 37 = L
—s\O ﬁ:— '0 \ = P 0 ~s(¢x _ 1) 3,34-.[ . (62) )
, a2 (9 + 1 0 : ,
6 = ———— e ) :

Pl =18 2 - T S 1y ' 2a3p

Tabelle 2 enthiilt fiir einige « = 1 die exakten Werte fiir A_,o(xs) und diesich aus (59)
bis (62) ergebenden Werte (zusa,tzhch werden (60) und (61) auf einige & <1 an-
gewendet, und es zeigt sich, daB in der Nihe von « = 1 sehr gute Apprommatlonen !
. erhalten werden). <

Als zweites Bexsplel fiihren wir dle unvollstandlge Famma Funktlon

(=]
I‘(s + 1, a) fe*‘t‘ dt  mit so = co
[1] .
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'

" Tabelle 2: Werte fiir 4_,(10x), o =1

’

o exakt ' ‘nach (59) nach (60)  nach (61) nach (62)

1.0° 0.74360  0.74363 0.74363 074363  — .
1.05 0.60111 0.60112 0.60151 060113 - 0.60637 . .
115 0497508 °  0.497513  0.497484 - 0497518 - 0.498643
15 0.1856076  0.1856075 0.1856077 0.1836062 - 0.1856150
© 20  0.0982683 0.0982683 0.9082683  0.0982683 0.0982689
4.0 0.03328460 0.03328460 0.03328460° 0.03328460 0.03328461

- 0.95 ' 094560 094566 0.94566
0.9 -1.2419 ' 1.2420 ° 1.2421
0.8 24133 . . 24140 - 24138
an, fur die noch allgememere Resultate in [7] zu fmden sind. Hier-ist m = 2, » = 1, -

und die erste Wahl von B,rimFallz'='s — a = Ofiihrt a,ufﬂ (23) U2 ¢ = (s — a)/

: }/— Wegen (17) ergibt sich aus (16)

\

I'(s 4 1,e) ~ V2nse’s’{1+erfT§'Lk " o E L

e—i'

+

2ns: =0
o ok L4
Summationsbedingpng (*): Z iy = l + 1,4 = 0 ganz; r = Z Aive
. ., . =1 . t

mit

;‘ . , (2];‘ _'+_.‘2,)v 2k+2 :
" = %‘[( ) m nl"zh X .< !
o . L (e
Summationsbedmgung (*)2212”2 =2k, A4; =20ganz; r = 3 240 ’
. i=1 . . =1 - -
und . v R N . N ..

(@arst et
TR S (2 — )1 k=2, Lo
Pk(t)'=~‘k AR s
e Y e———— e, k=2 41, x=0,1,...
j=o.(x — Pt - o .

Zur Schreibweise in (63) ist zu'bemerken, da8 man sich die beiden Teilreihen ,,inein-

andergeschoben* denken mu8, so daB die Entwicklung nach der Skala {s—/2} fort-
schreitet.: Die 7e sind die Koefﬁzxenten der. asymptotlschen Entwmklung der Garama-

( )uz lt("l T+ 2'P1 u-wr(t) H Al 31‘:| (63) .
(o) N

’

Funktxon F(s + )~ )_',' 7" (.s - oo) (63) ist auch fiir @ > s eine asymptotlsche o

k=0

. Enthcklung, solange s —a= }/—) erfullt ist. - Wenn man (63).mit der asympto— e

" e (1
1 A ( v mu]t1 liziert, ergibt 'sich die
G+ La) L& o P g

tischen Entw:cklung 7

" zweite der von TRICOMI [10] hergelelteten Entwncklungen (dle dort aJ]erdxnos nicht in '
der hier verwendeten expliziten Form angegeben ist). Die erste Tncomn-Entwmklung

BTN
\
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¢ .
. Lol

ergibt s1ch aus unseren Resultaten wie folgt Es werden — Fall «€ A" — ﬂ, T nach

(39) gewahlt das.ist - = }/s_/—/a, T=(s— a)/}/— a = 8. Dann werden in der zu-.
gehongen asymptotlschenEntmcklung (43) — belBeschrankungauf denFall T > — o6
.. = die Funktionen érf ¢ und J®1)(z) durch ihre asymptotischen Entwncklungen fiir .
7 — —oo’ ersetzt. So ergibt sich unter den Bedmgungen a>s, ]/—— o(a — ), fiir .

§ —)- o0 . .

Ae—aas.+1 °°(—1)“- o : s }

a— 8 g=—9 Sk |

* k - . .A . .
X 5 [(k 7)) / I ).i%,!,(i'+_1)‘m], N _
UL , | .. (65)

I'(s'—}— l,a) ~

.8 : . y . ._ N

Summatlonsbedmgung (%)= Z iy == Ic A 2 0 ganz r= 2 }.,H
i=1
X . s (")(0) : C .
Dle Summe erscheint in [lO] in der Form ¥ @ mit F(t) = “"(1 t)’
~ k==0 -

’ ‘“‘, . . iy}
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