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GleichmäBige asymptotisehe Entwicklungen für Parameterintegrale 
rnit'zwei reellen Parametern1) 

ff.-J. SCHELL	 / 

In [8] wurden für eine Klasse von Integralen, die von zwei reellen Parametcrn 8, n abhangen, 
mehrere asymptotische Darstellungenerhalten, die für eine Bewegung s ->s0 und gleichmaliig 
für alle et gelten. Diese Ergebnisse werden in dieser Arbeit verallgemeinert, indem für dieselbe 
Klasse von Integralen asymptotishe Entwicklungen hergleitet werden. Wieder werden zwei 
Falle unterschieden: a) der Integrand.hat em cinfaches innerés Maximum, b) or hat keine statio-
näre Stelle im Inneren des Integrationsintervalls. Die R .esultate werden auf die Anger-Funk-
tion und die unvollstandige Gamma-Funktion angewendet. 

B Owiee paniieü pa6oTe [8] 941H 1,1IITerpa3oB, 3a811cn11.UIx OT ABYX JWüCTBIITeJIbHbIX napa- - 
MCTOB $ IT x, 6bLJllt flOJIy'ICIIM aduMnToTI1'leciflie paliüHcTaa,iIMeIoIulie MCCTO ARR Toro CJJy-
'ian, torja s CTpeMIITCH u onpe)1eJIeHHo31ynpee21y paniioiepiio AJIFI BCHX 04 113 IIFTOOBO 
oTpeaxa. B jan iiofl pa60Te 3T11 pe3yJIbTaTbl o6o6E4aloTcsl: BLIHoJnTCn adHMnToTII'iecrnre 
p a3Jl o i e nit n. CHOBa paccMoTpenbi Ana c.rIy'ian: a) noJuIHTerpaJlblIan ynxiitR IIMeeT 
MaidwMyMa BIIyTpu opeaa llHTerpilponaHnn, 6) oHa iie nMeeT cTaIIIoHapI1o11 TO'IKII BIITII 

•	opeaa nHTerpnpoaaHlIn. Pe3yJlbTaTai npuMeiinioTcn R 4yHKuI!H AHrepa it HenoJIbHofl 
I'aMMa-()yllIcI.uH.	I	

-	 J	 S 

In [8] asymptotic approximations for a class of integrals depending on two real parameters s , 
were obtained. They are valid if s tends to so and hold -uniformly in certain Ocintervals. Now 

•	these results are generalized by deriving asymptotic expansions for the same class of inte- 
grals. Again, two cases are considered: a) the integrand has a simple maximum interiorto the 
interval of integration, b) this interval contains no inner stationary point. Theresults are applied - 
to the Anger function and to the incomplete gamma function. 

•	1. Einleitung 

In [8] wurden für Parameterintegrale	 - 

/	
b(s.) 

F(s, x)	f e°• t de	 •	 -	(1) 

asymptotische Darstellungen erhalten, die für s -± s0 und gleiehmaI3ig in bezug auf 
gelten.- .l)ieseResultate wetden ml folgenden verallgemeinert, indem für die gleiehe 
Funktionenklasse asynipttische Entwicklungen hergeleitet werden. Wie in [8] sei 
also vorausgesetzt, daB g(s, , t) für alle (s,x, t) . E S x A x [x, b] definiert ist, wobeiS 
eine Menge reeller Zahlen mit dew Haufungspunkt s 0 und A em (eventuell von s ab-
hängiges)Intervall ist. Die untereGrenze x sei für alle (s, ).E S X A endlich, während 
füi die obere Grenze b auch b = co gelten darf. Fdr alle betrachteten (s, a, t) sei 

, t) bezuglich a sletig und bezuglich t beliebig oft differenzierbar; prtielle Ab-
leitungen nach t werden wieder (lurch Jndizierung bezeichnet, und es wird der Em-

•	i) lJberarbeitete Fassung des zweiten Toils der Dissertation B des Autors (Gutachter: Prof. Dr. 
L. Berg, Prof. Dr. L. Jentsch, Prof. Dr. E. Kriitzel).	 S	 •
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•	fachheit halber nur das letzte Argument geschrieben. Es sei	 0 

r= 1,2,...,n— 1,n±,1,...,m— 1, mit m>n^t1; 
• S	g(x)>O	 (2) 

erfüllt, so daB, wenn n> 1 ist,'die Funktion g(t) in x-eine stationäre Stelle derOrd 
nung n - 1 hat. Fernei sei A = A' u A", A' n A"— {}, wobei —g(t) für alle 
(s, x) E S x [4' \ {o}] ein einziges Maximum' bei t ='y ='x+ z, x <y <b, mit 

• ' g2(y) > 0 habe und fü (s, ) E S X [A" \ {}] keine stationäre Stelle mit t > x.be-
'sitzen möge und g(x) > 0 gelte. z sei für festes s E S eine streng monotone Funktion 
von ox. Ftr s ES und cc ,x0 endlich sei gn(x) = 0, so daB die Ordnung deistationären 

• Stelle t = x jetzt m	1 ist, und es sei keine weitere stationäre Stelle mit t > x vor-	-: 
handen. 

Die beiden FäIle cx E A' und cx E A" werden, wieauch in [8], getrennt behandelt,' 
und es werden jeweils asymptotisehe Entwickluiigen 'für s-^ . hergeleitet, die be-
ziig1ich cx E A' bzw. cx E A" gleichmaBiggelten. Die in [8] benutzte Methode, die dort 

- zu asymptotischen Darstellungen fuhrte, wird dazu ausgebauf. Die Ergebnisse 
tierden wieder auf die Funktion A_ 3(as) sowie auf die unvollstandige Gamma-Funk-
won angewendet.	 '	

0	 -	 I	 • - 

/	
5	 - 

2. Gleichmäflige ásymptotische Entwicklung im Falle a E A'	'-	
0 

Entsprechend wie in [8] substit'uieren wir zunächst t '= y + (u— a)1i9, a = i/(m—n), 

wobei wir über die Funktionen -r 0, /> 0 nocli verfugen, und erhalten	 -• 

• •
	 F(s, cx) =! f. e(u)+) du nut

'(3) 

(u) = u —	rue ,	h(u) = (u) — g(y ± (u — a)/) 

(in den Argumeriten von 0 und h bringen wir der Einfachheit halber nur de Abhangig-' 
keit von u zum Ausdruck). Für r, fl wählen wir entweder	•,	 ;' 

• S	 = (az)"'',	= (g2 (y)/m(rn	n) zm- 2) I Im 'für. z > 0,
 

-	-v.	'	 •.	 '	
(4) 

5. 

5	

•	 -, • =

	= (gm(x)/m!)'	für z = 0 
-'	oder	•	 '	 - 

 

(rn---n)m 

• '= Em
(g(x)	g (y))]	, S	

= (g2 (y)/ni(iI — n) am_2)h/2 

für a>O	
•	 S	 '	 '	

0 

'	
-	 (und fi = fib für a = 0, vgl. [81).	 '	•• 

S	 : •	' 

	

Es mögen folgende Voraussetzungen ei-füllt sein. Für s --> so, cx E A' (hierauf be-	-' 

• .ziehen sich in diesem iind ml 3. Abschnitt alle asymptotischen Aussagen) existiere 
für jede der gewahiten -r-fl-Kombmnationen elne Funktion w(s, cx) mit 0 < w b - y, 
sodaB  

S •	 , - • 
• fiw — oo,	fi3w3h3() = .(0) fur j edes	E [a — fiz, a + fiw]	(6)
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gelten. 'ür soiche x, für die (bei festern s) z> co ausfdlft, existiereein c* mit 0 < w 
^min (z, b - y), SO daB 

(0 92	 3(V*33() = o(1)	(V*3g3() =o(l) 
für jedes	= a +	 1 

gilt (analog wieobén beig bezeichnen Indizes bei h,0 partielle Ableitungen nach détn 
mitgeschriebenen Argument, also nach u). Es sei g 1(y +.(u - o.)/) monbton wach-

.send für. 0 ' <u <a_ min (ça,cv*) und u >o+ min (w,.w*), (s,cx)ESXA 
(vgl. [8: Satz 1]). Ferner moge sich ,h(u) urn u = a in eine konvergente Pótenzreihe 
entwickeln lassen, die in den Intervalieñ (a flz, a + flu)] bzw. [a - fl', a -J- #w*] 
konvergiert:	.	S	

0 

h(u)=h(a)+E k. (ua)k	 (8)

k=3  

(aufgrund der Festlegung von r und ist h 1 (a)	h2 (a) = 0). Durch Einsetzen von (8), 
V+w	 v+oJ• 

in F'"(s,c) =f exp(_g(t))dt bzw. F2)(8,cx) = f exp(--g(t))dt und Vertauscheii 
S	

-, 

von Summation- und Integration ergibt sich; wenn man auf der linken Seite wiederzu 
F(s, cx) übergeht und auf der rechten Seite von 0 bis cc integriert (die-Berechtigung 
dieser Schritte wird noch gezeigt),' 

1	co	 / k /h'(a)\AI 
F(s, cx)	- eh(0) ' I(msf)(T) ,' ( /J-	).	 (9) 

k=O	 (.) \i=3 '1.i.-, 
(__L__) 

. / /
k 

Dabei soil (*) bedeuten, daB uber alie nicht-negativen ganzzahligen .2 mitE i = k 

zu summieren ist; solieinen forthalenZusamrnenhang zwischen beiden Seiten aiis-
drucken. Mit Ik ( mlt)( T ) sind die'Integrale	-	 S. 

j,(- .n 
1
) (T) =f exp (_Um + )(U - a)k du	 (10) 

: bezeichnet. s Die rechte Seite von (9) wird im allgenieinen nicht den Charakter einer 
asymptotischen Entwicklung haben, doch läl3t sich durch Umordnung der Glieder 
eine asymptotische Entwicklung fürF(s, cx) erhalten, wie jetzt gezeigt werden soil. 

Zunächst sei der Fail betrachtet, daB	. 
ô	zgm (y)/g,(y) = o(l)	.	S .	 (11) 

S	
- Lrnd zusätzlich g ,() = O(gm+ ((y)) für aile	atis dem jeweils hetrachteten Inte-




grationsintervall erfiilit ist. -Dann folgt aus dem Hilfssatz in [8], daB die Beziehungen 
= O(ôa(m_t)),	!.= 3, ..., rn (rn ^ 3) 	h,,,,, (a)	 (12) 

gelten, fa these r ist also h(a) = O(hm i (a)), solange r	0(1) gilt. Zur Absehatzung 
der hr(a) Mr r ^ rn + 1 setzen wir voraus, daB eine Funktion ç(s, 0c) mit 

•

	

	 q(s, cx) = o(l)	.	 .	 . (13)	. - 

existiert, so daB für diese. 

hr(a)	0(92(T-m)(s, cx)),	r	m + 1	.	. .	 (14) 

erfüllt. ist. Für r = rn + I erhäit man = O(aq), so daB man prüfen wird, ob 
op = ôa' gewahit werden kann ; ailgemeiner sei 6 (aq)' mit einem v	1 angenom-. 

11 Analysis Bd. 2, Heft 2 (1085)
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men. Somit folgt, wenn t = 0(1) ist, 

-	U h'() 4(i) = O(((s,o, ))',+**, + ±2++21m++ +kAm*k).	 (15) 

Es Iiegt nun nahe, in (9) aIle Gliedèr zusamrnenzufassen, füf die der Exponent von 
ç(s, ) in (15) konstant ausfällt Tatsächlich ergibt sich so, wiesich im weiteren heraus- 
stellen wird,eine verallgerneinerte asymptotische Entwicklung für F(s, x), namlich 

	

•	 1	 o°	 m+l 

F(s, x)	-- e1 
VL' Z I 4(m,t)(r) 11	

Yl 

m	£ 
-	Summationsbedingung(*): ' ),+ X j2m+j = 1, A 1	0 ganz;	(16) 

	

1=3	3=1 
•	 nH-I	 - 

1=3 u j.
V 

•	 Für 1 = 0 erhãlt man die Resultate (13) bzw. (28) aus [8]. In deni zunàchst betrach-
- teten Fall T = 0(1) liegt der Entwicklung wegen. (15) die asyniptotisehé Skala 

192112(y) -g(v) p'(s, )} zugrunde. Die Berechnung der 4(m.t)(r) in (16) kann für 
in	3 niittels der Rekursionsformel	••	 - 

1-	 m-2	 kI1_ni	- 
Ik ( m.nh ( t ) =	(_ )k±1_ m - Y' d 1 I4(i) +	I 

	

V	 fli	
I	

1=1	- 	- 

•	krn 	=
-A	n

	V	

(17) 

auf die Berechnung derVlk(m,fl) (r) für k = 0, 1, ...,rn - 2 zurflckgefiihrt werden.VFÜr 
th	2 - ist Io(21 )(t) = i/: - eT' 

V +erf t 1,(2,1 (T) = --; die 4' 2" 1 (t) mitk ;^! 2 kön-

nen mit (17) berechnet werden, wobei der mittlere Summand versehwindet. Für 


	

V	- co kann niittels eineiVerallgemeinerung der Laplaceschen Methode [6] einè 
• V
	 asymptotische Entwicklungder Ik( m.n)(T) hergeleitet werden, ihr Anfangsglied 1st für 

V 

	

V	
m^-3durch	

V 

2
ern - [2m(	n) m2]1,	

V 

V ?n(m - n) 0m-2	
V 1! 

	

V 

V 

: Vrn(in -n) m-2	 S	

(18) 

	

V	

(21 + 4)! md	V 

3 . 2 1 ±(l +2)! (m(rn - n))1 + 2 
V	 - 

V	

gegeben.	
V 

Mit (18) kann die Ordnung der Glieder in (16) für r -. 00 irn Fall in	3 bestimnit

werden. Solange noch 5 = o(1) erfüllt 1st, gilt wegen ô = O(a(p), (18)-mid [8], (10) 

m+I	 V 

mitk='iA1: 
1-3	 V 

I	
Vj	

V	 • 

	

V	 eh(o) J7 h(a) Jk(m)(T) 

	

V	

•V	 /9	i=	 V	

•	 / 

V	 •	
= (g2-iiy -(v)- () -	(S)Am+l+2Am+l+VV+1Am+i) 

	

V	
0 

0(92- 
1 /2 (y) e°Vq'(s, a )),	•	•	 (19)
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wobei

	

urn	 rnl 1 
q=--'((i_2)m_2)21+(m+2) 

-f
' i2>O 

in1+I	J	 . 

ist. Das heiBt, daB die obengenan'nte Skala auch jetzt noch gultig bleibt; allerdings 
sind die Ordnungen der Glieder. in (16) kleiner als die der Skalenfunktionen. 

Im Fall 6-1 =0(1) schJieBlich, der wegen 6 = o(a)'nur zusammen mit T-* ôo 
treten kann, sind die Abschatzungen (12) nicht mehr giiltig. Wenn jetzt 

= 3, , ..., in,	 (20) 

und anstelle von (14) .	 - 

1(0/9212(y) = 0(m(r-)/2(8, x)),	T.	3,	 (21)


vorausgesetzt wird ((21) besagt h(a) = 0)(m_2)n/2Tm)), so, ergibt sich wegen 
In m+l	 .	 . 
—(i-2)2 1 ^ l  
2;= 3 '	 - 

'	rn+l	 /	rn-I-I 
- 

	

eh(a) JJ h'(i) Ik(T) = 0 (e ._ (v) H g1 A (y) g2(k_.1)/2(y)	 . 
fi	i=3	 \	=-.  

	

— 0(92 —112(
y )  e9(U)q.1(s,.x)),	 (22) 

m+l  
wobei k =	iAj ist. Sornit sind die Glieder von (16) auch in diesem Fall von der Ord-

V	 .	 . 

nung der. Glieder der oben genannten Skala. In dem teilweise ausgekiammerten Fall in = 2 ist (20) Uberflussig, (14) und (21) besagen das gleiche,und es ist J(2. 1 )(r)	er', - 
T" für t --> 00; also gelten (19) und (22) auch für in = 2.	- 

•	Speziell ergilt sich für c = x0 mit T = 0,	= 	h,.(0) = 0 für r	3, 
..i.r(k± l) fürk =0, 1, ..., aus (16) die asyn1ptotiseh Entwicklung 
in 

E(s, x 0 )	e0(x)'	 V	 - 

V	

><	
1),—r 

(1 + 1± mr) omn11	
)Am+] 

(23) 

•	Summationsbedingung (*):	= 1, 2 1	0 ganz; r = ' Am+j.\ 
-	 1=1	 1=1 

Es ist nun noeh die Ordnung des Restgliedes der Entwicklung (16) zu untrsuchen. 
Dazu verwenden wir statt(8) die Taylor-Entwicklung mit Restglied,	.	'V 

	

h() = h(a)	 a)k ± h2( (2q). (u - )2q,, 2q	in 	1,. (24) 
. 

	

k. 	.	. 

wobei innerhalb der vor (8) angegebenen Intervalle liegt. Dann entfallen in (9) die 
Glieder mit k > 2q und in (16) auBer den Gliedern mit 1 >,2q - in noch alledieje-
nigen, für die k > 2q wird, und endlich ist für h(j) 1 =	- in durch h() zuer-
setzen. Die Sunimanden von (16) für 1 = 0, 1, ...,	= [2q/(n + 1)] bleiben un- 
verändert (aul3er für 2q = m + 1'). Setzt man analog u(l4) 	- 

	

h) = 0(cp2Qm(8, cx)) fii'r . alle q mit 2q ^t in + 1	 - (25) . 

11*	-	.	 .,	V	 'V
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voraus, so hat die Differenz aus F(.s, ) und.der rechten Seite von (16) beiSummierung 
bis 1 = 1* - 1, also das Restglied der Ordnung l - 1, die Ordnung 0(92 — 112(y) (Y) 

X (p(s, )Y). Dabei istangehornmen worden, daB die Jntegralbeitrage von den ver-
nachlässigten seitlichen Intervalln (vgl. die Bemerkungvon (9)) unterdie Restglied- 
ordnung fallen, was jetzt gezeigt werden soil. Dazustutzen wir uns auf die Vorgehens-
weise in [1], Wie in [8]im AnschluB an (14) zeigt man unter den Voraussetzungen(6) 
und(7)

- a)k du = O(e—+fl0(w)_m±1±k), 

so 'daB man, wenn man noch die Ordnung des Exponenten des e-Faktors berucksich-. 
tigt,i  

'	2q	00	 1 

-	 - e'')'JJ h(c) f e'(u)(u - cJ)k du 

o (92_ 11 y e	 9"(8 1. x) 
(fl0) k 2	- S	

(26) 
erhält, wobei die , und 1 gehiaB der Summationsv'orschrift zu (16) mit der Zusatz-
bedingung k 2q verbunden sind und E (a, a + fiw) gilt. Unter derweiteren Var-
aussetzuiig  

(s 
) =O((w)e)	beiiebi,	 (27) 

ist die rechte Seite on (26) em o(g2/2(y) e- Q ' 11) 'i	 rp'(s, a )) . Entsprechend zeigt man 

f e-9 ( 1) dt = O(- 1 (w)1m eh ( a ) — ø (o+flw >)	 - 
y+w	 - 

= o ( 2_ 1 1 2 (y) e	 o(g2_h/2(y5 e 9) ' (s, )) 
Analog kann man bei der Abschtzung der Integrale uber 0 u a - flz vorgehen, 
und cndlich erhalt man das gleiche :Resultat auch im Fall z > w, sofern (27) auch 
für co* statt co gilt. 

Die Ergebnisse lassen sich zu folgendem Satz zusammenfassen. 

• Satz: Wenm (s, x) E S x A' ist und die in der Einleituig /iir diesen Fdll-genannten 
aligemeinen Voraussetzungen über g(t) sowie die im Anschlu/3 an (5) bis einschlieplich 
(8) genaiinteñ Voraussetzungen uñd auf3erdem die nach (11) genannte Forderung über 
g,,+ 1 () unter der Bedingung (11) erjüllt sind, im Fall ô = o(1) (14), im Fall 1 = 0(6) 
(20) und (21) gelten und schliefilich (25) und (27) er/üllt -sind (letztere auch dann, wen n 
w durch (o'' ersetzt wird), so ist (16) eine :verallgemeinerte asymptotische Entwicklung für 
(1) mit der asynptotischen Skala.	 e-9(L')q)(s,c)}, wobei s -* s o, ,x E A jet. 

3. Beziehungen zur Methods von ..Chester, Friedman und Ursell	 - 

Eine andere Moglichkeit, einç gleichmäBige asymptotische Entwicklung für (1)zu 
erhalten, besteht in der Anwendung der Methode von CHESTER, FRrEDMAN und JJR-
SELL [4-j. Dies ist von OLVER [6] für die Funktion A-',(") durchgefiihrt worden (siehe 
Abschnitt 7). Em Zusammenhang zwischen dieser und unserer Methode kann wie 
folgt hergestelit werden. Wenn man die lineare Substitution t = i + (u -- cr)/9 mit
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•	nach (5) durch eine Transformatiorj.der Form 

co t=y + 2 (u),	2(u)=(t—/fik	 , (28) 

mitnoch zu bestiinmendem ).(u) ersetzt, wobeiangenommen wird, daB sie das für die 
Asymptotik von F(s,c) wesentliche t-Intervall ([x, y +co] bzw. [y - w*, y + w*]) 
eineindeutig aufein gewisses u-Infervall [u1 , u2] abbildet, so erhäit man 

U(8,) 
F*(s, cx) = f e:9(+"))2'(v.) du	 (29) 

anstelle von F'>(s, cc) bzw. F(2 (s, tx). Setzt than, entsprechend wie bisher, welter 

h(u) = Um __	ru" - g(y+ 2(u)),	 -	 (39) 

so daB h i (a) = 0 wird, und bestimmt dieKoeffizienten 1/9= A"') (a)/k! (und damit 
auch 2(u)) aus der Forderang hr() = 0, r =2, 3,..., wird h(u) = h(a) = —g(x).


	

•	Also besagt (30): 

	

•	 g(t) - g(x) = utm --	ru",	 (31) 

und das ist gerade die Transformation von Chester, Friedman und Ursell. Die asym-
ptotische Entwicklung von F(.3, ,x) ergibt sich nun durch Einsetzen der Taylorent-
wicklung von )'(u) in (29) 

.P(s, c.)	—g(x) (k + 1) Ik (rnn) (t)/19	 (32) 
k=i	 - 

Hierbei stimmt fi1 mit dem iiberein, das zudèm hier benutzten r-- siehe (5) - gé-
hört, and nach der Berechnung der h(a) findet man für k ^ 2, > 0: 

1rn—k—i 

flk =	[	
k—I 

k—i 

	

k—i 
Sunimationsbedingung (*): ' j25 = k + 1, A	0 ganz; r = ' 2,, (33) 

•	 •	 .	 ji	 •	 jl 

(?n In
d^1

	k ) -	.	 - 

Für o= 0 sind jewils die Grenzwerte der 11 k für o---* 0 zu nehñen, und es wird dann 

fli
= (gm (x)/rnI) h / m , - 

=	 '	

2, 

k—i	 :_  
Summationsbedingung (*):' jA = m - 1 + k, 2,	0 ganz; r =	2,. 

•	 i=i	 •	 j=i 

Offenbarmüssendie 1111k imFall r 0(l) eine asymptotische Skala bilden, wenn die 
rechté Seite von (32) eine asyrnptotischeEntwicklung ist.
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4. Eine im Fall r -+ co gultige asymptotisehe Entwicklung 

Erganzend sei nun noch eine weitere asyinptotische Entwicklung hergeleitet, die 
zwar nur soiche a E A' erfat3t, für die r -	- gilt (also nicht gleielimaf3ig für alle 

€ A' gultig it), aber wegen ihres Aufbaus und ihrer Genauigkeit von Interesse it. 
Die sich un Fall T - —oo ergebende analoge Entwicklung (siehe Abschnitt 6) ist 

• darüber hinaus für eine spezielle Funktionenklasse auch gleichnial3ig gultig, und 
zwar sogar für, alle € A (eine Veroffentlichung hierfür ist in Vorbereitung; sigl. auch 
das spezielle Beispiel in [7]). 

- - Wenn T- .-* 00 (oder z292(y) —0o) erfiillt 1st und ein co*existiert, das den Voraus-
setzungen genügt, kann zunächst eine asyrnptotische Entwicklung von F(s, ) mittels' 
einer Verailgerneinerung der Laplaceschen Methode wie bei von einer Variablen ab-
hagigen Integralen erhalten werden (sielie dazu BERG [1, 2: 33.2]). Formal ergibtsie 
sich, wénn man vie in Absehnitt 2 vorgeht, wobei g(t) urn t = y zu entwickelhist und 
statt der l(r) auswertbare Integrale entstehen. Sic lautet 

F(s, x)	f92) e—(Y)' [(_ I)P+1 i'(2g:(y))' s3t	
(35' 

-	2p+2	 2p+2 
Summationsbedingung (*): ' (i — 2) A j  2p,	0 ganz; 21 = E 

Modifiziert rnn die Voaussetzungen in [1] dahingehend, daB man 
= O(r_2I2(s, )) r 3, mit einerFunktion x) = o(1) furs -4.. s, r -^ 00 fordert,5 
so erkennt man, daB die Foige (92— 1/2(y) eQ(Y),P(s, )} eine asymptotische Skala für 
(35) bildet (wenn die Voraussetzungen (14) und (21) erfüilt sind,ergibt sich V = cl-rn 
für q = 0(l) und V =	Mr 1 = O(a), sofern ó (r)' mit einern v	1 gilt). Die 

• Entwicklung (35) berucksichtigt nicht explizit, daB ein zweiter Parameter vorkoninit, 
was sich in den vorhergehenden Entwieklungen im Aufteten von -r ausdruekt. Ins-
hesondere wird die gute Approximation für F(s, ), die durch die asyniptotische Par- 
stellung (also das Fiihrungsglied von (16)) erhalten werden konnte, nicht ausgenutzt. 
Urn diesen Nachteil zu verineiden, schiagen wir den folgenden Weg zur Herleitung 
.einer verbessrten asymptotisehen Entwicklungein; dabçi beschränken wir uns auf 
b = 00 und die Wahl von r, nach (5). Wir gehen von der Identitat 

F(s,) =	è_)I0(r) +	(7 e_(y+(u_0)/)+g(x) du — fe(u) du} 

-	 '-	 (36) 
aus, die als ersten Sunitnanden das Hauptglied von (16) enthilt, und entwikeln den 
Rest, ersetzen also das erste Integral in der geschweiften Klainmer durch (35) tind 
das zweite durch seine asymptotisehe Entwicklung für r -* oo. Dies führt auf 

.5	 .1	-•	•	-	.	- )	- e()I0(r) + V-	e-9(y) E c, h ut	-	. •	- 
•	 92(Y) 

•	 (21)'	1	2p-4-2	1	g( ) •	 c, =' (_1)P+1 
y.{	

(!(f). ).	•	- 
•	 1	• 2p+2 1 (d 1 \ l	•	 - 

(rn — n)' (rncrm ) P	A1! \ i ) '
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Sunmiationsbedingung undl wie in (35). Auch ist die Skala die gleiche wie zuvor. 
Wahrend sichfiir grol3e.i die vorn letzten Summanden in (36) herruhrenden Ent-
wick lungsglieder undder erste Summand fast aufheben, so dalI un wesentlichen die 
Entwicklung (35) iibrigbleibt, werden für mittlere r die érsfen c,, klein und wirken 
korrigierend auf den ersten Summanden in (37). 

5. GleichmãlIige asymptotisehe Entwicklungen im Falle a E A" 

mi Fall Lx E A" lassen sich gleichmal3igeasymptotische Entwicklungen vie im Ab-
schnitt 2 her1eitei. Die Funktion h(u) definieren wir,jetzt durch 

h(u) ="P(u) - g(x + u/fl),	(u) wie in (3).	 (38)


Zunächst,bschranken wir uns auf die Koinbination 
= (gm(x)/m!)h/m,	r = —g,,(x)/m(n ' 1)! fi1 ,	 (39) 

auf die sich Satz2 in [8] bezieht. Wie dort erfülle a,(s, ) mit 0 < w	b - x für

s -* s, m E A" die Beziehungen 

•	 -	
, wg,,, i (x) = 0(1); g+ 1 () = O(gm+i (x)) für jedes 

E [x, x +	 (10) 

'mit g +j (x) + 0, und g1 (t) sei furx + CO < t <b monotôn wachsend. Wenn h(u) im 
Intervall [0, fiw] in eine konvergente Potenzrèihe 

h(u) = —g(x) - f	U"	 (41) 
k=m+lk . fl 

V 

entwickelbar ist und die Ordnungsbeziehungen	 - V 

gr(x) = O(_m(s, )),	r	rn +	 V	 .	 (42) 

(vgl;'(14)) mit einer Funktion q(s, x) erfüllt sind, für die q(s, x) = o(1) gilt, ergibt sich 
• die für s --> so und fir, akie a E A' gleichmal3ig gilltige asymptotisehe Entwicklung 

F(s,)	- e,-g(x)	' [_i	L 2,,^,! (i	)1,.+] 
Sumniationsbedingung.(*):	i).,+, = 1 2,	0 ganz; r = ' 2 4 , mit 

	

i= 1	 . 

= fe-) U" du.	 V	 (44) 

Hierbei sind wieder gewisse Restabschätzungen als richtig angenommen worden, was 
- sich aber'iinter der Zusatzvoraussetzung (27) wie in Ahsehnitt 2 nachprüfen läI3t. 

Als Skala der Entwicklung (43) ergibt sich, ziinãchst für r = 0(1), {g_1Im(x) 

X e 9 q,'(s, x)}; da aber für -r - —oo die asyniptotische Darstellung 

(k +1)(m )_±!	
(45) 

71	n 

gilt,' die Jkm.fl (T) also gegen Ostreben, ist die Skala für alle oc € A" gultig.'Man sieht 
uninittelbar,dal3 (44) für r = 0 in (23) übergeht.	

V
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Atis den Jk(m.n)(T), = 0, 1, ...,	- 2, können die weiteren niittels der Rek,ir.:

sionsformeln 

Jk(rnf)(y)TJi)(T)	 1 J(m.fl)(y)	k>in,

(46) 

	

= tJ4'(T) +	 S	 ' 

berechnet werden. Ferner gilt die. Potenzreihenentwicklung 

Jk(m_lZlP(??+k+l)(mx	 (47) 

r '	k+I 
Speziel ist Jk(2•1) (r) = e22 2 k! D_k_I(—it). Wenn anstelle von (39) die Korn-
binatFon  

= [rn	
g(x) — g(Y )I] m	= (—g(x)/m(n — 1)' i)i/n	(48) 

verwendet wird, ist die Sumniationsbedingung:zu (43) in 'm ± E	= 1 abzu-
5,

 

ändèrn, und es wird r = ' 2m 4 g. In der . inneren Summe in (43) ist der Faktor 
(hm(0) fi/m !)/2! hinzuzufügen, und der Index von J()(r) und der Exponent 'von 
ft sind in I + mr — A. abzuändern. Skala dieser Entwicklung ist die gleiehe wie Mr (43), 
wenn	()' mit v	1 gilt und für I = 0(6) die Bedingungen hm(0) fl- = 0(r) 
und.	 .	 V	 V 

g(x)/g nItl (x) =0(9(r_t)'In(s, x)) 'für r ^ m	 (49) 

erfüllt sind. 
Die Anwendung der im Abschnitt 3 beschriebenen Methode der Herleitung einer 

gleichmaBigen asymptotischen Entwickung führt imvorliegenden Fall a EA" mit 
nach (48) auf  

F(s )	e-91 E 
(k -- 1) Jk(m (T)/k+l,	 (50) 

wobei sich die k aus hr(0) = 0, mit h(u) = (u) — g(x + A(u)), (u) 
=

Uk/ak, 

ergeben. Für <0 folgt aus h(0)	0, daB	= nach (48) ist, und aus der 
Voraussetzung g(x)	0, r =' n + I, ..., m — .1, folgt	0)= 0, 11j9 =0, für

k =2, 3,...., m — 'n. AUS der Forderung h(0) = 0 für r m erhält man 

•	1	(n — 1)! 1 '1(m! — gm(X)1/9 1 m) S	 S 

in! g,(x),  
I	'	V	 \, P n — I	/	 k—n 

V	 _______ = —	— ,' "	'(g(x)/Aj!	JJ Aj! ,Ai),	k> 911, (51). 
k—n+1 ,	 ' g n (x)	(s) ',	.	j"=m—n+l 


k-. 
S	 Summationsbedingung (i): 2 1 + ' (j — n) 2	k, 2,	0 ganz; 

jm+I 

	

V	
•	

S	 V 

	

V	 ••	 S 

V	 jm+I	.	V	 '	
V	 V 

Für t = 0 sind die Grenzwerte der 1/fl i für )r —> 0 zu nehmen, und das érgibt wieder 
(34).	 V	

S
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6. Eine im Fall r -00 gultigeasymptotisehe Entwicklung 

Eine asymptotische Entwickluhg, die nur mi Fall r - -00, t nach (48), gultig ist, 
kann entsprechend wie für t -± 00 in Absçhnitt 4 hergeleitet werden. Urn jedoch eine 
Verallgemeineruñg zu [8],(39), zu erhalten, andern wir (36) dahingehend ab, daB wir 
im ersten un4 dritten Suinnianden mit fi fl, irn zweiten mit fi =fl 1 arbeiten, wobei 

fl	(—g(x)/rn(n - 1)! ), '	= (g2 (y)/rn(rn - n) amm_2) h /2	 (52) 

ist (für r = 0 ist dergerneinsanie Grenzwert (gm(x)/rn !)1 1m zu setzen) Dann erhält man, 
wenn (40) erfüllt ist, g 1 (t) für x + co <t <b rnonotonwächst sowie 

-	g(x)/g nIt(x) = O(lp( n)I(m_n)(4, tx)),	r ^ rn,.	,(s, x) = o(1)	(53) 

für s-± s und -r - -00 gelten, 

1	 1	00	 -	 S 

F(s, )	—i-- e 9 I0(x) + - e-9(x) Z c

T1 -n)(p+fl-1 { 

	

r  + rn± 1) &)  

q(m-n)p	(5)	 9n(X) 

:	(-'i - 

_____ 

r ( 
pm 1)( _:)1 

Sumrnationsbedingung (*) '(z - n)', = q A, 0 gan r =2' 

Skala dieser asymptotischen Entwicklung ist g'I'(x) e Q ) P (s, )} mit = 
bzw. =	falls m-n T = 0(1) bzw. 1 = O(pm-r) gilt. Aus (54) folgt [8], 
(39)fürp=q=0.	 S 

7. Beispiele	
S 

Zunächst wird das Beispiel	S	 - 

A_ 8(s) = fe_8( st-o) dt,	a > 0, fur s - oo 

betrachtet, das zu rn = 3, it = 1 gehart (vgl. [81). Mit y = arcosh - für a E A' 

= (0, 1], a '= t1 12 ergibt sicht mit fi = (s tanh y/6y) 1/3, a = fly aus (16) die asym-
ptotische Entwicklung  

S(flhY_-Y : flhY) m
-	-	

0	 - 

\cosh  yj
s - 6fl3 A5	6	k/3 (+3 

$213	(tan ) tanh	u y'k() /2! i!21]' (55) 

Suniniationsbedingung (*): 23 + E iA 135= 1, ). i	0 ganz; r = ' 1)43, 
i = I	 j1 

•	k	l+ 3r— 231	= 4 +26 + "+A21(+3)/2J	
S	

S



170	H..J. SCHELL 

und mit r = [s(y- tanh y)/2]2/3 ,	(s/6)113tanh1/2 y/[3(y - tanh v)Jh/6: 

Ga	 s - 6fl
A_ coshVystanh y)1/2	

u/3	[(_ 1)? ( 
s213 

	

(
108( - tanh ) )k/6	 1+3


	

Vtanh	tanh YIk(t)/U 2,!	 (56) 

Surnrnationsbedirgung und weitere Bezeichnungen Nvic in (55).	 . 
•	Mit demselben -r folgt aus (32).	 V - 

co 

)

L + I fe+ I U (U - or)' du,	th =	vie in (56) (cosh /	k=O k+i	 V 

I, •	0 
1	6R-	 1 --=	 fur y>O,	-=0 für y=O,	V 

fl2	69-s tanh '	 2	 V 

1	1 
=+
	tanh +	fur y > 0 

-	
V 

(vgl. (33), (34)). Diese.Entwicklung 1st -ohne die Rekursionsforniel für die 1/fli- 
V 

in [6] angegeben. Endlich ergibt sich aus (37) für s - cc, r - cc (r wie in (56)) 

A_ (co:h y)	(s tanh y )1/2 i '	+ (s tanh y) e8(Yt/)Z c, 

•	 V	

- 3 tanh2 y	5	\• = - I	 - - r 3'2 I,	 (58) 24	stanh3y	6	
/ 	 • 	 V 

V	

- 1 1385 - 462 tanh 2 y ± 81.tanh4 y. 385 
2 - 1152	 q2 tanh6 i	.	36	• 

Tabelle 1 enhäIt nebenden genauen Werten die sich aüs (55). bis (58) ergebenden 
Werte für A_ 8(10x) iind elnige oc < 1. Bel der Berechnung sind auBer dem Fuhrungs- 

V	 glied, das schon in [8] angegeben 1st, noch die jeweils folgenden zwei vonO verschiedenen 
V	 Glieder. derasyniptotischen Entwicklungen berucksichtigt worden.	V	

V 

	

'Tahelle I: Werte für A_ 10(10x), 0< ix	I	V 

• V	

cx	exakt	nach (55)	nach (56)	nach (57)	nach (58)	
V 

0.3	8113.4	8110.5	8110.6	8107.7 •	8113.4 
0.4	560.07	559.91	559.67 V	 560.25	560.09 

•	 0.5	78.735	78.747	78.679	•	78.762	78.757 
V	

.	 06	17:847	17.873	17.805	17.852	17.861 
07	5.7434	• 57437	V 5.7204 V	 57443	5.7559• 

•	 0.8 .	• 2.4133	2.4132	2.4010	2.4116	2.4232 
•	 0.9	1.2419	1.2417	1.2384	1.2416	1.2519 

0.95	. 0;94560	0.94535	0.94424	0.94522 V	 0.95248 
1.0	0.74360 ' 0.74363.	0.74363 V	

0.74363	-

4
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Tm Fall 	1 erhält man mit T = . _ 6 1 I38(a - 1)/3(s)11. aiis (43)  
()1	[(_lr 6?J r( T)/H2i±3 ! (2i + 3) !a] 

	

(.)	I	 (59)	- 

Sumtnationsbedingung (*): E i).2+3 = 1, 2.	0 ganz; r = ' ,t213. 

	

1=1	 1=1 

Hieraus entnimint man sofort die Entwicklung für Lx= Lxo = 1, indem man J(0) 
=	(21+ 1	

r) einsetzt, und these Entwicklung -geht auch aus (55) bis (57) 

hervor. Für -r = -
	

j/a2 - 1 arceos __]2/3,
	

= —s(a - J)/3r folgt at&s (43) 

(vgl. die Bemerkungen im Anschluf3 an (48))	 5 
5	

5 

°°	1	 ;	 P  

1)f (sa- - 6fl3) (ask Jk(T)J JJ ).+! (2i 4- 3)!'-,,- 
1=0	[	 1=0 

V 

Surnmationsbedingung (*):	+ Z 2i; 21+3 = 1 1 1,	0 ganz; p = [1/2],	-	(60) 
1=1 

I	 I 

k='(2i±3))2+3, r='2 +3 , / A5 +A 7 +"+ 2153 ,	 - 
1=0	 s=0	 S 

atis (50), (51) 

A_3(as)

	

	 JL13() mit fl, 	/9, 
k=0 /9k+1 

-1	 1	 1	6j9—&x —=0, 1=1,2,..., -=	 für a>l, 
/921	 f1	6s9	1)	

61 

für:a=1, -k=—l(2l5+2/93)	
5: 

fl3	108	

11	9 
 

für .a > I, - = .(_I	fur a = 1, 
j9	30s-\6/ 

S	 1 (1)1/3	 --	1/4 
und'schlieBlich aus (54) für s.	c, r - —oo mit	

=	( - 2) 

-- l03'1(r) CO

 = s(a	1)	
-	

62 
-	-	-	a	2	 a(9 + 1)	40	

--	
S 

;	

S	

C1 =	s3(a - 1)	27flr4'	
C2 = s5( - 1) + 243/9r7	 5-

Tabelle 2 enthält für einige a 1 die' exakten Werte für A_10(s) und diesieh aus (59) 
bis (62) erebenden Werte (zusätzlich werdén (60) tind (61) auf cinige t < I an-
gewendet, uñd es zeigt sich, dat3 in der Nähè von a = 1 sehr gute Approximationeñ 

- erhalten werden).	 --	 - 

	

Als zweites-Beispiel fiihren wir die unvolIstindige Famma-Funktion	- 

S	 -I'(s ± 1, a) - f e — 't8 de hut so = CO	-	 -
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TabeJie 2: Werte für A_10(10c.), a > 1	 5	

0 

exakt	nach (59)	iiach (60)	nach (61)	nach (62) 

•	 1.0 	0.74360	0.74363	0.74363	0.74363	- 
1.05 0.60111	0.60112	0.60151	060113	0.60637 
1.!' 0.497508	0.497513	0.497484	0.497518	0.498643 
1.5	0.1856076 0.1856075 0.1856077	0.1856062 0.1856150 •	
2.0 0.0982683 0.0982683 '0.9082683 0.0982683 0.0982689 
4.0 0.03328460 0.03328460 0.03328460 0.03328460 0.03328461 

	

S	 0.95 0.94560 0.94566	0.94566 
0.9	1.2419	1.2420	1.2421 
0.8	2.4133	,.	24140	2.4138 

an, für die noch . allgerneinere Resültate in[7] zu finden sind. Bier- ist ?n = 2, n5 = 1, 
iiriddieerst'e Wahl vonj9,rim Fall z s - a ^ 0führtauf9 = (2sy 1/2 , r = (s - a)!


	

•	. }1 i Wegen (17) ergibt sich aus (16) .	.	. ' 

F(s + 1, e)	e8s8 11 + erf r	Yk-  

	

2	k=06	 . 
- '	

e '	°°	 2 1/ 2	 / 4+3	1 
-	. +	

2 (-) E 
[(• 1) + ' 2tP1i+or(t)/ H 2!	. (63) 

	

,s	 1=3

1+1 

	

•	.	Summationsbedingung (*): j,' iA 4^2 = 1 + 1, A 4	0 ganz; r = ,' A42 

	

1=1 -	-	 1=1 
mit 	 0	

-	 S 

•	(2k--- 2r)' 2k+2 =	
2+(k + r)?/;Auu1]	

k	
(64) 

	

•	

0	

Summationsbedingung(*):iAl2 = 2k, A ^0 ganz; r =E21+2 

und -	•	.,	.	0 

(2x)!",'	 (,c - j)! • 2.-2j-1	k =2x	-• -	,c!	22i(2, - 2j)!	 '	 '	 •	 - 

'-	 •1	 5	 5 S •	

-	 _____ 

12.-2j	k=2x+1,z=0,1,.'.. 
j=O. (x - 

y ) . • • 

Zur Schreibwejse in (63) ist zu'bemerken, dal3 man sich die beiden Teilreihen inein-
andergeschoben'•' .denken mull, so dalI die Entwicklurlg ñach der Skala {8_2} fort-
schreitet Die yk sind die Koeffizienten der.asymptotischen Entwicklung der Gamma- 

00 
k Funktion: ['(8 ± i) , ' Z(s - . 00). (63) ist auch füra > seine asymptotische - - 

..	k=08  

- Entwickkng, solange s - a = O(j/) erfüllt ist. • Wenn man (63) mit der asynipto-
5	 1	 1)k ,

k

 - 

	

O	

tischen Entwicklung	•	'	k	ultipliziert, ergibt • sich die 
-	

60 (_ 

f( ± 1,a) -	s•	rn-.	 S 

O	 zweite der von TRIcoI1I [10] hergeleiteten Entwicklungen (die dort allerdin gs nicht in' 

	

O	 der hier verwendeten expliziten Form angegeben 1st). Die erste Tricomi-Entwicklung	S
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ergibt sich aus, unseren Resultaten wie folgt. Es s'ierden -- Fall 'x. € A" - jI,. r nach 
(39) gewahlt; dasist i = 1/7/a, r -= (s - a)/}/, a'^_ s. Dann werden in derzu-. 
gehorigenasyrnptotisehenEntwicklung (43) - beiBeschränkungaufdenFall t -> — co 
-, die Funktionen êr'f t und .Jfr 23 (t) durch ihre asymptotisehen Entwicklangen für 
T -^ —oo ersetzt. So ergibt sich unter den Bedingungen a > s, '1= o(a - 8) ', für 
8 00

00 (_1\k 
r(s'+ 1,a) k	 I a—s 4 S 

	

1	
4=1

k	 1	- 
X 2' I(k + r)t 1i(k+t)JJ)'(z + 1)1+hI, 

 -'	.	(65) a  
JU

'•	 .	. 

-	.	 k	 k
Sumrnationsbedingung (*)':	= k, A j	0 ganz; r' 

	

-	i=1


F(k)(0))  
Die Summe 'erscheint in [10] in der Form '	k mit F(t) = e_8t(,l + 1)8. 

-	 1	 k=O a — s)  
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