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Normabschitzungen fiir die Inversen von. Toeplitz-Matl_'izén

N _ . , .
A. Pomp , » ) '

Fur diskrete und paérige diskrete Wiener-Hopfsche Gleichungen vom Normaltyp, deren Sym-.
bol eine quadratisch summierbare erste Ableitung besitzt, werden die in.den Fehlerabschiit-
zungen fir das Reduktionsverfahren auftretenden Konstanten abgesohatzt

lIJm JUCKPETHHIX M TMAPHHIX nncapemu‘c ypasuennii Busepa-Xonda 3aaunTiuyecKoro THna,
CHMBOJI KOTODHX HMEET KBAAPATUUHO CYMMUpYeMYIO NepBYIO NpPOU3BOAHYIO, OLEHUBAOTCA
KOHCTAHTH, BO3HHKAIOUIME B_OLEHKaX MOTPEITHOCTH METORA PeayKUHH.

For discrete and paired discrete Wiener-Hopf equations of normal type, the symbol of which
possesses a quadratic summable first derivative, we estimate the constants- nnsmg in error

estimates for the reduction method
7/

.

1. Emleltung

Fur dne praktische Rechnung mit ToephtL \rIatrmen

) lay @z, a_p ... G, T . i

4= @y Gy @y ... Gyp 7 N A (1)

.
Ay Quy Uyg ... Ao~
und paarigen Toeplitz-Matrizen - ‘ ' v : )

. v B
N
bo b—l b,_n q—n A_y_pg - aTz,, .

by by . bypay,a, ... G,

bon bapy oo- bpiy @y @py ... G

sowie ‘ : _ . v

. by by ... by,
N bpy buy ... B ‘ .
- -1 Op—2 «o. Oogp
B Cn = N ' ’ (3)
; ) Ay @y ... Aoy
Y @n Q2 --- Qo ), ,

wie sie z.. B bei der Diskretisierung von Faltungsg,lelchungen und singuldren Integral-

glelchungen auftreten, splelen solche Fragen wie die der Existenz der Inversen und

einer Abschitzung der Konditionszahl bzw. der Norm der Inversen eme groBe Rolle.,
.
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Im Abschnitt 2 geben wir eine. Ubersicht iiber diejenigen Fille, in denen Normab-
schdtzungen fiir die Inversen odef wenigstens Exxstemaussagen bereits bekannt'sind.!)
Nach den vorbereitenden Abschnitten 3,4,5 und 6 gelangen wir in den Abschnitten 7
und 8 zu Existenzaussagen und I\ormabschatzungen fiir 4,71, B,”! und C,~! unter
folgenden Voraussetzungen: :

~

1. Es ex1st|ert eine Funktlon A (2) = Zakz" bzw ein Funl\tlonenpaar A(z), B(z)

—00
= Z b2k, deren Fourlerkoefflzlenten mit den entsprechenden Matnxelementen '
—00 - .
uberemstlmmen l :

2. A(z) bzw. A(z) und B(2) besxuen auf dem Einheitskreis |z] = 1 eine quadr'a;tlsch P
summlcrbare erste Ableltung, kemc Nullstellen und den funktlonentheoretlschen
Index Null. :

Fiir das Reduktlonsverfahren zur naherungswmsen Losung diskreter Wiener-Hopf-
Gleichungen mit dem Symbol A4(z) und paariger diskreter Wiener-Hopf- Glelchungen

. mit dem Funktionenpaar A(z), B(z) als Symbol Werden unter obigen Voraussetzungen
Fehlerabschiatzungen angegeben.

Die zugrunde, liegende Methode besteht im Aufstellen expliziter Formeln fur
A,,”l B,, C,"1, wobei gewisse, durch Fa.ktouslerungen entstandene Terme auf- .-
treten, die im allgemeinen als unbekannt angesehen werden musscn, deren Normen
-sich jedoch abschitzen lassen.

Die vorliegende Arbeit stellt eine Weltercntwmklung eines Texles der'Dlssertatlon »
[4] des Autors dar. _ o _ L :

2 Elmgc klassnsche Resultate
.

Es sei A(z) eine auf dem Einheitskreis- I:= {e‘“’ 0S¢ < 27z} deflmerte komplex-

wertlge, Lebesgue mtegnerbare Funktion, deren Founerkoeffmenten - .

Ve . .
" 2a .. s : . . &

@ = [ Ag®)etodyp ‘ o -

SR . B L ,
firk=0, 4+1,..., :tn mlt den Elementen der Toeplitz-Matrix 4, uberemstlmmen
-Bezeichnet u = {uo, Uy, ..., U,)* einen belicbigen Spaltenvektor komplexer 7ahlen
so gllt fiir dxe quadratlsche Form ‘ '

A n o .
(4,u, u) Z a; U
j=0k=0

bekanntllch die Darstellung [3] oo ‘ . S
, (A,,:IL, %) =2—11 f A(e) |uo —}— u,e’"" e ;}-‘unei”wlz dp. . @)

Falls die wesenthche abgeschlossen kovexe Hiille der Blldmcnge von 4(z) den Null-
punkt der komplexen ‘Ebene nlcht entha]t oder, was dasselbe ist, wenn ein Dreh-

1) Derartige Fmgestellungen werden auch in [7] behandelt, wie durch ein Refera.t im 7cnt>ral
blatt fir-Math. u. ihre Grenzgebiete, Bd. 452 (1981) angekundlgt wurde: Leider war uns diese -
- Arbeit bxsher nicht zugangllch : ’
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'
'

wmkel 1;) € [0 27;] existiert, so daf§ _ )
: M := ess inf Re [e'VA ()} >0 ) ‘ ‘ - - 3)

P€10,27] : .

erfiillt ist, dann folgt aus (4):
s )
(4w, v)] = MZ Jug|?.

Folglich smd die Toeplitz- Matnzen A in diesem Fall fiir alle » = 0 invertierbar und

fiir die 12-Norm gilt die Abschitzung |[A -l < M- Fiir. reellweértige Funktionen A(z)

. laBt sich durch Untersuchungén des asymptoﬁschen Verhaltens der Elgenwerte von
A, sogar llm l4,7Y| = M~! nachweisen [3]. o s

\Vehn d(e Bedmgung (5) nicht erfullt ist, so gllt die Aussage daB 4,7 fiir alle
n =0 unstlert ioa. mcht ‘mehr. Ist A(z) stetig auf I', so sind die Bedmgungen

A(z *0 \/zEP,_

. : - 1 i ' 6) -
ind A(z) := o darg A(et?) = 0 )
N o : .

hinreichend dafiir, daB eine natiirliche Zahl ﬁo existiert, so daf} fiir alle n = n, die
Matrix A,.invertierbar und ||4,7}| beziiglich » glclchmaﬁlg beschrankt ist [2].

"~ Falls A(z) und B(z) stetige Funktionen auf I' sind, deren Fourierkoeffizienten mit
den entsprechenden ‘Koeffizienten der paarlgen Toeplltz Matrizen B,, C, uberem- :

: stlmmen so sind die Bedingungen . .

B(z):¥=0 \/zEF 7-’
. mdB(z =0 } ™

zusammen mit den Bedingungen (6) hinreichend fiir die Existenz zweier natiirlicher
Zahlen n,,n,, so daB ‘B, fiir alle » = n, und C, fiir alle » = n, inverticrbar und die
12-Normen ||B;~Y, ||C,7|| beziiglich n gleichmiBig beschriinkt sind [2].

Die folgenden Aussagen iiber die Zahlen ng, n,, n, sind seit langerem bekannt und
lassen sich leicht beweisen (siehe Abschnitt 7 und 8):
a) Erfilllt die Funktion A(z) die Bedingungen (6) und besitzt die inverse Funktion
A7(z) eine abbrcchende Fourierreihe, also gnlt ' : :
» m 00 .

A- l( 2) = 3 2k oder A7 2) = ) w2t
: k=—eo k==mo

(m = 0, ganz), 50 ist ny < m — 1.
b) Erfiillen A(z) und B(z) die Bedmgungen (6) und (7) und besitzen die inversen Funk-
tionen abbrechende Fournprrelhcn

\

oo

Ay = 5ot und B = Bt
k=—m k=—o0 ) .
(7'n~ml 0, ganz), so ist n, < max (m — 1, m,). Durch Ubergang zu den kon_;u-
- giert-komplexen Funktionen und den adjungierten Operatoren erhilt man éineent-
‘sprechende Aussage fiir die Matrizen der Gestalt (3).

4
s

12 Analysis Bd. 2, Heft 2.(1083) -
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- 3. Allgemeine Invertierungsformeln - T .
In cinem 'Bane;chraum 9 sei ein linearer, invertierbarer (jpérator W und ein System’
von Projektoren P » gegeben, wobei n die natiirlichen Zahlen oder eine Tellmenge durch-

) lauft Qn bezeichnet die eérginzenden Projektoren @, := I — P,.

Fur das Projektionsverfahren zur niherungsweisen Losung der Gleichung

N

W=y, : : . . (8)
’we](,hes bekanntllch darm besteht daB man zu Naherungsglelchungen v
P WP,,x_ oY o . : 9)

ubergeht bendotigt man:

1. Kriterien, wann die Glelchung (9) eine eindeutig bestlmmte Losung ™ € 7m 1’ ’
- besitzt, d. h. Kritérien, wann der Operator P, WP im Bildraum @m P,, eine (mit
(P,WP,) -1 bezeichnete) Inverse besitzt;
2. Aussagen, unter welchen Bedmgungen x(") gegcn die Losung z der Ausgangs-
. gleichung (8) konvergiert; . . -
- 3. Abschitzungen fiir den Fehler x — (™, . : o
Zur Beantwortung dieser Fragen leistet der folgende Satz 1 oftmals niitzliche Dienste.
Die *zugrunde 'liegende Idec des ‘Ausnutzens der. Aquivalenz: 3 (P,WP,)(—1
S 3 (Q. W1Q,) 1, geht auf A. V. Kozak zuriick. (Vgl. [6].) '
¢ Esseien in B zwei weitcre lineare, mvcrtlcrbare Opera,toren E, F gegeben fir die

o P EEQ = QuFH'P, =0 T (10)
.gilt. Der Oi)erator‘l — F.W‘I.E’ sei als Superpositioq ) S .o
I—FW3B=XY - R : (11)

"darstellbar, wobei Y ¢in lincarer Operator von $'in einen Banachraum %, ist (der
~ mit B iibereinstimmen kann) und X ein linearer Operator von B, in B ist. (Q,FW-!
X EQ,)~1V bezeichnet dic Inverse des Operators Q.FW- IEQ,, = Qi — @ XYQ, im
'Blldraum m Q,, ‘falls 51e existiert.

Satz 10 "3 (P,WP,) -V & 3 (Q, FW 1EQ,) he 3 I— YQ,, )L Falls diese

Inversen existieren, so gelten die Formeln . . N
' (PP =W v’ ~1EQ,,(Q,,‘FW—1EQ,,')‘—1)Q W -
o - =FP[I - X(I - YQ,X)*' Y] P,E™*, (12
z — zm = Wy — (P,,‘WP,,)‘"U Py
‘ = WEQu(Q.FWEQ,) =Y Q.FQ.x , .
T= WAEQ + X(I — YQ,X)! Y] Q. FQyz. " (13)
Beweis: Die Formelh ‘ . ! ' ‘
(PWP)=D = W1 = W ‘EQ,.(QHFW LEQu) " Qa FIv-1, | .
: St ' ' (14
(QFWEQ,) V= E 1[W WP,(P,WP,)-b P WIF, {
(QuFWEQ) -1 = (@ — QX YQ,)=0 : .
L S+ QXI— YQX)YQ, C  (5)

L = YQX) l—I+YQ,.(Q..FWUEQ)‘ "QX
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lassen _sich auf einfache Weise direkt machweisen, so daB aus der Existenz der im.

rechtsstehenden Term auftretenden Inversen jeweils die Existenz der lmksstehenden

Tnversen folgt. Damit ist die erste Aussage des Satzes gezelgt
Aus (10), (14) und (15) ergibt sich die Formel (13). Es bleibt

F(P,WP,)~VE = P, — P,X(I — YQ,X) YP,

o zelgen Dlesgeschleht indem man dendurch (13) gegebenen Ausdruck fiir (Q,,FW 1
*X EQ)~"in (14 emsetat und ausmultlphuert Der Satz ist damit bewiesen K.

’

4. Dargtellqng der Matrizen als Opérat(jren

N

Im Hilbertraum 2 al]er quadra,tlsch summierbaren, beidseitigen’ Aahlenfo]gen
&= {5,},__00 bezeichnen wir mit I den identischen Operator mlt P, P, Q,0Q, die
. Projektoren

<3
Pt

Il

{-;-; 0,0, 50, 51,'52, by o . 4

S R Y S

k ‘Q :\=-I —P,Q,:=1— P, und mit U“ (k ganzzahllg) die Verschlcbungsoperatoren
Uk = {Sit}fm oo ' : :

Offensmht]nch gilt |P|| = |[Q|| = ”P,,” = ||@.ll = [|U¥| = 1. Hier wié im weiteren be-
deutet die Symbolik ||.|| im Falle einer Adhlenfolge oder eines Operators die EuLll-
.dische Norm,.also die Norm im Raum 2, und i im, Falle einer Funktion die Norm int'
Hilbertraum L*(I"). -~ '

Fur jede Funktion A(z) = 2 a2k € L°°(F) stellt die un(,ndllche Matrm (a, ,‘), =0

N

einen in [* stetlgen Opertor A dar, den man als Laurent-Operator beLelchnet [1].
'Gehort d1e Funktion A(z) der VVxenerschen Algcbra B an,

- !

(Z)E%®Z|ak|<°° R
) 1aBt sich A als eine in der Operatornorm konvergente RCth A 2 akU" dar-
stellen. - -y
Die. Toeplitz-Matrix (1) 148t snch mit dem Operator P, PAPP 1dent|f1ueren wobei

A(z) eine beliebige, absolut konvergente Fortsetzung der Reihe Z ¥ ist. Die paarl—
k=-n

gen ‘Toeplltz -Matrizen (2) und (3) lassen sich mit den Operatoren P, (AP + BQ)

_bzw. P,(PA + @B) P, identifizieren, wobei A(z) und B(z) beliebige, absolut kon-

vergente Fortsetzungen detr Reihen J a2t und 2% (mit den entsprechénden

Summatlonsgrenzen) sind. ) , :

5. Die Faktorisierung

Mit R, und R_ bczelchnen wir die fiir alle Funktionen /(z) = L fuz¥ E 112(11) deflmer-
_ten Operatoren:

Rif(e) = fo+

Mg

k

I
-

. k=1 : o

12+«
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R, und R_ sind stetlge Operatoren in L¥(T).. Offensichtlich ist R, +B_= I Bezelch-
- et H den Hilbertschen smgula.ren Integralopemtor .

'

(Hf) (e¥) := —fcot f(e“’ da, | :

S0 gilt weiterhin H = i(R, — R_) (siehe z. B. [5]). Fiir alleh réellvéertigen Funktionen
- f(z) € LXI") ist R_f(z) = R+f(z) (konjugiert-komplexer Wert). Daraus folgt fiir die -
Real- und Imaginirteile bei einer rccllwertlgen Funktlon f(z):- - .

Re R+f(z) = Re R_ )‘(z) = —/(z i —lm R+f(z =ImR_ /(z = — H/(

Setzen wir fiir eine Funktlon A@)eBW das Erfiilltsein der Bedmgungen (6) voraus, so .
lxegt das Bild dieser Funktion im Holomorphlegcblet der komplexen Loganthmus-
Funktlon und folglich gilt:

In A( 2y =1In |A(z)| —{—zarg A(z) € QB

Auch die Funktxonen _
C RiInA@) =~ 5 [In [4()| F iH In 14G)| # i arg A(2) & Harg A(2)]

gehéren der \«Vlenerschen Algebra ® an. D1e~Darstell'ung A(2z) = A_(z) A4.,(z) mit
A4 (z) = exp [Ry In A(z)] bezeichnet man als Faktorisierung der Funktion A(z).
Es gllt AL (z) E W sowie . : ‘

|Ai(z | =Y A(z)| exp [:{: H arg A(z)] 4 . L

\
\

, (16)
arg 44 (z) = ? arg A(z) :F — H In 1A( )|

, Es 1Bt sich zeigen,'daB alle Fourlerkoefflznenten von A +T1(2) mit negatlvem und alle
- Koeffizienten von 4_%1(z) mnt positivem Index verschwinden. Fiir die zugeordneten
, Laurent-Operatoren A,, 4,7!, A_, A_~! gelten folglich die Beziehungen QA,*1P
= PA_%1.= 0. Die Normen dleser Operatoren sind gleich dem Maxnmum der erzeu-
.genden Funktionen (vgl. [1, 2]): -

uAin—_maxlAi(z)i, AL = max (A (m
. - zEl‘ Ce . 2€r ) R . .

6 Emlge Bezelchnungen und Abschatzungen

. Essei A(2) € B eine Funktlon dne den Bedmgungen (6) genugt er fiihren folgende
- BeLelchnungen ein:

min |A(z )| = mm |A(z)|, max |A(z)| = max IA(z)}

h(A = exp max |H arg A(2)|),
)= g

1 o
)’o(A‘) = —Efﬂfg A(e*) do,
, g

g(A) 1= max (I4,]], [|4-ID)-



L
;o . . . ‘

Normenabschitzungen zu Toeplitz-Matrizen . 181

Aus (16) und kl’?) folgt A
. 94) = Vh(A)max |A(z)], - ' o
| 1y L ""_ ]/ “h(d) o -
Q(A 1) = max (”A-{* 1, ”A-—‘ ) = | m - . .
Falls'die Bedingung ! : ‘
d;fp‘Al(e-‘?) g' L.ﬂ( p) | i . '. | . : - | ( 1'8)

erfullt ist, so setzen wir -

C "4
u(d) = | S ex (larg A) ~ yo(Am)
Wir erinnern daran, da8 ||- || im Falle emer Funktlon die Norm in Lz(l“) und im Falle

eines Operators die Norm in 2 bedeutet.
Fiir eine Abschitzung der Zahl 2(A4) glbt es mehrere Moghchkelten Genugt arg (Az)
einer Lipschitz-Bedingung - . :

[arg A(z) — arg A(z’)| g 'K Iz =2 . Vg€ f,_

(%),

Genugt A(z) den Bedmgungen (6) und (18), so besitzt auch die Funktlon arg A(z) eine

so gilt [5]:

\IH.arg A(z).[ _ AR

quadratlsch summierbare ‘erste Ableitung. Bezeichnet arg A(z) = )_'ykz" (mit

Yok = Ve Yo = yo( )) die Founerrelhe dieser. Funktlon S0 folgt fiir h(A) dle Ab- v.
schitzung: , , 1 . '

lnh Z:‘o|yl| £2V2 k2 VZ k| Vk|“ = }/_“‘lq’ argA(e'“’)

. Hllfssatz 1: Unter den Vorausselzungen (6) und (18) gelten fir n =0, 1, 2,...die
Abschatzungen

i )

1PQ,A.71A_QI < (n + 31212 u(4), R ) |
QAP S (n+ 2w A), T ey
IPA,4.QQ, < (n + U272 w(d), o "(e1y
IQQUALATIP] S (0 12l o (22)

Beweis: Zunichst sei bemerkt, daB aus (18) A(z) € W folgt. Setzen wir

eiHInA(2) — AJ‘(’Z)’A_(z) =: D(z) — fidkz".é ®,

k=—o00
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so folgt aus

ID@I = i) iH In ()| < 1D d‘; (ei)
=”e—1mmn4(z)“ :‘% :”e—_uargd(:yu “x:iq'((z)) ' /‘(AA)k:

- und aus PU*QQ, = 0 (fiir k < n) fir dne lmke Se:te der- Unglcmhung (21) die Ab-
schiatzung: -

\

L paaee) = ”PZIde*QQ,. g_f @ o
< l/ 5 V T B ¥s ]/ f e
, k=n-+1 k n+1 n+1/2

o : <("-i—l/2 T2 u(A). :
Analog zevigt man (19), (20) und (22) Hllfssa.tz 1 1st damit bewnesen I

; 7..|Auss'agen l'fiir die Matrizen A,.A un'd‘die' Operatvo,rén‘PAP

Es sei A 2 akz" eine Funktlon dle dcn Bedmgungen (6) und (18) genugt und 4

- der- zugeordnete Laurcat- Opcrator Fiir die Schar der durch A(z) erzeugten Toeplitz-,
. Matrizen 4, (n = 0, 1, 2, ...) und fiir das Reduktionsverfahren zur niherungsweisen -
Losung der dlskreten Wlener -Hopf- Glclchung o
' PAPx—y ; (yEsz) v T - 23)
. im' Raum 1,2 = im P lassen sich die im nachstehenden Satz 2 genannten Aussagen
.treffen. Interessiert man sich lediglich fiir ein Invertierbarkeitskriterium und die In-°
: versen Abschat/ung einer emzelnen Matrix der Gestalt (1), so kann man unter allen,

_ dle Bedmgungen (6) und (18) erfullenden Fortsetzungen der Reihe 2 a;2¥ eine solche

auswahlen, mit der man moglichst giinstige Aussagen erhdlt,  4=-n
Satz 2: Aus )
NI ) B '
Vn + 372
folgt die F’mstenz der Inversen A -1 sowie die Abschatzung )
2h(A) I A
M4 = { . o

(1 — 3,) mm [A(z)|

\b Dze Naherungsglezchung PP,APP, = P,,y besztzt also in diesem Fall eine emdeutzg
bestimmte Losung x™ €im PP und  fiir den Abstand zur exakten Losung der G’lezckung_

(23) gzlt A .
. A A . . ’
Hx — 2 < l/i:: :(A(z)l M ) HQ,.xH. ‘ . o S

Beweis: er werden den Satz 1 anwenden Zu diesem Zweck sctzen w1r B = 12
B, =12, W PAP, E = PA,P, F = PA P. Dann ist X = PA,7'4_ P
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= QA, A -1p, W= PA, “PA -1p und die Glelchungen (10) und (11) sind, wie
man leicht nachprufen kann, erfiillt. o o
Aus der Abscha,tzung

1Ye, XII < 1YQul HQ,.XII < (n+ ‘3/2) ') = 19 : o (24) s

)

folgt daB fiir 19 < 1 der Operator I — YQ,X invertierbat ist, und damit ist auch der '
Operator PP 'APP im Bildraum 7m PP, invertierbar, d. h., es existiert A,
Die Formeln (15) und (24) llefem (Q.FW~ llf,Q,,)‘ l)|| = (1 — 19 2)‘l Aus (12) und
dcn L\bschatzungen ’ :

IW-1EQ,| = 4, :PA_"4,PQ,]| = lIA- "PQn y -wo I
< (148, (47, L
1QFW- 1) = uQnPA 4,71PA S 1R P4, ’QHXA_-IH,

L St ayea
" folgt nun' -

Al 2 —1_
+(1+19 gAY 29(A)

o PP. APP.\-1| <. -1
K “(PPuAPPn)Allég( ) ‘1__192 1 -9,

Y

\Z\us (1‘3) und oblgen Abschatzungen erglbt s1ch schlieBlich . .
lle — 1""” <1 -9 IIW LEQ.| HQnF” 1Quell Ll

. A . : .
L I .

N

- Andere Invertierbarkeitskriterien und Abschatzungen erhilt man durch eine an-
dere Wahl'der Opcratoren Eund F. \Iehmen wirz. B. E PA -1P und F PA_ “P
. SO 1st

. QuF(PAP) ' EQ, = QnPA 2PQ, — QnPA Q4" 1PQ,.

N

: CDleser Operator ist mvertlerbar, falls

IIQ..PA 1QATPQ,|| II(PA 2P) <,

e ,

A Bezelchnet 2 oz dle Founerentw1cklung der Funktlon AY(z), s0 ist die Bedmgung

—00 -

o0 - oo

3 oot|| X mt|14,2PA < L .
k n+2 k=n+2

. hinreichend fiir die Existenz von A -1, Daraus ergnbts:ch unmlttelbar die Aussage a
" aus Abschmtt 2.

Bemerkung Durch Abschatzung der l\ormen von 4.~ (z') in B mittéls déf Hbl-
derschen' Unglelchung lassen sich auch. die lP-Normen (1 < p < oo) der Matrizen
At nach oben abschétzen. . . . , o

I
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8. Aussagen fur paarige Toeplltz-Matrwon und paange dlskrete
- Wiener-Hopf- Glelchungen . i . : !

. Es selen Aiz) = 2 akz" B (2) = 2 bpz* zwe1 Funktnonen die den Bcdmgungen (6)

‘und (18) geniigen, A und B die zugeordneten Laurent- Operatoren und 4 = 4.4,,.
B = B_B, ihre Faktorisierungen. Die dem.Satz 2 vorangestellte Bemerkung ist sinn-
gema,B auch hier anzuwenden, wenn man sich nur fiir eme speznelle Matrlx der Gestalt
(2)'interessiert. ° : T
~ Wir fiihren noch folgende BeLelchnungen em ’ '

R(AB-1) := exp {max |H[arg A(z) ) — arg B(z')]|},‘
- §:= hAB™) max [g(47Y) g(B), g(d) g(BY), |
5, i= g‘(AB—l) max [9(‘4) Q(A_l)‘,u(B)' (B) g(B™) #(A)J )

Vn +1 o Vn + 3/2
Satz 3: Fir §, < 1 exzstzert B;,"! und es gzlt die Absckatzung - o
4/ mABTY : P TY
1515 e B (e ) a(B ) h@, o4~ g8 ) + 7225
GgA N gBY - [ wd) B | N
g . 2
TR, \vmax []/n+3/2 ]/n—+—1/2] ' ,-('O) '

Die somit emdeutzg bestimmte Losung =™ € vm P, der Naherungsglezchung P,(AP
+ BQ) Pyx = P,y konvergz,ert fir alle y E 2 gegen die Losung x der Glezchung (AP
+ BQ) x =y

o~y {maX'g[(A) 9(47), 9(B) g(Bﬂ)]V;

g o4) 9B pld) "g(Aﬂ) o(B) u(B)]
7}— s max [ ]/n 5 V 5 ]} HQ,,x]I

(26) |

Bewels Wir setzen % B, =8, W=AP + BQ, F =A,P—BQ, F = PA
— @B,. Dann gilt, wie man leicht nachpriifen kann

Wl = (4.718,P 4 A_B1Q) A7B,,

- Rw- ‘g = I — (PA,"'A_B, + Q4 B.B.) Q4.4 1B —1P+PA BB Q)
— (PB_+Q4,) A, "A.B.B."', Y = PAPBB.Q + QB,Q4,4_-P.

‘Aus (16) folgt: -

||A “l1A_B,B_"|| = exp {max (H arg B(z) — H arg A( z)]} = h(AB 1)

Benutz,en wir die Ungleichungen (20) (21) und die Tatsache daf} fiir zwei bellcblge .
lineare, stetige Operatoren 4, & im Hllbertraum B
IPAP + QZQ|| = max ([PAP|, |QZBQI),

IPAQ + QBPI| = max (IPAQI, Q% P])



' Normenabschitzungen zu Toeplitz-Matrizen 185
p bt

\
i

gilt, so gelangen wir zu der Abschitzung || YQ,;X” < 8,. MittelsSatz 1 foigt daraus die’
. ‘Hinlénglichkeit der Bedingung 8, < 1 fiir die Existenz von B,™. Die Fehlerab-
schatzung (26) erhdlt man mit Hllfe der aus (13) abgeleiteten Formel

z — 2 — (F- \QF — F-1P XU — YQ,X)™ YQ.F1Qur, -

aus ||[F1PX|I < < d und entsprechcnden Abschataungen fir ||F- lQ,,F” und ||YQ,,F||
_ Analog ergibt sich mit Hilfe der aus (12) abgeleiteten Iormel

. (P,WP,)-D = F1P, FW 1 PP XTI — (I — YQ,,X) 1) YE—
' 4 (L — YQ,X)! YQ,EY)

und entsprechenden Abschatwngen fir |F1P, FW |, []YF 1]] und I[YQ,,E 1[[ dle
Ungleichung (25). Da Y@, und mithin auch der ganze zweite Summand in der Opera-
" tornorm gegen Null konvergiert, ergeben sich auf diese Weise fiir grole Zahlen »,
bessere Abschitzungen, als durch direktes Abschitzen der in Formel (12) auftreten-
den Terme Satz 3 1st damnt bewiesen .

Durch Umstel]ungen der verwendeten Formeln ergeben sich andere ] \loghchkelten
der Abschiitzung. Wir haben uns hier um eine Variante bemiiht, in der nur solche
- Groflen auftreten, die durch als bekannt anzusehende.Zahlen. abgeschitzt werden:
kénnen, und bei der die angegebenen Schranken fiir grofles n moghchst klein werden.’
Die Einfithrung der Operatoren X und Y diente dem Zweck, in dem Ausdruck YQ,X
die Norm der Summe zweier Operatoren durch das Maximum der \Iormen abschitzen
" zu kénnen.
‘Weitere Mogllchkelten erhalt man durch eine andere Wahl der Operatoren und F.
Setzt man z. B: F = PA_ ‘IB + QAq,B+ 1 und £ = A,7'B,P + A_B "1Q, so gilt
- fir W = AP+BQ . ‘ o . )

Q,.FW 1EQ, 'Qn(PA_%BP + QAB"2Q) Q.
’ '+ QuP4-1B — Q4B)PB'Q — Q4“1P) Q,. @7

Der erste Summand:auf der rechten Séite ist ein mvertlcrbarer Operator in m Q,, fur
alle »=0,1,2,... und die Operatoren PB'QQ,, QA'PQ, konvergieren in der
Opera.tornorm gegen Null. Aus 27) erglbt 'sich.auch unmlttelbar die Aussage b aus
Abschnitt 2.
Der Fall W = PA + QB laBt sichin analoger Weise behandeln Wihlt man auch
hier ¥ = A4, P - B_Q, F -PA_ — @B,, so erhdlt man fur X und Y die Ausdruckc

X = PA “‘A QB_'Q +QB+B ‘IPA -1p,
Y= AA“B"B (BP—}—A-Q) o .

1YQ.X|| laBt snch ebenfalls durch 8, abschitzen, so dab die Bedingung 8, < 1 auch ‘
hinreichend fiir die Existenz von €,V ist. Abschatzungen fiir C,~! und des beim Re-
‘duktionsverfahren auftretenden’ Fehlers kann man in dhnlicher Weise erhalten wie
oleen : :



186 - A.Porp

9. Weitere Anivend‘uxigen :

" Das Reduktlonsverfahren zur naherungswelsen Losung der singuldren Integral-
: glelchung

WIDE: Z)fC

besteht bekanntllch datm, daB man zu \Taherungsglelchungen '

wery | (28)

B IL(") = {y—m ceey ?/o» . yn} T ) : ,‘ o . ) ’ ' (29)

_iibergeht. Da-bei_'ist {y_,,, e y,,}‘ ein'IS'pa-ltenvektor mit dcr.x'Four‘_ierkoeffizie‘ntevn von
y(z) und B, eine Matrix der Gestalt (2), wobei a; und b entsprechend die Fourier-
- koeffizienten der Funktionen A(z A(z) + B(z) und B(z) = A(z) — B(z) sind. (2,
5]). Erfiillen A(z) und B(z) die Bedingungen (6) und (18), so liit sich der'Satz 3 an- i
" wenden. Fiir 6, < ! besitzt die Glelchung (29) eine eindeutig bestimmte Losung '

m — {x"" §x (")} und die dataus geblldete Funktlonenfolge x(”) 2 x‘("’z"'
k=—n

konverglert fiir alle y(z) € L¥TI") in der Norm von L*(I') gegen die (emdeutlg bestiuim-
te). Losung z(z) der Gleichung (28) Der Fehler lx(z) — 2™ (2)]| .14 Bt sich unter-Aus-
nutzung der Parsevalschen Gleichung mittels (26) abschitzen.

* Fiir singulére Integralglelchungen bei denen die Funktion B(z) mit unter dem
Integral steht, gelten, bis auf eine andere Behlerabschatzung, die gleichen Aussagen
" wenn man in der Niherungsgleichurig (29) B, durch C, ersetzt.

. Eine Moglichkeit .zur naherungswelsen Lasung der \Vlener Hopfschen Integral- .
~»glelchung -

(da) ()= e fk(t—s)x( >ds—y<> O<t<oo) o @0)

. stellt das.Galerkmsche Verfahren "nach. dem in L0, co) orthonormierten System
{pi()}j2, der Laguerreschen Funktlonen ‘dar {2]). Die Naherungsglelchung hat hier die -
- Gestalt . R . ‘ .

25k<Aw,w,>—<y,w,> ‘(7"=0 Lowm, @Y

A wobel (-, %) das. Skalarprodukt in L2(0 oo) ist. Die Koeffizientenmatrix der- Glelchung :
(31) ist eine Toephtz-Matnx mit der eueugenden Funktion (2] . -

. ) i ~ :1 l S
Ay =] —f K(e) exp (—f—lc) # Een).
' Geniigt A4(z) den Bedmgungen (6) und (18), so ist der Satz 2 anwendbar Fird, <1
besitzt (31) eine emdeutlg bestimmte Losung &™ = {£™, ..., &™)} und die Funk-

tionen z(M(t) 2 E,c(”)y:k(t) konvergleren fiir alle y €"L¥(0, oo) in der Norm ven

. L2(0 00)’ gegén dle (emdeutlg bestlmmte) Losung z(t) der Gleichung (30).-Unter Aus—
' nutLung der Parsevalschen Gleichung 1iBt sich der Fehler ”a:(t — 2™(t)]| 10,00y Wie
im Satz abscha.tzen
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