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Axiotnatisehe Rilurkatjonstheorje	 . 

S. ACKERMANN 

Es wird em .-kiomensystem fur cine Masse setiger Abbi!dungen 'in Ba.nach-Rumen .und 
einen dazugehorigen bbildiingsgrad angegeben. Die Axionle sind leicht nachprufbar. Bei ihrcr 
C.iiltigkcit konnen lokale und globale Bifurkationsrcsult.ate voni Krasnoselski-Rabinowitz.T3,1) mit einfachen i\litteln gewonnen werden..	 S - 

B pa6oTe npejL.'lai'aeTcfl cucreMa aHciloM g aR i-cnacca nenpephiuhibix oT06paHeuui u iaiia 
xono3l rlpocTpancTue it JIn cTenehhlt oT06paaeH112. Aictioii,i jiei'uo ripOBepHioTca. B cJiy-
'iae iix -Btriwieiii-in nf)OCTi.lMhi cpe.'lcTBaMii noily'ienhl JloFca.rlhnhle it rjioOajii,iiaie pecyiaii,r Teopilhi paaneTn.ileuHn- (6nypiaitii it) tuna Hpach1oceJihHoro- Pa6hhhiOBhtTi(a.	 .' 
A system of axioms for a class of continuous mappings ' in Banach spaces and their*  attached degree is given. The axioms are easy to check. If they are valid, local and global bifurcation 
results of Krasnoselski-Rabinowitztype can be dbtained by simple means. 

Eine Reihe' physikalischer Prohieme fiihrt bei .geeigneterWahl des piathematisehen 
\1ode11s auf niehtlinear gestOrte, parariieterabhangige Operatorgieichungen der Form 

T(., x)	x - ALx -	x) = 0,  
T:Kx58-^,  

wbhei em Banachràum, K der.Korper der ree1le bzw. komplexen Zahien, L em 
linear beschriinkter Operator und N eine in einem gewissen Sinne kieine nichtiineare 
Stoning sind., Physikalisch hedetitungsvoll sind in vielen Fallen niehttriviale LOsun-
gen von (1), Existenzatissagen fiber soiché Losungen .— wenigstens fur gewissePara-
meter A - Sowie eine qualitative und quantitative. Bes .chreibung derLösungsmenge. 

Da man das Losungsverhalten der linearisierten Aufgabe 'x - Ax = 0 nieistens 
genauer kennt, liegt es nahe, (1) in der Nahe der Eigenwerte bzw. dharakteritischen 
Zahien von L auf nichttriviaie Losungen zu untersuchen. Dies isteine Hatiptaufgahe 
der Bifurkationstheorie, zu deren Losung in den letzten Jahr'en in verstärktem MaBe 
éuch topologische Methoden eingeetzt wurden. 

1956 hzw. 1971 konnten KRASNOSELSKI [8] bzw. RABINOWI'rz [15] das Problem (1) 
fur volistetigeOperatoren L und N niiHilfe de5LERAY-SduAuDERAbbiidungsgrades 
lOsen tind die Verzweigung lokal bzw. global beschreiben. Mit der Konstruktion von 
imnier neuen Abbildungsgraden auch für nichtkompakte Operatoren [3, 6, 9, 10, 11, 
12, 18, 20] wurden dann these Ergebnisse tinter Beniitzung der konkreten Eigenschaf-
en der Operatoren tind des zugehOrigen Abbildungsgrades veraiigenieinert. 

Nachdem AIIANN/ WEiss [2] iind ZEIDLER [27] 1974 einen axiomatisehen Zugang 
zur Theorie des Abbilcltingsgrades in Banachräumen ggeben und damit die Fiille 
der 'zu , diesem Thenia erschiënenen Arbeiten in cinen einheitlichen Rahmen eingeord- 
net hatteri, soil in dieser Arheit cm axioniatiseher Zugang zur Bifurkationstheorie 
vorgestelit serden. UnserZiei ist'es, ailgemeineBifurkationsaussagen zu forrniiiieren, 

, die für mOglichst viele Abbildungsgrad'e iind dam' it für cine grolle Masse von Opera-
16*
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toren gelten. Die hier angegebenen Resultate gestatten es, für eine vorgegebene 
Operatorenklasse Bifurkationsaussagen zu erhajten, wohei man lediglich gewisse 
Axiome für den zugehorigen Abbildungsgrad nachzuprufen hat. Diese Axiome und 
weitere sechs Eigenschaften, denen die zu betrachtenden Operatorenklassen genhigen 
müssen, werden nach einern einführenden Abschnitt im zweitén Tell dieser Arbeit an 
gegeben. Tm dritten Abschnitt wird das zu üntersuchende Bifurkationsproblem noeh 
einnial genati vorgestelit. Der vierte Tell enthlt die Bifurkationaussagen in reellen 
Banachrãumen. In einei Erlauterung werden einige Anwendungen und die dbei zu 

• beachtenden Besonderheiten betraehtet. Die Bifurkationsaussage für analytische 
Fredholmoperatoren in komplexen Banachräumen steht im Mittelpunktdes fithften 

te Ahschnits. Durch Hinzunahme der Voraussetzung, daB alle Operatoren analytisch 
sein sollen, konnte tinter Ben utzung-eines. von NussBAuM [12] definierten Abbildungs-
grades der von IzE [7] stammende, mit Cohomologietheorie arbeitende, schwierige 

• Beweis durch einen wesentlich einfacheren ersetzt werden. Der sechste Abschnit .t ent-



halt sehlief3lich die Beweise der Resultate des vierten und fUnften Abschnittes. 
Die vorlicgendö Arbcit ist ein überarbeiteter Bestandteil der Dissertatión A des 

• Verfassers an der KMU Leipzig 1980. 

1. Eezeiehnungen und Vorbemerkungen	 . 

', R bzw. C bézeichnen die Mengen der naturliehen, reellen bzw. komplexen Zahien. 
K steht für- Roder C. Mit R, hezeichnen wir die Menge der positiven reellen Zahien. 
Banachräume (B-Rume) und deren Teilmengen werden mit groBen Frakturbuch-
staben hezeichnet, ihre Elemente mit kleinen lateinischen Buehstaben. 

Man beachte, daB für einen B-Raum mit der Norm I . !J das kartesisehe Produkt 
K  58 mit der . Norm ffl(2, x)llI := (1). 1 2 +11x11 2 ) 1/2 stets wieder em B-Raum ist. 

A:	• 2 hezeiëhne eine Abbildung A von
'

in 2 mit der.Zusatzinfor- 
niat,ion J	Die Menge aller linear beschränkten Operatbren L:	-'	wird 
mit	2) bezeiehnet.	 - 

Definition 1: T sei em B-Raum uher K und L €	). Dann nennen wir: 

,V(L) := lx € 58 :Lx = 01 Nuliraum von L, 
{y € 3: y==Lx, x € 58} Wertebereich von L,  

(L) := (2€ K : (Al --L)-' E	)) Resolventenmenge von L, 
a(L) := K \ 0(L) Spekirum von L, 

r(L):= sup (1). 1 :1 E a(L)j Spekirairadius von L,	 •	•	- 

e(L) := {2 E c(L) : 2 it Haufungspunkt von a(L) 

Oder .(2I	L) 1st nichtabgesehlossen 
co 

.Oder dim UAr((At - L)) ist nichtendlich} 

wesentliches Spekirum Von L,	 - 

re(L) :== sup (1 2 1 : 2. € ie(L)} Radius des wesentlichen Spektrums 

end	-•	 - 

T(L) :=12 EK, 2 -1` E a(L), 12.1 < re(L) - ') Meng&derqharakteristischen Zahien von L.
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Für	Er(L)	ist	-	 -	- -.	 - 
-	 dim U.,4'((I - ).L)") die algebraiscize Vielfac/iheit (VFH) von 

Für charakteristiseheZahlen, dern rezipioker Wert. stets Eigenwert mi üblichen 
Sinne 1st, maeht die RIEsz-ScHAuOER-Theorie folgende Aussagen. 

/ Satz  1: Voiaussetzungen:	 .	. 
1. 8 1st elm B-Raum mit dim 8 = cc. .	 I 

2. -	 - 
3. 2E T(L),-T:= I - 2L..	 .	.	... 
Behauptung:	 S	 . 

1. dim .K(Tk)<	für k = 1, 2, 3, ... 

2. J)ie .Ketten	 .	 S	 S 

(T)	Ai(T)	...	 V(T')=	und	- 
-	(T).	(T)	 =	(T').=	 .

brechen mach k &hritten ab. 
x	

- 
3. Es estiert elm Projektionsoper-ator . P : 58- .A S'(Tk) *it den Eiqenschaften P I = 
PL = LP, Q.  :'= I - P und der Zerlegung 

93 =P93 Q93, P93 = .4/(7'), Q93 =R(P). 
4. P93 und' Q93 sind invariant ,n.terL.  
5. PL = LP und PL sowie die Einschrankang L/P93 von L av/ P93 besitzen . alseznzzge 
charalderistische Zahi.  
6. Q  = LO, .QL und die Einschrankunq L/Q93 .besitzen A nicht àls charakteristlsche 
Zahiund (I---- ).QL)E (93,  
7. In P93 gibt es elne kanonlsche Basis (Jordansehe .Norrnal/orm) 

S	 - )x,i=  
so dap .	 . 

).Lx,, —x, ). = Ax,,+ 1 ,	Xj,n(j)+I	0. 
8. Esgilt -

 
 

I = dim .1V(I - AL),	m(1) +	+ m(I)	dim uAt((I - 2L)) = x(A). 

Punkt 1 und 2 derBehauptung sind bereits in dér Definition der charakteristischen 
tZahlen enthalten. Per Beweis verlauft dann vollig analog zu dem für die RIEsz-
SCHAUDER-TheOrie für volistetige Operatoren bekannten Beweis (vgl. auch [17] und 
128: Bsp. 14:31:	 .	S	 .	

S	 S 

Definition 2: FiirMengen2tKx93setzen wir	 - 

= (x € 93,	x) 911 und 9{X = 12 € K, (A, x) € 91).	- 
Für x € .93 1st  

Ur(X) :	) yE93 : li x - y)) < r),	
r	 S 

für(58ist	 S	 S	 S 

.	 Ur() :=(y 'E 93 Ax € 03 unçl jjx - y)) < r}.
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2. ZulAssigkeit und Abbildungsgrad 

Wir betrachten die mit S ' bzw. S 11 bezeicimeten Kiassen von Abbildungen bzw. 
Honiotopien mit den folgenden Eigerischaften. 

El. 'Sletigkeit und Nulistellenfreiheit auf d6n Rand: 
a) Die Abbildung A gehore zu	genau dann, werin gilt: 
i) A: C63 ç-* 82 ist em Operator auf dem Abschlul3 des beschränkten, offenen 
Gebietes 3,	und 58, sindR-Räiime. 

	

• -	ii) A ist stetig -für alle x € 0. 
iii) A1(0)ni=0. 
iv) A ist analytisch, falls 58, u.nd 582 komplexe B-11äum&sind. 
h) Die Homotopie H gehore zu Pi ll genau dann, wénn gilt: 
i) H	X [0, 119; 58 1 x [0, 11 -* 58 2 ist ein Operator auf (fem Gebiet 5x [0, 11. 

58 und 582 sind wiè in a). - 
ii) H ist stetigJur alle (x, t) € 5X [0, 11. - 
iii) Für alle t E [0, 11 ist H( . , t) € S. 
Ails PI und PIH werden dtireli geeignete \/orschriften Klassen zulüssiger Abbildiingen 
3 und zulassiger Homotopien 8 1, ausgewahlt, deren Elemente gewisse zusatzliche 
Eigenschaften (z. B. Vollstetigkeit o. a.) haben sollen. Diese Eigenschaften inüssen so 
beschaffen scm, daB aut3er El noah folgendeBedingungen erfiillt sincl. 

E2. Karesisches Podvkt von Abbildunqem in reellèn B-Räurnen: 
a) Sind 58 und 582 reelle B-Raume, und istf: - R ein heschränktes,. 
st.etiges Funktionalauf dem Abschl u B ci ncr beschränkten, offenen Menge 'C c liX 931, 
ist aiil3erdem A : ,TD - 582 ein stetiger Operator auf derselben Menge 'C, so daB die 
Abbildungen A( . ,x) : fi -*58 2 gleichgradigstetigsind und die Abbildungen A(r, •): 'Cr 

582 für alle niogliehen r E II die oben erwähnten zusatzlichen Eigenschaften hahen, 
dann hat auch (lie durch (fXA) (r, x) .:=(f(r, x), A(r, x)) definierte Abbildung 

fXA:-D—Rx3 2	 - 
these Eigensehaften. 
1st noch (fx A) -'- (0,0) n aZ = , dann ist sogar f  A . E 3.

	

•	h) Eine analoge Atissage gelte für Homotopien 

h: 0 x[0,1]--R und H: 0 x[0,1]—.-582.--. 
E3. I'inschrankungen:	- 

a) A :	58	582 sci cine zuliissige Abbildung und	(i eine offene Teilmenge
von ® riiit A'(0)-n 00, = 0. Dann gilt A/( j € 3. 
h) Das Analogon für Hornotopien gelte. - 

E4. Abbildvnqen in endlichdimen.sionale 'J'eilräunie:	 - 
a) Für stetige Ahhildungen A:	58	58, 58 Teilraum von 58.niit dim 58 
< oo und A() heschrãnkt, gilt stets: 1st I - A € PI, dann ist auch I - - A € 3, d. h., 
Abbildungen dieser Form haben stets die zusätzlich geforderten Eigenschaften. 
h) fiirHoinotopien gelte die analoge Aussage. •	-	• 

E5. Vertruglichkeil v(rn 3 und .3,,: 
Für jede zulnssige Homotopic H : 63 x [0, 11	¶8 x 10, 11 -> 58 2 ist H 	E 3 für
alle t E [0, 1].



	

Axiomatjsche Bifurkationstheorie	247 

E6. Abbildungsqrad: 

Es existiert cine Abbildung deg: - 2, Z' = J±oo, 0, ±1, ±2, ...h genannt 
'Abbildungsgrad, die jedeni Quadrupel (A, 03, , ) eine Teilmenge von Z' zuordnet 
und folgenden Axionien geniigt: 

A 1. Normiervng und 7'rans1aionsinvarianz: 
a) deg (I,U4(0), 58, SB)	t1J_ 
1)) E.stx0 € 58 tind sind A :J	- 582 und 
A( . —x0) : x0	58 - 58 zulassig, dann gilt 
deg (A, 5$	582) = deg (A( . —x0)2 x0 () (, 5811 582) . - 
A2. Exislenzaxiont: 

- A :	58 --> 582 sCi zuliissig. Existiert cm	gE deg (A, 03, S8, 58 2 ) mit 9'— . 0, 
dann existiert ein x E (J mit Ax = 0.	 - 
A3. A&1itivzt4t: 

Tst A:	582 zulassig, tirid gestattet 63 eine Zerleung der Art 0 =U 
in offene, paarweise d 'isjunkte Teilniengen	i, so dqI3 A-'(0) n	=0 ist;
clann sind nach E3 audi die Einschrankungen A/Oj i zulassig, und es gilt 

deg (A, 03,	582)	deg (A/6 1 , 0J, 581, 582),  

- wohei fur Teilniengen 91 und SB von	 - 

• 1.21±58={a+b:aE(,b€93), 
2j±oo,...+1—oo,...=Z' 
vereinbart sein moge.	 - 

• 1st einer.der Ahbildiingsgrademn (*) einelenient.ig, dann stéht =" anstelle von 

A4. Ifornoto'pieinvarianz: 
1st H : 6 x [0 1 11	58 1 x [0, 11 	582 eine zulassige Homotopié, dann gilt-

deg (H( . , t),	58 1 , 582)	constant für alle t E [0, 1].	 - 
A5. Mu1hplikatvztä1 /ür reelle B-Räurne: 
Es sei A :	- 58 eine zulässige Abbildung tind f: 5	It - R eine .tetige,
reelleFunktion atif deni Abschliil3eines offenen lntervallesf, so da6f(0) naf 0. 
Die (lurch (fx A)(r, x) := (f(r), A(x)) erklirtc AhbiJclting f  A :5 x (3	R. x SB 
-	x 582 ist wegen E2ziiIässig. Weiterhin gelte 

deg (fx A, S x W, it x 58 k , fix 582) = d(f, .1, R.) deg . (A, 0, 58I,'582), 
woljei d(-, -, -) der Ablii ldungsgrad von BROU\VER in It ist unci wir für Teilniengen 
91	Z' und b € Z' vereinbaren:	 -	- 

•	1. JbI.9I={ba:aE9t, 
2. JOI . ±cc, . ..- I = X.	. 

• A6. Pehnanenzaxom: 
•	Sci A :	SB -> 58	58 eineAhhildung in einen endlichditiiensiorialen Unter-

rauni	von 58, so claI3 I— A € R ist. Dann ist nach E4 auch I - A € . Weiterhin 

/
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gilt 
•	 deg (I - A, 0, 58, 58) =d (I - A/6 n 58, ('ii n 58,58, 580' 

wobçi d( . ,., .) der AbbiJdungsgrad von BROU 'VER mi R' bzw. mi endliehdimensio-
nalen B-Raum 58 ist. 

Bernerkungem: 1. Sind f und A vie in A5 beschaffen, so erfiiflen die'Abbildungen 

f:Jx- * R, (r,x):r=f(r) und A:Jx3--58 2 , A(r,x):='A(x) 

wegen A(r,.) = 'A E 3 die Beclingungen vonE2, d. h. f x A = fX A istin 2. 
2. Eine Definition des in A51A6 verwendeten Abbildurigsgrades von , BR0UwER 

mi R" bzw. in endliehdimensionalen orientiertenB-Räumen findet man z. B. in 1261. 
• Dort und in [28, 51 wird auch bewiesen, daB . dieser Abbildungsgrad die Axionie Al his 

A,5 erffillt. 

Vereinbarvngen: 1. Wenn keineMiBverständnisse auftreten können, schreihen wir 
ftir deg (A, 3, 58 k , 582) kurz deg (A, i) und für deg (A/ 1 , (3) kurz deg (A, (3). 

2. 1st deg (A, 3) einelementig, dann identifiieren wir these Menge' tinter Be-
'achtung der in A31A5 angegehenen Rechenregeln mit der,ganzen ZahI, die sie ent-
haIt.  

•	Folgerungen: 1. Ats 'A:	58 - 58 2, A E 3 und A-'(0) n (5 = 0 . folgt 
deg (AJ)=O.  

2. deg (A,O)=O;	 -	- 
•	3. 1st x isolierte Nitllstelle von ' A in , dann, ist'/ür'hinreickend Heine R und 0 < r :E:_^ R 

A(0) fl UrJx) = lx) und deg (A, , 11 (x))	deg (A, 1IR(X)). 
•	Beweis: 1. und 2. sind die Negaton von A2.	 S. 

•	 Zn 3.: Aus A3 folgt  
deg (A, UR(x)) = deg . (A, Ur(X)) ± deg (A, UR( X ) \ Ur(X)) = deg (A, Ur(X)) 

wegen I. und der Einelementigkeit von deg (A, UR(x) \ Ur(X)) = )O} I 
Folgerung 3 gibt AnlaB zu folgenderDefinitión: • ' 

Definition 3: Sei A :	- 58, A € 3 und x E Oj isolierteNullstelle von A. 
Unter dem Index von A bezüglich der Nulistelle x verstehen wir die Menge 

md (A x) := deg (A, Ur(X)), 0 < r	R.  
Unter BerUcksichtigung von A5 gilt dann  

F o  g e r u n  4: Sind fund A wie in A5 gegeben 'und r, x bzw. (r, x) isolierte Nulislellen 
• von f, Abzw. f  A, dannist  

ind"(fx A, (r, x)) = ind B '(f, r) . md (A, x), 
wobei md 5 (leT zum BR0UwER-Grad de/inierte Index ist.	 - 

3 Problenistellung	" 

%Vir bet.rachten im folgenden eine Operatorgleichiing der Gestalt - 
To., x) = x - ).Lx + N(2, x) = 0, .. • - ,	 • S	 I 

T:Kx58—>58,	 -	--	-
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wobei L: 93 -^ einlinear beschränkter Operator und NI : K x	 ein stetiger
Operator mit der Eigenschaft urn II N ( 2 , x)J/IIx II = 0,leichgradig auf beschränkten 

Teilniengen von K, sind. AuBerdeni seien die T( . , x) gleichgradig tetig nid T(2, .) be-
sitze für gewisse A die in E1 bis E6 geforderten Eigenschaften. 

Definition 4: 1. Offenbar sind Eleniente (), 0) € K x 93 stets Losungen von (1). 
• Wir nennen ihre Gesamtheit Menge der trivialen Losungen von (1) und hezeichpen sie 

mit Z = ((2,0) € K x 1. 
•	2. Demgegeniiber hezeichnen wir mit 

-=.((2, x) €K x 8 : T(2, x) = . 0 x + 01 

die Menge der nichttrivialen Losvngen von (1). 
3. (u, 0) E K x	heiBt Bi/urkationspunki von (1) (kurz BP), falls ( 0) € . 
4 * - 1st (a, 0) BP, dann'bezeichnet . die Komponente,d. h. groBte zusamnienhän- 

gendeTeilmenge von ,die Cu 0) enthält. 
Die eingefhhrten Bezeichnungen erlauben zunichst die Angabe einer von KRA S-

IN 0SELSXI staninienden notwendigen BifurkationsbedingLing. 
• Satz 2: L's sei (,u,0)E K x 93 ein BP von (1) mit jyj < re(L).1 . Dani&zst j charak-
tëristische Zahi von L, d. h. It € r(L).

 

Beweis: I. Nach Definition 4.3 existieren Folgen (2, x)E K x 58 mit tim A	,u,
tim x = 0 mid x - ).,, Lx,, = N(2, x). 

2. Tst It keine charakteristische Zahi, dann ist wegen Luj < re(L)'	E (L) und 
(I - 1zL)' € (58,	); d. h. 1(1 - ,uL)- 1 II :!^: a. Weiterhin gilt 

• jjx. jj =	- /LL)' (I —4) x	a I x - ).. Lx. + (2 — ) Lxii	- 

< a JJN(2, x.)11 '+ a I2 -	I II 1-1I IknII,	• 

woraus bei Division durch IIx,II == 0 

l< a II N ( 2 , x )Ij/lIx	-( a IA - uI 11L11 
folgt. Die rephte Seite dieser Ungleichung geht aber heini Grerizilbergang n - cc 
gegen 0. Aus diesern Widerspriich folgt die Behauptung I 

4. Bifurkationstheorie in reellen Banachräuinen	 - 

Tin gesamten Ahsehnitt sci 93 ein reciter B-Raum. Mit a bezeichnenwir stets em	ge-



gebenenfalls noch genauer zu kennzeichnendes — Element von T(L), also eine charak-

teristische Zahi, unci	) s°ei durch o(Au) . := - dist (z, T(L) \ (i}) definiet. P bzw.. 

P seien die nach Satz 1 stets existierenden Projektoren auf die end liehdimensionale 
direkte Summe. der Eigenraume alter charakteristischen Zahien in [0, It. + ] bzw. 

• [oAu - ol falls It >0, oder [ç + 2, 01 bzw. [a - , 01 falls It <0 ist. Dahei ist 
• 0< o ^5 o(u) zu wählen: 
• •

	

	 1st diirch eine geeignete Vorsehrift eine Zulassigkeitsklasse (3, 3,' ) festgelegt,
dann sagen wir, der Operator T aus (1) erfiitlt die Bedingungen [H 1 (u)] bis ft13(,u)], 

• wenn foigendes gilt:	•	 .•	 •	 - 

[H 1 cu)]: Es ' existiert eine Abbildung H : R x U,(0) x [0, 11 - 1, so daBfiir em hin- 
reichend kleines mit 0 < (,u) fur alle A E Rmit A J < die H(2,.,.) 
'flBH jst tindanBerdeni H(A; ., 0) = T(2, .) und H(2, ,1)= u - AL gilt.
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E H2(U )] : Es 'existieren zwei Abbildungen H ± :' R x 1I(0) x [0, 11, so da3 für hin- 
reichend kIeines(O <o :E^: o(,u)) für alle2 € R mit 2 - < o die H±().,.,.) in 3 sind mid aul3erdem H()., •, 0) = I - zL und 'H ± ()., •, 1)= I - 2P gilt. 

[H3 ( 1u)]: Für , die diirch H(2, x, t) = x - 2Lx - tN(2, x) definierte Abbildung 
H : It x U(0) x [0, 11 -	ist für alle 2 mit 2 -	iind hinreichend 
kleineni p :!E^ u) H(2, 

•, •) €	. hat die algebraisehe VFH 4u) = 1. 
Es sei L eine bcschränkte, offene Menge in R x 58. Wir sagen, daB T die Bedingung 

[B(91)] erfiillt., wenn gilt:	 - 
[B({)]: Die Abbildiingen To., •):	-	sind fur alle in Frage konimenden 2 zu-

lässig und die Menge 93l({) : = (u € 93 A 2 € 11, (2, U) E 2t, 1(2, U)	0}
aller Losungen von (1) in W ist relativ kowpakt... 

* Die so definiert.en Bedingiingeii ert16gIiche11 die Foruitilierting von 
Theorem 1: Vorausseizung: 

1. Cegebeii 1st elne Zulãssiqkeitsklasse, die die Eigenscha/ten. El Us E6 beslizi. 
2. z € T(L) und x( 1u) 1st ungerade. 
3. x = 0 ist io1ierte Nuilsielle von. T(, x). 
Behauptung: 

a) LokaJes.Ees,iJtat: Oeniiqt I aus (1) den Bedingungen [H 1 (u)J.u.nd [H2(,u)], dunn isi (u, 0) BP von (1). 
b) G I oh a I e s R es u I tat: Es sei elne Zahi p € R., p	r( L) gegeben, so dap 

[—p p] n r(L) = 111 =	..., u,J. G1enugt T ans (1) den Bedingungen [ H 1(u 1)] und
I H 2(a)] /iii- alle I = 1-, 2, ..., ii und auf3erdern /ur olie o//enen, beschränkien Menqen 

It x	mit 0 T(39f) der Bedingung [b(9f) 1, dunn beslizi die -Cu , 0) enthaitende
Lösungskomponente ,. weaig.stens elne der folgenden drel Eigenscha/ten: 
(A) ist unbeschränkg in [—p, p] x 58. 
(B) € enthält genaucine gerade Anzahl von- BR (2, 0) mit (2) ungerade. 
(C) 1st p < cc, dunn ist inf{p - 211: (2, x) €	= 0. 

c) Einfacher Eigenwert: Genilgi T zi.sätz1ich noch der Bedingnng [ H 3Cu)1, so 
liif3i sich ,. in zwei disjunkie Ko?nponentem . und unterteilen, die beide Wenigsten.s 
elne-der Eifenschaften (A), (C) odr 

euthuliweniqstens nch elnen weiteren BP (,u, 0) mit fl 
besitzen. 

Interpretation von Theorem 1: Die Voraussetzungen sind auf einesinnvolle 
Verailgemeinerting der Ergehnisse von KRASNOSELSKI [8] und R. ABINOWITZ [15] aus-
gerichtet. Alle Aussagen werden allerdings mindestens atif den Bereich des diskreten 
Spektrums von L heschränkt - dies Nvird dureh Vorausset.zung 2 tind die Behaiiptung 
I))(C) vercleiif.Iicht. Buispiele (vgl. [28: Bsp. 8.1)] zeigen, daB man im reellen B-Raum 
auf die Vora iissetzungen ,,(p) iinerade" nicht verzichten kann. Bmerkenswert ist, 
daB die Ahhtngigkeit des nichtlinearen Anteils N von 2 his auf die gleichgradig er-
ftillte Grenzhdingttng tind die gleichgradige SteL. igkeit in 2 tin ailgeineinen heliehig 
scin kann, sofern sic nieht vegen zusätzlicher Zulässigkeitseigenscliaften , in E2 noch 
genaier hest.ininit wird. Von aussehlaggehender Bedeiit.ung für den Beweis sind die 
Voraussetzttngen [H 1 (u)] his [ H 3(,u)] und ((9t)]. Diese lassen sich aber mi konkreten 
Fall nieist.ens sehr Ieieht iiberpriifen. Oft kommt man z. B. in den [H(jz)] mit Homo-
topien der Form H( . , ., t) = tA +f l - t) B ans. Fur hestininit.e Zulässigkeitsk]assen 
kann es scm, daB der Variationsbereich des Parameters 2 noch weiter eingesehrankt 
werden niiif3. I)ies wird dureh die Konstante p in Behauptung b) erreicht.
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Tm Beweis Mr das globale Res ultat wird ein Definitionsbereich W Ct [—p, p] x 
k-onstruiert, für den T(2, •) :	zulassig sein niuB. In Behauptung b) wird des-



haib starker Zulassigkeit für alle niaglichen soleher Mengen 9f gefordert. \Yegen der 
Emnschrankungseigenschaft E3 genügt es hier, Zulassigkeit von Tcu , •) für I,I 
fiber einer hinreichend grol3en Kugel in	zu uberprufen. 

Die in [B(t)] enthaltene Kompakt.heitsfordung für die Mengen fl(t) sichert die 
Komaktheit heschränkter 'Teilniengen der Menge der nichttrivialen Losiuigen, die 
die Anwendung eines Trennungssatzes von WHYBURN [24] gestattet. Diese Forderung 
ist trivial erfüllt, venn die Operat.oren T(2, •) eigentlich sind; dies isiiñ den hekannten 
Anwendungen der Fall. 

Die Ausagen des Theorems stiminen nun im wôserit.liehen iiiit den bekannten 
Resultaten von KRASNOSELSKI [8], RABNoW1TZ [15], THOMAS [22] iind STUART [21] 
für vollstctigeOperatoren'und k -set -contractions Uberein. Im Fall (C)kann die Kotii-
poriente nur bis ziir Zulassigkcitsgrehze p verfolgt wercien, fjj: 2 > p sind keine 
Aussagen moglieh. Die Fälle (A) und (B) treten hereits in den zitierten Arbeiten auf. 
Sic lasser sich grafiseh foigendernial3en veranschauliehen, wcnn man die Norm der 
'Losung x in Abhangigkeit. voin Parameter 2 darstellt. 

-(A)	 (B)
	

(c) 

Abb. 1 

Theorem 1 stellt ntir insofern eine Existenza!issage dar, \vie das linearisierte Pro-
blem eharakteristische Zahien mi Sinne des ersten Abschnittes besitzt. 

SDurch eine einfache Spiegelung am Einheitskreis kann man cine analOge Atissage 
zur Bifurkation von co machen. 

Em folgenden sollen nochkiirz cinige Typen von Operatoren vorgestelit werden, die 
Ziilassigkeitsklasscn im Sinne der Axiome El bis E6 bilden. Zur Erliiuteriirig werderi 
in cinigen Fallen die Beweisideen für die Eigenschaften E2, E4 iind E6 angegeberiunci 
deren Auswirkiingen aid die Bedinungen [H 1 ( /2)] his [H3()] und [B(i)] skizziert: 

1. Abbildungen ml B? viii El: E2 bedetitet lediglicEUihergang zu R 1 und ist des 
halb crfiillt. Einschränkiingen änclern nichts an der Stetigkcit, also ist auch E4' 
gesiehert. Der z. B. in [5, 26, 281 definierte Abhildungsgrad von BROUVER gcnhigt. 
offenbar E6. [H j (u)] bis [ H3041 verden durch einfachc Hoinotopien der Form tA 
.± (1 - t) B erfillit. [B({)] ist ebnfalls gesichert, da in cndlichdimensionalen R.äumeii 
l)eschrankte Mengen relativ konipakt sind. p = 0°.
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2. Abbildungen in endlichdimen8ionalen B-Räumen mit El: Sie werden iiitteIs' 
eines Abbiidungsgrades, der die Isomorphic zutn R' 1 .nutzt, auf 1. zuruckgefuhrt: 

^I 1/3 

ltn	0	 - 

Man definiert dann:	 S 

deg (A,	) := d(1 2 A1 1 -', I1J) 

3. Abli1dungen. der Form A ---.V mit El, V vollstetiger' Operator: Beweis von E2: 
Seienf: Z c R x 58 -* Emit f(D) beschränktund A: D	-	mit A(r,.) 
= I —,V(r), V(r) volistetig für aller und V() x gleichgradig stetig, die in geforderter - 
Weise gegebenen Abbildungen. Fur die Prod u ktabbild u ng f  A gilt dann 

•	-(f x A) (r, x) = (f(r, x), A(r, x)) = (r, x) —(r - f(r, x), V(r)x). 

Aus besehränkten Folgen lII(r, x)jjI < c kann man Teilfolgen auswählen, so daB 
r gegen r E R, f(r, x) gegen s E It und V(r) x gegen y € 8 konvergieren. Wegen der 
gleichgradigen Stetigkeit von V( . ) x gilt sogar 

Iirn(r - f(r, x), V(r) x) = (r - s, y), 

d. h.. (lie Abbildung (r, x) - (r - f(r; x), V(r) x) ist vllstetig. 
Zu E4: Abbildungen in endlichdiñiensiOnale Räume sind volistetig, wenn sic he- 

schränkt sind. 
Der Ahbildungsgrad von LERAY-SCHAUDER genugt alien Axiomen von E6 (vgl. 

[28: Kap. 12; 1]).	 - 
Da nacheiniii Satz von MAZUR die konvexe Hiille kompakter Mengen kompakt 

ist, werden [H1( 1u)] bis [H3(u)] durch Homotopien der Form tA + (1 - t) B erfillit, 
wenn nur A und B von der Gestalt I V sind	- 

Zum Nachweis von [B(t)] genugt die VoIlstetigkeit von AL + N o, .) auf eincr hin-
i-eichend groBen Kugel mRx und die daraus folgende Eigcntlichkeit von T. 

4 Abbildungen der Form I - K mit El, K konpakt einschränkbar: Die Definition 
und einen Abbildungsgrad findet man in KRASNOSELSKI/ZARREIKO [9]. Die Argit- 
mentatidn ist der in 3. sehr ähnlich. Schwierigkeit.en treten höchstens bei der Wahl 
der Hotiiotopien auf (vgl. [1, 9]). 

.5. Abbildungen. der Form I -. G mit El, G grenzkompakt:. Dies ist; ein Spezia]- 
fallvon 4 . (vgl. [1, 18]). 

6. Abbildungen der Fom I K mit El, K k-Mengenkonfraktion: Die Definition 
und der Abbildungsgrad von NUSSBAUM [11] rechtfertigen E2 und E6. E4 folgt atis 
der Tatsache, daB vollstet .igeOperatoren 07 Mengenkontraktionen sind. Man kann 
hier allerdings nur Operatoren der Form I - A(L + N) zulassen. Daniit ist gleich-
zeitig die gleidhgradige Stetigkeit der T( . , x) gesichert. p ist so u vählen, daB 

p-	inffk It + N ist k-Méngerikoiitraktion	r(L) >0 

gilt. Homotopien der Form tA -4-- (1 - t) Berfilllen dann die Forderungen [H1(j)]. 
bis [H 3 (1z)]. [B(t)] wird durch die Eigentlichkcit von I— ).(L + N) gesiehert (vgl. [ii).
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7. A-eigentliche Operaloren niit El: Der Abbildungsgrad von BROWDER-PETRY-
SHYN'[3] erfüllt BC. Da bei dessen Definition zunächst auf nd1ichdimensionale Rume. 
zuriickgegangen wird, sind 'auch E2 und E4 gesichert. Homotopien der Form tA 
+ (1 - t) B erfüllen [H j cu)] bis [H(u)] jedoch nur ii bestinimten Spezialfäilen, so z. B. 
wenn T(2, .) die Form I - K - V + M hat, wobei V cin vollstandiger Operator, K 
eine lirieare k-Mengenkontraktion und ,M em c-monotoher Operator mit k < 1 + C 

sind. Dagegen ist bei gleichgradiger Stetigkeit der T( . , x) wegen der Eigentliehkeit 
von T(2, .) [B(9t)] weiterhin gesichert (vgl. [1, 23]). 

. Bifurkationsresultate hr. ãnalytische Fredholm opera toren 
in komplexen B-Riumen 

Deli nit i d n 5: 58 und 582 seien komplexe B-Räun-ie und J eine offene, beschränkte 
Teihnepgè von 58k.- 

1. Ein Operator A :63	58 - 582 heiBt anal ytisch in .x0 € (Sigdw. ér sieh in einer 
hinreichend kleinen Umgebung von x0 in eine Operatorpotenzreihe der Form Ax 

Co	 I 

F 1(x - x0)' mit Potenz9peratoren F 1 .imSinfle von [28:Kâp. 8.21darstellen iä8t. 

Hierbei muB Z 1F 1 11'IIx - koll i fur Jjx - x0 < 'r, r hinreichend klein, konvergieren. 
1=1	 - 

2. A heiBt anal yliach in 63 gdw. A analytisch in alien X E 0 ist. 
3. A hei6t Fredholmoperator gdw. die Freehet-Ableitungen A'(*) für alle x € 

. Fred No] moperatoren im ublichen Sinne sind.	 S 

Folgerungen: 5. A besi/zi FrechétrAbleilungen beliebig holier Ordnung [28: 
Satz 8.21. 

6. IstA'(0) kompa/ci, dannist A'(0) eine endliche Menge. 
Wegen der Kompaktheit von A'(0) und der Stetigkeit von A ist der Beweis analog 

zu dem für analytische Funktionen inC (vgl. etwa PRIWALOW [14: Bd. II Kap. 24]). 
Sei nun A'(0)	( x 1 , ..., X.J. Dann gilt für jjx - x111 < 6 die Zerlgung 

Ax = i'(x 1 ) (x— x) + R 1(x - x) 

mit Urn ll R 1 h l p /ll h ll = 0 und mit Fredholmoperatoren A'(x 1 ) = S i -. V1 . Dabei 
h-.O 

existieren die inversen Operatoren 51 !inear heschränkt und die V 1 sind volistetige 
lineare Opertoren. Tier Operator A lä3t sic h deshalb in die Form 

Ax = S 1(x - - S r 'V 1(x - x 1) ± Si' R ,(x - x1)) 

K 1x	-	U1x) 

bringen. Die K i sind dahei vollstetige, linear Operatoren und die U 1 Kontraktions-
operatoren mit 11p ix - U 1yil ^5 c li x	y li	< 1 für x, y hinreiehendnahe an x. Wir 
setzen	 - 

Deg (I - K 1 (I - U 1 )-', (I —U 1 ) U 6 (x 1 ), 58)	falls A-'(0) + 0, 
deg (A,1i):= =i 

on falls A'(0) = 0. 

Dieser Abbildungsgräd wurde erstmals VOn NUSSBAUM [12] eingefuhrt. Er ist un-
abhngig von der Zerlegung S i + V 1 . Deg (., ., .)steht für den bekannten Abbidungs-
grad von LERAY-SCHAUDER für vollstetige OperatOren (vgl. [28: Kap. 12 u. 17]).
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Satz 3: Analytische Fredhôlmoperatoren A mit El, kompakter Nnllstellenmenge 
.A'(0) und dem Abbildun1jsgrad a'us Definition. 5 bilden eine Zvlüssigkeitsklasse gemaf3 
Abschnitt 2. (Man beachte, daB in komplexen B-Räumen E2 und AS nicht berüek-
sicht.igt werden nliissen.) 

Beweis: E3 bis ES sind trivial erfüllt. Wegen Folgerung 6 ist A- 1 (0) endlich und 
der NussBAuiI-Grad erklärt. Zuiu Beweis von Al bis A4 mid A6 vergleiche man [1] 
iind [12] a 

Tm folgenden rreij des AbschniMcs sei 58 ein komplexer B-Riini undz eine chark-
teristische Zahi von L aus (1). 9f . sei eine offenë, heschränkte, Teilnienge von C  T. 
Wir sagen, daB T atis (1) den Bedirigiingen [H(1z)] und [B(9{)] geniigt, .wenn'folgendes 
gilt:	 ' 

[H(u)]: Es existierteine Zahi o E I1, so daB für alle o mit, 0 <	0 die Operatoren 
I - L : U(0) --> 58 und T(2, •) : U,(0) -* 58 für  	ziiliissig in) Sinne
VOfl Saiz2 sind. 

[B(t)1: Die Operatoren To)., •) :	- 58 sind für aJic in Frage koiiimenden 2-Werte 
zulässig im Sinne von Satz 3 und die Menge 

alier Losungen von (1) in 9.( ist relativ konipak-t.' 
Theorem 2: a) Lokales Resultat: 1st E r(L), 0 E 58 eine isolierte Losnng von 

T(, x) = 0 und qenügt T der l3edingunq [H(,u)], dann 1st (, 0) 6n liP von (l) 
• b) Globales. Resultat: 1st zu elnem geqebenen. p € 1t. mit LuI < p	re(L)_ L für 
alle beschränlaen, .o//enen Menqen 91	p*) x 58 mIt bt n T- 1 (0) = 0 zusälziiclt
zu a) die Bedingung [B(2{)] erfüllt, dann besltzt die (,u, 0) enlhaltende Losungskoniponenle 

wenigstens eine der. folgenden Eiqenschtften: - 
(A) CY, 1st unbeschrdn/ct In tIi	p I x 58. 
(C) 1st p < oc,dann 1st inf Ip — 12Jj-: (2, u)5€	} = 0. 

Interpretation: mi lJnterschiecl zum reellen Fall tritt Bifurkation an allen 
cliarakterist.ischen Zahien unahhängig von deren algebraisehér VFH auf. Die,,Zweige" 
kehren nieht zur Achse der trivialen Lösungen zuriick, sondern sic sind iiribesehränkt 
oder verlassen das betraehtete Geb jet. 

6. Beweis der Theorerne	 --

Gegeben sei ein Zulassigkeitsbegriff, der El bis EG erfüllt. 
Le iii in a 1: Voraussetzvng: 

a) A :	931'-->'582 seieine stetige Abblldniuj aitf dem Abschluf3 elnes beschränkten, 
o//enen Gebietes W, x 0 € 0 sei eine Nnllstelle von A, d. h. Ax0 = 0: 

b) 'A'(x0)_1 existiert als linear. beschrankter Operator von 582 nach 58 und wir setzen 
a 1 := JjA'(x0)I1 > 0:	 S	 - 

c) Es gibt ei-iie znlässige ilomotopie H :	x [0, 11 - 582 mit H( . , 0) = A und 
H( . , 1) = A'(x0) (. — xe). 

Behauptung-:' x0 1st Isollerte NulIstelle von A nnd cv gilt md (A, x0 ) = md (A'(xo), 0). 
Beweis: Aus der Zerlegung 'Ax = A(x0) (x—. x0) + R(x	x) mit I IR(h)I[ = 

und aiis jjx	xJ = jjA'(x0)-' A'(x0) (x — X)jj :!z^- a' 11A'(x0 ) (x — xo)ll :^; a(tIAxIJ



/	
5

Axiomatjsche Bifurkatjonstheorie	'255 

+ II R ( x - xo)II) folgt für hinreichend kicines o E R+ und lix - x011 = 

lAxil	a lix - x,11 -	li x -X011-- >0, 

d. h., x0 ist isolierte Nulistelle von A. Aus A4 und Al erhält man 
i.. nd (A; x0) = md (A'(x0) ( . ,— x0), x0) = in d (A'(x0 ), 0) 

tinter Verwendung von Definition 3 mit R = I	 S	 -, 

Folgerungen: 7; lstf: J	II -. R chic reelle Ftinktion atif dent Abschlüfl des 
offenen, beschränkten Tntervalls ./, dann gilt für alle y € R mit fu) = 0 tind f'(,u)	0 

md (f, z) = md (f'(u), 0) = sign f'().	 -	 - 
Vgl. dazit auch [28: Kap. 4]. 

8. Für diü in E2 und A5 besehriebenen Abhildiingengilt	
.S 

in d. (f x A, (r, x)) = md ((f x A)' (r, x), (0, 0)) =.ind (fi(r , x) x A'(r, x), (0,0)) 
= mn4 ((fr(r, x) () + f(r, x) (j)) x (Ar(r, x)  
± A(r,x) (.)), (0,0)).	 5;: 

VgI. auch [28: Kap. 4.31. - - 
Lein ma 2: Voraussetzunqen: S 

) 
2 E 10, re(L)-'[, 2 j T(L), d. h.2 lvi keine charakleristische Zahl. 
Ba existiert einë zulässiqe iloinotopie H : U(0) x 10, 11 - 58 it H( . , 0) = I - 2L 

und H( . , 1) = I - 2P, wobel P der nach&tlz 1 'existi&ende Projektionsoperator au/ die 
endlichdimensiona,le dire/c/c Summe (icr Eigenräurne zu den charalcteristischen Záhlen in 
10, 24 is!. 

•	lehauptung: md (I - 2L, 0) = (-1)) mit j9(2) :=	'	(2) = dim' P58. 
A.€(L>nJO.Al	 - - 

Beweis:	 -	 S 

md (I - 21, 0) = md (I - 2P, 0)	 wegeri Vor. b) unci A4, 
rr deg (I - 2P, 11(0),58)	nach Def. 

= d(I - 2P/P58, U(Q) n P58 P58) wegen AG,.. 
= d(-_I, U(0) n P58, P58)	 . 

= sign det (—I)	inP58, vgl. [28: Theorem 12.2] 
=	 lyhmn's3	 - S	 S 

= (1)$(2) I 

Zusatz: Für neqalive- 2 € ]- re(L)_ L , 0[ kann, man einen analogen Beweis mit 
L' x(A) /ü/iren.	 . 1€(L)flJ2.OL 

• Satz 4: Vorausseizu,n{j:	., 
1. '58 ist ein'J3-J?aum über K. 
2. y € r(L).	

S 

3. x = 0 1st isolierte Losung von Tcu, x) = 0. 
4. . genüge /ceiner der Bedinqunqen (A) und (C).	 - '
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Behaupt'ung: 1st p E R mit ) <p	re(L)- ' vorgegeben und geniigt I avs (1) für 
alle offeném, beschränkten Mengen 0 { )) p) x 93 mit T'(0) n 3 Z) = 0 der Be-
dingung [B( 0)], dann5 gibt es eine derartige Menge 91, für die folgende Bedingungen er-
111111 sind: 

.	9in=0. 
® We ' nthd1t  genau die gleichert Bi/urkationspunicte ( 1u, 0) (i = 1, ..., n) wie ( und es 
gibt eie Zahi oo E R,; so da/ zu jedem p mit 0 <	eo eine Zahi. j(.) E R, existiert 

a) Für allei(i= 1,..., n)ist ,u 1 einz 'ige charakteristische Zahi von Lin j;.: 2 —) <}. 
b) Aus (2, U) E 91, 2— u) ^- p /ilr allei = 1,..., nund I lull :!E^	) /olgt u = 0. 

•	•® 1st p <00, dann gibt es ein e E R,., so.da/3 aus (A, U) E 91 JAI	p — e folgt. 
-' Benierkung: Für, ,,p = 00" ist ® zur Beschränktheit von 91 aquivalent. 

Beweis: ([).Da.(A) nicht gilt, ist(besehrankt in [—p, p] x 93, d. h., esexistiert 
• ein K E It, K	p	cc, so daf3 J AI < K < cc, falls (2, u) E (L, . Da auch (C) nicht 

• gilt, exist.iert E :=	inf{1,' I JAI — p: (2, u) E	} > 0. Wir setzen 

R ._ m Jm{K+1,P_d) fü	cc r p< 
'lK+l	 sonst 

un,d 0(R) :=e, n 1)2)	RI x 93. , ist; als beschränkte Menge inO(R) wegen F' 
{2)	R) x 9Jl() kompakt, 'da [B()] gilt.	- 

(II) Nach Konstruktion enthalt die Menge )2) JAI
	R) höchstens endlich viele 

charakteristisehe Zahlen	. .., } von L, inshesondere existiert o =	mm 

dist	r(L) \ { 1u 1 )). Man findet weiterhin eine reelle Zahi ô : 0 < 6 < -- , so 
daB U() genau die gleichen BP wie	enthält und für O< 
a) aus (,0) E U6() t(L) n J;, 1A —	<}	)} folgt und 

•	b Zahien	) existieren, so daB aus (2, U) € 11 6(), 2 —	V1 und Ilull :—<	) 
u=Qfolgt	 - 
Tatsächlich, a) ist nach Konstruktion und Wahl von	sicher erfüllt. Gilt h) nicht,
dann existieren Folgen )6,,}, {A,,), )u,), {,,} mit urn 6,, = 0, 2,, — z) ^ V i 0 < 1u,I 

	

-	 0	 •	S 

;5 n,,, lim 27.'= 0 und (2,,, U,,) € Uo,f(). Nach dem Satz von Bolzâno-WeierstraB 
S	 co 

kann einé konvergente Teilfo]ge (A,,, U,,)	(2, 0) € fl Uo(() =	ausgewahlt 
S	 nO 

• werden, wobei noch 20 +ui für allé i = 1, ..., r gilt. 20 ware dann Bifurkations-



punkt von (1) und naeh-Satz 2 charakteristische ZahI von L im Widerspruch ztir
• Konstruktion.- Schlie3lich kann man 6 noch kleiner als e und so' wählen, daB aus 

(2,.u) E 11o() 2) < R folgt. 
(Ill) R := 0(R) n U 5() ist als abgesehlossene, beschrãnkte Teilmenge von 0(R) 

•kompakt und nach Konstrtiktion ist 1Z, n aU 6() = 0. Da E, eine Konlponent9 von 
•at ist, gibt es keine zusatnnicnhangende Teilmenge von 91, die mit A :=	aueh

'B := c(R) n U() sehneidt. Nach einem Separationssatz von WITYBURN [24]-
existiert dann eine Zerlegitng .R = 91A U 91B, so daB 9A fl T B = .O, A	91A, B 

• urd die Mengen 94 und RB kompakt sind. 
•

	

	(IV) Die Menge 9{ := U(A), 0 < y < dist (IRA, TB) erfullt alle gewünschten
Bedingung&n.
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• Zu:	A 91A	 = 

.U6() und der Konstruktion in (111). 
Zu ® und ®: Wegen-U A)	U() ubertragen sich die Aussagen auS (II) I 
Sat z 5 ( Veraligemeinerte Homotopieeigenscha/t): Voràvssetzung: 

1. 58 1st em B-Baum iiberK. 
2. 9( c K x 58 1st elm beschränktes, of/enes Gebiet, etwa 9[	{)2)	p) x UR(0). 
3. T qeniigt der J3edlngung [B(c)]. 

Behauptwng: d(.) := deg (1(2; .),	58) = const.	 . 

Bewei: Wir zeigen die Stetigkeit von d(A). Aus der Ganzzahligkeit folgt dann die 
Konstantheit. Offenhar ist t i offen und(f) = (f)1 , d. h. d(1) ist erklärt. 

I. Fall: T(20 , u) + 0 fur alle U € 
Dann existièrt em	€ R, so daB für alle 2. mit 2 —	-6 und für alle u € 
T(., u) 0 folgt. Ariderenfalls existieren Folgen {2}, A —> ).0 und fu, € 9f} mit 
T(1, u) = 0, d.5 h. u,, E Q(W). Wegen der Kompaktheit von U1(2) gilt für cine Tell-
folge {u'} urn U. , ='u0 E L. und T(2, u 0) = 0 im Widerspruch , zur Vorausset.zung. 

fl'-3CO 

2. Fall: )u € 9f j . : T(20 , U) = 01== 0, d. h. es gibt Losungen von (1) in W A , Wir 
setzcn Mi. . . : = {u € tA : T(2., u) = 0, 2. - 2).< 6). Dann gibt es cm eo € R, so 
da6 lU,OA,,)	9f für alle 2. mit 2. —'la) < 86 gilt.. Anderenfalls existieren Folgen 
{2), 2 ).0 und {u € U11024110J, so daI3 u,, q % A. hzw. (),,, U,,) 4 ,% gilt. Nach Defi 
nition von U,,()),',,) gibt es zu jedem u,, noch .ein Element x,, € JlA,lf,,fl1t I	— x,, 

< 1 . )Jl,,	TI(W) ist relativ konipakt, d. h., man kann urn x,, = u 0 €58 an- 
k--^oo 

nehmen, voratis wegen Ju,, - u 0	))u,, - xII + ))x,, — u 0) auBerdem lim u,, 
S	 S	 S	 - 

= u 0 €58 folgt. Da 2toffen ist, gilt noch !im (2 u,,) = (1, u 0) 4 9f, also u 0 € ¶LO . An. 
-	 .	.	fl_SOO 

dererseits ist T(2, u0) = linrl(2,,, u,,)= 0 wegen dér Stetigkeit von T, Id. h. u 0 € 9IRA, 
S	 S 

Dieser Widerspruch sichert die Existenz des gewUnseliten s. 
Wir betrachtcn nun die Hotnotopie H(u, t) := T(.0 + t(2— 26) u) für .t € [0, 1] 

und I .A	2.) < co. Nach Konstruktion und .Voraussetzung 3 ist für u € 
H(u, t) r= Ø also  

deg (TO)., •), Uc,(1)?2,,,), 58) = const. für	2 - .2 <CO. 

AuBerdein ist für 2 - 21 < 6 und u	\	T(2, u) nie Null. Vermoge 
A2 und A3 gilt dann sogar  

d(2) = deg (T(2, •),	58) = deg (Tol, .), U,(9JlA,,,), 58) = const. 

un ersten Fall ist d(2)	0 = const. In beiden Fallen ist aber do.) stetig I 

L emma  3: Voraussetzung:	 - 
i) 58 1st em B-Raum über C.	 . 
ii) 2€ C, 121 < re(LY. 
iii) T us (1) er/üllt die Bedingung [Ho.)]. 
iv) x = 0 1st isolierte Lösung von T(2, x) = 0. 
.Behauptung: 
1. 1st 2. keine charakteristlsche Zahl von L, damn 1st indT(2, .), 0) = I. 
2. 1st 2. charakteristische ZuhI von L; dan?l 1st i n d (T(2., .), 0) > 2. 

17 Analysis Bd. 2, Heft 3 (1083)
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Beweis: Wegen iii) ist I - AL = T(A, 0) ein linearer Fred holmoperator. Einzige' 
Nulistelle in 'U(0) jSt X	0..	 . 

Zu 1: Wähle die folgende Zerlegung 

• T(2, )= (I - ;.L) (x - (I - /L)-' NJ(2, x)) ..	.	S 

mit S = I	AL, V L o; K = 0 tind U = —(I . — AL)-' N(A, .). Dann 1st nach Defi-
nition3	 .5 

md (1(2, .), 0) = deg (T, 0, .), 11e(0))	Deg (I; (I - U)U(0))	1, 

da aus x + (I - AL)-' NO, x) - 0 wegen iv) für hinreichend kleines o E R + x = 
folgt.  

Zu 2: Sei P der nach Satz 1 eindeutig existierende Projektionsoperator atif den 
Eigenraum von A, Q:= I	P. Dann 1st	 . . 

•	 T(A, x) = (I —.AQL) (x - (I — ).QL)-' APLx - (Ij— AQL)-' N(2, x)) 

mit S = I	AQL, V = APL,' K = (I - AQL)-' ).PL, U = (I— AQL)-' N(A, .) cinc 
mogliche Zerleung von T(2, .). Für dise gilt	.	. 

nd (T(2, .), ) = deg (T(2, .), 11(0)) 

=Deg (I - K(I - U)', (I —.U)U,,(0), S8), 

• wobei I - U : U,(0) — (I	U) U(0)	B für hinreichend kleine Q E R, wegen iv) 
• wieder ein Isornorphismus 1st. ,K(I - U)' ist eine analytische Abbildung nut der 

charakteristischen Zahi I in einen endlichdimensionalen B-Rauni 58, Nach A6 für 
Deg und einem Resultat von CRONrN [4] in endlichdimensionalen Räumen (vgl. aich 
[19 26)) erhält man schlieBlich 

md (1(1, .), 0) = Deg (I - K(i - U)' (I - U) tI(0) c	)	2 I 

I, 6.1. Beweis von Theorem! 

, Zuni lkaIen . Resuitata): O.B. d. A.'sei 1u>0.	.	. 

	

(1) Analog zum zweiten Schritt von Satz 4 existieren für 0 < o	o,,Zahlen 
so daB atis lixil	j() und T(is± g, x)	0 x = 0 folgt, denn in ]s -	u + eo[
Jiegen keine weiteren charakteristischen Zahlen von L 
• (II) Auf der Menge 9Jlu) := ((), x) € It x 58: (A - au)' ± l x ii' < e 2 ± i'(o)( be-
trachten wir die Homotopie H: It x 58 x [0, 1] - R x 8, definiert durch 

H(A; x, t)::= (tllx112	2(o)) - ( 1 - t)((2 - )2_ o'), TO., x)), 

die wegen [H1(,u)] und E2zulassig ist.  
.0 = HO, x, t) auf Y(is) bedeutet:	 S 

a) (A - ) 2 + lixil' = ' + i'() d. h. M x li'	'(o) =	- ( A 

b) t (ilx M' - 2(e)) ± ( 1 - t) (e2 - (A -. is) 2) = Mxii' - ?12() =	- (2 - u)' = 0, 
c) T(A,x)=0,  
d. h. A = s ± Q, (lxii = ,), Tu e,x)=O, woraus wegen (I) x = 0 im Wider-
spruch zu jjxjj = () == 0 folgt.	 S	 S	 . 

(III) H( . , ., 0) besitzt aiif V(u) genau die beiden isolierten Nulistellen (is :F , 0), 
so dal3 nach Axiom A3 gilt:.	. 
deg (H( . , :, 0), 9JlCu)) = md (H( . , ., 0), (i + , 0)) + irid (H( . , ., 0), (u - , 0)).
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Lemma 1 liefert im Zusapimenhang mit der Bedingung [H2(u)] (Existenz einer zu-
lassigen Homotopie) 

id (H(,., 0), (	o,0)) = md (H'( IA± , 0,0),'(0,0)) 

mit	H'( ±e, 0,0) (v, u) =(2(±v), T(L+ , 0) u +T	± 0) v) 

= (± 29v, T1( ± , 0) u)	 S 

= (±2p, I — (s ± ) L) (v u) 

Auf . these Abbildung der Form fX A f R —* R f(v) = ±2ev A	—^ 8, Au
• = (I —(u ± ) L) u läl3t sich A5 bzw. Folgerung 8 anwenden und man erhält: 

i n d (H'(	0, 0), (0, 0)) =ind (f, 0) ind(I 5	(,u.± ) L, 0) 

= sign.(±e) .	
S	

S 

S	 = ±(1) ,	
S	 S 

tinter Beniitzung von Lemma 2 mit P ±. und H aims BedingiIng [H 2(,u)]. Da (1u) un-
gerade ist, gilt.noch fl(u + ) = j9(u - e) + c(u), (-1) P"+)=	1) P(IA 	und 
schliel3lich	

S	 S 

'deg (H( . , •, 0), )lu)) = 2(-1) fl".) =j= 0.	 - 

(IV) Wegen A4 ist dann iuch dég (H( .. , 1), J?(u)) == 0, d. h., H( . ,., 1) hat für 
alle	auf U,(/Z) wenigstens eine Nulistelle (A, x) mit j jxjj =	T(2, x) = Ound 
A -	<, so daB(, 0) BP yon (1) ist I.:	 . 

	

Zum globalen Resultatb):	
S	

s	
' 

	

• •. (I) Angenommen	besitzt weder die Eigenschaften (A) noch (C): Dann existiert 
• nach Satz 4 einc beschrankte; offene Menge 2t 9 R x 0 mit den Eigenschaften bis 

®. Da Tauf a9f keine Nullstellen hat, ist auch die *egen Bedingung [B(t)] und E2 zu-
lassige Homotopie Hr R X 58X [0, 1] —* R X 58, H,(2, x, t) := (11xj1 2 tr2 , T(A, x)) 
nullstellenfrei auf I x [0, 1]. dr(t) := deg (Hr( . , ., t), )ist also naeh A4 konstant 
und wegen der Beschränktheit von It ist dr(t) = dr( 1) = 0 für hinreichend groBe r E R, 

('II) Da in [—R, R]hochstens endlich viele charakteristische Zahlen z 1 , .. von L 
liegen, besitzt die Homotopie H ausa) auf analog zu a) konstruierten'Mengen Ult,) 
die Abbildungsgrade 

de (H(	t) ci,y	)) 
= J2(_1)	falls x(u 1) ungerade 

9	' '	e '	 falls c(u) gerade 

Andererseits ist H( . , •, 1) = Hr( . , ., 2()/r2) und atis dem zweiten Schritt von Satz 4 
• folgt, daB die Nullstellen 'von Hr( . , ., 2()/r2) höchstens in den Mengen Jtu) liegen 

können Damit jst 0 = dr(1) = d r(72(o)/r2)	2 E (-1)'"+).. Die letzte Summe -	
S	 ,(u,)ungcrade	 -. - 

bestehtaüschlieBlichaus den Summanden +1 und —lund istcleshalbhöchstendann	S 

Null, wenn beideSummanden ingleicherAnzahl vôrkommen, d. h., insgesamt müssén 
geradzahl ig viele S unimanden bzw. charakteristsch Zahlen ungerader algébraischer	S 

VFH auftreten I	•	
:- •	• 

17*	 S
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Zum einfachen Eigenwert c):  
(1) v sei.der zu' 1u gehorige Eigenvektor, IM=. 1. Jedes x lällt sich dann eindeutig 

in der Form x = v + w darstellen. Ju) zerfälit folgendermallen: 

•	
. )?u) = {(., x) € )l(/L), c > 0 u 1(), x) E	< 0},	 . 

•	 :=	 .	 - 

Naeh Axiom A3 gilt 

deg (H( . ,., 1), 9)()) = deg (H( . , . 1), )1) + deg (H(,, l, 9)j,	(2) 

da auf dent bei dieser Zerlegung von lJle (,u) iieu hinzukomnienden Rand a = 0 die 
Abbilduñg H(-,- -, 1) für hinreichenci kleines O E R, keine Nulistellen hat. Anderri-
falls gahe es Folgen	,, - 0,	x) E 

X. =w ( ,x =0), 04 II w Il = (en)	0,	nmLtI < 

mit	T(), w)	0,	d. h.,	 - 

• - . (I - zL) w= N(., w) ± (2	t) Lw. . 

Division (lurch II w,ll undGrenzubergang n * cc liefert, wenn man v,, := 

IIvll = 1 setzt, die Konvergenz von (I - 4) v gegen 0. Die Eigentlichkeit von 
I - 1uL (vgl. [25]) sichertdie Existeni, einer konvergenten Teilfolge v, ' gegen cinen 
Eigenvektor der Norm- 1 zu z. Das 1st aber wegen a = 0 nicht nioglich. 

(11) Wir betrachtendie Hoinotopie H : R x x [0, 1 It x , definiert durch 
H(2, x, t) := (11x112 - 2(), x - Ax - tN(2, x)), die wegen [H3(,u)], E2 und analogen 
Oherlegungen wie im ersten und ml zweiten Schritt von Satz 4 aiif Jl x [0, 11 zu-
lassig ist, d. h. insbesondere keine Nullstellen auf	x [0, 11 besitzt. Setzt man
noch  

H + (). , x, t) = (IIxU 2 .	1)2(0), H()., x, t))	- 

mit der nach [H 2 ( 1u)] existicrenden Homotopie H,so hat Il(• ., t) nur die im Innrn 
von 9J1 liegend.e Nulistellé (, v) auf 9J1, ist also auf M t,t x [0 1 1] nullstellen-
frel und damit zulassig. Durch Anwendung von A4 auf H und H erhalt man dann 

deg (H( . , ., 1), cJ+) = deg (H, (., ., 1), fl1) = deg (F( . , ., 0),	+)	•	 - - 

-	 ==deg (H( . , •, 0), S R^) = deg (H + (.,., 1), )i+) 
- .	= Deg (C,	n R 	 •	 (3)

Das letzte G1eichhitszeichen gilt bei Anwendung von A6, da der Operator C := - 

H+(.,., l)f*flRx p+ in -der endlichdimensionalen direkten Sumnie der Nullräume zu den 
• charakteristischen Zahlen in [0, ,u + 6 1 wirkt. P ist der, dazu wegen Satz 1 existie-

•	rende Projektionsoperator auf diesen Unterraum und Zeq (., ., .) der Abbildungsgrad 
•	von BROUWER.	.	 .	 .	• / 

•	Satz 1 sichert weiterhin die Existenz einer kanonischen Basis (v,xtij in	d. h. 

-	
1u1Lx = x +	- . . j = 1,..., ?fl(i),	xi-m(i)+' := 0. 

Der in P'18 virkende Anteil der zuC gehorigen Funktionalmatrix bez. dieser Basis 
-	hat Jordansche Normalforni. (Auf endlichdirnensionalen Untrräumen kann man
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stets differenzierbare Normenerzwingen.) An de; Stelle (, ) v) = (, 0, 0, 
...., 0)'verschwindet ds zu i gehorige Jordankastchen der Lange 1 und die Funk-
tionaldeter'niinante hat die Gestalt 

0.	21? (o)	0	•..	 ••• 0 

--0	0	•..	 S	 -. 

IL 

0	0	1--u0	0 0 

-	-	0 ................1::o, 

-	L_____ -----------1	-	 - 

-	 .()	.1.1 

-	.	1•1 -	-	- 

0 ' • li ' —	0 ... 0 •	 -	I	•..	•. 
l ()	 •..	 •..S••.•

It 

-	 ••.-	: 
-	.	 l 

-	 .	-	-	 ....	;0 ................
LI-

= 2. !?	11 (1 -- --r° 
\ 

- Pa aul3er den ersten beiden Hauptdiagonalelementen alle anderen von der Form 
- 1 - und deshaib ungleich Null sind, ist these Deterniinante von Null verschieden. 

Davpn kanri man sich am hesten durch Vertausehung derersteh beiden Zeilen Uber-
zeugen. Das Vorzichen d ieser Determinante ist der BROuwER-Abbild ungsgrad - 

-	.

 

Deg (C,))l n R  P8,Rx 
Atis (3) erhält man dann sofort	-	 -	 - 

deg (H( . ,., 1),	+) = ±1	0	 -	 (4)	-. 
tind wegen (2) amich	 S - 

deg(H( . ,., 1), 9Jl) == 0.	 S.	--	 -	( 5) 
(III) sci die groBte zusammenhangende Teilmenge von , die (; 0) 

enthält und für die das ,,a" in der Linearkonihination x = ocv + w nichtnegativ-
(nichtpositiv) ist. Diese Mengen sind wegen (4, 5) nieht leer.	± sei die gr63te zu-
sammenhangende Teilnmenge von E, \	±, die ( 4u, 0) enthalt. 

(IV) Angenoinmen,	erfüllt keine der Bedingungen (A), (B') und (C), dann gibt 
es analog zu Satz 4 eine heschränkte, offene Menge 0	(R), die keine Punkte (2, 0)
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mit charakterstischer ZahI 2 enthält und für die gilt: 

\R 	tII x I <C	 .	.	 S 

n	n R x jjjxjj 

R x {Ilx II 5 j ii(e)} n 
- Setze	 .	 .. 

•	 :=	n R x{IIx II	.i()) u (C n R X {II X II	. 

Die Abbildung Hr(, .,i) aus b) hat für hinreichend gro8e rauf	und fiir alle 
r >	auf	keine Nulistellen, soinit ist 

•	deg (Hr(, , t), 21+) = 0 für 712()/r2 < t	1 1 r hinreichend groLL. - (6) 

lixi	'	••	-	.	. 
cc >0	 .	 .	.	 S.-- 

- .... 30  
---.a a*,	 II	 - 

7(e)

1 
fv() //* r] 

S	

• Abb. 2 
-L-___ j.	 S •

	 S 

lu.	 f'•	 S 

• • - • (Auf etwa hei der Konstruktion von neu dazukthnrnenden Randstijcken in 
R x {II xII = j()) können keine Nulistellen von Hr liegen, dasich' these sowohl in C 
als auch in cjj befinden, die Randstucke aber imiuer riur in einer derbeiden Mengen.) 
Nach (II) gilt andererseits 

	

deg(Hr( . , ., 2()7 I 2) , 21 51. ) 
= deg (H( . , ., 1), 21)	• 

•	.	-	.	-	=

 

	

deg(H(-,., 1), 9)1O	0 (vgl. (4))	• 

im Widerspruch zu(5).	erfüllt also wenigstcns eine der Bedingungen (A), (B') 
oder. (C). Die Béweise fur	• unl u< 0 werden analpggeführt5.	•



-	 Axiomatische Bifurkationstheorie	- 263 

.2. Beweis von Theorem 2 

Zurn lokalen Resultab a): 

Angenornmen (u; 0) ist kein Bifurkationspunkt von(1), dann gibt es eine Umebung 
11,(,q , 0)	43 X 93, die keine nichttrivialen Losungen enthält. In U (UeCu, O))', der 

xE8 
zugeharigen Urngebung von ,u, liegen bei hinreichend k!eineni p E R, keine weiteren 
charakteristischen Zahien. Wir betrachten H(x,.t) := t( /.t ± t, x). H ist offenbar, 
eine im Sinne von Satz 3 iulassige Homotopie. Unter. Verwendung von A4 und 
Lemma 3 folgt mit U '(0) := U(U(it, 0))a 

-,	 1EC	,.	. 

•	.	1 = md (T(,u -4-	.), 0) = deg (k( . , 1), U(0)) 

	

= deg (H(, 0), U(0)) = md (T(, .), 0)	2. 
Dies 1st ciii Widerspr.uch, d. Ii. (,u, 0) istBP von (1).  

Zum globalen Resultat b): 

Angenommen	erfüllt k'eine der Bedingungen (A)oder (C), dann existiert vermöe 
Satz4 eine beschränkte, offene Menge 9{	(j?. E 43:121	R} x 93 niit.(L)—®. Nach. 
'Satz5 ist 

	

d(A) : = deg ((TA, •), 9t, .93)	const = c	 -	- 

für alle in Fage kommenden ).-Wérte.- Für 121 > R kann T(2,.) keine Nutistellen au  
',Xl haben, d. h., d(A) = 0. Andererseits ist aber nach Lemma 3	,. 

	

d() = deg (T( 1z, .), 9[,, 93)	deg (T( . .), Q (0),	2,	. 

da auch die Indizes zu den andereii Nulistellen in 9ç.positivsind. SoniitmuB (A) 
oder (C) gelten.  
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