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Axioinatisc}ie Bifurkationstheorie

S. ACKERMANN  * - L
L . .

Es wird ein AXiomensystem fiir cine Klasse stetiger Abbildungen - in Banach-Raumen .und
einen dazugehérigen Abbildungsgrad angegeben. Die Axiome sind leicht nachpriifbar. Bei ihrer
Giiltigkeit konnen lokale und globale Bifurkationsresultate vom Krasnoselski-Rabinowitz-Typ
mit einfachen Mitteln gewonnen werden, - : ’ o B

B padore mpepnaraercn cucrema akciton mas kaacca HENPepBIBHBIX OTOOpAMEHILl B Gana-
XOBOM TPOCTPAHCTBE it jIIA CTENEHH OTOOpAMCHIA. AKCIOMbI JerKO TpoBepaloTca. B cay-
Hde X BRIMOJIHEHHH NPOCTHMI CPEACTBAMI NOSLYUeHbI JTOKAILHLIE 1t IT0GAMBHbIE peCyNBTATHI
TEOPHI pasneTBAeHNA (Gudyprarnn) Tina Kpacnocenncroro-Padunosuria. B

A system of axioms for a class of continuous mappings.in Banach spaces and their attached
degree is given. The axioms are easy to check. If they are valid, local and global bifurcation -

results of Krasnosélski-Rabinowitz-type can be obtained by simple means.

Eine Reihe: physikalischer Probleme fiihrt bci.gccigilcter'Wahl des mathematgischen

- ’

- Modells auf nichtlinear gestorte, parameterabhingige Operatorgleichungen der Form

T(2, x) 1= x — ilx — N(J, x) =0, .
T:KXx8->9%8, o "

wobei B ein Banachraum, K dér.fK(’irper der reellen bzw. komplexen Zahlen, L ein
linear beschriinkter Operator und N eine in einem gewissen Sinne kleine nichtlineare
Stérung sind. Physikalisch bedeutungsvoll sind in vielen Fillen nichttriviale Lésun-
gen von (1), Existenzaussagen iiber solché Lésungen — wenigstens fiir gewisse Para-
meter 4 — sowie eine qualitative und quantitative Beschreibung der Loésungsmenge.

Da man das Loésungsverhalten der linearisierten Aufgabe x — ALx = 0 meistens -
genauer kennt, liegt es nahe, (1) inder Nihe der Eigenwerte baw. charakteristischen

&

- Zahlen von L auf nichttriviale Losungen zu untersuchen. Dies ist-eine Hauptaufgabe

der Bifurkationstheorie, zu deren Lésung in den letzten Jahren in verstirktem MaBe

" auch topologische Methoden cingesetzt wurden. ' '

'

1956 bzw. 1971 konnten KRASNOSELSKI [8] bzw. RABINOWITZ [15] das Problem (1)
fiir vollstetige Operatoren L und N mit Hilfe des LERAY-ScHAUDER-Abbildungsgrades
16sen und die Verzweigung lokal bzw. global beschreiben. Mit der Konstruktion von
immer neuen Abbildungsgraden auch fiir nichtkompakte Operatoren [3, 6,9, 10, 11,
12,18, 20] wurden dann diese Ergebnisse unter Benutzung der konkreten Eigenschaf- -
ten der Operatoren und des zugehdrigen Abbildungsgrades verallgemeinert.

- Nachdem AmaNN/WEIss (2] und ZEIDLER [27] 1974 einen axiomatischen Zugang
zur Theoric des Abbildungsgrades in Banachriumen gegeben und damit die Fiille
der zu diesem Thema erschienenen Arbeiten in cinen einheitlichen Rahmen eingeord-
net hatten, soll in dieser Arbeit ein axiomatischer Zugang zur Bifurkationstheorie
vorgestellt werden. Unser Ziel ist'es, allgemeine Bifurkationsaussagen zu formulieren,

die fiir moglichst viele Abbildungsgrade und damit fiir cine grolie Klasse von Opera-

16* o ‘ : -
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toren gelten. Die “hier angcgebcnen Resultate gestatten es, fiir eine vorgegebene
Operatorenklasse Bifurkationsaussagen zu erhalten, wobei manlediglich gewisse
Axiome fiir den zugehérigen Abbildungsgrad nachzupriifen hat..Diese Axiome und
weitere sechs F‘lgenschaften denen die zu betrachtenden Operatorenklassen genugcn .
miissen, werden nach einem einfithrenden Abschnitt im zweitén Teil dieser Arbeit an:
gegeben. Im dritten Abschnitt wird das zu untersuchende Bifurkationsproblem noch
einmal genau vorgcst,ellt Der vierte Teil enthilt die Bifurkationsaussagen in reellen
Banachriumen. In einer Erliuterung werden einige Anwendungen und die dabei zu
.~beachtenden Besonderheiten betrachtet. Die Bxfurkatlonsaussagc fir analytische
14redholm9peratoren in komplexen Banachraumen steht im Mittelpunkt des fiinften
Abschnittes. Durch. Hinzunahme der Voraussetzung, daB alle‘Operatoren analytisch
sein sollen, konnte unter Benutzung.eines.von Nusssaum [12] definierten Abbildungs-
_grades der von Iz {7) stammende, mit Cohomologietheorie arbeitende, schwierige

Beweis durch einen wesentlich einfacheren ersetzt werden. Der sechste Abschnitt ent-
hilt schlieflich die Beweise der Resultate des vierten und fiinften Abschnittes.

'Dic vorlicgendé Arbcit ist ein iiberarbeiteter Bestandteil der Dissertation A des
Verfassers an der KMU Leipzig 1980.

. - ST
1. Bezeichnungen und Vorbemerkungen -

© N, R bzw. € bezeichnen die Mengen der natiirlichen, rcellen bzw. komplexen Zahlen.
K steht fiic Roder C. Mit R, bezeichnen wir die Menge der positiven reellen Zahlen.
- Banachriume (B-Rdaume) und deren ’l‘mlmengen werden mit groBen Frakturbuch-
staben hezeichnet, ihre Llemente mit kleinen lateinischen Buchstaben.

Man beachte, daB fir einen B-Raum 9B mit der Norm |[|-|| das kartesische Produkt
-Kx B mit der- Norm |H(/ x)||::= (J2]* + Nx||2)1/? stets wieder ein B-Raum ist.

A: @ < B, — B, bezeichne eine: Abbildung A von & in B, mit der.Zusatzinfor- -
mation & < B,. Die Menge aller linear beschrinkten Operatoren L : 8, — 582 wird
mit Q(B,; B,) bezeichnet. :

. Definition 1: B sci ein B-Raum iiber K und L € 2(58 %) Dann nennen wir:

(L) = {x €B:lx = 0} Nullraum von L,
(L) = {Y €B:y=1Lx,x¢€ 58} Wertebereich von L,

o(b).:= l) e K: (Al — 'L)” e B, % } Resolventenmenge von'L,
(L) := K \ o(L) -Spektrum von L, ’

- r(ly:=sup {|2]: 4 € a(L)l. Spektral_mdius von L,
ge(l) := {/ e'o(l.)\: 2 nst Héi‘uflihgsp_upkt von o(‘L) o
: ode%‘ (4 - L) ist nicht abgeschlossen
, ' :‘o(der dim Goﬂ(()fl — L") st nicht.end]ich}
. : . . n= ) '
wesentliches Sf)ektrum von L, \ - .
Cre(L) i= sup {lA] : 2 € ae(L)} Radius des wefsentl_z'cken Speklmms :
und | - . '

r(L)\:%- {2 €K, 2 e a(l), 12] < re(L)"1) Mehge-der charakteristischen Zahleff von L.
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) Fiir / € r(L)
/(/ = dim U ./V((I - /L)") dle al’gebrazsche Vzel/ackkezt (VFH) von A.

I
Fur charakterlstnschc Lahlen deren reziproker Wert. stets Elgenwcrt im iiblichen -

Sinne ist, macht die R1Esz- ScrauDER-Theorie fo]gende Aussagen.

“Satz 1: Vomussetzungen
1. B st esn B-Raum mat dim B = oco. . ' L ’
2. L€', B). - » ) -
3. /Ez(L),T*I——).L.A ' EE B b

" Behauptung: - : R R L
1 d'm-/V(T")<oofurL—1 2,3,. .
2 ])ze I\etten o o -
./V( ) oy ./V((T) e C H(TH - ._/V(TkJ.—l)': eee und
2(T) 2 R(T?) 2 D AT = ‘gg(Tm):

' brecken nach k Schritten ab. - '
3. Bs existiert exn Projektionsoperator P: B — N (T mit den Eigenschaften P2 = P,
PL = LP, Q =1 — P und der derlegung

B — P8 Q@ QB, PB = (1Y), QB = ge{.Tk) .

4. PB und QB sind invariant unter L.
5. PL=LP und PL sowre die Fmschmnkzmg L/P®B von L au/ P8 besztzen 2 als emzzge .
. charakteristische Zahl. :
6. QL = LQ, QL und die Fmschr(mlczmq L/QQS beéztzen A mcht als churaidenstzsche :
Zakl und (I — )QL) Ve B, B). ‘ S
7. In P% gzbt s exne kanomsche ‘Busis (J ordansche N ormal/orm) ‘

(3

xijppo=1,...,4 j=1,.. m(z)},

soda,ﬂ~ . A B B o ) S )
: ALxi; — iy = MXije1,  Ximdy+1:= 0.
8. Es gzlt - : N . R
l—dnm N — ALY, m(1) + - +m(l)—d|mu./V((l—)L)") —'x

Punkt 1 und 2 der. Bchauptung sind be,relt,s in dér Defmmon der charakteristischen
tZahlen enthalten. Der Beweis verliuft dann véllig analog zu dem fiir die RiEsz-
ScHaUDER-Theorie fiir vol]steuge Operatorcn bekannten Beweis (vgl. auch [17] und

" [28: Bsp. 14.3].. J

Definition 2: Fur \/Iengen A < KX B setzen wir
' m,:[xe_sza,(;.,x)au,qnd A= = {2 € K, (4 x) € AJ.
}urxeiBlsb ' . ‘ E ’
CU) =y €Bilx —yl <), 7o \
fﬁrUg%lsc« o ' R T
UA(®) =1y €B:3Ix €@ und [Ix — yl| < r}. ’ |

' ¢
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2. Zulassigkeit und Abbildungsgrad

. v

Wir betrachten dle mit bzw. Ku be/elchnet,en Klassen von Abbl]dungen b7w
Homotoplen mit den folgenden Elgulschaften _ ‘ \

E] Stelzglcezt und N ullstellen/rezkezt auf dem Rand:

a) Die Abbildung A gchére zu ®, genau dann, wenn gilt:’
iy A:@c B, - B, ist ein Operator auf dem AbschluB des beschriinkten, offenen -
Gebietes ¢, B, und B, sind B- Raume
i) A ist stetig-fiir alle x € @.
iy AT{(0)yno® = 4. :
iv) Aist analymsch falls B, und B, komp]e\:e B Raume sind.

,

b) Die Homotoplc H gehdre zu R4 genau dann, wenn gilt: .
i) H: @x[0, 1] < B, X0, 1]—>§B2 ist ein Operabor auf” dem Geblet, UX[O l]
. &, B, und B, sind wie in a).

ii) H ist stetig iir alle (x, ¢) € §X [0, 1] . : .

iii) Fir alle t € [0, 1] ist H( t)e R. - !

Aus & und ® werden durch gecignete Vorschriften Klassen IllldSSlgCl‘ Abblldungen ‘
3 und zulissiger Homotopien 8, ausgewahlt, deren Elemente gewisse zusitzliche
ngenschaftcn (z. B. Vollstetigkeit o. 4.) haben sollen. Diese Eigenschaften mussen s0
beschaffen scin, daB auller E1 noch folgende Bedmgungon crfullt sind.

E2. K arteszsches Produkl von Abbzldzmqen wn reellen B-Riumen:

a) Sind B, und B, reelle B-Riume, und ist. f: D RX B, >R ein beschranktes .
stetiges Funktional auf dem AbschluB einer beschrinkten, offenen ] V[engc LCSRXS,,
ist auBlerdem A : D = B, ein stetiger Operator auf derselben Menge O, so dafB die

, Abblldungen A(-, x) : R— %, gleichgradig stetig sind und die Abbildungen A(r, -): O,
— 8B, fiir alle méglichen r € R die oben erwihnten zusitzlichen Eigenschaften haben,
dann hat auch die durch (fx A) (r, x):= ( (r x), A(r, x)) definierte Abblldung

diese Eigenschaften.
Ist noch (fX A)~1 (0, 0) n 80 = Q] dann ist sogar f X A€ 3.
b) f‘me ana]ogc Aussage gelte fur Homotopicen

h. DX[O 11> R und’ H,. Ox[0,1] = B,.~

E3. bmwchrankungen

a) A: & B, — B, sci cine IllldSSIgO Abblldung und @51 - (Sj eine offanc Tellmcnge
von & mit A"}(0)n d@, = . Dann gilt A/G, € 3. .
b) Das Analogon fiir Homotoplen gelte. -

:

E4. Abbzldungen 1n endlichdimensionale ]’ezlmume

"a) Fiir stetige Abbildungen A BB~ 531 9B, 9%, Tellraum von B. niit d|m %,
< oo und A(®) beschrinkt, gilt stets: Ist | — A € ‘&, dann istauch } — A ¢ 3,d. h.,
Abbildungen dieser Form haben stets die zusiitzlich geforderten Elgcn%chafton

"h) fiir. Homotopien gelte dic analoge Aussage . -

L5 Vertruglzchkeu von 3 und Jy:
Fiir jede zulissige Homotopie H: & % [0, 1] < 58, [0, 1] = B, ist H(-, t) € 3 fiir
alle t € [0, 1}.
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: .E‘()' . Abbi&i;ungs_qrad .

‘Es existiert eine’ Abbi]dung deg: 3 — 2%, ~I' . {400,0, 41, +2, ... genannt
¢ Abbildungsgrad, die jedem Qua.drupel (A @) 581, 582) eine Tellmenge von Z' zuordnet
und folgenden Axiomen geniigt: )

B
A1. Normierung und ’I’mnslatz'onsz'm;an’cmz:

a) deg (1,-11(0), B, B) = (1}
b) Ist %o € B, und sind A '@ < B, > B, und i :
Al —Xo) i X% P B.C B, > B, zulissig, dann gilt !
deg (A, ©, B,, B,) = deg (A(- —Xo); Xo@ @, By, B.). .

A2 xzstenwzzom

-

S

A:Bc B, > B, sei zuliissig. Existiert ‘ein g€ deg (A ¢, 23,, B,) ‘mit g'=0,
“dann existiert ein x € & mit Ax =0. .

© A3, Additivitie:

stA: G < QS, — B, zuldssig, und gestattet ® cine 7erlegung der Art 0 U ®;

i=1,
" in offene, paarweise disjunkte Teilmengen §; < @, so daB A=Y(0) n 2®; =9 ist,
dann sind nach £3 auch die Einschrinkungen A/@; zulissig, ur_1d es gilt

V deg (A’ @53 %la %2) QZ"‘ deg (A/®u @iy %l) Q32)7 ’ (*) . .
. . . i=1 . . c

" _wobei fiir Teilmengen 9 und %8 von Z’

1. A+B=(atb: aeé[,be%l,

ft oo+ (=00, =2"° - o
varembart sein moge. . : .
. Ist einer.der Abblldung%grade in (*) emelementlg dann steht ,,=* anstelle von
e 4 .

A4. Eomotopzemwnmzz ,

Ist H: (§5 x [0, 1] < B, X '[0 1] - B, eine zulassxge Homotople dann gllt
deg (H( t), ®, B, 232) = constant fiir alle ‘telo, 1].-

AS. Multiplikatvvitil fir reelle B- Riiume: A

Bssci A : ® < B, > B, eine zulissige Abblldung und f: F < R - R eine stetlge
reelle Funktion auf dem AhsahluBemes offenen Intervalles S, so daBf-1(0) no.£ = @.

.

Die durch (f x A)(r, x) (f(r) A(x )) erklirte Abbildung fx A: ¥ x & < R x B,

— R X 8B, ist wegen h2~/ulas%1g Weiterhin gelte
deg (fX A,/ X &, Rx By, Rx B,) = d(f, S, R) deg (A, Gj %,,582),

wolv i d(e, - ) der Abbildungsgrad von BrOUWER in Rist und wir fur'l‘ellmcngo
"[ S 7’ und b € 7’ vereinharen; - -

Ib} = {ba:a € A,

01 (e =7 |
r\ N \
A6, Permanenzaxiom:

StiA:GEB—->B, <93 eifle‘ABBildl.lllg in einen endlichdimensionalen Unter-
raum B, von B, so daB l.— A € Qist. Dann ist nach F4auch | — A € 3. Weiterhin

- Ty
\

~—
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gilt ‘ ' : . ’ -
@gﬂ—AG}%%)_dU—Amn%“®n%ﬁ%%L

wobei d(-, -, -) der Abbildungsgrad von BRODWEB im R® bzw. im endhchdnmensm-‘
nalen B-Raum %, ist.

Bemerkungen 1. Sind f und A wie in A5 beschaffen so erfiillen die Abbildungen
fJX(Sj—>R f(rx):f( und AJ‘X@-—>S32, A(rx)=A(x)
wegen A(r ) =A€3 dle Bedingungen von. E2,d.h. fX A = fxA istin 3.

. Eine Definition des in 45/46 verwendeten Abbildungsgrades von BROUWER .

im R" bzw. in endlichdimensionalen orientierten B-Rdumen findet man z. B. in [26).’
* Dortund in [28, 5] wird auch bewiesen, daB -dicser Abblldungsgrad dle Axiome A1 bis
AS erfiillt.

Verembunmgen 1. Wenn keine \lleerstandmsse auftreten l\onnen schreiben wir
fiir deg (A, &, B,, B,) kurz deg (A; &) und fiir deg (A/@)., ) kurz deg (A, &,).
© 2. Ist deg (A, ) einelementig, dann -identifizieren wir dlese Menge unter Be-
achtung der in A3/Aa angegebenen Rechenrege]n mit der, ganzen /ah] die sié ent- .
hilt, S .

! Fo]g,crungen 1. Aus ‘A:B < ‘B, - 582, A €3 und A~Y0) n@ g. /'olgt
deg (A, &) =0. o ‘ .
2. deg (A, @) = 0. - .
3. [stx zsolzerte N ullstelle von' A in @, dann ist furhmrezchend kleineR und 0<r<R.
A-Y0) n 11, fx) = (x} und deg (A, Ilr(x)) = deg (A, Hn(x))
Beweis: 1. und 2. sind die Negation von A2. -
Zu 3.: Aus A3 folgt -’ '
. deg (A, Ug(x)) = deg (A u,(x)) deg (A WR(x) \ U(x)) = deg (A, lIr(;<))
V"wegen 1. und der Eme]ementngkelt von deg (A UR(x) \ llr(x ) = {0] ' ) ‘
Fo]gerung 3 gibt AnlaB zu folgcndcr Deflnltlon '

Defmltlon 3: Sei A: . B — B,,Ac Bundx € @ 1soherte \ullste]le von A.
Unter dem Indez von A beziiglich der Nullstelle x verstchen wir dlb Mcngc ‘

ind (A, x) i= deg (A, U(x)), 0 < r =< R.
.‘Untcr Beruck%lchblgung von A5 gilt dann .

. Folge run g 4: Sindfund Awiein A5 gegeben und r, x bzw. (r -X) solzerte Nullstellen
ton f, A bzw. f x A, dann vst .

" ind (fx A, (r, x)) = indg'(f, r) - ind (A, _x),

wober indB der zum BROUWER-Grad definzerte Index ist.

3. Problemstellung '.\ ‘ . v

Wir betrachten im fo]genden eine Operatorgleichung der Gestalt .
T(2, x)_x—)Lx+N(/ x) =0, . o .
T:Kx %9, . S -
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wobei L : 8 — B ein linear beschriankter Operator u.nd N:Kx8 >3 ein stetiger
Operator mit der Elgenschaft I|m IN(Z, 3)lI/lIx)l = O, glelchgradlg auf beschrinkten

Teilmengen von K, sind. A\uBerdem seien die T(-, X) glelchgradlg stetlg und T(/ -) be-
sitze fiir gewisse 2 die in E, bis Eg geforderten Eigenschaften.

» Definition 4: 1. Offenbar sind Eleniente (2, 0) € K X % stets Losungen von (1).
er nennen ihre Gesamtheit Menge der trwzalen Lésungen von (1) und bezeichnen sie
mlbi’,—{(/ 0) ¢ K x B}. ’

2. Demgegeniiber bezeichnen wir mit

€. = {(4 x) €K x 8: T(4, x) =0, x:*:O}

dze Menge der wichttrivialen Losungen von (1)
" 3. (4, 0) € K x B heillt Bifurkationspunkt von (1) (kuu BP), falls (,u, 0). E C

4. TIst (4, 0) BP, dann bezeichnet €, dic Komponente,'d. h. groBte zusammenhén-
-gende. Teilmenge von 8, die (¢, 0) enthilt. , '

Die eingefiihrten Bezeichnungen erlauben zunachst die Angabe einer von KRAS—
" NOSELSKI stammenden not,wendlgen Bifurkationsbedingung. .

. Satz 2: Es set (u,0) CKxBen BP won (1) mat |/4| < re(L)™ "1, Dann, zst U charak-
teristische Zahl von L, d. h. u € T(L). N

Beweis: 1. Nach Definition 4.3 existieren Fo]gen (),,, x,,) € K x B mit llm Fn = U,
lim x, = 0 und x, — ,Lx, = N(45, Xa).
2. Tst p keine charakteristische Zahl, dann ist wegen |u| < Te(L)™* w1 € o(L) und
(= /AL)'1 € 2(58 B);.d. h. ||(| —p)Y £ a Welterhm gilt y
Il = 1 = )73 (1= L) Xl 2 fixy — 20l + (g — 1) ‘Lx,,n
< a [IN(z, o)l + 120 — pl lILHIxall, .: —_—
woraus bei Division durch |Ix,]l & 0 : ' ’

1 = afIN(Z,, xa) /1%l +a %0 — ol LI

folgt. Die rechtc Seite dieser Unglelchung geht aber beim Grcnzubergang n—> oo‘
gegen 0. Aus diesem Wnderspruch folgt die Beha.uptung I ’

4, Blfurkatlonstheone in reellen Banachriumen .

7

Im gesamten Abschmtt sei Bein reeller B- Raum. Mit 7 bezcnchncn wir stets ein — ge-
gebencnhl]s noch genauer zu l\enmelchnendes — Element von (L), also eine charak--

teristische /ahl und o(u) sei durch’ o(p)-: —'— dist (u, 7(L) N {u}) definiert. P+ bzw. .

P- seien die ‘nach Satz 1 stets existierenden Pro;e]\toren auf die endlichdimensionale .

direkte Summe. der Elgenraumc aller charakterlstlschen Zahlen in [0, .4 o] bzw.
"0, 4 — o] falls p >0, oder [« + o, O] bzw. [u — o, O} falls u < 0 ist. Dabm ist -
0<o < o(u) zu wiihlen. . ’
JIst durch eine geeignete Vorschrift eine 7u|assngke1tsk]asse (3, 3u) festge]egt»
“dann sagen wir, der Operator T aus (1) erfiillt die Bedingungen [H,(»)] bis [Ha(x)],

. wenn fo]gendes gilt:

[Hy()]: Es existiert eine Abbl]dung H R x Ue(0) X [O 1] — % s0 daB fiir ein hin-
‘reichend kleines o mit 0 < o < g(u) fir alle A€ R.mit [A— u| < odieH(4,-,)
in’ 8y ist und’ anﬁerden) H(4; -, 0) = T(4, -) und H(4, :, 1y = | — AL gilt.

~
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~
°

{Hy()): Es existieren zwei Abbilduﬁgen Ht 'R x 1, (0) x [0,1] - B, sd daB fiir hin-
reichend kleinesvg(O <o = g(lu)) firalle 2 € Rmiv [2 —u | < o die H%(4,-, )
in 3y sind und auBerdem H*(2,-,0) = | — uL und -H%(}, -, 1y=1— 2P=*
gile, ' : ‘

) [Hs(,u)]‘: Fir  die’ durch’ H(z, x, t) : X — ZLx — tN(4, x) definierte Abbildimg

" H:IR XU, 0)x[0,1] > B ist fiir alle 2 mit | — u| < " und hinreichend
kleinem o < o(u) H(4, -, -) € By. p hat die algebraische VFH () = 1.

Es sei 9 eine heschriinkte, offene Menge in R x 8. Wir sagen, dafl T die Bedingung
[B()] erfiillt, wenn gilt: . _—

[B(2)]: Die Abbildungen T(%,-): A; — B sind fiir alle in Frage kommenden % zu--
lissig und die Menge M(A):= {ue B:3 ¢ R, (4, u) €U, T(% u)y = 0)
aller Losungen von (1) in 9 ist relativ kompakt.. ‘

, Die so definierten Bedingungen ermoglichen die Foruuliecrung von

Theorem 1: Voraussetzung:

1. Gegeben ist eine Zuldssigkeitsklasse, die die Eigenschaften E1 bis E6 besitzt.

2. p € t(L) und x(p) ist ungerade.

3. x = 0 7st isolierte Nullstelle von T(g, x).

Békauptng: ) . . -
a) Lokales.Resultat: Geniigt T aus (1) den Bedingungen [H,(u)]. und [Ha())s

» dann vst (u, 0) BP von (1).

b) Globales Resultat: Es sei eine Zahl PE€ R, p=re(l)! gegeben, so daf
[=p, Pl no(L) = {u =py, phoy ..., al- Geniigt T aus (1) den Bedingungen [H,(u;)] und
IHao(pei)] fiir alle © = 1, 2, ..., n und auperdem fiir alle offenen, beschrinkten Mengen
A< R XY mit 0¢ T(oA) der Bedingung [B(2)], dann besitzt die-(u, 0) enthaltende

. Losungskomponente €, wenigstens eine der folgenden drei’ Eigenschaften:

(A) €, vst unbeschrankt vn [—p, p] X B.

(B) €, enthilt genau evne gerade Anzahl von BP (%, Oy mat x(7) ungerade.

(C) Ist p < oo, dunn ist inf{|p — A (A x) € (Sj,,} = 0. :
"¢) Einfacher Eigenwert: Geniigt T zusiitzlich noch der Bedingung [Hi(u)], so

liifyt sich§, In zwer dusjunkte K omponenten €, und €, unterterlen, die beide wenigstens .

etne.der Eigenschaften (A), (C) oder

(B): € = enthiilt we?lzligsten.s noch einen weiteren BP (i, 0) mut @ =

besitzen. .

Interpretation von Theorem 1: Die Voraussetzungen sind auf eine sinnvolle
Verallgemeinerung der Ergebnisse von KRASNOSELSKI [8] und RaBixowrTz [15) aus-

., gerichtet. Alle Aussagen werden allerdings mindestens auf den Bercich des diskreten

Spektrums von L beschrénkt — dies wird durch Voraussctzung 2 und die Behauptung -
b).(C) verdeutlicht. Beispicle (vgl. [28: Bsp. 8.1)] zeigen, dafl man im reellen B-Raum

auf die Voraussetzungen ,,%(u) ungerade® nicht verzichten kann. Bemerkenswert, ist,

daB die Abhangigkeit des nichtlinearen Anteils N von 7 his auf die gleichgradig er-
fiillte Grenzbadingung und die gleichgradige Stetigkeit in Z im allgemeinen heliebig
sein kann, sofern sie nicht wegen zusitzlicher Zulissigkeitseigenschafien in E2 noch
genalier bestimmt wird. Von ausschlaggebender Bedeuturig fiir den Beweis sind die

-Voraussetzungen [H,(u)] bis [Hy(x)] und {B()]. Diese lassen sich aber im konkreten’

Fall meistens sehr leicht iiberpriifen. Oft kommt man z..B. in den [Hi(#)} mit Homo-
topien der Form H(-, -, t) = tA + (1 —t) B aus. Fiir bestimmte Zulissigkeitsklassen
kann es sein, daB der Variationsbereich des Parameters 2 noch weiter eingeschrankt

- werden mufl: Dies wird durch die Konstante p in Behauptung b) erreicht.
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Im Bewels fiir das globale Resultat wird ein Defmltlonsberuch A [ P, p] X 53
konstruiert, fiir den T(2, -) : W'~ B zuldssig sein muB. In Behauptung b) wird des-
halb stirker Zulissigkeit fur alle méglichen solcher Mengen 9 gefordert. Wegen der
hmschranl\ungselgenschaft E3 geniigt es hier, Zulissigkeit von T(/z, ) fur |/| =p
iiber einer hinreichend grofien Kugel in 8 zu iiberpriifen.

Dic in [B()] enthaltene Kompaktheitsforderung fiir die Mengen 9)?(‘2( sichert die . - )

Kompakthe1t beschrinkter 'Teilmengen der Menge der nichttrivialen Lésungen, die -
die Anwendung eines Trennungssatzes von WHYBURN [24] gestattet. Diesc Forderung
ist trivial erfiillt; wenn die Operatoren T(2, -) elgentllch sind; dies istin den bekannten
"Anwendungen der Fall.
Die Aussagen des Theorems stimmen nun im wésentlichen mit den bekannten
Resultaten von KRASNOSELSKI [8],, RABINOWITZ [15], THoMas [22] und StuarT [21]
fiir vollstetige Operatoren’ ‘und k-sct-contractions iiberein. Im Fall (C)’kann die Kom-
" ponente nur bis zur Zulissigkeitsgrenze p verfolgt werden, fiir |2} > p sind keine’

Aussagen moglich. Die Fille (A) und (B) treten bereits in den zitierten Arbeiten auf.
‘Sie lassen sich grafisch folgendermaBen veranschaulichen, wenn man die Norm der
Lésung x in Abhdngigkeit vom Parameter 2 darstellt. o

flxll iy

. (A)v (B}~
Abb. 1.

Theorem 1 stellt nur inséfem eine Existenzaussage dar, wie das linearisierte Pro-
‘blem charakteristische Zahlen im Sinne des ersten Abschnittes besitzt. i

Durch eine einfache Spiegelung am Einheitskreis kann man eine analoge Aussage
zur Bifurkation von co machen. -

Im folgenden Sollcn nochkurz emige Typen von Operatoren vorgestellt werden, die
Zulissigkeitsklassen im Sinne der Axiome E1 bis E6 bilden. Zur Erliuterung werden -
_ ineinigen Fillen die Beweisideen fiir die Eigenschaften £2, E4 und E6 angegeben und
deren Auswirkungen auf die Bedmgungen [Hy(x)] bis [Ha(x)] und [B(A)] skizziert:

1. Abbildungen vm R™ mit E1: E2 bedeutet ledlgllch Uberg'mg 20 R%*1 und ist, des-
halb erfiillt. E nschranl\ungcn dndern nichts an der Stetigkeit, also ist ‘auch E¢
‘gesichert. Der z. B. in [5, 26, 28] definierte Abbildungsgrad von BROUWER geniigt

offenbar E6. [H;(«)] bis [Hs(x)] werden durch einfache Homotopien der Form tA . .

A (1 —t) Berfiillt. [B(A)] ist ebznfalls gesichert, da’in endlichdimensionalen Réumen
" beschrinkte Mengen relativ kompaks sind. p = co.- :
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S 2. Abbzldngen m emlhchdzmenswmlen B- Réumen mat E] Sie wcrden mittels
+ eines Abbildungsgrades, der dic Isomorphlc zum R" nutzt, auf 1. zuriickgefiihrt:

~

\ \ /52

"Man (_lcfmlert dann :

deg (A, (Sj) = d(l, AI,‘1 | (35) o
- 3. Abbzldungen der Form | — ¥V -mit E1,; V vollstetiger- Operalor Beweis von E2:
Seienf: T Rx B — R mit f(@) beschrinktund A: 'S Rx B — B mit A(r, )
C=1=V(r), Y(r) vollstetxg fir alle r und V(:) x gleichgradig stetig, die in geforderter -
‘Weme gegebenen Abblldungcn Fiir die Produlrtabblldung f X A gilt dann

(fx A) (r, x) _(fr X), A(r x)) = (r, x) —(r—f(r x), V(r) x).

Aus beschrankten Folgen [1I(ras X2)|l| < € kann' man Teilfolgen auswah]cn so daB
ragegenr € R,f(r,, x,) gegen s € R und V(r) x, gegen y E B konvergner(,n VVegen der
glelchgradlgen Stctlgkelt von V( ) x gl]t sogar .

lim (l',, - f(rm n): ( n) X,,) = (r - S, Y)V;

n—0

~d. h., die Abblldung (r, x) —>(r — f(r; x), V(1) )Ht vo]]stutlg o

Zu E4: Abbildungen in endllchdlmensnonale Réume sind vollstetig, wenn sie be-
schrinkt sind.

Der Abbildungsgrad von LER.AY SCHAUDER genugt allen Axiomen von E6 (vgl.
- [28: Kap. 12; 1)).
Da nach einem Satz von MAZUR dic konvexe Hiille kompakter Mengen kompakt

" _ist, werden [Hl(,u)] bis [Hg(x)] durch Homotoplen der Form™tA + (1 — t) B erfiillt;
. wenn nur A und B von der Gestalt | — V sind.

Zum Nachweis von [B(2()] geniigt die Vollsbetlgl\elh von /L 4+ N(,2 ) auf einer hin-

- reichend groBen Kugel in R x B und die daraus folgende Eigentlichkeit von T.

4. Abbzldungen der Form | — K- mit E1, K kompakt einschrimkbar: Die Definition -
und einen Abblldungsgrad findet man in KRASNOSELSKI/ZABREIKO [9]. Die Argu-
mentation ist der in 3. sehr ahnlich. Schwierigkeiten treten hochstens bel der Wahl
der Homotopien auf (vgl {1, 9.

.0 Abbildungen der Form I — G mit E1, G grenzkompau Dies isL ein Spezial-
fall von 4. (vgl. [1, 18]). - ~ : .
6. Abbildungen der Form | — K mit E1, K k-Mengenkontraktion: Die Definition

und der Abbildungsgrad von NussBaum [11] rechtfertigen £2 und E6. E4 folgt aus

‘der Tatsache, daB vollstetige Operatoren O-Men[’cnkontrakttonen sind.- Man kann .

hier- allerdings nur Operatoren der Form | — /(L + N) zulassen. Damit ist gleich-

zeitig die gleichgradige Stetigkeit der T( X) gesxchert p ist so zu wilhlen, daB

pl = mf (kL + N ist k Mengenkontraktmn} re(Ly > 0

gllt Homotoplen der Form tA + (1—t)B. erfu]]en dann die For(lerungen [H( ]-.‘
bis [H (»)]- [B()] w1rd durch die }mgenthchkext von | — (L + N) gesnchert (vgl. [1])
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7. A-ezgenlllche Operatoren miat E1: Der Abbildungsgrad 'von BROWDER PETRY-
‘SHYN'| (3] erfiillt £6. Da bei dessen Definition zunichst auf endlichdimensionale Raume..
Luruc]\gegangcn wird, sind auch E2 und E4 gesnchert Homotopien der Form tA
+ (1 —t) Berfiillen [H,(x)] bis [H (#)] jedoch nur in bestimmten Spezialfillen, so z. B.
wenn T(2, -) die Form | — K — V 4 M hat, wobei VY cin vollstindiger Operator, K
eine hncare k- Mengenkontraktlon und M ein c-monotoner Operator mit k < 1 4+ ¢ |
sind. Dagegen'ist bei gleichgradiger Stetlgl\elt der T( x) wegen der Eigentlichkeit |
. von T() ) [B A)] weiterhin gesichert (vgl (1, 2‘3] '

o Blfurkatlonsresultate fiir. analytische Fredholmoperatoren
"in komplexen B- Raumen :

Definition 5: B, und B, scien komplexe B Réaume und @ eine offene, beschrankte. '
Teilmenge von B,.
~ 1. Ein Operator A : G c B, — B, heibt a,nalynsch .%o € @ gdw. er snch in einer
hmrelchend klcmen Umgebung von X, in eine Operatorpotenzrelhe der Form Ax

= Z Fi(x — xo)' mit Poten&operatoren Fiim. Smne von {28:Kap. 8. 2] darstellen la0t.

Hlorbex mub Z Fll lIx — Xolf* fiir [ix — xl| <<'r, T .hinreichend klcm konvcrglcren

2. A heifit analylzsclz, i @ gdw. A analytisch in allen x € @ ist.
3. A heillt Fredholmoperator gdw. die Frechét- Ablextungen A’(x) fur alle x € @j'
'Frodho]moperatoren im iiblichen Sinne sind.

. Folgerungen: 5. A besitzt Frechet -Ableitungen belzebzg koher Ordmmg [28:
" Satz 8.2]. .

© 6. Ist-A- l(O) Icompakt dann 28t A~ l(0) erne endliche Menge. . : e

. Wegen der Kompaktheit von A-1(0) und der Stetigkeit von A ist der Beweis analog
~ zu dem fiir analytische Funktionen in C (vgl. ctwa PrRiwaLow [14: Bd. IT Kap. 2. 4]
Sei nun A~}(0) = (x,, ..., X,}. Dann gilt fiir |[x — x{] < ¢ die 7crlegung

CAx = A(x) (X — x3) + Ri(x — %) | |
mit I|m IR:bll/thfl =0 und  mit Fredholmopera.to'ren A’(x~)’=. .S» —"Vﬂ Dabei

’ cxxstleren die inversen Operatoren S;7! linear beschrinkt und die V; sind vollstetlge
lincare Opertoren Der Operator A laBt snch deshalb in die Form

Ax = Si(x — X; — §7Vi(x — xi) + S IR(x — X))

~= S,(X — le — U‘x)

bringen. Die K; sind dabei vollstetige, lineare Operatoren und die U; Kontraktions-
operatoren mit |]U x—UylSclx—ylLle<1 fur X,y hmrexchend nahe an x;. Wir
setzen

o . D I-KI—-U.—1I—‘, ; fall -10-*-@
deg (A, ©) i— '%1 eg ( i( )74 ( )116 )?8) alls A1(0)
0 o . .‘ . fansAl(O)_@

Dieser Abblldinngsgrad wurde erstmals von: Nusspaum [12] eingefiihrt. Er ist un-
abhingig von der Zerlegung S; + V;. Deg (., .,.) steht fiir den bekannten '‘Abbi}dungs-

o 5rad von LERAY SCHAUDER fur vollstetxgc Operatoren (vgl. [28 Kap. 12 u. 17]
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Satz 3: Analytische Fredholmoperatoren A mil E1, kompakter Nullstellenmenge
A™Y0) und dem Abbildungsgrad aus Definition 5 bilden eine Zulissigkevisklasse gemdifs
Abschnitt 2. (Man beachte, daB in komplexen B-Riumen E2 und A$ nicht beriick- -
sichtigt werden miissen.) :

Beweis: E3 bis E5 sind trivial erfiillt. Wegen Folgerung 6 ist A-1(0) endlich und ‘
der NussBauM-Grad erkliart. Zum Beweis von A1 bis 44 und A6 vergleiche man [1]
-und [12] & . . '

Im folgendeh Teil des Abschnittces sei B ein kbl]ll)lexel‘ B-Raum und u eine charak-
teristische Zahl von L aus (1). 9 sei eine offene, beschriankte Teilmenge von € x 8.
Wir sagen, daB8 T aus (1) den Bedingungen [H(x)] und [B(A)] geniigt, wenn folgendes
gilt: - . Lo

I —L:p(0) = B und T(4, -) : 11,(0) — B fiir |4 — i] < o zuldssig im Sinne
von Satz 2 sind. . . ’ ’

"~ [B(AW)}: Die Operatoren T(7, -): A, — B sind fiir alle in Frage kommenden ’-Werte
- zuldssig im Sinne von-Satz 3 und die Menge .

MUY :=(ueB|IieC:(2u) €Y T(u) = 0

aller Losungen von (1) in 9 ist relativ kompakt. .

[H(x)]: Es existiert eine Zahl 06 € Ry, s.o.daﬁfiir alleomit 0 < o < 09 die Operatoren —

Theorem 2: a) Lokales Resultat: Ist u € 7(L), 0 € B ene isolierte Lésung von
T(u, x) = 0 und geniigt T der Bedingung [H(w)], dann ¥st (u, 0) éxn BP von (1). . -
. b) Globales Resultat: Ist zu esnem gegebenen PR, mat |u < p =< re(b) Y fiir
alle beschrinkten, offenen Mengen A < (|2] < p) x B mat &% n T-Y0) = U zusditzlich
zua) die Bedingung [B()] erfiillt, dunn besitzt die (u, 0) enthaltende Losungskomponente
€, S © wenigstens eine der folgenden Eigenschaften: : .

(A) G, st 1|mbesclm’énkt m {|,th| = pIx 8. _
(C) Ist p < oo, dann zst inf{lp — |A|| (2, u) € €,} = 0.

‘

Interpretation: Im Unterschied zum reellen Fall tritt Bifurkation an allen’
charakteristischen Zahlen unabhingig von deren algebraischer VFH auf. Die,, Zweige‘*
kehren nicht zur Achse der trivialen Lésungen zuriick, sondern sie sind unbeschrankt
oder verlassen das betrachtete Gebiet.

- , . . ’

- 6. Beweis der Theoreme

Gegeben sei ein. Zuldssigkeitsbegriff, der E1 bis E6 erfillt.
Lemma 1: Voraussetzung:

. a) A:® < By — B, sei eine stetige Abbildung auf dem Abschluf evnes beschriinkten,
offenen Gebietes &, xo.€ & sei evne Nullstelle von A, d. h. Ax, = 0. ‘

by "A’(xo)! existiert als linear. beschrinkter Operator von B, nach B, und wir setzen

Tatli= |A(xe)Y > 0: . : o : v .
¢) Es gibt eine zuldssige Homotopie H : @ x [0, 1] = B, mit H(-,0) = A und

H(:, 1) = A’(xo) (- —Xo). . o
Behauptung:- xy ist vsolierte Nullstelle von A und es gilt ind (A, xo) = ind (A'(xo), 0).

Bewecis: Ausder Zerlegung:Ax = Af(;(o) (X — %) + R(x = Xo) mit |[R(hY|| = (|||}
und afls |Ix — xol = [|4"(x0) ™t A’(Xo) (X — X,)|| < a2t A (x0) (x — Xo)ll = a~'(|Ax]]

\ -~
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+ lIR(x — Xo)Il) folgt fiir hinreichend kleines o € R+ und fx — Xf| = o
E - ) N A

27

~d. h), % ist isolierte Nullstelle von A. Aus A4 und A1 erhilt man - -

T ind (A; xo) = ind (A"(%o) (-, —Xo), Xo) = ind (A"(x,), 0)

unter Verwendung von Definition 3 mit R = 1

: a
AX] = a f1x — xgll — 5 X — ol = = 0 > 0,

~

, Fo]gerungén: 7. Ist'f: # © R — R eine reelle Funktion auf dem AbschliB des .
- offenen, beschrinkten Intervalls £, dann gilt fiir alle u € R mitf(u) = 0 und f'(u) % 0

~ind (f, w) = ind (f'(w), 0) = sign f'(u). | ‘ .

Vgl. dazu auch [28: Kap.4]. — . : B
"~ 8. Fiirdit in £2 und A.5 beschriebenen Abbildungen.gilt - - - . ’

'ind.. (f>< A, (r, x)) = ind ((f x A)’ (r, x), (0, 0)) =.ind (f‘ir, x) % A'('r,;(j; (0,‘0))
=ind ((fi(r, %) () + fulr, %) () X (A(r, %) () -
-+ Ax(r»'x) (), (0, 0y). B

’

Vgl. auch [28: Kap. 4‘3]

Lemma 2: Vorcm’ssctzwmen: C

. c \
«) 2€100, re(L)"M, 2 § T(L), d. h. 7 ¥st keine clzarakten’stz’sche Zahl. \ -
B) Es existiert eine zuldssige Homotopie H : U,(0) x [0, 1] — Bmit H(-, 0) = | — 7L
und H(-, 1) = | — 2P, wobez, P der nach Sutz 1 existicrende Projektionsoperator auf die .

- evzdlz'clzdi77ze7zsz’pnq
10, 2 vst. '

- Behauptung: ind (I — iL; 0) == (—1)P%4) 1y B2 =, X x(k)=dimPQ. -,
. " , . _ wexnloa
Beweis: o o - S

le direkte Summe der Evgenriaume zu den charakteristischen Zdahlen in

ind (I — 4L, 0) = ind (1 = 2P, 0) - * . wegen Vor. b und AZ,
' = deg (I — 2P, 11,(0), B) nach Def. =~ .
= d(l — 2P/PDB, 1,(0) n PP, PB) ‘wegen A6, -
= d(=1, 11,(0) n P, PB) '

= sign det (—I) in P®B, vgl. [28: Theorem 12.2)
= (—1)dimPY ’ I .
= (—1)» g
Zusatz: Fiir negative: 7 € 1— re(L)"1L, O[ kann man etnen analogen Beweis mat’
- BAY = ) nlay) flikren. - . T . :

&€ LynInof ‘ < S
Satz 4: Vomuss’elzung/: .
1. -9 ist en-B-Raun iiber K.
2. ue€ (L), . o v )
3..x = 0'zst vsolverte Losung von T(u, x) = 0. : . .
4.. €, geniige kevner der Bedvngungen (A) und (C). : - -

1
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Behauptung Ist p <R, mit |/4| <.p S re(L)! quegeben und genuqt T aus (1) fir
alle offenen, beschrankten Mengcn iy = p] X B mit T-Y0) n 00 = B der Be-
dingung [B( 53)] dann qibt es eine derartige M enge A, fir die /olgende Bedzngungen er- -
Jillt sind:

]

RO ) - C s
‘® UG =0. : S
® A enthalt genaw die gléichen Bz/urkanonspunkte (:, 0) (7= 1, ) wie €, und es

gibt evne Zahl 23S R.; so daf zu 7edem o mit 0 < () etne /alzl n(o) € R, exvstiert
mzt . N

a) Fiiralle z(z =1,. n) 78t p; emzzge chamktensnscke Zahlvon Luz 12212 —ui < g} ‘
b) Aus (4, u) € U, |) — #:l = firalles=1,...,n und ||Jul| = () folgt u = O.
-»@ Lst p <oo, dann gzbt esetn e € R, so.daf aus (/ u)e A |)] = p — ¢ folgt. '

cherkung Fur\ »p = 0o’ ist @ zur Beschrinktheit von A dquivalent.

~ Beweis: ([) Da (A) nicht gilt, ist €, , beschrankt in {—p, p] X B, d. h., es exnstlert
ein Ke R, K= P < o0, s0 dall Ji] < K < o0, falls (2, u) € €,. Da auch (C) mcht

l
.gnlt existiert & 1= — |nf L2 —p|:(4 u) € @i,,} > 0. Wir setzen

Roe min{K+1,‘p—e} fur 'p<oo
K+ 1 ' sonst . '
und C(R) G n (2 < RIX®. (S,, ist, als beschranl\te Menge in” &(R) wegen @:,,

< {|A =R} xXME,) kompakt da’[B( ,,)] gilt.
(II) \ach Konstruktlon enthilt dic Menge (2] |2 < R} héchstens endlich viele

' 1
charakterlstlsche 7ahlcn {1y o0y s} von L, ms_besondere existiert o= min
L ;

dist (,u,, r(L N {u; }) Man findet weiterhin' eine reelle Zahl 6:0 < 0 < 5 0o, SO
daBl Ux(E,) genau die glelchen BP wie €, enthilt und fiir 0-< ¢ < 9 - :

a) aus (u;, 0) € uo(@,‘) (k) n {) 12— ) <ot = {/l i} folgt und

b)" Zahlen %(p) existieren, so dafl aus (4, u) € 116((5,,) |2 — ui] = 0V, und fju|| = %5(p)
u-= 0 folgt -

Tatsdchlich, a) ist nach Konsbruktlon und Wahl von g, sicher erfiillt. Gilt b) nicht,
dann e\nstlercn Folgen (8,1, {A.), {ug), {mn} mit lim 0, =0, |7 — ,u | =0V 17,0 < flu,

= s I|m r],, =0 und (7m Ug) € Us AG. \Téch dem Sau von Bolzano Weierstraly
kann eme konvergente Teilfolge ().,,, u,) = (7, 0) € ﬂ uo (€)= (S,‘ a.usgewahlt.

werden, wobel noch 2, =#= u; fur allé 7= 1 , 7 gxlt )o wire dann Blfurl\atlons— .
punkt von (1) und nach-Satz 2, charakterlstlschc Zahl von L im Wlderspruch zur

Konstruktion. -SchlieBlich kann man & noch klemer als ¢ und so wihlen, dall aus .

(2, u) € U5(C,) W) 12] < R folgt.

(II1) R := &(R) n U4(€,) ist als abgeschlossene beschrankte Tellmenge von C(R)
- kompakt und nach Konstruktion ist €, n 9115(€,) = 0. Da €, eine Komponente von -
R ist, gibt es keine /usammcnhangende Teilmenge von R, die mit A := €, auch
‘B :=&(R) n ol5(€,) schneidet. Nach einem Separationssatz von WI{YBUR‘I [24]-
existiert dann cine Zerlegung R} = Ra v Ne, so dad Ra n 5}‘3 =0,AC Ra, B Re
"und die Mengen Ra und Re kompaks sind.

(IV) Die Menge U := U, (Ra), 0 <y < dist (S%A, Re) erfullt alle gewunschtcn
Bedingungen.
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7ll®(S'=ACiRAC11,(§RA) _ SR . o

Zu @: €ndA = GR) n Y = (C(R) nUxE,) n &A = R A = o ‘wegen U
< U4(6,) und der Konstruktion in (I11). .

Zu ® und @®: Wegen U,(Ra) < Us(C,) ubertragen sich dle Aussagen aus (II) |

Sat,a 5 (Vemllgememerte Homolopzeezgenscka/t) Vomussetzung

1. 9B ist ein B-Baum iiber K.

2. A < K x B ist ein beschrinktes, o//enes Gebiet, etwa A C (|4 < p] X UR(0).

3. T geniigt der Bedvngung [B(U)]. , . .
Behauptung: d(7) := deg (T(2; -), A, B) = const ' ' .

Beweis: Wir zeigen die Stetigkeit von d(4). Aus der Ganzzahligkeit folgt dann die '
Konstantheit. Offenbar ist %; offen und-¢(A) = (6A), d. h. d(4) ist erklirt.
"1. Fall: T(2, u) % 0 fiir alle u € 9,,. Co ' :
Dann existiél_‘t ein ¢ € Ry, so daB fiir alle 2 mit {2 — Ay] < & und fiir alle u € o,
T(4,u) =0 folgt Anderenfalls existieren Folgen {2}, 4, — 2 und fu, € Aj,} mit
T(4n, uz) = 0, d. h. u, € M(A). Wegen der Kompal\thut von M(A) gilt fiir eine Teil-
. folge {uy } Ilm Uy = Ug € 9211, und T(29, Up) = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung.

2. Fall [u € Ay, : T(2, U) = 0} % B, d. h. es gibt Losungen, von (1) in ;. Wir

© 0 osetzen My i= (u € Ay T(/'., u) =0, |2 — 4] < ¢&}.” Dann gibt es ein & € R,, so

dal3 11_;,(9)&,1,_%) < A, fiir alle 2 mit |2 —14y] < g5 gilt. Anderenfalls existieren Folgen
{2a}s 2n = 29 und {u, € Uyn(Ma, 1)}, so daB u, § As, baw. (4, u,) § A gilt. Nach Defi- -
: mblon von 111/,.( Mi,.1/a) gibt es zu jedem u, noch em Element x, € M, 1. mit U, — "Xl

< Piyn © VYNA) ist relativ kompakt, d. h., man kann lim x, = u; € B an- - v

: k—>00

nehmcn woraus wegen lu, — ugll < lu, — x|l + 15 — ol auBerdcm I|m u,
n—r00

= uo € ‘B folgt; Da A offen ist, gilt noch llm (),,, u ) = (/0, up) 4 U, also uo € Ay,. An=
dererseits ist T(%g, Ug) = lxm T(),,, U,) = 0 wegen der Stetlgkut von T, d. h. uge M;, 0

- . & 'U;,. Dieser Wlderspruch sichert die Emstena des gewunschccn £or

Wir betrachten nun die Homotopie H(u, t) := T()o + (i — Z), u) fiir .t € [0, 1]
und |4 — 2y < &. Nach Konstruktxon und Voraussetzung 3 ist fiir u'e 85"[,,(9)24, €)
H(u, t) # 0, also ,

‘deg (T(/., )5 Uey( My, e,), B) = const. - fiir |4 — 2q| < . | _
‘AuBerderu ist fiir |2 — Jo| < & und u € %; \ Weo(Mi,.c0) T(% u) nie Null. Ven’n’('jgel :

.. A2 und A3 gilt dann sogar

d(4) = deg (T( -), W, B) = deg (T( ), e (M), B) = const. .
Im ersten Fall isb d(2 ) = 0 = const. ln beiden Fillen ist aber d(/) stcblg 1

Lemma 3: Vomus.setzung

1) B st ein B-Raum tiber C.
i) 2€ 6, 2 < re(L)?

ity T aus (1) erfillt die Bc(lmgu?zg [H())]
nv) x =0 zst zsoherte Losung von T(2, x) = 0.
Belmuptung :

1. Ist 7 keine ch,amktenstzsche Zahl von L dann ist ind QT 2y ), 0) =
2. Ist i charakteristische Zahl von L, dann 7st lnd (T(/ ) >2

17 Analysis Bd. 2, Heft 3 (1983)
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o
Beweis: Wegen m) ist | — AL = T(4, 0) ein ]mcarer Fredho]moperator Emmge'

Nullstelle in U,(0) ist x = O. ..
Zu 1: Wihle dlC folgende Zerlegung

T4, x) = (I—/L) (x—(l—/L) lN(; x))

mit § = | — 2, V=0,K=0und U= —(l — Ly N() -). Dann lst nach Defl-

" nition ‘3

- folgt.,

0 = H(2, x, t) auf M (1) bedeutet:

_ind (T4 ), )— deg (T (2, ), U (0))'= Deg (I (I _ U)u (0)) =1,
da aus x 4+ (I — AL)"? N(A x) = 0 wegen 1v) fur hmrelchend klcines g € R, x =0 -

Zu'2: Sei P der’ nach Sa,t,z 1 eindeutig ex1st1erende Prolektlonsoperator auf den'
Elgem‘a.um von 4, Q:=| — P. Dann ist

T() x) = (I — /QL) (x — = 2QL)"1 APLx — (1 — /QL) 1 N(/ x))
mit. S=1-QL, V= )PL K=(—2QL)12PL, U=(— /QL)‘1 N() ) cine

~ . mogliche Zerlegung von T() -). Fiir diese gilt

md (T2, ), 0) = deg (T ) U, (0))
= Deg (I — K(I — U)~! ,(l —.U) 1,0, B),

K wobei | — U: 1l {0) = (I — V) ,(0) = B fiir hmrelchend kleine o € R’ wcgen 1v) .

wieder ein Isomorphlsmus ist. K(I — U)~1 ist eine analytxsche Abblldung mit der
charakteristischen Zahl 1 in einen endlichdimensionalen B-Raum %,. Nach 46 fiir
Deg und einem Resultat von CRONIN [4] in endlxchdlmcnsmnalen Réaumen (vgl auch -

"[19, 26]) erhdlt man schlieBlich

. ind (T(4, ),0)—Deg(I—K(I—U) l(l—U ,(0) n B, B )g-z [

: 6 1. Bewels von ’l‘heorem 1

, f7um lokalen. Resu]tat 'a): 0. B. d. A’seiu > 0.

(I Ana]og zum zweiten Schritt von Satz 4 existieren fiir 0 < ¢ =< g,. Zahlen (o),

50 daB aus x| < 7(g) und Tt 0,x) =0 x =0 folgt, denn in Ju — go.st + ool

liegen keine weiteren charakteristischen Zahlen von L. .
(JT) Auf der Menge M (u) := {(A, x) € RX B : (4 — u)® + [IX|> <024 9* (9)] h(.-
trachten wir die Homotopie H: R x 8 x [0, 1] > R X 3, defmlert durch

W&‘«MW—MMﬂHMW—W—MUm»
dle wegen [H,(x )] und E2 zulissig ist. - ' RS !

/

a) (A — u)® + IXIP = o + #2%(e), -d. h. ||x|2 — 772(9) =08 — (A —w? - 5

by (X — 7)) + l—nw—U—W)uw—w@—a—u—w—o
- ey T(A4, x) =0,
~dh 2=pu+o, i|xn = 17(@) T(u £ o, x) =0, woraus wegen (I X = 0 im Wldel‘- ‘

spruch zu ||x|| = (o) = O folgt.
(I1L) H(., -, 0) besitzt auf M () genau die bexdcn lso]mrtcn \'ullstellen (,u + 0, 0),'
so daB nach Axiom 43 gilt:,

deg (H(’ 5 0), My(u )) = ind ( ('»"’ 0)’ (v + O’ 0)) + ind (H('r - 0), (‘l“ -0 0))
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' /
) Lcmma 1 llefert im Zusammenhang mit der Bedmgung [Hz(,u)] (Exnstenz einer zu-
las51gen Homotopie) ' .

. ind (HC, -, 0), (,uio,O))— ind (H" (,uj:o,O 0) (0, 0))
mit ~ . H'(u 4 9,0, 0) (v, u) = (2(:{;07) T (ﬂi 0,0)u —{-Tg(/t:tg, O)v) ,
| . (i20v Top & ¢, 0) u):
(i20,|—-(/tﬁ:e) Lo, W

Auf diese Abblldung der Form f,x A f£: R — R = (v) :}:291:, A SB - 58 Au
== /,t ;t 0) ) L) ulaB sich A5 bzw. Folgerung 8 anwenden und man erhélt:

: md(H(y:tg,O 0), (0, 0))’: md(fi 0)-ind (1.~ (ut o) L, 0)

T=sign (do) - (—1pwza ..

:4i(_1)ﬂ(pie)

* unter Bénutzung von Lemma 2 mit Pi und H#* aus Bedlngung [Ha(w)]- D‘L () un-,'_

gerade ist, gilt noch Bl + o) = ﬁ(ll — o) + x%(p), (_1)ﬁ(u +o = _(_1)5(# o) und
: ~schthhch . ' \-
v \deg (H( PE) ‘Ul ,lt ) = 2(_1)5(1»"*'9) :#: 0 .

IV) Wegen A4 ist dann auch deg (H(5 -, 1), M (,u)) =+ 0 d. h., H( e 1) hat fiir
" alle o < g, auf M,(1) wenigstens eine Nullstelle ()., x) mit ||x|| = n(o), T(2, x) = O und
2 -—/1] <g,so daB(,u, 0) BP von(l) ist B. : L '

/um globalen Resu]tat b)

(I Angenommen (Sj besitzt weder die E Dlgenschaften (A) noch (C) Dann exnstlert .
nach Satz 4 eine beschranktc, offcne Menge A < R x B mit den Eigenschaften @ bis

@. Da T-auf 3 keine Nullstellen hat, ist auch die wegen Bedingung [B(2)] und E2zu- "°
lissige Homotopie H,: Rx 8 x [0, 1] > Rx B, He(, x, t) :—= (2 = er3, T(2, %)) - -

nullstellenfrei auf 9% x [0, 1). d(t) := deg (He(-, -, t), A).ist also nach ‘A4 konstant, *

. und wegen der Beschrianktheit von % ist d.(t) = d/(1) = O fiir hinreichend groBe reR,.

. (II) Dain [—R, R]'héchstens endlich viele charakteristisctie Zahlen uj, ..., u, von L
liegen, besitzt die Homotopie H aus.a) auf. analog zu a.) konsbrmerten Mengen 5))?0(/1,)

~dié Abblldungsgrade ‘ . _

’ ‘2(-1)‘6(»«#0) alls x(5) ungeiade'
. - 9 3) = S
\ deg (H( P t): TRQ(/“I)) {O - - fa.l]s ) x('u‘) geradc
: Andercrselts ist H( ,»1)=H ( )y ay"’(g)/rz) und aus dem zweiten Schrltt von Satz 4'
folgt, daB die Nullstellen von H,( ) 972(9)/r2) héchstens in den Mengen M (u;) liegen

kénnen, Damit ist 0 = de(1) = d..p;ﬂ(o)/rz) =2 } (—1)fto Die letzte Summe .

. x(p)ungerade .
besteht ausschllethh aus den Summanden +1und —1 und istdeshalb hochstcn dann
Null, wenn beide Summanden ingleicher Anzahl vorkommen, d. h., insgesamt miissen-
geradzahlig viele:Summanden wa Lharaktcrlstlsche Zahlen ungerader algebralscher
" VFH auftreten B S :

17*'



\

260 S. ACKERMANN
+ ‘- N
Zum einfachen Elgcn\vert c):

(I) v seider zu-u gehérige Eigenvektor, [lv|| = 1. chc% x 148t sich dann eindeutig
in der Form x = av -+ w darstellen. 9 ( ) zcrfa,llb folgendermaBen:

M) = {5 %) € My, & > 0) u (& X) € Mylpa), & < O}
) = 972:.*' : \U.‘. ‘J)_E;,:.
‘Nach Axiom 43 g'Ai]t; | | o :
deg (H(:, -, 1), My(u)) = deg (HC, -, 1), M*) + deg (H(, -, 1, M), - (D) -

da auf dem bei dieser Zerlegung von M,(u) neu hinzukommenden Rand &« = 0 die -
Abbildung H(-,;-, 1) fiir hinreichend kleines ¢ € R. keine Nullstellen hat. Andern-
falls gibe es Folgen {os), 05 = 0, {(7n, x,,) € Mo ()} s ‘

.7

X, = Wyl =.0), 0= [, ]| = e =0,  l—pl<on

mit - T().,,', w,) = 0,. d. h.,- '
(0 — pl) Wo'= N, Wa) + (20 — ) LW, -

' Dix;ision durch ||w;,l| 11n(l'Greﬁziibergang n'=> oo liefert, wenn man. Vo = W/l Wall;
lIvall = 1 setzt, dic Konvergenz von (I — ul)v, gegen 0. Die Eigentlichkeit von
1 — uL (vgl. [25)) sichert die Existenz einer konvergenten Teilfolge v, gegen cinen
Eigenvektor der Norm.1 zu . Das ist aber wegen & = 0 nicht mog,]lch :

(II) Wir betrachten die Homotopie H:RxBx[0,1]>Rx %3, definiert durch
H(} X, t) 1= ([[x|]2 — 772(0), x — JLx — tN(4, x)) die’ wegen {Hs()], £2 und analogen
Uberkgungcn wie im ersten und im zweiten Schritt von Satz 4 auf M+ x [0, 1] zu- .
lissig ist, d. h. insbesondere keine Nullstellen auf é9,* x [0, 1] bcsxtz,t Setzt man
noch , ' C v . ) o ’

H*(2, %, t) := (IXIP— %), H*(% x, r))*

mit der na(,h [Ha(u)] c‘ustxu'enden Homotopie H*, so hat H O t) nur die im Innéren
von M,* liegende Nullstellé (,u, n{o) v) auf M,*, 1st also auf 99M,* x [0, 1] nullstellen-

frei-und damit zuldssig. Durch Anwendung von 44 auf H und H* erhilt man dann
" deg (H(, -, 1), M,*) = deg (H, (-, -, 1), M,*) = deg (H(, -, 0), M,*)
' — deg (H*(-, -, 0), :M,*) = deg (H*(, -, 1), 9}?;) .-
= Deg (C, 9)% nRx P+5B) . (3)

. Das letute Glclchheltsmlchcn gilt bei Anwendung von A6, da der Operator C:=

N *(e, ,l)memgxp,% in'der endlichdimensionalen direktenSumme der Nullrdume zu den
. charakteristischen Zahlen in [0, u + ] wirkt. P* ist der dazu wegen Satz 1 existie-
rende PrOJekt,lonsoperabor auf dlesen Unterraum und Deg (-, -, ) der Abblldungsgrad
von BROUWER. . . N

. Satz 1 sichert weiterhin die Existenz einer kanonischen Basis [v, x'} in P*%B, d. h.
#LV =V, |
N i LX" J— X” + i x:)+l . 7 — ‘1,-_”, m(i), xim(i)-@l = 0.

Der in P’S,B wirkende Anteil der zu "C gehorigen Funktionalmatrix bez. dieser Basis
hat Jordansche \*ormalform (Auf endlichdimensionalen Unterriumen kann man
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stets dlfferenuerbare Normen. erzwingen.) An dcr Stelle (/,t, n(g) v) (,u, 77(@) 0,0,
., 0) 'verschwindet das zu u gehérige Jordankistchen der Lange 1 und-die Funk-
tlonaldetermmante hat die Gestalt

0o 29(p) " 0 .. . . : ‘ : . -. e 0 P
. . ’ \ .. .
n(o); 0 :
n e — —— — — — _}
0. 0 : 1 —L 0 0 I 0 -
— - 14 . L
l e |l -
.0, .0 [
! e - . [ !
- 3 [ :
! : RS
I . I l
_ |0 e feoel - 0. 1 — 0.
| 14 { \
Tt SLP o
) 1o .
S0 .le : ‘
, S o :
' el :
g_.._;_...] H
lei 0. 0
[ = S
I' H
. O _:1 — T " 00
n N
o,
: , - S
0 .. L0 : O vrvreninieiniaans : () 1 4
T . ' Hp
— 9. 7@ -[!;'(1 _ p)x(m :
ki A

. Da auBer den ersten beiden H&uptdlagonale]ementen alle anderen von der Form .
1 — u/u; und deshalb ungleich Null sind, ist diese Determinante von Null verschieden.
Davon kann man sich am besten durch Vertauschung der ersten beiden Zeilen iiber-
zeugen. Das Vorzeichen dieser Determmante 1st der BROUWER Abbl]dungsgrad

Deg (C, M,* n R X P*B, Rx P“§B)
Aus (3) erhidlt man dann sofort

deg (H(» - 1), Me") = £1 % 0 | W
~und wegen (2) auch : ’ S ‘ B '
deg (H(-, - 1), M) + 0. T ' (5)

(ITI) D H(D,") sei die groBte zusmmmenhangende Tellmenge von @:,‘, dle (1, 0)
. enthalt und fir die das ,«“ in der Linearkombination x = av + w nichtnegativ-
(nichtpositiv) ist. Diese Mengen sind wegen (4, 5) nicht leer. €,* sei dic groBte zu-
sammenhingende Teilmenge von €, \ D,*, die (4, 0) enthilt. :
(IV) Angenommen, €,* erfiillt keme der Bedingungen (A), (B’) und (C), dann glbt
es analog zu Satz 4 cine beschréir_)kte, offene Menge O < &(R), die keine Punkte (4,0
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mit charakteristischer Zahl 2 enthalt und fiir die gilt:
- GINRx(IxI <) € O,

G n 2D =6, n Rx (lixll <'n(e)),
. l ) E
, Bx{IIXII <z 77(0)} nD=40.
lisetze, ‘ . e e : E o : ‘-
Ui (B 0 Rl S 2(0)) 0 (90 Rox (Il 2 n(e)).

- Die Abbildung H.(-, -, 1) aus b) hat fiir hinreichend groBe r'auf At und fir alle’
r = (e auf OA* keine Nullstellen, somit 1st o , :

deg( .-( , t) ‘l[*) =0 fir 1;2(9 /r2 S t < 1 r hinreichend groB. ~ (6)

II‘XIIT ’ , .
o >0 ) +
. ) am@ﬂ I
.aa”, _
s .
(o) ,
$7(0) _—/—‘A——— ==
Vg . RN CAbb. 2

72/ ..
} '(A'u_f etwa hei der Konstruktion “von 9+ ‘_neu dazukommenden Randstiicken in
R X {||Ix|| = n(o)} konnen keine Nullstellen von H, licgen da’sich dicse sowohl in O

alsauch in M, * befinden, die Randstiicke aber immer nur in einer der beiden Mengen.)
Nach (II) gllt andererselts

deg("' 5 ,n(e)/rz) %*)—deg(H(, . 1), QI'-“) ‘
= deg (H(, -, 1), M) + 0 (vgl. (4))

.

im Wldcrspruch zu ' (5). @', *+ erfiillt also wemgstcns eine der Bedmgungen (A) (B)
oder. (C) Die Beweise fiir (SZ und m < 0 werden analog gefithrt.

-
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$.2. Beweis von Theorem:2

7um lokalen Res'ultab a):
»\ngenommen (1, 0) ist Lem Blfurkatxonspunkt von' (1), dann gibt es eine Umgebung -
W,(#, 0) = € X B, die keine nichttrivialen Losurigen enthilt. In U (11(,(/4, 0) der

Lugehongen Umgebnng von u, llegen bei hmrelchend kleinem g € R keme weiteren

charakteristischen Zahlen. Wir betrachten H(x,.t) := T(u + to, x). H ist offenbar,

einc. im Sinne von Satz 3 Zulédssige Homotopie. Unter. Verwendung von A4 und
" Lemma 3 folgt: mit 0,(0) := U (Hg(,u, )i o : ‘

EEEN

1= ind (T(u + 0,+), 0) = deg (H(:, 1), 1,(0)) -
= deg (H( 0), 9(0)) = ind (T(/t, 0y =2, -
Dnes ist em Wlderspruch d. h (#, 0) ist: BP von (1). Y

Zum globalen Resultat b) _ e ‘
Ang’enommen @, erfiillt keine der Bedingungen (Ayoder (C), dann existiert vermoge
Satz'4 eine beschrankte offene Menge A.< (2 € C:|2 = R} X B mit ®— @ Na.ch

~Satz'5 ist

d(): = deg. (T4, ), ‘2[;, B) = const = ¢

qur alle in Frage kommenden 2-Werte.- Fiir 1A} > R kann T() ) keine Nullstellen auf
‘21,1 haben d h., d(2) = 0. Andererseits ist aber nach Lemma 3

d(u) = deg (T, ), U, B) 2 deg (T(u ), 040), B =2, . °

. da auch dle Indizes zu den anderen Nullstellen in ,.positiv sind. Somlt muB (A)
oder (C) gelten .

v
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