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Zur zeitminimalen Randsteuerung éin‘er homogenen schwingenden Saite

W. EICHENAUER

(Prof. Dr. F. A. Willers zu seinem 100. Geburtstag gewidmet)

In dieser Arbeit geht es darum, cine einseitig eingespannte homogene schwingende Saite durch
eine Randsteuerung bei gegebener Anfangsverteilung unter Steuerungsnormbeschrinkungen
zeitminimal in die Ruhelage mit anschlieBendem Verbleiben zu steuern. Das Problem erweist
sich einem Momentenproblem als dquivalent, welches auf Grund sciner besonderen Struktur
leicht gelést werden kann. Zur Bestimmung von Minimalzeit und zugehdriger zeitoptimaler
Steuerung muB im wesentlichen nur eine transzendente Gleichung in einer Variablen gelost
werden. Numerische Ergebnisse werden am SchluB3 der Arbeit priisentiert. -

[Iycrs nmeerca KoneGaloWAACA OIHOpPoaHad ¢TPpyHA € OMHHMM MPHKPENJIeHHBIM KOHLOM 11 C
KpaemblM ynpaBacHuem. CraBuTca 3amaya GeicTpogeicrsita H3 JAHHOrO HA4YaJIbHOrO M0J0-
HEHUSA CTPYHBI B MOJI07KEHHE MOKOA C MOC/IEXYIOLIIM ¢ OCTUBaHieM B HEM NMPH HATHYHHN OF-
pPaHHUYEHIH HA HOPMY YNpAaBJIEHUA. 31"1 npo6iieMa YKBIBAJCHTHA HEKOTOPOIl mpobieme Mo-
MEHTOB, KOTOpas 113-3a ee 0C000f CPPYKTYPH JICrKO pelacted. [l onpeneeHna MUEAMANL-
HOTO BPEMEHY M COOTRETCTBYIOILEro ynpaBjeHuA JOCTATOUHO, 110 CYLECTBY, pellTb OZHO
TPaNCUEHAEHTHOE YPABHEHHE C Of(HOit mepeMennoii. B konue paGoTl aniBOIIﬂTCﬂ YHCIIeHHBIC
" pesyJbTaThl.

In this paper the following problem is considered: A homogeneous vibrating string which is
clamped at one end has to be steered into a position of permanent rest by a boundary control.
Given an initial state of vibration and a bound for the norm of the control, a minimum time and
a corresponding time minimal control have to be determined. This problem turns out to be
equivalent to a moment problem which can be solved easily, due to its special structure.

issentially only one transcendental equation in one variable has to be solved for determining
the required time and the corresponding control. Numerical results are presented at the end of
the paper.

0. Einfithrung

Betrachtungen zur optimalen Steuerung schwingender Saiten befinden sich in vielen
Verasffentlichungen. Ein aligemeines Saitenmodell wird in [10] beschrieben. Allet-
dings wird dort nur das Problem der Null-Steuerbarkeit, d. h. die Uberfiihrung eines

Zustandes in die Ruhelage, behandelt und auf Optimierungsaspekte verzichtet.
Anderc Problemstellungen, wie ,,Ein Kontroll-Approximationsproblem fiir die
schwingende Saite und ,,Uber die einseitige Randsteuerung einer schwingenden
Saite in einen Zustand minimaler Energic®, befinden sich in [5] und [6].

Tn [1] und [9] werden prinzipicll die gleichen Probleme wie in der hier vorliegenden
Arbcit behandelt. Das Schwingungskontrollproblem wird in ein dquivalentes Mo-
mentenproblem verwandelt. Die in [1] und [9] vorgestellten Momentenprobleme unter-
scheiden sich jedoch von denen.der hier vorliegenden Arbeit in der Weise, dal} sie
2 Momentengleichungen weniger enthalten. Dies entspricht dem Verzicht auf dic For-
derung, daf die schwingende Saite nach Ablauf der Steucrungszeit in der Ruhelage
wverbleibt. Durch Wegfall der beiden Momentengleichungen vereinfachen sich die'zu
l6senden Probleme erheblich.
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Ein mit. dem zeitminimalen Problem verwandtes, sogenanntes Norm-Minimnm-
Problem, bei dem die schwmgendc Saite mit minimaler Norm der Steucrung aus
einem Anfangszustand in vorgegebener Zeit in dic Ruhelage mit anschlieBendem
Verbleiben zu jiberfithren ist, wird in [8] ausfiihrlich behandelt.

Algorithmen zur Bestimmung von Minimalzeit und zugehdriger zeitminimaler
Steuerung im-Falle von Steuernngsheschrinkungen in der wesentlichen Supremums-

"* . norm sind in [4] und [7] zu finden, allerdings nur fiir Kontrollprobleme mit gew6hn-

._~V lichen Differéntialgleichungen. Tmmerhin lassen sich damit aber, durch Modifikation
*auf.die hier vorliegende Hilbert-Raum-Norm- Bcschrankung der Steuerungen Nihe-

rungslosungen fiir die gcsuchbcn Problérie gewinnen, Fiir das hjer betrachtete Modell

ist jedoch auf Grund seiner ganz spezicllen Struktur ein direkter Lésungsweg, der
- spiiter genau beschrieben wird, mit viel weniger Aufwand verbunden.

_1.- Problemstellung

Gegeben sei cine linksseitig eingespannte homogene Saite, deren zugehérige Diffe-
rentialgleichung nach sinnvoller Normierung

Yu(, 1) — Yoz, t) =0, x€(0,1), ¢>0, (1.1)
lautet. Als Anfangsbedingungen werden

:lf(il?, 0) = ?/o(x), yt(m: 0) = yl(x): A (Ov ])) N (]2)
mit . -

Yo € Hz[O, 1}, ye Hy[0,1], _ (1.3)

L %(0) = (1) = 3 (0), = ;i (1)'=0,
- zugr und(, gelegt, \vobm H[a, b] allgemein fiir « < b und k& € N durch
Hyla, b] = {wC Lyla, bY| ', ..., W existicren fast iiberall und gehor(’n zu Ly[a, b)) (l 4)
defmlcrt ist. Die Saite werde am rechten Rand mit
y(1,t) = v(t), t = Q, V10,7 E‘Hz[(), T] fiirjedes 17'>0 (1.5)

gesteuert. Wir nehmen weiterhin: an, dafl der Steuerungsmechanismus zum Zeit-
punkt ¢ = 0 noch nicht aktiviert ist, das heilit, es gelte v(0) == v’(0) = 0. Nach
" +[11] hat dann unser Problem (1.1), (1.2), (1.5) und (1.6) genau cine verallgemeinerte
- Losung y(z, t, v, "), welche durch

: Y(@, b, v, 0") = P, ) — y*=, 4, v") + 2o(t)  (z€ (0, 1), ¢ > 0)
gegeben ist. Hierbei gilb '

Pz, 1) = 24 a;j cos jat'+ b sin jat) sinjaz  (z.€ (0, 1), ¢ > 0)

i=1

mit }

- 1 : : '
wj =2 f (Jc) sin jax dx, b; = 2/77)fy, )sin jrz dx_ (j € N) (1.7)
. ) o

und

R © 9. ( 1)i+1 y o o
Cy¥(, o)y =) ¢ fv”(r) sin jn(t — 1) dv sin jax (x €(0,1),t> O).

i ;

0 '

In [8] ist erklirt, welche Anfangsrandwcrtproblemc von (-, -) und y*(-, ., v") gclésb :

werden.

-
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Wir haben nun das folgende Ziel: Zu vorgegebener Norm y > 0 ist eine moglichst
kleine Zeit 7* und eine zugehérige Steuerung v* € H,[0, T*] mit (1.6) und

-

T

. 12 '
.||7;=‘=||”‘[0'7..l 1= ( f [w* (1) ]2 (It) . (1.8)

0

zu finden, so daB.damit die schwingende Saite in die Ruhclage iiberfiithrt wird und’
dort auch verbleibt, falls man zum Zeitpunkt ¢ = T* den’Steuerungsmechanismus
abschaltet, das heilit, es soll -

YL ) =plE e o) =0 (2€(0,1), T = 1% C(19)
fur ) A . o -
v¥(t) t€ [0, T*], . :
V() = : 1.1
(t) %, L> T, , ( Q‘
gelten. o
Aus (1.10) 1aBt sich wegen v* € H,[0, 1'*] auch

Ry = ¥ (T*) =0 - : . (L.11)
im plizieren. Umgekehrt- gilt mit (1.11) auch Vo r) € Ho[0, T fiir jedes T > 0. '

- 2. Umwandlung in.ein dquivalentes Momentenproblem

Das Problem (1.8), (1.9), (1.11) JaBt sich unter Ausnutzung der Vollstindigkeit von
{sin jaz | j € N, z € (0, 1)}, Beriicksichtigung von v(0) = 2'(0) = 0 sowic Anwendung
der Additionstheoreme fiiv trigonometrische Funktionen (mar vergleiche fiir die
Herleitung etwa [3}) in ein dquivalentes Momentenproblem umwandeln. Setzt man
hierzu .
w*(t) = v*"(t), fast tiberall in [0, T™*], _

wobei T™* variabel ist, so lautet das Momentenproblem, welches mit (P,*) bezeichnet’
werden soll, wie folgt: A

(P,*)  Gesucht ist ein Paar (u*, T*), u* € L,[0, T*], wobei I™* moglichst klein sein
soll, so daf3 w* den Momenlengleichungen '

T+ .
[uxygiydt=¢; (GEN) _ (2.1)
py .
ymm'gt und auferdem

7 1z ' _
‘(fﬁﬁWFm) =vy ' . S (2.2)
0 .
gilt.

Hierbei ist
n(t) =1, g() = @2» Jars1(t) = cos knl, Jaea(t) = sin kmt
(t=0, KEN), ) h )
6 =¢, =0, o)y = (—l)k+1/2 by (k) Copsn = (_'1)k/2 g (k) <.

(keN) : (2.3) .
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mit «; und by nach (1.7). Hat man nun mit dem Paar (w*, T*) eine Lésung von (12,*)
gefunden, so ergibt sich durch

t
= f (t — s) u*(s)ds (¢ €0, T*]) . . (2.4)

und 2 nach (1.10) eine 1.6sung unseres Problems (1.8), (1.9), (11.1).

Wir fragen uns nun, wann (P,*), y > 0, tiberhaupt lsbar ist. Dazu bemerken wir
zunichst — in [3] wird dies auch hcrgleitet — daf} ¢ = (c,,'c.:, )T el mit (1.3)
dquivalent ist. In f‘%] ist nun der folgende Satz bewiesen:. .~ R

Satz 2.1: (P,*) ¥st fiir jedes y > 0 gencu dunn losbur, /all° CE€ 12 qult B

Somit hat man mit (1.3) alle diejenigen Zustande der schwingenden Saite charak-
terisiert, die sich zeitminimal unter Steuerungsnormbeschrankungen in die Rul elage
mit anschlieBendem Verbleiben dort itherfithren lassen.

i

3; Das Minimglzeitproblem als Norm-Minimum-Problem

"\ Als Hilfsmittel werden nun weitere Momentenprobleme benétigt. Seien hierzu eine
Zeit T > 0 und ein Vektor ¢ € § (aus (¥, ;) gemdfh (2.3) und (1.7} resultierend) vor-
gegeben. Wir betrachten das Problem :

(P Gesucht ist ein 4y € I[0, T), welches den M omentengleichungen _
(dr, gi)to, 11 = (F7€N) - : (3.1)

geniigt, dessen. Norm |ldir|! Lo, 741 moglichst klevn <et. :
Dabei bedeuten (-, -)z.0.77 und |-l 1,10,y das Skalarprodukt und die Norm in L,(0, J’]
Die ¢; und ¢; (5 € N) sind dabu wieder durch (2.3) definiert.

Sei nun ,

9(T") = inf {|[ullz0,r;] Fs gibt ein u € L,[0, 1], welches den Momenten-
gleichungen (3.1) geniigt},

. wobei fiir die leere Menge inf (8) = co gesctzt wird. In [3) ist gezeigt, daBl im Falle
T > 2 und ¢ € I, stets n(7") < oo gilt. Je nach Vorgabe von ¢ € [, sind nun nach (3]
die folgenden drei Fille moglich.
ay' - limy(7) = o,

- T—>2
T>2 .
b) lim %(7T') << o0, (1) = oo fiir jedes T < 2,

T2
T>2

) es existiert ein 7'y < 2 mit  %(7) < o0

Es werden dort auch notwendige und hinreichende Bedingungen fiir das Zuatreffen
von a), b) und ¢) angegeben. Wir heschéftigen uns hier aber aus Griinden der Ein-
fachheit ausschlieBlich mit dem Fall a). Dafiir muB notwendig und hinreichend

%'(1) 0 ‘ (3.2)
oder . ,

Ms

"/2;+2/7 + 0

]

j
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gelten. Weiterhin gilt dann nach [3]:

i) 7n(-) ist in (2, oo) stetig und monoton nicht steigend.

ii) (P,*)ist fiir jedes y > 0 ecindeutig losbar. Tst (u*, T*) die Lésung, "so gilt
[e*liLgo.re) = ¥ (1™ > 2). Ferner. ist «* auch eindentige I.6sung des Problems (Pps).
iti) Die Minimalzeit 7'* ist als kleinste Losung 7’ der Gleichung

ezl Lo, 71 = ¥ : o . (3.3)

charakterisicrt, wobci 4, die Losung von (P7) ist. Ist dariiber hinaus #(-) in (2, o0)
monoton fallend, so ist 7* die Losung T der Gleichung (3.2).
Aus iii) wird l\hr dafB} zur Bestinimung der Minimalzeit 7* nur noch |jdy||L,0.71 be-
rechnet und 1" > 2 so variiert werden mu8, daB (3.3) mit méglichst kleinem 7' er-
fiillt ist. Zur Berechnung von {lé4|iz 0.7 bendétigten wir die Darste]lung von 4p. Der
besonderen Struktur des Problems (P;) ist es zu verdanken, dal 4, explizit dar-
gestellt werden kann. Fiir eine genaue Herleitung vergleiche man etwa [3].

Sei nun 4y die Losung des Problems (P,), welches aus (P;) durch Streichen der’
ersten Momentengleichung

(% g1 eago.ry = 0
hervorgeht. Habe 7' > 2 die Darstellung
' T=20+0 (leN,6€(0,2), ‘ (3.4)
dann ist @y € 1,0, 7'] gegeben durch ' T
”2, 1‘7/(’ te[0,4),

j=1

wr(t) = . v ) 3.5) .
WZ%M, te s, 2), :
j=1

@ (t + 2y =apt), t,t +2€1[0,1.
\1an vcrg]enche hierzu ctwa’auch die Darstellungen in [1] oder {9] fiir dhnliche Pro-

bleme.
Sei weiterhin @ die beste Approximation von g, in

Hrzlin ((/2$ 35 -+ ) = {7|(/—.201‘7:+|, i ]{ 1 SIS'I&}

_ die wegen der Abgeschlosccnhmt von lin (¢, ¢3, ...) existiert. Wir werden spiiter
zeigen, dal}

inf lg — ¢llz,0.m > 0
gEH

zutreffend ist. Man verifiziert leicht, daBl ¢ die Gestalt

t+L in 0,7 —2)
LHL—1 in [T —2,2)

besitzt, denn s gilt (¢ — ¢, 9 r0.r) = 0 (§ = 2). Setzt man nun

iy = @y — (@, 91071 (@) — .’/x(t))]/H(I’ — hlkoms (3.6)



304  W. EICHENAUER

" so ergibt sich mit den Eigenschaften von ¢

(Br, §i)Lat0.1) = C; (7€ N, @ € lin (g, g, g3, --+)»

so daBl nach einem Resultat aus [3] @, = uT folgt.

Nun miissen, um zur Dalstgllung von #dp zu gelangen, nur noch die GroBen
(g, ¢1)ra0,73 Wnd [l@ — ¢4[Z00,71 Aus (3.6) mit @y nach (3. 5) berechnet werden. Durch
etwas umfangreichere Rechnungen ergibt sich hier

(r, Ynuomy = X (Coran sin kad[(kn) + caurs (—cos bzd — 1)f(ka),
k=1 . K
: (3.7)
lp — a0 = O -+ 1) + 20 — 1)[3.

 Setzt man nun R(0) = (@r, ¢1)1,0,r1» Mit & nach (3.4), so gilt
R(t) = ] (Copuy 08 kTl - Copyp SIN kt) (tefo, 17, ‘ (3.8)
k=1

da na.chi cinem Ergebnis aus [2] R’ sich als glicdweise Ableitung von E aus (3.7) ge-
winnen 14Bt. Somit erhidlt man fiir 4y diec Darstellung:

R0+ 1) — B(5).(25 — /(62 + l) + 2(1* — 1)/3)

P = in (2, T—214+25), j=0,..1,

i = R'(t)]L — R(S) (25 — [ + DJ(s(2 +1)+2 —1/3) in
[T —2 +2j 2G+1), j=0..,0~1.

(3.9)

Hieraus laBt sich auch ||éz]| 10,1 berechnen. Unter Ausnutzung der Orthonormalitat
der gj.2 (7 = 2) und der Orthogonalitat von @r und ¢ — g, ergibt sich mit

o 2

. 1]]2
ezl L0, 11 = (Z e+ 1)+ [(R@)PEdyl+ 1 ))

j=3 é

nach einiger Zwischenrechnung unter Ausnutzung von

5 2 ’
Ro)= [R@)dt + [t- Rt de
0

0

die Beziehung

MM=WMMﬂ={Z#M+n+I((WMU+n
) i j é

i3

2

/( o + 1) + 203 — 1) /3)] / (3.10)

8 ' 2
-+ ( JR@) dt + [tR'(8) d )
0 . 0 /

N

Somit folgt der

. Satz3.1: Sez:en >0 und c€ly mi ¢, =c, =0 gegeben. Dann ergibt sich die
Minimalzeit T* = 21* + 6* als kleinste Losung 1T'= 2L + 6 (L€ N, é ¢ [0, 2)) der
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Gleichung
. - o, . s
W1 = [ A4 1) 4 [ (R@®)2dejut 4 1) + ( [ k() dt

=3 : é : 0

]
2 2 1/2 )
+ [er() dt) /(am 4- 1) 4 2(13 — 1))/:%J — 2 =0, (3.11)
ST _

u* = dpe ergibt sich gemaf (3.9) mat T* = 2% + 6* an Stelle von T = 21 -+ 6 und die
Steuerung v* erhilt man schlieBlich iiber (2.4). .

4. Numerische Ergebnisse

- Zuniichst soll ein Algorithmus zur Gewinnung der Losung des Problems (£°,*) hei
vorgegebenem y > Ound ¢ € {, mit ¢, = ¢, = 0 vorgestellt werden. Wir beschrinken
uns dabei auf den Fall, daB

c; =0, § =74, fiirein jo €N

gilt. Esl laBt sich dann zeigen, daB »(-) aus (3.10) in (2, co) monoton fallend ist.
Mit Hilfe von (3.11) ergibt sich nun fiir L ¢ N, [ = 2

72 = el — 3e, B), /(1B — 1) — y? =:7(2L)
mit o ‘

@ = (0,0, 0,1/x,0,1/2,0,1/3~, 0, ....)T.

7(-) und 7(-) stimmen an den Stellen 4, 6, 8, ... miteinander iiherein Da 7(-) in (2, 00) \
* monoton fallend ist, existiert entweder genau ein (* € N mit ‘

TN 20, AU 2 <0 (*eN) @

oder es gilt
A2*) < O fiiralle I*e N, I[*>2. ‘ (4.2)

Im Falle (4.1) kann man das so gefundenc I* in (3.11) fiir ! einsetzen und dann.6* als
Loésung der Gleichung (3.11) berechnen. Diese Nullstellenbestimmung kann, da 7(-)
in (20*, 2I* <+ 2) beliebig oft differenzierbar ist, versuchsweise mit dem Newton-
Verfahren erfolgen, wobei als Startwert derjenige Wert von 8, der sich als Nullstellc
auf der Verbindungsgeraden durch die Punkte

(215*, (2%) und (2% - 2, (2 + 2)) v

ergibt, genommen werden kann. Es ist dann 7% = 21* 4+ 6*. Gilt, dagegen (4.2), so
folgt ja T'* € (2, 4), mithin {* = 1, und 6* kann als Nullstelle von {(3.11) mit cinem
belichigen Bestimmungsverfahren erhalten werden: cs gilt 7™ = 2 4 6*. In beiden
Fallen (4.1), (4.2) wird «* = dipe gemiifl (3.9) bestimmt. v* ergibt sich schlicBlich ge-
mil (2.4).

~ In der folgenden Tabelle wird fiir das Beispicl

Yo(®) = sin (quz)lg, n(2) =0 (x€(0,1], ¢=1,24,8)

~

20 Analysis Bd. 2, Heft 4 (1983)
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Y T* firg = 1 T* firqg =2 7% fir g = 4 - T*furqg =8
- } . |
103 48704 546 194818176 779272704 3117090817
. 3.10°3 5411616 21646465 86585857 346343425
10-2 487045 1948182 7792727 31170909
3.10-2 54 116,327 216465 865859 3643434
10-1 4870,477568 19482,785 77927,310 311709
. 3.107! 541,311177 2164,696479 8658,605089 34 634,329
1 48,619667 194,787877 779,313691 3117,077568
’ T, 21,616201 '86,665398 " 346,359895 1385,363436
.2 ' 12,395 148 48,737967 194,848 117 779,291 336
R 5,621855 21,712960 86,610359 346,329852
. 4 3,505 664 - 21,234737 48,683757 194,817874
N 5 2,465001 7,814174 31,167484 124,689220
.6 2,273172 5,645391 21,650414 86,580082"
T 2,171521 4,167657 15,897 368 63,611 083
8 2,116218 3,321722 12,168177 48,707 122
9 . 2,084084 2,743105 9,657102 38,518469
10 . 2,063921 2,224 131 7,858741 31,195080
15 ©2,024521 2,037 600 3,661166 13,858 942
, 20 2,013126 2,016224 2,104437 7,827325
30 2,005635 2,006 144 2,009599 3,689882
40 2,003132 2,003283 2,004072 2,045753
50 2,001993 2,002054 2,002337 2,005197
60 . 2,001 380 2,001 409 2,001 537 2,002413
70 2,001012 2,001028 2,001 094 2,001476
80 2,000774 2,000783 2,000821 2,001019
‘90 2,000611 2,000617 2,000640 2,000754
100 . 2,000495 2,000498 . 2,000513 2,000585
300 2 4 5485105 2 4 5,489-10% 2 4+ 5,507-10-% 2 + 5,580 - 10-%
108 2 4-4,935-10°° 2 4 4,935 10 2 - 4,937 -.10-° 2 4+ 4,943 . 10-°
l 3.10° 2 45483107 21+ 5483.10-7 2 4 5,483.107 2 4 5,484 . 107
o 104 2 4,935 107 © 2 4 4,935-10" 24935 107% 2 4 4,935 103
AU S 111 2 4 5483-10° 2 4 5,483.10-% 2548310 2 4 5483 .10

fiir verschiedene Werte von y die jeweilige Minimalzeit 7™ an'gcgcbcn.xl)ic Bedingung
(3.2) ist offenbar fiir dicse Anfangsverteilungen erfiillt, )

In der anschlieBenden graphischen Darstellung wird der Verlauf von #(-) im "~

.. Falle
' (ee[o, 1)

Yolx) = sin iz, Y (x) =0

wiedergegeben (s. Seite 307).

Fiir das Beispiel ¢ = 1, y = 10 sei nun die Losung des Momentenproblems (PY) -

‘explizit angegeben. Mit T* = 2,063921 gilt:

t € [0; 0,063921),
L€ [0,063921; 2),
te [2:2,063921].

(—n2[4) sin =t 4 24,327154,
- . ‘u*(.[.) = { (—=?2)sin L, »

‘ o | (—=a2/4) sin mt — 24,327 154,
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1 | | 1

- 1 -
4 6 8 10 12 T

N e e e ———— e e

v¥ liBt.sich wieder iiber (2.4) berechnen und lautet explizit

sin at/4 + 12,163662 — (n/4) - ¢, ' L€ [0;0,063921);
v*(t) = { sin 2t/2 + 2,5862 - 10-6¢ — 0,0504, t € [0,063921; 2),
sin 7wt/4 — 12,163662 4- 49,4397t — 50,2755, ¢ € [2;2,063921].
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