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(Prof. Dr. F. A. \\Tillers zu seinem 100. Geburtstag gewidmet) 

In dieser Arbeit geht es darum, eine einseitig eingespannte homogene schwingende Saite durch 
eine Randstcuerung bei gegebener Anfangsverteilung tinter Steuerungsnormbeschrhnkungen 
zeitminimal in die Ruhelage mit anschliellendem Verbleiben zu steuern. Das Problem erweist 
sich einem %lomentenproblem ala aquivalent, weiches auf Grund seiner besonderen Struktur 
leicht gelast werden kann. Zur Bestimmung von Minimaizeit und zugehoriger zeitoptimaler 
Steuerung nuti) ml wesentlichen nur eine transzendente Gleichung in einer Variablen gelOst 
werden. Numerisehe Ergebnisse werden am SchIuB der Arbeit prasentiert. 
ilycm IlMeeTcs! IoneGaIoEuaHci1 ojnopoaaa óTpyHa C OUTHM npipenueiitiu HoHEOM it c 
1paenl1M ynpaBneHIIeM. CTaBUTCH aagaa 6ucTpoeticTn1In 113 jaHH0rO uaqaJlbHoro nojlo-
HC1I14F1 cTpyHbl 13 n0JIOeIIt3O HOHOR C noc.itejyIoEIiM ee ocTuitaulteM n tiei npis HaJ1uIuu or-
paiii1 qemm Ha HOMY ynpaBJIenHH. 3'ra npo6aeMa a1-CnhlBa1eIITHa IleHoTopofi npoöJIeMe Mo-
MeilTon, ioopau tl-aa ee oco6ofl cTpyHrypu JierHo pelilueTca. J1,.nn o n peaeJleHlill MHHHMaJII,-
tioro apeeiin H COOTflCTCTBYIOlUFO ynpaiieiiue JOCTUTO'llIO, 110 CyI1ecTI3y, peIIIIITb OijlO 
Tpanc1eHaelI'rHoe ypaueiie C oJk Ii o fl nepeMeHiloil. B icOute pa6oTbl HI1BOJRTC31 qHc.nenmAe 
pesyiibraThi. 
In this paper the following problem is considered: A homogeneous vibrating string which is 
clamped at one end has to be steered into a position of permanent rest by a boundary control. 
Given an initial state of vibration and a bound for the norm of the control, a minimum time and 
a corresponding time minimal control have to be determined. This problem turns out to be 
equivalent to It moment problem which can be solved easily, due to its special structure. 
Essentially only one transcendental equation in one variable has to be solved for determining 
the required time and the corresponding control. Numerical results are presented at the end of 
the paper.	 - 

0. Einührung 

l3etrachtungen zur optititalen Steuerung schwingender Saiten hefinden sich in vielen 
\Teröffent.lichutngen. Ein aligerneines Saitenmodell wird in [101 heschrieben. Mier-
dings wird dort nur clas Problem der Null-Steuerharkeft, d. h. die tYhcrfiihrnng eines 
Zustandes in die Ruhelage, behandelt rind atif Optiinieriingsaspekte verzichtet. 
Andcre Problenistellungen, vie ,, Ein Kontro1l-Approxinmtionsproh1eiu fur die 
schwing	 t ende Saite" tind ,,ber die einseitige Randsteuerung einer sehwingcncicrt 
Saite in elnen Zustand tiinimaler Energie", hefinclen sich in [ 5] und [61. 

In [Ii und [9] werden 1)riflziPtCll die gleichen Prohieme Nvie in der hier vodiegenden 
Arheit hehandelt. Das Schwingungskontrollprohleni wird in ein äqtiivalentes Mo- 
inentenprohiem vervandelt. i)ie in [I] Lind (91 vorgestellten i\Iotiientenprobletiie unter-
scheiden sich jedoch von denen der hier vorliegeriden Arheit in der Weise, dull sic 
2 Momentengleichungen weniger enthalten. Dies entspricht dem Vcrzicht auf die For-
derung, dull die schwingende Saite nach Ablauf der Stcucrungszeit in der Ruhelage 
verbleibt. J)urch 'Wegfall der heiden Monientengleichungen vereinfachen sieh die zu 
lösendert Prohlcnie erheblich.
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8' iii mit. (1cm zeitminimimlen Problem verwandtcs, sogenanntes Norm-Minimum-
Problem, hei deni die schwingende Saite mit mininialer Norm der Steuerung aims 

•

	

	eineni Anfangszmmstand in vorgegebener Zeit in die Ruhelage mit anschlieflendem

Verbleiben zu uhcrfiihren ist, wird in [81 ausfiihrlich hehandelt. 

Algorithnmen zur Best.inmniung von Minimnaizeit und zugehoriger zeitminimaler 
• Steuerung miii Falle von Steuernngshesehrankungen in der wesentlichen Suprenmumns-

norm sind in [41 und [71 zu finclen, allerdings nur für Kontroliprobleme mit gewbhn-
lichen 1)iffer6ntialgleichungen. Imnierhin lassen sich damit aher, (lurch Modifikation 
uif die hmer vorimegende I-fmlbcrt. Rumu Norm Beschrankung der Steuerungen Nahc 

- ---	rungslosui-igen für dieesuchten Probleiiie gewinnen. Für das hier betrachtete Modell 
•

	

	ist jedoch auf Grund seiner ganz speziellen St.ruktur ein direkter Losungsweg, der

später genau beschrieben wird, mit vie] weniger Aufwand verhunden. 

1. PrOblernstellung 

Gegehen sei eine linksseitig eingespannte homogene Suite, deren zugehorigc Diffe-
rentialgleiehung nach sinnvoller Normierung 

y(x, t) - g,1(x, t) = 0,	x  (0, 1),	t> 0,	 (1.1)

lamitet. Ms Anfangshedingungen Nverden 

y(x, 0) = i0 (x),	y(X, 0) = y1 (x),	x  (0, 1),	 (1.2) 
mit	 - 

Yo E .1?2 [0, 11,	?JE II[0, 1,	 (1.3) 

YO(0) = Yo( 1 ) = Ym(0), = !/m(1)	0, 
zugrunde gelegt, vohei I-!k [O, b] ailgemein fur a < b und k E N diirch 

Hk[a, b} = {w C L21 u, b] I w', ...,	existieren Just liberal! wad. gehören zu L2[a, hi) (1.4) 

•	definiert ist. Die Saitë verde am rechten Rand mit 

Y( 1, t) = v(t),	t	0,	VIoT) EHJO, T] für jedes 7' > 0	(1.5) 
gesteuert. 'vVir nehmiien weiterhin an, daf3 der Steuermm.ngsmnechanismnus zuni Zeit- 
J)Uflkt t = 0 noch nicht aktiviert ist, das heil3t, es gelte v(0) = v'(0) == 0. Nach 

..[Ill hat darmn unser Problem (1.1), (1.2), (1.5) und (1.6) genau eine verallgemeinerte 
Losu.ng y(x, /, v, v"), velehe durch 

y(x, 1, v, v") = (x, t) - ?,*(x, 1, v") + xv(t)	(x E (0, 1), t > 0)

gegehen ist. Hierbei gilt 

(x, 1) =
	

(a1 cos jt+ b1 sin jt) Sin JXX	(x .E (0, 1), t> 0) 

mit
1	 •	1 

5

	

	

•	a1=2 f y0 (x) sin pixdx, b1 = (2/jX)fy1 (x) sin jxdx	(1 EN)	(1.7)€

und 
f	

•	 °°2.(-1'i+' 
2 y*(, t, v" ) =	'	J 

v"(z)smn ji(t - z) dt' sin jx	(x C (0, I), >0). 
S	 •	 ,=- i	 (v)

fo 

In [8] ist erklärt, welche Anfangsrandwertproblenie von (., .) tmnd y*(.,., v" ) gelost 
•	werden.	 I -
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Wir haben nun das folgende Ziel: Zn vorgegebener Norm y > 0 ist eine niOglichst 
kleine Zeit T und eine zugehorige Steuerung v E H2[0, T*} mit (1.6) und 

!I5*IIJI,LO.T*J:	(i [v*(t)]i dl)	 (1.8) 

	

zi j linden, so (1al3.danhit die schwingende SalLe in die Ruhelage überfLihrf wird und	S 
dort auch verbleibt, falls man ziini Zeitpunkt t = T dcii Steuerungsmechanisnius 
abschaltet, das heil3t, es soil 

y(x, 1, v, v) = ?j,(x, I, v, v") = 0	(x E (0, 1), T L	 (1.9) 

fur

V(l) 
= v*(l) / E [0, T,	 (1.10) 

to,	t>T*, 

gelten. 
Aus (1.10) 1a1t sich wegen v* E H2 [0, T] au(-Ii 

= v*'(T*) = 0	 (1.11)


iniplizieren. TJnigekehrt gilt mit (1.11) auch V 0 . 1 E 11 2 [0, '1'] für jedes P> 0. 

2. Umwandlung in-ein äquivalentes Motnentenprobleni 

I)as Problem (1.8), (1.9), (1.11) 1a1t sich tinter Ausnut.zung der \Toilständigkeit von 
(sin j'ix I j E N, x E (0, J), Berücksichtigung von v(0) = v'(0) = 0 sowie Anwendung 
der Acid itionstheoren ic für trigonometrische Furiktionen (mar. vergiciche für die 
Hericitung etwa [31) in ein iiquivalentes Momentenproblem uniwandein. Setzt man 
hierzu

u*(t) = v*"(t) , fast üherall in [0, T*], 

wohei T* variabel ist, so lautet das Momentenprohieni, weiches mit (P7*) bezeichnet' 
werden soi], wie folgt: 
(P*)	Gesuc/tt it ein Paar (u*, T*) , * E L2 [0, T*], wobei 'J moglichst klein scm 

soil, so dap u den Momentengleichungen 

fu*(t) g(t) (it = c1	(1 € N)	 (2.1) 

(jenugt Und aUf3cr(lefli	 S 

•	
dt)'	Y	 (2.2) 

pil. 
Hierhei ist 

q 1 (t) = t, g(t) = 1/ /2, g + ( t) = cos kil,	g21,+2(t) = sin kit 

(t0, kEN), 

qI = C2 = 0 1 C2k+I = (_l)k+1/2	(kt)2, C2k+2 = (1)k/2 .	(kr)2	-• 

(k € N)	 (2.3).
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mit Uk und bk nach (1.7). Hat man nun mit dem i'aar (u* , 111*) eine Losung von (P*) 
gefunden, so ergibt sich dizrch 

v*(t) 
= f (t - s) 0(s) ds	(t € [0, T*i)	 .	(2.4) 

und v nach (1.10) eine Losung unseres Problems (1.8), (1.9), (11.1). 
Wir fragen iins nun, vann (P*), y > 0, uberhaimpt lösbar ist.I)azu benwrken wir 

zunachst - in 1 31 wird dies such hergleitet - dalI c = (c 1 , c, •..,)T € 12 nit (1.3) 
aquivalent 1st. In [3] ist nun (ter folgende Satzbcwiesen:. 

Sa.tz 2. 1: (P*) Ist für jedes y > 0 .qenau dunn lösbar, falls c € 12 gilt B 

Soniit hat man mit (1.3) aIle diejenigen Ziiständo der schwingenclen Saite charak-
terisiert, die sich zeitniininial unter St.euerungsnormbeschranktingen in die Ruhelage 
ii mit anschl iel3endemn Verblei hen dort iiberfü hren lassen. 

3. Das Minimalzeitproblern als Norm-Minimum-Problem 

Als Hilfsmittel verden nun weitere Momentenprobleine benotigt. Seien hierzu einc 
Zeit T > 0 und ein Vektor c ( 12 (aims (Yo, Yi) geniaB (2.3) und (1.7) result. ierend) vor-
gegehen. Wir hetraehten das Problem 

( Pr' Ge.suc tit 1st em	T € 112[0, T], welches dc?k Moinentevlcichuvgen 

KT, Yj)Lt0.T1 = c,	(j E N)	 (3.1) 

genilgi, dessen Norm II 2TIL,(orJ nwglichst klein 1st. 
:Dabei bedeuten , , o.r und IkIL.to.TJ das Skalarprodukt und die Norm in L2 [O, T]. 
Die c, und yj (j € N) sind dabei wieder durch (2.3) definiert. 

Sei nun

= inf (IIU IIL.LO.T1 I	Es gibt ein u E L2 [0, TI, welehes den Momenten-




gleichungen (3.1) genugt), 

wobei für die leere Menge ml (0) = co gesetzt wird. In [3] ist gezeigt. , daB imFalle 
T> 2 und c 12 stets (T) < _ gilt. Je nach Vorgabe von C € 12 sind nun nach [3] 
die folgenden drei Fälle nioglich. 

a)	hum (7') = 00, 
• T-.2 

T>2 

1))	urn i(T) < o,	(T) = oo für jedes T < 2, 
T-.2 
T>2 

C)	es existiert ein T0 < 2 mit 1(T0 ) < oo. 

Es verden dort auch notvendige und hirtreichende Bedingungen I iir das Zutreffen 
von a), b) unci e) angegehen. Wir heschaftigen uns hier aber aus Griinden der Em-
fachheit ausschlieBlich init. dciii Fall a). Dafür muB notwendig und hinreichend 

Yo'(') == 0	 (3.2)

oder

'2j+2/)	0
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gelten. Weiterhin gilt dann nach [3]: 

i) (•) 1st in (2, co) stetig und monoton nicht steigend. 
ii) (P7*) 1st fur jedes y > 0 eindeutig lösbar. 1st (u* , T*) die Losung, so gilt 
I IVI!L.to,Tj = y (T* > 2). Ferner. 1st u auch eindeutige Lösting des Problems (PT.). 
iii) Die Minimaizeit. T* 1st als kleinste Losung 'I' der Gleichung	- 

IIUTIIL,[O.T1 = y	 -	(3.3) 
eharaktei'isicrt, wobei ii.,. die Losung von (PT) 1st. 1st darUher hinaus (-) in (2, oo) 
monoton fa1lend, so 1st T* die Losung T der Gicichung (3.2). 
Aus iii) wird Max, da6 zur Bestinimung der Mininia.li.eit T* nur noch ft2rIL,[o,r) be-
rechnet und 'I' > 2 50 varilert, werden niu(3, daI3 (3.3) mit, moglichst kleineni '1' ci'-
fttllt ist. Zur Berechnung von I'TIIL,to,T] henotigten wir die I)arstellung von fir. Der 
hesonderen Struktur des Problems (1') 1st es zil vei'danken, dal3 'ttr exp1izit dar-
gesteilt. verden kann. Für eine genauc Herleitung vei'gleiche man etwa [31. 

Sei nun ÜT die Losung des Problems (P1.), welches aus (P) cliit'ch Streichen dci' 
ersten Monicnt.engleichiing 

(u, gl)LLo.rJ = 0 

hervorgeht. Habe T > 2 die '.I)arstcllung 

'J'=21+ó	(IEN,óE I0,2),	 (3.4) 

dann ist ü3 E L2 10, '1'] gegehen diirch 

-	l/(1 + I)	cg1),	I E [0, 6),

UT(t) =
1/1 ,̂ ' c,g,(1.),	t E [5, 2), 

j=1

(3.5)	- 

ft ,(t+ 2)=ü(t), t,t -i-2E I.0,T]. 

Maii vcrgliche hierzu et.waaueh die Darstellungen in [Ii oder [91 liii' ähnliche Pro-
blen te. 

Sei weiterliin 92 die heste Approximation von g 1 in 

17 T = un (g2 , q3,...) = u {i= ' q +i, ck i E 

nEN 

die wegen der Ahgeschlosscnheit von liii (q2 , g3 , ...) existiert. Wir werden spiter 
zeigen, daB	 - 

inf Ii q'. - (/IIL,[O,TJ > 0 
gElir 

zutrefiend ist. Man verifiziert leicht, daB qI (lie Gestalt 

t. ± I in [0, q' —21)	

} 1 + 1—I in ('/'-21,2) 

besit.zt, denii es gilt.	- g1 , c/;)L,lo.TJ = 0 (j	2). Sctzt man nun 

F T = üT - kit,, g iL.Lo.TI (92(t)- m (t))]/) - i/i 1 1
2L,IO.T]'	 (3.6)
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so ergibt sich jilit dcii Eigenschaften von (p


	

g,)LIo.rJ = c	(1 E N, U E lin(q1,q2, 

so dal3 nach eineni Resultat ails [3] UT = r folgt. 
Nun mUssen, urn zur Darstellung von A7, zu geldngen, niir noch die Gr61cn 

ü7 , g 1 ) 0,' und Ic - i/1I1L110.T1 aus (3.6) mit ü nach (3.5) berechnet werden. Durch 
ctwas unifangreichere Rechnungen ergibt sich hicr 

• (ar, U1)L,Lo.r)	!	sin k/(k) + C2k12 (—cos kô  

	

k=1	
S	 (37) 

1192 - ui !IL,lo,TJ = 
o(i2 -I-- I) + 2(i - 1)/3. 

Setzt man nun R(6)' = (Ü,	mit 6 nach (3.4), so gilt 

R'(t)

	

	 (c2kl COS k7rt -F cr24.+1̂2 sin kt)	(t E [0, '1']),	 (3.8)

k=l  

(Ia nach eineni Ergehnis aus [2] R' sich als gliedweise Ableitung von 11 aus (:3.7) ge-
winnen läBt. Somit erhält man für '4 die i)arstellung: 

•	 R'(t)/(i + I) - R(b) , (2j - 1)/(o(12 ± 1) + 2(1, - 1)13) •	 in [21, 'P - 21'+ 2j),	j = 0, ..., I, 
u 7 . (t) =	 (3.9) 

R'(t)/l - .Ii() (2j - I -{- 1 )/(,5(12	1) -f- 2(I — 1 )1 3) in 
['P —21 + 21, 2(j + I)),	I = 0,..., 1 -- 1. 

1-lieraus thI3t sich auch IIIITIIL.10.r1 berechnen. Unter Aiisnmitzung der Orthonormalität 
der g,J[0.21 (j ^E! 2) uiid der Orthogonalitat von ft7 und — g' ergibt sich mit 

! 
IftT11L.10,T] 

=	
c/(i ± 1) ± f (/1'(t))2 cit/I (1 ± I)) 

nach einiger Zvischenrechnung tinter Ausnutzming von 

R(ô) =1 R'(i) dl ±t . Ii'(t) dl 

die I3eziehung

= IIUTIIL1LO.Tl 
=	

c12/(1 + fl + f (R'(t)) 2 dt/i(i + I) 

+
 (

6 2	 2	 1/2 f_R ,
(t) it	f t/i'(l) di)

	

((l2 + 1) + 2(1 - 1)1:3)]	(3.10)


S	 Souit folgt der	- 

Satz 3. 1: Selen y > 0 und c E 12 ml c 1 = C2 = 0 çjeqeben. J)amu ergibt sick die 
Minimaizeit 'I = 21* + a" als kieinste Lösung 'P = 21 + 6 (1 E N, 6 E (0, 2)) der
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Gleichung

(T) : = [c2I(i ± 1) ±f (R'(t)) 2 dt/1(1 ± I) + (i /1'(t) dl 

	

± I tI?'(l) dl /((12 + I) ± 2(t	l))/3]	-	= 0,	(3.11) 

	

0	) 

= '122's er(jibl 8ich qemä/3 (3.9) mit T* = 21* + a" an Stelle von 'F = 21 ± ó und (he

Steuerung v erhü.lt man schliefilich 'iiber (2.4). 

4. iNumerisehe Ergebnisse 

Zunachst soil ein Algorithnius zur Gewinnung der Losung des Problems (P*) hel 
vorgegebenem y > 0 und c E 12 mit c 1 = c2 = 0 vorgestellt werden. Wir heschränken 
tins dabel auf , den Fall, dalI 

c = 0, j	Jo, flu' ei n Jo E N 

gilt. Es lälIt sich dami zeigen, dalI	aus (3.10) in (2, oc) monoton fallend ist. 

	

IM it Hiife von (3.11) ergibt sich nun für 1 E N, £	2 

1(21) = jc,/i - 3(c, i,/(13 - 1) -	=: ) ( 21) 
mit;

= (0, 0, 0,I/'r, 0,I/2r,.0,l/3, 0.....)T. 

(.) und (.) stintiuen an den Stellen 4, 6, 8, . . .. utiteinander üherein Da )(.) in (2, co) 
monoton failend ist, existiert entweder genau em 1* E N mit 

(21*)	0,	(21* + 2) <0.	(1* EN)	 (4.1)


o(ler es gilt  

(21*) < 0 für alle l E N . ,	1*	2.	 (4.2) 

m Falle (4.1) kann man das so gefundene 1* in (3.11) für I einsetzen und dann als 
Losung der Gieichung (3.11) berechnen. Diese Nullsteilenbestimmu .ng kann, da )(.) 
in (21* , 21* ± 2) beliebig oft differenzierbar 1st, versuchsweise wit dew Newton-
Verfahren erfolgen, wobei als Startwert derjenigc Wert von O, der sich als Nullstelle 
auf der \Terbindungsgeraden durch die Punkte 

(21* , (21*)) und (21* -+ 2, ,—,1(21* + 2)) 

ergiht, genommen werden kann. Es 1st dann T* = 21* + O. Gilt dagegen (4.2), so folgt ja T* E (2, 4), within 1* = 1, und j* kann als NulIstelle von (3. 11) mit, einem 
beliehigen Bestimmungsverfahren erhalten verden; es gilt /'* = 2 + . In heiden 
Fallen (4.1), (4.2) wird u = U2'. gemall (3.9) hestimint. v crgibt sich schlleljllch ge-
malI (2.4). 

In der folgenden Ta belle wird für das Beispic'l 

y0(x) = sin (q'rx)/q, y 1 (x) = 0	(x E [0, 1],	q = 1, 2, 4, 8) 
20 Analysis Bd. 2, Heft 4 (1983)
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y
	 T*furq=1	T*furq=2	q*furq4	-Tfurq=8 

10-3 48704546 194818176 779272704 
- 3 . 10-3 5411616 21646465 86585857 

10 487045 1948182 7792727 
3 . 10-2 54116,327 216465 865859 
10--' 4 870,477 568 19482,785 77927,310 
:3 - 10-' 541,311177 2164,696479 8658,605089 

1 48,619667 194,787877 779,313691 
1,5 -	21,6121 86,665398 346,359895 
2 -	12,395148 48,737967 194,848117 
3 5,621855 21,712960 86,610359 
4 3,505664 -21,234737 48,683757 

•	S	 S	 5 2,465001 7,814174 31,167484 
S 2,273172 5,645391 21,650414 

7 5 2,171521 4,167 657 15,897 368 
8 2,116218 3,321722 12,168177 

S	9 2,084084 2,743105 9,657102 
10	. 2,063921 2,224131 7,858741 
15 2,024 521 2,037600 3,661166 

--	/	20 2,013126 2,016224 2,104437 •	30 2,005635 2,006144 - 2,009599 
• 40 

S
2,003132 2,003283 2,004072 

50 2,00199:3 2,002054 •• 29002337 
•	60• 2,001380 2,001409 2,001537 •	-	70 2,001012 2,001028 2,001094 

•	80 2,000774 2,000783 2,000821 
5	

•	 90 2,000611 2,000617 2,000640 
100 2,000495 2,000498 2,000513 
300 2 + 5,485 . 10 2 + 5,489	10 2 ± 5,507 . 10 

S	 10 2 ± 4,9:35 . 10 2 + 4,935 . 10_C 2 -3- 4,937 •10-
:3•10' 2+5,483•10-- 2+5,48310 2±5,483.10-v 

• :-	-S	 10' 2 -F 4,9:35	10T8 2 -- 4,935	10 2 -3- 4,935 - io-
•	3.10 2 + 5,48:3 . 10-' 2 -F 5,483 . 10- a 2 -F 5,483 . tO-'

3117090817

346343425

31170909


364:3434

311709


:34634,329

3117,077568

1385,363436


779,291 336

346,329852

194,817874

124,689220

86,580082-

63,611083

48,707 122

38,518469

31, 195 080

13,858942

7,827 325

:3,689882

2,045 75:3

2,005197

2,00241:3

2,001476

2,001 019

2,000 754

2,000585


2 + 5,580 . 10-5

2 + 4,943 . to-s

2 +5,484 . 10-7

2 + 4,935- 10

2 + 5,483- 10-9 

für versehiedene Werte von y die jeweilige Miüima1eit T* angegehen.I)ie Bedinguiig 
(3.2) 1st- offenhar für diese Anfangsvert.eilung€n crfiillt. 

•

	

	In der ansehliefleiiden graphischen 1)arstellung wird der \Terlauf von (.) liii 
- Falle 

-	
Yo()	sin ax,	y, (x) = 0	(x E [0, 1]) 

S	 •	wiedergegeber (s. Seite 307). 
• For das l3eispicl q = 1, y = 10 sci nun die Lösiing des Monientenprobleins (P 0 ) - 

explizit angegeben. Mit '/	2,063921 gilt: 

	

72/4) sin at + 24,327 154,	t E [0; 0,063 921), 

S U* (t) = (-n2/2) sin.!,	 t( [0,063921; 2), 

S	

(_2/4) sin t - 24,327 154,	1 E [2; 2,06392 1i. 
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v läI3t sich wieder ither (2.4) berechnen und latitet explizit 

sin r1/4 + 12 , 163612 - (7i/4) 1,	 1€ [0; 0,06:3921); 
v*(t) = sin e/2 + 2,5862 . 10- 61 - 0,0504,	 1 E [0,063921; 2), 

sin tt/4 - 12,163612 ± 49,43971 - 50,2755,	1 E [2; 2,063921]. 
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