
Zeit.schrift Mir Analysis 
und lhre Anwendungcn 
Bd. 2 (4) 1083, S. 300 —320 

Bergmansche Integraloperatoren Iür instationäre l'rozesse in der Ebene 

E. LANCKAU 

Prof. Dr. F. A. Willers zu seinem 100. Geburtstag gewidmet) 

Die komplexen integraloperatoren von S. Bergman/ transform ieren holomorphe Funktionen - 
einer komplexen Veritnderlichen in Losungen linearer partieller Differentialgleichungen chip- 
tischen Typs. Sie ermoglichen so, these Losungen explizit zu konstruieren und ihre Eigenschaf- 
ten mit funktionentheoretischen Methoden zu studieren. Es wird elne Vera llgemeinerung der 
Operatormethoden von Bergman vorgeschlagen, mit der hineare Gleichungen für zeitabhuingige 
Prozesse in der Ebene einheithich behandelt verden können. 

HollliIeKc1laie 11lI-rerpaJmllMe onepaopi C. BepnlaHa iipeo6paayior l -o:IoMop()Hue yiil-mIlll 
KoMIIJleHclIoro nepeennoro e peuieniin 3nlHeflFlblx a4epeHuuailblihlx ypaliHeHilfi B 9aCT-
HhIX flOH3B0lllblX aj1jnInTlIlecxoro Tuna. 'I'aFcuM oGpaaoM 1303M0H110 HOHcI-pyupOnaTb 
0TH peweiiiii-i F113110 II n3ylaTb lix cBoftcTua cpexcnau TC0IU1 yHKuHü uoMruiectioro nepe-
MBIIHOFO. Ilpe;1JIaIaeTcfl 0006[ueHHe ollepaToplioro MeToLa BeprMana, C nOMOwLIo Horopolo 
Mo?suio paccMarpem i1IaIIehHbIe ypanhlenun uecTauHol1apIIblxnpoIeccoB B IIJIOCHOCTII 0914IIbIM 
olpa3oM. 

The complex integral operators of S. Bergman transform holomorphic functions of a complex 
variable into solutions of linear partial differential equations of elliptic type. In this way they 
make possible to construct explicitly these solutions and to study their properties by function-
theoretic methods. We offer a generalization of Bergman's operator method by which linear 
equations for time-dependent processes in the plane may be treated uniquely. 

1. Aufgabenstellung 

Lineare partielle J)iffcrentia]glcichungen 2. Ordnung von elliptiseheni Typ sirici viel-
fach und erfoigreich mit Hilfe Berg iltanseher integraloperatoren hehandelt worden. 
:Dazim fiihrt man in tier l)ifferentialgleichitng für die Ftmnktion u = u(x, y) 

Au + a(x, y)	it ± h(x, y)	u + c(x, y) it = 0
Oy aa.

	

hut aiialvtischen Koeffizienten a, b, c (utnd	= e2/a	 cu x2 + 2fq2 ) e neuen korn- 
plexen unahhdngigen \Tariahlen z = x ± 'iy, z + x - iy (i2 = - I) em; mit 
= 4a2/az az* cntsteht dann die Differentlalgleichung 

a2	
z*)	it + B(z, z*) .	u -- C(z, z*) u = 0	 (1) 

az az* + A(z,	
az 

mit Koeffizienten A, B, C, die aus a, h, c hervorgehen. (Für u als Funktion von z, z 
verwenden wir wieder die gleiche Bezeiehnumrig.) Ein Bergnianscher Entegraloperator 
ist nun ein komplexes Kurvenintegral, das holonuorphe Funktionen / = /(z) der 
komplexen \Teränderlichen z in (kottuplexe) Losungen it = u(z, z*) der Differential-
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•	gleichung (1) transforniiert 

u(z, z*) = f E(z, z, 1) /(z( I - t2  

•	- i)abei ist E = E(z, z', 1) eine ,,Erzeugerfunktion", die von den Koeffizienten A, /3, C 
der Differentialgleichung (1) abhangt. 

1)iese Methode ist stark ausgebaut vorden und hat zahlreiche Anwendungen, ins-
- besondere bei der IJntersuchung der funktionentheoretischen Eigenschaften der 

•	Losungen linearer elliptischer Differentialgleiehungen und zur Konstruktion von 
Folgen partikularer Losungen - et.wa zur Behandlung von Rand wertprobleuien - 

S	
gefiinden. Ausgehend von den Arbeiteri von S. BERGMAN (siehe z..13. [1]) sihd auch 
Verailgeineinerungen auf dreidimensionale Probleme hetrachtet worden, siehe z. B. 
COLTON [3, 4] und GILBERT [6, 71. 

J)ie Bergmansche Operatorenmethode läIlt sich veiter ausbauen. Em folgexiden 
betrachten wir einen Ansatz, der besonders ziir Behandlung linearer Gleichungen für 
zeitahhängige Prozesse in der Ehene, also etsva für hyperholisehe, paraholische iiiid 
pseudoharabolisehe Gleichungen, geeignet erseheint. Wir heschränken uns auf einen 
sehr einfachen Fall, an deni aher hereits die Leistungsfahigkeit tinseres Ansatzes zii 
erkennen sein wird. Es sci noch erwähnt, daB die Losung (2) aitch in der Form 

u(z, z*) = f E(z, z'1', sin 92) /(z eos2 p)'d(p 
S	

-/2 

-	gëschriehen werden kann.	 •	 - 

2. Konstruktion des erzeugenden Operators 

Es sollen IDifferentialgleichungen der Gestalt 

• a2
U + Su = 0 az az' 

für Funktionen u = u(z, z', r) der unabhangigen Veränderlichen z, z'1', r hetrachtet 
werden. S ist ein linearer Operator, der nur von r ahhangt; d. h. für Funktionen 
h = h(t), die nur von r ahhangen, han(rt audi Sh nur von t ab. Weiter sei stets z E G, 
wo G ein Sterngehiet hezuglich z = 0 sei, z E G' = {x - ly I x + iy E G}, t E 'I'. 
werden wir sowohi als reelle als auch als komplexe Veränderliche hetrachten; eñt-
sprechend wird T ein Tntervall oder ein Gehiet scm. 

Es sei noeh betnerkt, daB die nachfolgenden Betrachtungen auch für vesentlich 
S	 aligcnieinere i)ifferent.ialgleichungen als (3) durchgefuhrt werden können (dann jedoch 

nieht vie hier zu expliziten Ausdrücken fuhren). 
Zunachst clefinieren wir: 

Definition 1: FJrzeugender Operator zur Differentialgleichung (3) sei der Operator 
E: / - E/ mit 

E[/(z, r)] (z, z'1', T, .p)	-(2n)! (-4 . zz'' sin2 97)fl S"[/(z, r)],

(3)
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abkurzend also mit zz = k12 

tfl = cos (2 1 I sin	i') [/(z, r)i. 
Weiter definieren wir eine vom Operator S abhängige Fiinktionenmenge , kunftig 

auch Grund.rnenqe genannt. 
Definition 2: /(., •) E	, falls 

1. /(., r) holotnorph in 0 nnd stetig in 0 ist,  
2. Konstanten A' > 0, C> 0 existieren mit 

S [f( z , x )1i < A C' (2n)! für n	0	 -	(4)


inGXTo,: wo T0 c 'I'. 
Eine Funktion/	heiF3e auch Grund/unkticin zur Gleichung (3). 

Bezüglieh der .Existenz des Operators E gilt der folgende Satz. 

Satz 1: Sel / E a eine Grundfunktion zu (3). Dunn existiert L'[/(z, r)i in elmer U??).- 
gebung von z	0, z = 0 sowie für r C '/,0 (mmd für alle pmit _/2 

l)er Beweis ist eleinentar, derm aus der angegebenen Bedingung folgt sofort 
00411	 co A 

IE[/(z, 011L' -j 1z1 211 Sn [f(z, r)]l	A . L' (4C z12)11 =
	c 2 =o (2n)!	 ,,0	 -	izi 

Nunmehr verwenden wir den erzeugenden Operator zur Konstruktion von Lösun-
gender Gleichiing . (3). Es gilt die folgende Aussage. 

Satz 2: Für alle Funklionen /(z, r) C 18t 

42 

u(z, z', r) = f E[/(z cos2 q, r)] (z cos2 q, z, T, 97) dp -	 (5) 
-n/2 

für t C T0, z, z	elmer Urn qebung von z = 0, Z = 0, eine 1ösung der Gleichung (3). 

l)er Beweis erfolgt diirch Einsetzen des Ausdrucks (5) in die Gleichung (3). Durch 
gliedweise Differentiation, die wegen der absoltiten tind gleich ma i3igen Konvergenz 
der Rejhe für El z. B. in T0 und für IzI < iiif, Iz*l < 1/j/_2C erlauht ist, folgt 
(stets sei w	2_4 sin 2 97 . z z*) 

+'I2	 42 
a2	 712 

U 
=	 ( 2n)! w

hlSlh [/(z c0s2 q, r)1 d99+ - f	WS 

/(z cos2 ç, )] d97.	 (6
x laz- 
 

Flier vurcle hentit.zt, dal3 S nur auf r wirkt, also 


S[/(z, r)] = S11	/(z, 
az 

ist. (Es Nvercle erwähnt, daB der obige Ausdrtiek für z	0, z* - 0 ehenfalls existiert.) 

Mit,

a. cot 92a 
cos2 ,', t) = ------- /(z COS' 	r)
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folgt für den zwciten Suminanden auf der rechten Seite von (6) durch partielle In-
tegration

42	 r/2 
w"	f(z'cos2 , T)] d = -	f cot .	.	/(z cos2 , f  —42 

-	 42 
= -- [cot q,•	S"/(z cos2 , r)]JJ.0 ± - j Z
	 - (cot ' w) 2

-	-.	—42

X St1/(z cos2 q, r)] d97. 

Für a	I versdhwindet der intcgralfreie Bestandtcil an den Grenzen = ±	(und 
existiert, ebcnso wie der zweite Summand, auch für z —* 0, z - 0 und für allé in [—n/2, ±I2J, also inbesondere auch für = 0). Mit 

•	
(cot . w) = W?Z (2n cot2 - 

(für a	I ebenfalls für 99 = 0 existierend!) erhält man 

,92	f VOO ?b	= ) W (	n• cot2 91
	
S[/] d97.. 

iIit 16 + a cot2 —	=	 11 i rd 2sin2 p	2sin-97 

82	
42 

8z 8z* u
=	

(2n --2)1 w'8[/(z 6os2 99, r)] (197  

i)as war zu zeigen I	 - 

Wir konstruicren einen Operator, der eine partikuläre Losung der inhoniogenen 
Gleichung

82_* 
u ± Su =	F(z, z, r)	 (3')€8z8z 

liefert. (Ohne Beschrankwig der Allgemeinheit konnte hier die rechtc Seite als Ab-
leitung nach z angenoniinen verdcn.) l)azu definicren wir eine einfache \Terallgemei-
nerung des obigen erzctigenden Operators; es sei für / E	- 

E( t )[/(z , t)] (z, z* , 1* , i, 97) = cos (2 sin p J/z(z* --t*) 5) [/(z, i)]; 
Dabei ist t ein heliebiger (koniplexer oder reeller) Parameter. Offenbar existiert E(t*) 
für alle Funktionen/ der (rirndiiienge a, wenn -r E T0 ist und z in ciner limgehung 
von z = 0 und z in einer Unìgebung von z = 1* liegen. 

Weiter sei stets die Bezeichnung 

1(z, t) = f /( cos2 q', r) d97	 (7)
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henut,z. Wir merken hierzu an, daB bei gegebener ,,Bildfunktion" /(z, ) die Grund-
funktion /(z, r) als Losung einer Abelschen Integraigleichung aus (7) in der Form 

/(z r)	 Vzd r 1(u,x) du tdzj liz—u -

gewonnen werden kann. 
Dann zeigt man wie ohen (svir verzichten auf den nochnialigen, aimlogen Beweis) die 
folgende Aussage. 

Satz 2': Für alle Funktionen / ( 3 und für alle Parameter t 1st 

u(z, z', r) = 'l'0 [/(z, r)] (z, z'', t, t") = f E")[/(z cos2 (p, r)] (zcos2 q, z'	t', T, q) dip

-f2 

/ür r E '1', z, z' in einer Umgebung von z = 0, z = t elne Losung der Gleichung (3). 
Nun zeigen wir nochf 

Satz 3: 1st 11 = i1(z, z, r) Ea (für alle z E G*) , so 1st 

u 1 (z, z, r) =J'o[I1(z,- t, r)] dt* 

für r E 'J' , z, z'' in eluer Umgebunq von a = 0, z = 0 C G elne Losung der Glelchu?uj 
(3'), wenm man II so wdhlt, dap H(z, z, r) = F(z, z, r) wird. 

Der Beweis folgt wieder durch Einsetzen. Es ist nänilich, wenn wan 

E(t')[H(t, t', a)] (z, zC, z'', a, q) = JJ(z, z, r) 
beachtet:

,f2 

= f	4'o[J1(t 1*, )] c1t ±fH(z cos2 97, z, a) (/9).	 S 

Also 1st
ZO 

u1 + Su =	 '0[H(z, 1*, a) ± S']'o[H(z, , i)]) di 

	

+	f H(z cos2 , z, a) d9)) 

mnithin nach Satz 2' und der Festlegung (7) 
a2	 a 

azcz* 
u1 + Su1 = - fl(z, z, a). 

Das war zu zeigen I 

Es sci noch angenierkt, clat3 nach der Beziehung (7) und.ilirer Uwkehrung mit / 
auch i zur Orundmenge rmach der Definition I gehort und uingekchrt.



314	E. LANCKAU 

Haufig 1st Cs zweckiuäl3ig, Partikularlosungen zu hcsitzen. Wir geben für -all-
genicine Operatoren S in der Oleichung (3) eine ein,fach zu konstruierende Schar sol-

• eher Losungen fiir die Gleichung (3) an. I)azu seien die Grundfunktionen 

	

55	 fk(, t) = zkg(r)	(k > —1/2) 

gewählt, / E bedeutet hier g E . Man erhält die Losungen 

00 1	 r 
-	Uk(Z, z r) =	- (_4zz*)n zk j sIn22 q2 cos2Ic q dq'-- .S'2[q(-r)].	-	- - 

	

•	 (Zn).	 / 

• -	•Das hier auftretende Tntegral'ist durch die Betafunktion darst.ellbar. Mit Hilfe der 

	

•	\Terdoppliirlgsfortiiel der Gam,uafunktion erhält man 

•	Uk(Z, z, r) = zkI'(k -, 1/2) Ir	 .	 S'[q(t)1, 
fl,. (n __ 

oder in symholischer Schreihweise (mit der I3esselftinktion Jk) 

Uk (Z,Z*,T)	zkl'(k + 1I2)	(Jk2) ) [q(r)1. 

i)ieser (integralfreie) Ausdruck ist für zahireiche Fiin.ktionen y gesehiossen atis-
werthar.	 S 

3. Darstelhing des erzeugeiden Operators 

Die Leistungsfähigkeit der vorgeschlagenen Methode hangt natürlich stark davon ab, 
'oh der erzeugende Operator in einfacher Weise dargesteilt werden kanm Hierfiir geben 
wir einige Beispiele. Auf die hier zugelassenen Grundinengen von Funktionen / 
gehen wir ani Ende dieses Ahschnitts em. 

Beispiel 1: Sci z,inächst5 tilit Konstanten a, b 

S	--(a + b 

l)ie 'I)ifferentialgleichnng (3) lautet bier 

•	 a2	 e,2	 a 
u = b2 - it + 2ab - it + 07t,	 (8) 

azaz*	t9T 2	at 

sie 1st also hyperbolisch fur reelle b -+ 0 (und elliptisch mit reellen Koeffizienten Mr 
rein itnaginäre a, b 0). Nehen deni erzeiigenden Operator bi existiert in der gleichen 
Grnndmcnge auch der Operator 

•	

=
(2n -f- 1)! 

(_4zz* 51fl2 )n+1/2 5n+112 

= L' —j (_4zz* sin2 p)fl12 S"12, 
n=O	 S
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oder in synibolischer Schreibweise 

E=exp(2ilzl sin q . }Is),	 - 

den  nut Hilfe der Cauchysehen Tntegraldarstellung der Ableitungen von /(z, t) nach r 
(oder durch Taylorreihenentwickliing beziiglich t) erhält man fur den hier hetrach-
teten Operator S hekanntlich aits 

E= exp(-2 zI a sin (p)exP(_2 Jzj b sin ç	-	
S aT 

die explizite i)arstellung	 S 

B[/(z, t)] (z, z, T.	= exp (-2 j z1a sin q,) /(z, r - 2 j zj b sin 97). 

Es gilt aher 
42	 42 

f E[/(z cos2 T, t) dp = f E[/(z cos2 92, t)1 d97,	
I -42	 -42 

da die in q urigeraden Stimnianden in E/ keinen Beitrag zum Integral liefern. Also hat 
die Gleichung (8) die Losung	 -	 S 

•	u(z, z, r) = f e_ 2 I z I 0s1 /(z cos2 , r - 2 J zj b sin ) d97.	 S	 S 

-42 

Es verde noch angenierkt, daB der Kern 0-21s (für teelle a) reeliwertig ist. Daher 
- wird die reelle Losung Re u der Gleichung (8) atis dem Realteil Re / der Grund-

funktion / erzeugt.	 S 

•	1st speziell b = 0, a2 = —k2, so is (8) eine zweidimensionale elliptischeGleichung	S 

U -i-- k2u = 0. 
az a 

.Dann  hedeutet. der Operator E die Nultiplikation mit der (Bergmanschen) erzeugcn-
den Funktion E0: 

E[/(z, r)] (z, z", r, 92) = "-'0 (z, z C , q) . /(z, r), 
tind hier ist 

B0(z, z, t) = cos (2/cIzI sin tp).	 S 

Das ist die von S. Bergman angegehene Methode (mi einfaehsten Fall). 

Beispiel 2: Mit	 S 

8=—a_-b—, at 

es., b wieder Konstantcn, erhalten wir die parabolische Oleichung 

S	 abaU+ au.	 (9) azaz	at 

Aüs der i)arstelltuig des iterierten Operators 

(") a--k b k ^T	
S
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erhält man (ñach Vertaiischen der Sunimationsreihenfolge) 
00	

(n+ (291 + 2k)!	k	
(10) a?ibk(4zz* Sifl2 )fl+k 

n=O k=O  

Stelit man wieder die Grundfunktion /(z, T) durch ein Cauchy-Integral dar, so erhält 
man auch den erzeugendeim Operator als Cauchy-Tntegral: 

E[/(z, r)i (z, Z, T, (77)

	

	 ) E 	-f-- ] c14: 2,Ti f 
oder

E[/(z, r)] (z, z*, t, ) =	
y /(

z, ) H, (z, 2*, r, , )
2r?  
K 

Dabei ist K ein Kreis in TO mit deni Mittelpmrnkt = r mind der Kern 1st 

11 1 (2, z, T, , ) = ( - i) E
	 (ii) 

Man erhält hier aus (10) (wieder unter Benutzung der \Terdopplungsformnel der Gam-
mafunktion) für den Kern H1 die überall konvergente Reihenentwicklung einer hyper-
geonietrisehen Fuñktion zweier Veränderlicher (vgl. [5: 5. 7.1(22)]) 

00	 ['(1/2)	1	hs \ 
i1(z, 2*, r, ' 

	j(n + k ± 1/2)	
(as)" (. - 4 

==
 

03(I, 1/2; bs/( —r), as), 

wobei s = zz sin2 ist. Damit hahen wir für die Lösiing der Gleichitng (9) die 1)ar-
stelliiiig

u(z, z* , T	 L	z*, t, $,,p ) /(z cos2 , ) d	 (12) 
K_  

erhalten. 
Losungsdarstellungen von dieser unci ähniieher Gestalt gahen für den elliptisehen 

und den paraholischen Fall hereits S. l3ERaiuAic [1], 1). L. COLTON [3, 4] und R. P. 
GILBERT [6, 7] an. 

Für b = 0 wird 1l uriahhingig von , und es ensteht nit a = — k2 wieder der 
ohen angegehene Ausdruck von S. Bergimmn; für a = 0 erhält man flit Il eine ver-
ailgemeinerte hypergeonietrisehe Funktion einer 'Veranderliehen (siehe [5: 4.1(1)]), 
iianmlieh H 1 = 1 1' 1 (1, 1/2; hs/( - r)). 

Beispiel 3: Es sei S = t . 2/b 2 gewählt, wir hetrachten also die I)i'ffereritial-
gleichung gemischt.en Typs 

32	 a2 

az ez* + r	0. u =  

Steilt man wie im vorigen Bdispiel die Grundfunktion / durch einCauehyintegral 
dar, so erhält man wiedér die Darstellung (12) für die Losung mit dem Kern (11). 
Ohne Beweis führen vir an, daB man hier (wieder aus einer expliziten .Darstellung
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des iterierten Operators Sn) das elliptische Integral 

	

H 1 =	T	 f h ( s	- x2))dxl 
0 

mit h(x2) 
=	2 1/(1 - x2 ) 2 --	x2 erhilt. 

Beispiel 4: Abschlieuiend bet,rachten wir die pseudoparabolisehe Differential-
gleichung 3. Ordnung 

	

a3	 a 

	

u — a —u — bu=O.	 (13) azaz*ar 

Dazu setzen wir S = —a - b  da. 

(Se jetzt OE 'J'.) Für die Iterierten dieses .[ntegraloperators hat man 

	

=	
k0 ()- k bk	f(r	a)".da. 

i)amit ergiht sich für den erzeugenden Operator (wieder nach Timkehr der Sumnia-
tionsreihcnfolge und mit Hilfe der Verdopplungsformel der Gammafunktion) 

B[/(z, T

	

 o	o J'(n ± k ± i /2 ) (k!)2 , 
( as)"

f 
(bs(r - a))k/(z, a) . da. 

Also kann man den erzeugcnden Operator als :Duhamelprodukt sehreiben: 

-	E[f(z,)]=fH_i./(za)da,	 - 

wobei der Kern clurch 

E[1} = 1L 1 (z, z, - a, ') 
= £ k 1 7(n —+k +1/2) (k!) 2

 n! (as)" (bs(r -

(14) 
gegeben 1st. (Die hier angegebene Reihe konvergiert ehenfalls für alle Werte ihrer 
Arguiuente, vie man durch Vergicich mit der mi 2. Beispiel benutzten uherall kon-
vergenten Reihe H1 sofort sieht.) Die Losung der Gleichung (13) erhalten wir also 
in der Gestalt

42 T 

u(z, z, t) =	
[ f H_

1 (z, z, r - a, ). /(z cos' , ) du d. ar 
-420 

Far a = 0 wird der .Kern dieser Jntegraltransfortnation zu einer verailgemeinerten 
hypergeometrischen Funktion 

co	I 
k0 k!(2k)! 

(4bs(r - a)) = 0F2(l, 1/2; bs(r - a)).
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1st, b = 0, so wird der Kern von or tinabhangig, und es entsteht wieder der bekannte 
Ausdruek von S. Bergman. 

Bezüglich der Orundinenge a von Funktionen /, die die Bedingung€n (4) erfüllen, 
henierken wir abschliel3end: 

In den Beispieleni, 2, 3 gehort / zu , falls / bezüglieh r holomorpli in T0 =	I

> 5 > 0, f E aTJ 1st. liii Beispiel 4 gehort / zu a, fallsf hezuglich i - integrier-

bar 1st. in T0 = T. 
Die Beweise sind mit Hilfe der expliziten Darstellungen der iterierten Operatoren S 

leicht zu fuhren vgl [8] Wir konnten hier auf die Becise verztchten da, wir Oberall. 
explizite Darstellunge'n des erzeugenden OperatorsE erhielten. 

4. ltandwcrtprohlemc für pseudoparabolisehe Gleichungen 

Me Integraloperatoren erlatiben es, Randwertprobleine fur die Losungen der be- 
t,raehteten (,,dreidimensionalen") Differentialgleichungen auf Rand wertproblenie 
fur die holomorphen Grundfunktionen zuriickzufiihrn. Ms einfaehes I3eispiel hier-
zu hetrachten wir die pseudoparaholisehe I)iffcrentialgleichLing 

a3	a	 a2 
Yu = u - a—u - bu =	F(z, z, r).	 (13') 

azaz*ar	ar .	ezat 

Die Losung u = u(z, z, r) erftille die Anfangshedingung 
a2	 a 

u - au = -- &(z, z*) fur t = 0.	 (15) 
azz*	 az 

Ohne Beschrankung der Aligemeinheit kann man 

.F(z, z, 0) = h(z, z*) 

wählen (andrenfa)1s ersetze nian auf der rechten Seite (Icr i)ifferentialgleichung (13') 
F(z, z, r) -durch F(z, z, r) - F(z, z, 0) + h(z, z*), dadurch ändert sieh die rechte 
Seite nicht!). 

Wir betraehten die mi 3. Ahschnitt konstruiertn Integraloperatoren. i)aheiseien 
mi folgendcn h(z, z und P(z, z, t) die durch die Beziehung (7) mit h iind F ver-
biindenen Fiinktionen, sic lassen sieh also durch die Umkehrung dieser Beziehun 
diireh ii tind F ausdriicken. Sei ZurLäChSt 

u0 (z, Z 	= 1'oIt( z , r)] (z, z", r; 1*) 

=	r if_ 1 (z , z* - t, r	a, 
ar f )/(zeos 2 ,, a) (/9)da. 
atj 

0 -/2 

Dahei wurde die Fiinktion !I_ durch (14) angegehen, t si ein heliehiger Parameter. 
Nach Satz 2' lost dieserAusdruck die lioniogene Differentialgleichung (13). Weiter sei 

u1 (z,z*, r) = 1', [F(z, z, x)] = f 'o[F(z, t*, r)] (11* - 

Nach Satz :3 lOst dieser Ausdruek die gegehene inhoiiiogene Gleichung (13'). Kine 
Losung der inhoniogenen Gleiehung ist alsp auch 

u(z, z, r) = 1'0[1(z, r)] + 1' 1 [F(z, z, t)J.
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Wir berechnen den Anfangsvert (t = 0) des Ausdrucks	* u - au. Führt man 
die Differentiation nach t aus, so erhält man	 2 

21 0 (Z ' z, r) =

	

/(z cos2 , a) d (Ia 
f12

H-, (z, zf f	 - (*, , 
X /(z cos2 , a) da d9). 

Well H- , (z, z* , - t, 0, ) = cos 2 (2 J/_az(z* - t*) sin ) die Erzeugerfunkt ion 
des ztigehorigen Berguianschen lntegraloperators ist,'löst n 0 (z, z, 0) die Gleichung 

71 0(z. z , 0) - au0(z, Z, 0)	0. 

Atif dciii gleichen Weg erhUt man zimnächst 

u, (Z ' z* ,	 H-, (z, z - g*, - a, ) F(z cos2 , t, a) dqq da (It* ar 

-4- f f iL(z, z'' - 1*, O,q) F(z cos 2 q, t', r) dp dt*. 
0 -/2 

Fur den Aiifangswcrt r = 0 1st also	 . 

U, (Z' z, 0) = f f cos 2 (I/_az(z* - t*). sin (p) F(z c082 9), t, 0) (192 dt*. 
0 -'/2 

Mithmn gilt, dafl u 1 (z, z* , 0) die Anfangshedingung 

a2
0 

az az* u 1 (z, z*, 0) - au 1 (z, z', 0) = - F(z, z. 0) =	h(z, z*) 

erfillIt. 
Insgesammit haijen wir: 

Satz 4: Für jede arund/unklimi /(z, r) E 3 lost 

u(z, z* , r) -. Po(/(z, r)i + ',F(z, z, r)1 

(lie .Di//erenlialqleichunq (13') mit der An/anjsbedingunq (15). Dabei 1st F(z, z, r) 
durch die Umkehrunq der Transformation (7) ens F(z, z* , r) zu qewinnen.	 - 

Dam it ist ciii Anfangswcrt- Randwcrtprohlemmi für die (dreidiniensiona Ic) pseudo-
parabolische I)iffercntialglcichung (13') aimf cm Randwertproblem für die vomn Para-
meter r abhangige holoniorphe Funktion /(z, r) zuriickgefuihrt worden. J)iescs Rand-
wertprobleni kann nunicrish durch Superposition geeigneter Partikularlosungen he-
handelt wercien' (vgl. [2]) oder auf eine Jntegralgleichung nut schwach singuläreiii 
Kern I'iir die Randwerte der Fimnktior /(z,r) ztmrekgefiihrt verden (vgl. 191).
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