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Dic komplexen Integraloperatoren von S. Bergman<transformieren holomorphe Funktionen
einer komplexen Verinderlichen in Lésungen linearer partieller Differentialgleichungen ellip-
tischen Typs. Sie erméglichen so, diese Lésungen explizit zu konstruieren und ihre Eigenschaf-
ten mit funktionentheoretischen Methoden zu studieren. Es wird eine Verallgemeinerung der
Opcmtormebhoden von Bergman vorgeschlagen, mit der lineare Gleichungen fiir zcnt,a.bha,ngmc
Prozesse in der Ebene einheitlich behandelt werden konnen.

Kowmnaexcnne unterpanbine oneparopsl C. Bepraana npeoGpasyioT rosiomopdreie Pynsitii
KOMILICKCHOTO MEpEMEHHOro B pelliennsa JuHeiiHux AuddepeHunaIbHhX ypaBHeHuli B 4acr-
HEIX POM3BOUHHX ajmnrinyeckoro Tuna. Takum o0pasom BO3IMOMCHO KOHCTPYHPOBATH
OTU pelleHis ABHO U H3Yy4YaTh UX CBOIICTBA CPENCTBAMU TeOPHM QYHKIHIT KOMIJICKCHOrO nepe-
ménHoro. Ilpennaraerca oGodwenne oneparopyoro merona beprmana, ¢ mOMOU(LI0 KOTOPOLO
MOMHO PACCMATPETb JHMHEHHBIE yPaBHEHUA HECTALIMOHAPHBIX POIECCOB B IINIOCKOCTH CXMHBIM
oGpason.

The complex integral operators of S. Bergman transform holomorphic functions of a complex
variable into solutions of linear partial differential equations of elliptic type. In this way they
make possible to construct explicitly these solutions and to study their properties by function-
theoretic methods. We offer a generalization of Bergman’s operator method by which linear
equations for time-dependent processes in the plane may be treated uniguely.

1. Aufgabenstellung

Lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung von elliptischem Typ sind viel-
fach und erfolgreich mit Hilfe Bergmanscher Integraloperatoren hehandelt worden.
Dazu fithrt man in der Differentialgleichung fiir die Funktion « = w(x, y)

7 7
Au + a{x, y) Pl + bz, ¥) @ w4 clx,y)u=0
mit analytischen Koeffizienten «, b, ¢ (und A = 6‘-’/8252 + 9%/0y?) dic ncuen kom-
plexen unabhiingigen Variablen z =z 4 ¢y, 2* + x — 7y (:* = —1) ein; mit A
= 49?/9z 3z* entsteht dann die Differentialgleichung

ot 7 0
i + Az, 2*) —a;'u,—{-l?(z,z*) P

+ Cz,z%Yu =10 - (1

mit Koeffizienten A4, B3, C, dic aus «, b, ¢ hervorgehen. (Fiir » als Funktion von z, 2*
verwenden wir wieder die gleiche Bezeichnung.) Ein Bergmanscher Intcgraloperator
ist nun ein komplexes Kurvenintegral, das holomorphe Funktionen f = f(z) der
komplexen Verdnderlichen z in (komplexc) Losungen w = u(z, z*) der Differential-

’
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gleichung (1) transformiert

1

u(z, 2¥) = f E(z, 2%, 1) /(z(l — tz))

-1

ot

yi—¢

Dabei ist £ = E(z, 2*, t) einc ,,Erzeugerfunktion®, die von den Koeffizienten A, B C
der Differentialgleichung (1) abhingt.

2)

Diese Methode ist stark ausgebaut worden und hat zahlreiche Anwendungen, ins-

besondere bei der’ Untersuchung der funktionentheoretischen Eigenschaften der
Lésungen lincarer elliptischer Differentialgleichungen und zur Konstruktion von
Folgen partikulirer L.osungen — etwa zur Behandlung von Randwertproblemen —
gefunden. Ausgehend von den Arbeiten von S. BERGMAN (siehe z. B. [1]) sind auch
Verallgemeinerungen auf dreidimensionale Probleme betrachtet worden, siehe z. B.
Cortox [3, 4] und GiLBERT [6, 7).

Die Bergmansche Operatorenmethode 1ifit sich weiter ausbauen. Tm folgenden
betrachten wir einen Ansatz, der besonders zur Behandlung linearcr Gleichungen fiir
zeitabhingige Prozesse in der Ebene, also etwa fiir hyperbolische, parabolische und
pseudobarabolische Gleichungen, gecignet erscheint. Wir beschrianken uns auf einen
sehr einfachen Fall, an dem aber bereits dic Leistungsfihigkeit unseres Ansatzes zu
erkennen sein wird. Es sei noch erwihnt, daB die Lésung (2) auch in der Form

nf2

u(z, 2*) = f E(z, z*, sin @) - f(z cos? @) dg
—aj2 R

geschrieben werden kann.

2. Konstruktion des erzeugenden Operators

Es sollen Differentialgleichungen der Gestalt
.02

Pt + Su = 0 : . , (3)
fiir Funktionen » = u(z, z*, 7) der unabhéingigen Verianderlichen z, z*, T betrachtet
werden. S ist .cin linearer Operator, der nur von z abhingt; d. h. fiir Funktionen
h = k(z), die nur von v abhingen, hingt auch Sk nur von t ab. Weiter sei stets z € G,
wo G ein Sterngcebiet beziiglich z =0 sei, 2* € G* = {z — iy |z +yc G}, 1€ 1. ¢
werden wir sowohl als reelle als anch als komplexe Verinderliche betrachten; ent-
sprechend wird 7" ein Intervall oder ein Gebiet sein.

Es sei noch bemerkt, daB die nachfolgenden Betrachtungen auch fiir \VLStnblICh .
allgunelm,r(, Differentialgleichungen als (3) durchgefithrt werden kénnen (dann jedoch
nicht wie hier.zu expliziten Ausdriicken fiihren).

Zunichst definieren wir:

Definition 1: Erzeugender Operator zur Differentialgleichung (3) sei der Operator
. B f — Ef mit

E[/(Z: I)] (2, 2*: T, ‘P) = E‘ TOot (_4 - z2% . Sil.l2 (p)"vsn[/(zy T)],
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_abkiirzend also mit zz* = {z|?

E[f(z, )] = cos (2 2] sin ¢ - V) [f(z, D).

Weiter definieren wir eine vom Operator S abhangige Funktionenmenge §, kiinftig
auch Grundmenge genannt.

Definition 2: f(-, ) € §, falls

1. f(-, 7) holomorph in G und stetig in @ ist,
2. Konstanten 4 > 0, C > 0 existieren mit

1S°[f(z, ))i < A - C™-(20)! fiir m 20 o @)

in X Ty, wo Ty T.

" Eine Funktion f € § heiBle auch Grundfunktion zur Gleichung (3).

Beziiglich der Existenz des Operators E gilt der folgende Satz.

Satz L: Set f € § eine Grundfunktion zu (3). Dann existiert E(f(z, ©)] tn erner Um-
gebung von z = 0, z* = 0 sowie fiir v € Ty (und fiir alle pmit —n/2 < ¢ = 7[2).

Der Beweis ist elementar, denn aus der angegebenen Bedingung folgt sofort

CE o 4 n | Qn ' o n_-__A_—_,
B1fe o) = 2 i 1157 e ) S 4 240 RPY = T

Nunmehr verwenden wir den erzeugenden Operator zur Konstruktion von Losun-
gen der Gleichung-(3). Es gilt die folgende Aussage.
 Satz 2: Fir alle Funkiionen fz, 1) € & st
n]2
u(z, 2%, 1) = [ Blf(z cos® g, 7)] (z cos? @, 2%, 7, p) dg . v (5)

—nf2

fiir T € Ty, 2, 2* in einer Umgebung von z = 0, 2* = 0, eine Lésung der Gieichung (3).
Der Beweis erfolgt durch Einsetzen des Ausdrucks (5) in die Gleichung (3). Durch

gliedweise Differcntiation, die wegen der absoluten und gleichméfigen Konvergenz
der Reihe fiir £f z. B. in T und fiir [z] < 1/J2C, |2*| < 1/J2C erlaubt ist, folgt

(stets sei w =. ~4 sin2 p - z - 2*) .

+n[2 . a2’
° 1 ® n? - -1 ® %
—_— Y = — y nQn .as2 _ {7 % Qn
oz 0% z2* ,;Z:‘l (2n)! wS*flz cos” e, Dlde + z* f ,;él (27L)!w s
—nf2 . —=i2 . .
7 . o .
X % fz cos? o, T)| dop. . - ‘ (6)

s

Hier wurde benutzt, dall S nur auf v wirkt, also

2 sjie ) = [ 2 7]

ist. (s werde erwiithnt, daB der obige Ausdruck fiir z — 0, z* — 0 ebenfalls existiert.)
Mit, .
cot @ O

5 5; f(z cos® @, 1)

0.
%= f(z cos® @, ) = —
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folgt fiir den zweiten Summanden auf der rechten Seite von (6) durch particlle Tn-
tegration ) .

n/2 nf2
: 0 - 1 0
fw"S" [6_2 /(z'cos? @, z)J dp = _fz.f cot @ . 2" - S" [3— f(z cos? ¢, r)] dp
—nf2 . —-af2 _¢
. . . =/2
-1 [cot @ - w" - S"[f(z cos? @ r)]]';""o L (2 (cot @ - w")
. % Lot ' B B ) op 7

X 8%f(z cos? g, )] do. N

Fiirn = 1 verschwindet der integralfreie Bestandteil an den Grenzen =4 z (und~5

existiert, ebenso wic der zweite Summand, auch fiir z — 0, z* — 0 und fiir

allé @ in
[—=/2, +=/2], also inbesondere auch fiir ¢ = 0). Mit :
_8_ (cot @ - w") = w" [2n cot? p — I |
2 ) sin? @ N
(fir » = 1 ebenfalls fiir ¢ = 0 existicrend!) erhilt man
i 1 '
X on 1
—_— = — v n . 2p ———— ) Sn
Py f PN w (n -n - cot? @ o (p) So[/] dep..
. —a/f2 -
1 2n —1 -
Mit » + n . cot? p — — = n. —  wird
. 2sin? ¢ 2sin?¢p
af2 ) .
0* o L n—1Qn 052
W U = — . m w S [/(z Cos* @, T)] dlp = —Su.
& n= - . .
—af2

Das war zu zeigen B

Wir konstruicren einen Operator, der cine partikulire Lésung der inhomogenen

Gleichung .
g2 ) * : '

—5 % + Su = — F(z, z*, 3
oz 9%~ oz ( 2 . 39
liefert. (Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnte hier die rechte Seite als Ab- -
leitung nach z angenommen werden.) Dazu definicren wir eine einfache Verallgemei-
nerung des obigen crzeugenden Operators ; es sei fiir f € § -

Kz, 0] (2, 2%, 1%, 7, ¢) = cos (2sin @ - Yal* — %) 8) [/(z, ).

Dabei ist ¢* ein beliebiger (komplexer oder recller) Parameter. Offenbar existiert E¢*
fir alle Funktionen f der Grundmenge $, wenn 7 € 7% ist und z in einer Umgebhung
von z = 0 und z* in einer Umgebung von z* = ¢* licgen.

Weiter sei stets die Bezcichnung

2

fz, 1) = f/(z. cos? P, ) do (7.

—ale
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benutzt. Wir merken hierzu an, daB bei gegebener ,»Bildfunktion* f(z, ) die Grund-
funktion f(z, r) als Lésung einer Abelschen Integralgleichung aus (7) in der Form

]/; d f f(u, 7)
> = e— d
/(z T). T dZO I/z — - v

gewonnen werden kann.

Dann zeigt man wie oben (wir verzichten auf den nochmaligen, analogen Beweis) die
‘folgende Aussage, :

Satz 2': Fiir alle Funktionen f € § und fiir alle Parameter t* ist
0 .

=/2

ulz, 2*, 7) = To[f(z, )] (2, 2%, 7, t*) = f E‘“"t/(z cos? g, 7)] (z-cos? @, 2* — (¥, 7, ¢) dp

—=xf2
fiir v € Ty, 2, 2* in einer Umgebung von z = 0, z* = t* eine Lésung der Gleichung (3).
Nun zeigen wir noch:
Satz 3: Ist [T = H(z, z*, ) € § (fiir alle z* € G*), s0 ist

2°

Sz, ¥, 1) = fj'0[11(2,~ t*, 7)] dt*
0
fiir T € Ty, z, 2* in einer Umgebuzzg von z =0, 2* = 0 € G eine Losung der Gleichung
(3"), wenn man H so wihit, daf H(z, z*, 7) = F(z, 2*, 1) wird.
Der Beweis folgt wieder durch Einsetzen. Es ist ndamlich, wenn man

ECH(E, %, 7)] (2, 2%, 2%, 7, @) = H(z, 2%, 7)

beachtet :
. Fid 5 nf2 )
%?;: = f P TO[I:I(/, t*, 1)] d;* -+ f H(z cos® g, z*, ?) de.
0 ) ’ —x/2
Also ist

o2 N ‘92 ’ . :
& uy, + Su, = _Z_ fi’o[lrl(z, *, )] + STO[H(z, t*, )]} dt
0z 0z*  \Oz 0z* )

_ 0

2
9 . ‘
- % f]:l(z cos? P, 2*, 1) dyp,
12

mithin nach Satz 2’ und der Festlegung (7)

o

w, + Suy, = — H(z, 2*, 7).

Ul

0z 9z*
. Das war zu zcigen 1

BEs sei noch angemerkt, daB nach der Beziehung (7) und.ihrer Umkehrung mit f
auch f zur Grundmenge nach der Definition 1 gehért und umgekehrt.
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Haufig ist es zweckmiBig, Partikularlosungen zu besitzen. Wir geben fiir -all-
gemeine Operatoren S in der Gleichung (3) eine einfach zu konstruierende Schar sol-
cher Lésungen fiir die Gleichung (3) an. Dazu seien die Grundfunktionen

filz, 1) = () (k> —1/2)

gt,wahlt f € & bedeutet hier gEy \Ian erhdlt diec Losungen

. :r/‘.!'
*® 1
w(z, 2%, 1) = ) D (—dzz*)" z* [sin“-q) cos?* ¢ do-- S"[g(7)].
n=0 (27?’)' ./

Das hier auftretende Integral-ist durch die Betafunktion darstellbar. Mit Hilfe der
Verdopplungsformel der Gammafunktion erhilt man

wilz, 2%, 1) = 21k 4 1/2)Y= 5

1.
LT T (—zz*)" S7[g(o)],

oder in symbdlischer Schreibweise (mit der Besselfunktion J,{)

Wz, 2%, 1) = 2Tk + 1/2) V= ("*‘/2__1'2; ))

Dieser (integralfreie) Ausdruck ist fiir zahlreiche Funktionen ¢ geschlossen "aus-
werthar. .

3. Darstellung des crzeugenden Operators

Die Leistungsfihigkeit der vorgeschlagcnen Methode hiangt natiirlich stark davon ab,
‘obder er/eugende Operator in einfacher Weise dargestellt werden kann. Hierfiir geben
wir einige Beispiele. Auf die hier zugelassenen Grundmengen § von Funktionen f
gehen wir am Ende dieses Abschnitts ein.

_ Beispiel 1: Sei zunichst mit Konstanten «, b

: d\?

Die il)ifferchtialgleichung (3) lautet hier
e

?2
= b = 2 :
6zaz U bazu-{—2ab u + a’u, (8)

sie ist also hyperbolisch fiir reelle b #= 0 (und e]llptlsch mit reellen Koeffizienten fiir
rein imaginire «, b 3= 0). Neben dem Lueug(,nden Operator E existiert inder gluchcn
Grundmenge auch der Operator

(—dzz* sin? @)n+1/2 Sn+1/2

(2n+ n!

(—~4z3* sin? @)/ 2,
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oder in symbolischer Schreibweise
E = exp (22| sin Q- ]/3'),

denn mit Hilfe der Cauchyschen Tntegraldarstellung der Ableitungen von f(z, t) nacht
(oder durch Taylorreihenentwicklung beziiglich z) erhalt man fiir den hier hetrach-
teten Operator § bekanntlich aus

- . o
E = exp (—2 {z{ ¢ sin ¢) exp (—2 |z| bsin ¢ - a—)
T
die explizite Darstellung

Elfz, 1)) z, 2%, v, @) = exp (—2 |zl sin ¢) - f(z, T — 2 |2] bsin ¢).

Es gilt aber

a2 a2’
[ E[f(z cos? ¢, z) dp = [ Elf(z cos? ¢, 7)) dgp, ‘
—=af2 - —=af2

da die in @ ungeraden Summanden in Ef keinen Beitrag zum Integral liefern. Also hat
die Gleichung (8) die l.ésung

af2
aulz, z*, 1) = f e~ 2asinef(z cos? @, T — 2 |2| b sin @) dp.
, —=af2 '
Es werde noch angemerkt, dal der Kern e=2#sine (fiir reelle a) reell\vertlg ist. Daher

© wird die reelle Losung Re » der Gleichung (8) aus dem Realteil Re f der Grund-
funktion f erzeugt.

Ist speziell b = 0, a? = —k?, so ist (8) eine zweidimensionale elliptische. Gleichung
. .
gaa? w - Ku = 0.

Dann bedeutet der Operator ¥ die Multiplikation mit der (Bergmanschen) (,rz,eugcn-
den Funktion E,:

Elf(z, )] (z, 2%, 7, @) = Eo(z, 2%, ¢) - f(z, 1),
und hier ist
Eo(z, 2,* t) = cos (2k|z| sin ¢).
Das ist die von S. Bergman angegehene Methode (im cinfachsten Fall).

Beispiel 2: Mit

0
S = —uv—ba,

¢, b wieder Konstanten, erhalten wir die parabolische Gleichung

o2 7] .
—azaz*u———ba—ru—{—au. o (9)

Aus der Darstellung des iterierten Operators

n__n",' n nkkak
St= (="} (L>a b P

k=0
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erhiilt man (nach Vertauschen der Summationsreihenfolge)

- 1 n 4k
B f,,§0 ké'o (2n + 2k)! ( k

Stellt man wieder die Grundfunktion f( #z, 7) durch ein Cauchy-Integral dar, so erhalt
. man auch den erzeugenden Operator als Cauchy-Integral:

Elfz )] (2, 2% 7, 9) = 2_”43/(2 [ ]dé

)a"b"(4zz* sin? @)"*F — 0
ot

(10)

oder

43

E—1

_ ' 1 ‘ -
Elf(z, T)] (z, 2%, 1, ) = T ¢ [z, &Y Hy(z, 2%, 7, &, @)

Dabei ist K cin Kreis in 7o mit dem Mittelpunkt ¢ = v und der Kern ist

H,(z, 2%, 1, & p) = (5—1’) [Sir:l' _ o (11)

Man erhilt hier aus (10) (wieder unter Benutzung der Verdopplungsformel der Gam-
mafunktion) fiir den Kern H, di¢ iiberall konvergente Reihenentwicklung einer hy per-
geometrischen Funktion zweier Veranderlicher (vgl. [5: 5. 7.1(22)])

- @ oo T2 1 ks |
H,(z, z*, 1, & @) —":2—6 ‘2;0 I'(n + kE+ 1/2) a! (us) (E —T)

= @41, 1/2; bs/(§ — 7), us)

wobei s = zz* sin? ¢ ist. Damit haben wir fir dic Losung der Gleichung (9) die Dar-
stellung - .

u(z, =¥, I)

£
¢ f H,(z, 2%, 7, &, @) f(z cos® @, &) do E(i (12)

_,./o

erhalten.

Losungsdarstellungen von dieser und dhnlicher Gestalt g g,aben fiir den elliptischen
“und den _parabolischen Fall bereits S. Beremax (1], D. L. CoLrox [3, 4] und R. P.
GILBERT [6, 7] an.

Fiir b == 0 wird H, unabhiingig von &, und es entsteht mit ¢ = —A2% wieder-der
‘oben angegebene Ausdruck von S. Bergman: fiir @ == 0 erhdlt man fiir H, eine ver-
allgcmemcrte hypergeometnscln Funktion einer Vcrandcrhchen (sieche [5: 4.1(1)]),
namlich H, = Jf’( 1/2; bs/(§ — 7).

Beispiel 3: Es sei § =1 - 82/0r? gewahlt wir betrachten also die Differential-
gleichung gemlschtvn Typs

o2 2 '

st T T =0

Stellt man wie im vorigen Beispiel die Grundfunktion f durch ein Cauchyinéegml
dar, so erhilt man wiedér die Darstellung (12) fiir die Losung mit dem Kern (11).
Ohne Beweis fithren wir an, dafl man hier (wieder aus ciner expliziten Darstellung
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'

des iterierten Operators S) das elliptische Integral
X .

& — 1 1 s )
}{,: 5 1——§fh(r_§(l—x2))dx

0

62 } .
mit h(2?) = 1 —z%2 — il 22 erhalt.
- B2 & :

Beispicl 4: Abschliefend betrachten wir die pseudoparabolische Differential-
gleichung 3. Ordnung

3 P ' :
- —_y — — 1:
0z Oz* 6r T bu=0. P )
Dazu setzen wir VS = —a—b f -do.

) 0
(Sei jetzt 0.€ T'.) Fiir die Tterierten dieses Integraloperators hat man

S"’z(—l)"_):‘ (:)—a" kbk—f(t—d)k da

k=0

- Damit ergibt sich fiir den erzcugendeu Operator (wxeder nach Umkehr der Summa-
~ tionsreihenfolge und mit Hilfe der Verdopplungsformel der Gammafunktion)

T

0 .
(as)y? p f(bs(t — 0))" f(z, 0) - do.

0

i To0 I(1/2)
Elf(z, t)] = ’é‘ 2=:0 n + k+ 1/2) (K12 n!

Also kann man den erzeugenden Operator als Duhamelprodukﬁ schreiben :

T

Bife, 1) = 5= [ Hove o) do,
: 0
wobei der Kern durch

_ © o rgj2 '
h'[l] = Il—l(z: Z*’ T — 0, 9’) = ”Z:VO ké‘ 1, n + IC ( {/;) (k')2 o] ((ls),‘ (bS(l’ —_ 0))k
| (14)

gegeben ist. (Die hier angegebene Reihe konvergicrt ebenfalls fur alle Werte ihrer
Argumente, wie man durch Vergleich mit der im 2. Beispiel benutsten iiberall kon-
vergenten Reihe H, sofort sicht.) Die I.osung der Gleichung (13) erhalten wir also
in der Gestalt

1/2 T
u(z, z ,’E) = — /-fH (2, 2%, 1 — o, !p) f(z cos® ¢, a)dadq;
—n/2 0
Fiir « = 0 wird der Kern dieser fntegraltmnsformatlon zu einer verallgemeinerten
hypergeometrischen Funktion '
oo

1
Ho = 5 gy (bste = o)t = oFy(1, 123 btz — o).

k=0
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Ist b = 0, so wird der Kem von ¢ unabhanglg und es entstt,llb wieder der bekannte
Ausdruck von S. Bergman.

Beziiglich dcr Grundmenge § von Funktionen /, die die Bedingungen (4) erfiillen,
hemerken wir abschlieflend:

Tn den Beispiclenl, 2, 3 gehort f zu §, falls f beziiglich  holomorph in 7 == {r|
[t — %] > 6 > 0, ¥ € oT} ist. Im Beispicl 4 gehort f zu §, falls f beziiglich r integrier-
bar ist in 1y = T.

Die Beweise sind mit Hilfe der expliziten Darstellungen der iterierten Operatoren S*
leicht zu fiihren, vgl. [8]. Wir konnten hier auf dic Beweise verzichten, da wir iiberall |
explizite Darstellungen des erzulgenden Operators E erhielten.

4. Randwertprobleme fiir pseudoparabolische Gleichungen

. Die lntcgralopemtorcn erlauben es, Randwertprobleme fiir die losunwcn der be-

trachteten (,,dreidimensionalen) Differentialgleichungen auf Randwertprob]une
“fiir dic holomorphen Grundfunktionen zuriickzufiihren. Als einfaches Beispiel hier-
zu hetrachten wir die pseudoparaholische Differentialgleichung

P o® 0 b L 13
et a T T me BT (=)
Die 'Ltisung u = u(z, 2¥, 7) erfiille die Anfangsbedingung
o P
8~d82* u —uu = o h(z, z*) fir ©=0. : (15) -

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man
F(z, 2*,0) = h(z, 2%)

wihlen (zmdelrenf&]ls ersctze nian auf der rechten Seite der Differentialgleichung (13")
F(z, z*, v)-durch F(z, 2%, 1) — F(z, z*, 0) + h(z, z*), dadurch dndert sich die rechte
Seite nicht!).
Wir betrachten die im 3. Abschnitt konstruiertén Intcgralopcmtoren Dabei_scien
im folgendcn R(z, 2*) und F(z, 2*, 7) diec durch die Beziehung (7) mit h und F ver-
_bundenen ]ﬂlnktlonen sie lassen sich also durch dic Umkchrung dieser Bezichung
durch k und F ausdriicken. Sei zunichst
uo(z, 2%, 7) = Tol (2, T)] (2, 2%, 75 1¥)
5 T af2
= -a——f f H_\(z,2* —t*¥, v — a,9) f(z cos? g, 0) dp do.
T .
: 0 —af2 )
Dabei wurde die Funktion H_, durch (14) angegeben, t* séi ein beliebiger Parameter.
Nach Satz 2’ 16st dieser Ausdruck die homogene Differentialgleichung (13). Weiter sei

'u,,(z,hz*, 1) = .’i’,[F(z, ¥, )] = f TO[F(Z, t*, )] dt*.

0 -~

Nach Satz 3 16st dieser Ausdruck die gegebene inhomogene Gleichung: (13'). Kine
T.6sung der inhomogenen Gleichung ist also auch -

u(z, 2%, 1) = Tolf(z, )] + T\[F(z, 2%, 1)].
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Wirj b.ercc:hne.n <.ien Anfangswert (z =“O) des Ausdrucks 876;—* % — aw. Fihrt man
die Differentiation nach t aus, so erhdlt man
a2 a2 ' ’
tglz, 2, T) = f f% H_, - f(z cos® @, 6) dp do J,—/ H_\(z, 2% — t*,0, p)
0 —nj2 ) —naf2
X f(z cos® @, o) do de.
A Weil H_\(z, —t*,0,9) = cos? (2 }/m—)sm @) die Erzeugerfunktion
des ungchongcn B(,rgmanschcn Integraloperators ist; 16st uo z, z*, 0) die Gleichung
e
P uo(z, 2%, 0) — auy(z, 2*,0) = 0.

Auf dem gleichen Weg erhélt man zunichst

—;/) . . .
R ] f f — t*, 7 — 0, ¢) F(z cos® g, t*, 0) dop do dL*
—n/2 )
¢ a2 P
n f f H_\(z, 2¥ — t*, 0,9) F(z cos? p, L*, 1) do di*.
‘0 —=af2 .

Fiir (lenlAnfangS\vert T == 0 ist also

¢ =f2 - .
w(z,2%,0)= [ [cos2 (Y —uz(z* — t*) - sin @) F(z cos? @, t*, 0) dg di*.

0 —nj2
Mithin gilt, daB «,(z, 2*, 0) dic Anfangsbedingung

z *,0 0 0) = 2 B2t 0) = 2 e, 4
62_82*’“](2’2’ )—a'ul(zrz: )—a 4(2)%5 )—a (Z,Z)

erfiillt.
InsgeszunL haben wir:

Satz 4: Fiir jede G’rund[unktzmz flz,T) €F list
w(z, 2%, 1) = Tolf(z, )] + 7‘,[1"(2, z*, 1))

die Differentialgleichung (13') mat der . Anfungsbedingung (i5). Daber ist F(z, 2*, 1)
durch die Umkehrung der T'ransformation (7) aus F(z, 2%, t) 2u gewinnen.

Damit ist cin Anfangswert-Randwertproblem fiir die (dreidimensionale) pseudo-
parabolische Differentialgleichung (137) auf ein ‘Randwertproblem fiir die vom Para-
meter T abhingige holomorphe Funktion f(z, 7) zuriickgefiihrt worden. Dieses Rand-
wertproblem kann numerisch durch Superposition geeigneter Partikularlosungen he-
handelt werden’ (vgl. [2]) oder auf eine Integralgleichung mit schwach singulirem
Kern fiir dic Randwerte der Funl\tlon f(z, ) zurckgefiihrt werdcn (vgl. [9]
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