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Quasilineare elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung
in mehrdimensionalen Gebieten mit Kegelspitzen '

_E. MIERSEMANN

Wir untersuchen Regularititseigenschaften der Loésungen u einer Klasse quasilinearer ellip-
tischer Randwertaufgaben zweiter Ordnung in n-dimensionalen Gebieten mit Kegelspitzen.
Wir beweisen: » € C1.A n H? in einer Umgebung der Spitze. )

HceneayeTes BONPOC O PEry APHOCTH PEUIEHHA 4 JJIA HEKOTOPHX KBA3UWIIIHEMHHX dJIun-
THUECKHX KPAeBHX 3aJla4 JJIsA MHOTOMEpHHX 00JiacTell ¢ KOHUYECKIMH TOUKAMH. Joka3ssl-
BaeTcA, uTO % € Cl.A n {2 B OKPECTHOCT! BEPIIMHEI.

We study regularity properties for solutions u of a class of quasilinear clliptic boundary value
problems of second order in #-dimensional domains with conic vertices. We prove u € C1.2 n FI*
_near the vertex. :

1. Einleitung und Resultate

Das Regularititsverhalten der Losungen einer Klasse quasilinearer elliptischer Glei-
chungen zweiter Ordnung in den Ecken zweidimensionaler Gebiete mit stiickweise
glattem Rand wurde in [10] untersucht. Mit Hilfe der Barrierenmethode konnte unter
cinfachen Annahmen gezeigt werden, daf} die ersten Ableitungen der, Lésung auch in
den Ecken einer Holder-Bedingung geniigen, wenn fiir die entsprechenden Innen-
winkel y gilt 0 < y < . In dieser Mitteilung behandeln wir mehrdimensionale Auf-
gahen. Wie schon in [10] benutzen wir eine elementare Barrierefunktion. AzzaM[1, 2],
Azzay und KreYszic [3] und Dziuk [4] studierten. damit lincare und semilineare
Aufgaben. :

Es sei 2 = R¥ ein beschrinktes und einfach zusanunenhingendes Gebiet. Wir be-
trachten das Randwertproblem :

N : N
fZ ai(u,) gz, dz = f/q;-rlx fiir alle @ € Cy™(£2),
2 i=1 2

(1)
w=® auf 0oR2. i

Dabei sind /€ HYQ), ® € H'(Q) gegebene Funktionen, «(p) = (dl(p), cees uN(p)),'

P = (py, ..., Px), ist ein stark monotones und koerzitives C1-Vektorfeld. .
Das Vektorfeld a(p) heilt stark monoton und koerzitiv von der Klasse C*, wenn gilt:

ailp) € CHRY). ' S @

: (ailp) — adq)) (i — ¢) Z vlp — ¢I* fiir alle (3)

’
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P, ¢ € RY mit einer von p, ¢ unabhéingigen positiven Konstanten ». Es ist Pl = (p® +
cee o p“,z)llz. .

laij(p)l = M fiiralle p € R¥(M < co und unabhingig von p), wobei

da:
@i = % gesctzt ist. - ‘ (4)
’

Fiir diese Definition vergleiche man etwa [7: Chapter 3.4]. Aus (2)—(4) folgt (s. z. B.
[7: S. 100]):- .

©ai(pY & 2 olER fiir alle *p, & € RY. | | NG

Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert. :

Die bekannten Sobolewschen Banachriume, die als Vervollstindigung von C™(Q)
in der iiblichen Sobolew-Norm definiert werden, bezeichnen wir mit & (82) (s > 1;
m = 1, 2). Wir setzen H™ = H,™, .

Die Aufgabe (1) hat unter den obigen Annahmen eine eindeutig bestimmte Lésung

- u € HY() (s. z. B. [6]).

Das Verhalten der Lésungen quasilinearer elliptischer Gleichungen zweiter Ord-
nung am Rand von zwei -und dreidimensionalen nichtglatten Gebieten wurde-auch
von TOLKSDORF [13, 14] untersucht. Fiir zweidimensionale Gebicte studicrt Tolks-
dorf den Fall, daB die Innenwinkel in den Ecken groBer als z sind. Fiir eine Klasse von
Aufgaben konnte gezeigt werden, daf die Losungen in den Ecken einer Holder-Be-
dingung geniigen. AuBerdem werden in [13, 14] Abschitzungen fiir den Hélder-Ex-
penenten angegeben. Fir lineare elliptische Differentialgleichungen in Gebieten mit
nichtglattem Rand findet man bei GRISVARD [5] zahlreiche Literaturhinweise.

Das Gebiet £ habe im Ursprung des x-fK.oordixxatensysﬁems eine Spitze. Der Rand
- sei aufler in O glatt in einer Umgebung des Ursprungs. Es wird gesetat:

2, = 2n B,(0), 0<p <o, >0 geniigénd klein.

Dabei ist .BQ(O) = {z||z| < o}. Wir nehmen gleich an, daB 22 n B,(0) in einem Kegel-
mantel des folgenden Typs enthalten ist"

Ty = '), 2= (2, ..., Ty,,), mMmit '
h € CHR¥-1\ {0}), h(tx’) = th(z') fiiralle ¢ =0 . . (6)
und k(z') = «|2'], o> 0. ’

Q, ={z|zy > k(2), |z <-}.

Dann ist

Im allgemeinen Fall muB man das Eckgebiet mit einem Tangentialkegel der Form (6)

auf dicsen abbilden. Man vergleiche dazu bei KONDRAT JEV [9].
N

-Es sei (D] = [Dz,z,]. Unter den Voraussetzungen (2)—(4), (6) und

Cdj=1 <
DeHL,) mit s> N, ‘ (7)
M Sclpt und D] Sclapt (2> 0) fir ze Q,, 8) .
hat man das folgende Resultat. .
Theorem: Fir die Losung w von (1) gilt w € H2(Q,,,) n Cl4 (D), 0 < 7 < 1

Bemex:kungen: 1. Das Theorem bleibt riéhtig, wenn im dreidimensionalen Fall
. der Kegel Kanten S, enthilt, deren Innenwinkel y, der Bedingung 0 < y, < = ge-
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* niigen. Dariiber hinaus miissen Ungleichungen des Typs (8) laings der Kanten an-
genommen werden. Man vergleiche hierzu fiir den linearen Fall Azzan {2]. .
2. Mit Hilfe des obigen Satzes 1Bt sich die Existenz von Losungen « € C'4(2) des
mehrdimensionalen nichtparametrischen Minimalflichenproblems in gewissen (zum
Beispiel konvexen) Gebieten mit Ecken und Kanten beweisen. Man vergleiche dazu

{10, 11] fiir den zweidimensionalen Fall.

2. Beweis des Theorems

Wir fithren Kugelkoordinaten ein: x; =r&sin0 fir Ll <A <N —1und zy =7
X cos 0, N = 3. Dabei ist .

- & = sin @y_y ..: Sin @, sin @y,
& = sin gy_p ... Sin @, €oOs @, .
&

= Sin @y_, ... SiN @3 COS @,,
Sn-p = Sin @y_, COS @y_3,

Exo1 = COS @y,

md0<0<2,0<p S 0Sp<afir2<i<N—2 Wegen (6) gilt fiir
0y = max {6 | x € 2,} die Ungleichung -

0<b, < % ) \ A (9)-
Fiir die Funktion

W = Ari+s cos 20 + @, (0) z; + H(0)

mit 4 == const > 0,0 < 4 < lund 2 >,i hat man W > 0in @, \\ {0} aufgrund von

cee
(9) und (7), wenn 2 — 1 und g hinreichend klein sind. Wir setzen

[JW = u';,r(WI) u/z(.t,'
Dabei kénnen wir d,»,- = annehmen (sonst ersetzt man a;; durch 1/2(a;; + «;;)).

Lemma: Es gibt ein d > 0, so dap fiir jedes 2. mit 0 < i — 1 < d positive Zahlen
N(2) und po(2) existieren mit LW < —Anrt =" fiir alle 0 < g0 < po.

ZBeweis:‘ Nach einer elementaren Rechnung erhalten wir
\ Wiz, = Are=Vy, o V= Vi
Es ist A .
Vi = &é&; cost 0 cos 20 — (% cot 0 sin 20 — cos 20) (y; — &if;) — 228,85 cost 0 cos 20
LRy fir 1S4j<N—1, ' ‘
Viy = —& sin 0 cos 0 cos 20 + 7%;sin 0 cos 6 cos 20 + Riy fiir 1 <7 <N —1

und
Vyy = sin®0 cos-A0 — 22sin? 0 cos 20 + Ryy.
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Furdie Reste R” gl]t R'l = Ii,, Und

1 ..
[ Ryl é/"-‘f‘?(l + 6i;) (2u + u?), 1= jEN.
" Wir setzen .

B=(L+47)¢, >0, p=£fcosl fiir 1<i<N—1,

Ny = —sin 6.
.. Dann ist
. . N N—1
i I/,',' = 27 Z ai,-nmj cos 26 — (/‘» cot 0 sin 20 — cos ).0) 2 (lv;,((si,- —_ 5,57) + Q,
N ¥ ¥

S =1

Q1 S 5 MV 4 1) (2 +2 + ) + MNg.

Fiir 0 < v < 1o, 7, hinreichend klein, ist bei z ¢ R, der Faktor von der zweiten Summe

nicht negativ, und man hat wegen (9)

min cos (1 +7)0 = ¢, > 0.
0st<r,
0<0<6,

Wenn wir ¢, = — MN(N 4 1) und ¢, = % MN(N 4+ 1) + MN%(1 + 1) setzen,

2
dann’folgt aus (5) die Ungleichung

f‘i;‘V:‘i = ,;21'CoT + ¢ + c;y

fiir alle 0 < 7 = 7o und fiir alle 0 < x < 1. Dabei ist zu heachten, daf3 aufgrund von

(5) gilt
N—2

; L oN-1
wif(Oiy —&idy) = X 0 —wybid; =2 X 2 = (N — 2)».
i=1 i=1 .

Die Zahlen 2; bezeichnen hier die Eigenwerte der Matrix [e;1, 1 <7, <N — 1. Der

-groBte Eigenwert ist iy_;. Wir erhalten schlieBlich
“iiVii g —VCyT + Colt

fiir alle 0 < & < 1 und fiir alle 0 < 7 < min (ro, 1?) 1
. . . 1

‘Bemerkung: K. MrtLER [12] studiert allgemeinere Ansitze fiir W. Fiir unser.

Problem kommt man mit dem obigen speziellen Ansatz aus. Dadurch vereinfachen
- sich dic Rechnungen wesentlich und die Abhingigkeit der Konstanten 7, pe von Z laBt

sich genauer charakterisieren.,

Das Theorem folgt dann wie im zweidimensionalen Fall [10: Satz 2.4). Dabei wird

wesentlich eine a priori-Abschitzung fiir quasilineare elliptische Differentialgleichun-
.gen zweiter Ordnung fiir reguliire Gebiete cingesetzt. Mit Hilfe eines Lokalisierungs-
verfahrens, man vergleiche bei KoNpRATJEV [8], kann man die Kegelspitze aus-
schopfen. Das obige Lemma garantiert dann, daB die Lésung % auch im Abschluf

einer Umgebung der Spitze zur Klasse:C1* gehort, 0 < o < 1.
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