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Quasilineare elliptisehe Di1erentia1gleichungen zweiter Orthiung 
in mehrdimensionalen Gebieten mit .I{egelspitzen 

E. MrERSEMANN 

Wir untersuchen Regularitatseigenschaften der Losungen IL einer Masse quasilinearer ellip-
tischer Randwertaufgaben zweiter Ordnung in n.dimensionalcn Gebieten mit Kegelspitzen. 
Wir beveiscn: u E C 1,1 n JJ2 in einer Umgcbung der Spitze. 

1IccJ1etyeTcH BOfl0C 0 pel'yJIHPHOCTH peuleHun IL kJ1H HeKoTopux KuaashnhtlfeflIuJx ajijntu-
mqecicux Kpaennx aajiaq Ann MilorOMepilbiX oGJlacTefl C HoHH4eCllIM11 To'IKaMH. LlOIca3bI-
uaeTcn, 'ITO IL E C1,A n 11 2 B o1pecTIIoCTu BepLuuHbl. 

We study regularity properties for solutions.0 of a class of quasilinear elliptic boundary value 
problems of second order in n-dimensional domains with conic vertices. W ,e proven E Cl,) ç 112 

near the vertex. 

1. Einleitung und Resqltate 

1)as Regularitatsverhalten der Losungen einer Kiasse quasilinearer . elliptiseher Glei-
chungen zweiter Ordnung in den Ecken zweidiiiiensionaler Gebiete mit stuckweise 
glattem Rand wurde in [10] untersucht•. Mit Hilfe der Barrierentuethode konnte unter 
ein.fachen .Annahmen gezeigt werden, dalI die ersten Ableitungen der Losung auch in 
den Ecken einer Holder-Bedingiing genügen, wenn I iir die entsprechenden Innen-
winkel y gilt 0 < y < 'r. in dieser Mitteilung behandein wir inehrd,rnensionale Auf-
gahen. Wie schon in [10] henutzen wir eine elementare Barrierefiinktion. AzzAsI [1, 21, 
AZZA3I und KREYSZIG [ 3] und DzIuK [4] studierten, daniit lineare und seniilineare 
A iifgaben. 

Es sei Q	It" ein heschränktes und eiiifach ziisatìitnenhangendes Gebiet Wir he-
trachten das Randwertprobleni 

f.	a(u) q' dx = f /qrdx fur alle q E C0(Q), 

Qil	 £2	 (1) 

U  atif SQ. 

:Dabei sind / € 1-L(Q), (P E JP(Q) gegehene Funktionen, a(p) = (a 1 (p), ..., aN(p)), 
p = (v ..., p), ist ein stark monotones und koerzitives G'-Vektorfeld.	- 

Das Vektorfelcl a() lieilit stark nionoton und koerzitiv VOfl (ter Kiasse C', wenn gilt:

I 

aj(p) € C1 (W' ).	 ,	 (2) 

(ap) - a1(q)) (Pa - q)	V t]) - q2 für alle	,	 (3)'
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J), q E RN mit einer von p , q unabhängigen positiven Konstanten v. Es ist jpj = (p 2 + 
+ Px2)'12. 

a 1 (p)I	M für alle p € RN(M <oo und unabhangig von p), wohei
aaj  aij = - gesetzt ist.	 (4) 

Für these Definition vergleiche man etwa [7: Chapter 3.4]. Aus (2)—(4) folgt (s. z. B. 
[7:,S. 100]): 

-

	

	 vlrl2 für alle - p , € R 1 .	 (5) 
Ober cloppelt auftretende Tndizes wird sumniiert. 
• Die bekannten Sobolewsehen Banachräume, die als Vervolistandigung von Cm(Q) 
in der jibliehen Sobolew-Norm definiert werden, bezeichnen wir mit 113m(Q) (s > 1: 

= I, 2). Wir setzen H == H2. 
Die Aiifgahe (1) hat tinter den obigen Annahnien eine eindeutig hestimiuite Losung 

- u II I (Q) (s. z. B. [6]). 
i)as Verhalt.en der .Losungen quasilinearer elliptischer Gleichungen zweiter Ord-

nung am Rand von zwei -und dreidiniensionalen nichtglatten Gebieten wurdeauch 
von TOLKSDORF [13, 141 untersucht. Für zweidiniensionale Gebiete studirt Toiks-
dorf den Fall, dalI die Innenwinkel in den Ecken grofier als v sind. Für eine Kiasse von 
Aufgaben konnte gezeigt werden, daB die Losungen in den Eck-en einer Ho]der-Bc-
clingung genügen. AuBerdem werden in [13, 14] Abschätzungen fur den Hölder-Ex-
ponenten angegehen. Für lineare elliptisehe Differentialgleichungen in Gebieten mit 
nichtglattem Rand findet man hei GRISVARD [5] zahlreiche Literaturhinweise. 

Das Gebiet Q babe mi Ursprung des x-Koordinatensvsteins elne Spitze. Per Rand 
sei auf3er in 0 glatt in einer Umgebung des Ursprungs. Es wird gesetzt: 

= Q n B1 (0),	0 < < ,	>0 genhigend klein. 
J)abei 1st B(0)= (xi I xI <}. Wirnehnien gleich an, daB 9Q n B(0) in einein Kegel-
mantel des folgenden Typs enthalten ist: 

Ky = h(x'),	x' == (271, 	mit 
h E C2(RN1 \ {0}),	h(tx') = lh(x') für alle I	0	 (6) 
und h(x')	xx'l,	x>0. 

.Dann ist
= {x I XN > h(x'),	j xj <-}. 

Tin allgemeinen Fall itiull man das Eckgehiet mit einem Tangentialkegel der Form (6) 
auf diesen abbilden. Man vergleiche dazu bei KONDRAT'JEV [9]. 

-Es sei lD2ctil = E Vb l . Unter den Voraussetzungen (2)—(4), (6) und 

€ H 2(Q) mit •s > N,	 (7) 
j/ ^5 c x' tmnd I/)2P I	c lxi'	(x > 0) für x € Q,,	(8) 

hat man das folgende Resultat. 
Theorem: Für die LoSUng U von (1) gilt u € H2 (Q02 ) n C12(12), 0 < < 1. 
Bemerk-ungen: 1. Das Theorem bleibt richtig, werm im dreidinmensionalen Fall 

der Kegelkanten 81 ent.hält, deren Tnnenwinkel y der Bedingung 0 < y <'r ge-
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niigen. J)arUber hinatis iniissen Ungleiehtwgen des Typs (8) längs der Kanten an-
genoinnien werden. Man vergleiche hierzu für den linearen Fall AzZAM [2].	- 

2. Mit 1-tilfe des ohigen Satzes 1ält sich .die Existenz von Losungen it C C'(Q) des 
n iehrdiniensionalen nichtparametrischen Minimalfiachenprohiems in gewissen (zum 

I3eispiel konvexen) Gebieten mitt Eeken und Kanten bewcisen. Man vcrgleiche dazu 
[10, 111 für den zweidimensionalen Fall. 

2. Beweis des Theorems 

\Vir führen Kugelkoordinaten em: Xk = i k sin 0 für I	k N - 1 und X = r 
X COS 0, N	3. Dahei 1st 

-	 =sill 99 v-2 ..; sin 922 sin q2 1 ,	 . 

= sin 92\2 ... 5!fl 92 Cos (pa, 
= sin 922 ... sin 923 CO5 922, 

N-2 = sin 92S-2 CO5 92, 
tv-I = COS 

tind 0 < 0	0	2i, 0 ^ q< a für 2 :!:^ I ^ N. —2 Wegen (6) gilt fur

= nax (0 1 x C Q0) die Ungleichung 

I-
	 (9). 

Für die Funktion 

W = Ar' cos 20 + (0) x 1 ± (0) 

mit A = const> 0,0 < It < 1 und 2 > .1 hat man W> 0 in Q0 \ {0} aufgrund von 
(9) tind (7), wenn 2 - 1 und It hinreichend klein sind. Wir set.zen 

LW = (J. 1 (W) JV,. 

Dabei können vir a 11 = a, 1 annehmen (sonst ersetzt man a 11 durch 1/2(a j + a11)). 

Lemma: Es r,ibt em d> 0, so dap /ür jedes 2 vilt 0 <2 - 1 ^,- d positive Zahien 
72(;.) und ,(2) existieren mit LW ^-, —Ai7r 1 1ür al/c 0 < It < 

Beveis: Nach elner elementaren Reehnung erhalten wir 

XlZj = Ar 1 11 11 ,	V ii 
= 

Es 1st 

V 11 =EE1 cos2 0 cos 20 - (2 cot 0 sin 20 - cos 20) (ó -	) - A2 j cos2 0 cos 20 

+ 1/,, für I f,- 1, j :5,- N - I, 

= - Sill O COS O COS ;.0 + 22 1 Sin 0 COS 0 COS 20 + 111N fur I	N — i 

und
= sin2 0 cosA0 - 22 sin2 0 cos 20 + '.VN



	

-	 364	E.M1ERSEMiNN 

Für die Reste R . gilt l? j = ,Rj i und 

R 1 I ^5 a +	(1 ± ó) (2 ± /z2),	I ^ i, j !s^ N. 

Wir setzen. 

22 =(l+t)2 ,	r>O;	=1 cos 0 für liiV-1, 
-	?1N = —sin 0. 

Dann	 ..	 . ..	 .	 . 

•	 -.	 N	 N—i a11 V = —2r ' a ljTh ?1j cos 20 - (2 cot 0 sin 20 - cos 20) ' a11(11 -	) ± Q, ,•	 i)1	 . i.j=i 

IQI 	 2 MN(N + 1) (t2 +21, + ,t2) + MN2).u. 

•

	

	Für 0 < r ^ t0, to hinreichend klein, ist bei x E 92 e der Faktor von der zwciten Sum tile 
• nicht negativ, und man hat vcgen (9) 

mnin cos (l +r)Oco>0. 

Wennwir 
c1=+MN(N + 1) imnd c2 =MN(N + 1) + MN2(I +ro) setzen, 

daunfolgt aiis(5) die Ungleichung 

a 11 V 11 g; —21'C0T + C1T2 + C2 

fur alle 0 < r :!E^ To und für alle 0 	^ 1. i)abei ist zim heacht.en, daI3 aufgrund von 
(5) gilt

N—i	 N-2 

	

-- 
-•	 a11((511 -	i) =	2 -	 2	(N - 2) v. 

1=1	 1=1 

• Die Zahlen 2, bezeichnen hier die Eigenwert der Matrix [a 17 ], 1 :5: i, j	N - 1. Der 
gr63te Eigenwer ist 2N—i• Wir erhalten schliel3lich	 . 

a 11 V 11	—vc0r + C214- 

für aJie 0 ^ ^ 1 und für alle 0 < ^ win ( vco) • 
Bemerkimng: K. 

MILLER [12] studiert aligemeinere Ansät.ze für W. Für unser. 
• •• Problem komwt man mit dew ohigen speziellen Ansatz aims. Dadurch vereinfaehen 

sich die Rechnungen wesentlich und die Abhüngigkeit der Konstanten ij, von 2 täl3t 
sich genauer charakterisieren. 

•I)as Theorem folgt dana vie 1w zweidirnensionalen Fall [10: Satz 2.4]. Dahei wird 
wesentlicheine a priori-Abschatzung für qimasilineare elliptisehe l)ifferentialgleichun. 

	

•	gen zweiter Ordnung für regulare Gehiete eingesetzt. Mit Hilfe eines Lokalisierungs-
verfahrcns, man vergleiche bei KONDRAT'JEV [8], kann man die Kegelspitze aus-

- sehöpfen. Das ohige Lemma garantiert dann, daB die Losung uauch im AbschluB
elner TJmgebung der Spitze ziir Klassc C' gehört, 0 < a < 1.	 S



Elliptisehe Difforentialglcichungen in Gehieten mit Kegelspitzen	305 

LITERATUR 

[1] AZZAM, A.: Behaviour of solutions of Dirichlet problem for elliptic equations at a corner. 
- Indian J. Pure Appl. Math. 10 (1979), 1453-1459. 

[2] Azzic, A.: On :Dirichlet's problem for elliptic equations in sectionally smooth n-dimensio-
nal domains. SEAM J. Math. Anal. 11 (1980), 248-253.	 - 

[3] AZZAM, A., und E. KREYSZIG: Ober das gemisehte Randwertproblem für elliptische Glei-
chungen in n-dimensionalen Gebieten mit Kanten. Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser. Al Math. 5 
(1980), 341-346. 

[4] Dziux, G.: Das Verhalten von Losungen seinilinearer elliptischer Systeme an Ecken eines 
Gebietes. Math. Z. 159 (1978), 89-100. 

[5] GR1SVARD, P.: Behaviour of the solutions of an elliptic boundary value problem in a poly-
gonal or polyhedral domain. Numerical Sol. of Part. Diff. Equ. 111, New York 19761 
pp. 207-274. 

[6] HARTMAN, P., and C. STu'AccH1A: On some nonlinear elliptic differential functional 
equations. Acta Math. 115 (1966), 153-188. 

[7] KINDF.RLEHRER, D., and G. STAMPACCmA: An Introduction to Variational Inequalities 
and Their Applications. New York 1980. 

[8] HoIIrATbEn, B. A.: lcpaenaie aaa'iu JiH 31JIHnTuIecHI1X ypaBHcHuü a o6iac'rax C 
HoIIuqecIi1MIr itjii, YFJIOBbIMII To'II<aMu. Tpyai Moci. MaTCM. 0-na 16 (1967), 208-292. 

[9]hoHU'ATLEB, B. A.: hpaeuaie 3aga q Ij jjjH Iiapa6w1I1ecKux ypauHeHilli B 3aMX11yT}aX 
oöIacTnx. Tpyi MocK. MTM. 0-Ba 15 (1966), 400-451. 

[10] MIERSEMANN, R.: Zur Regularitiit verailgemeinerter Losungen von quasilinearen ellipti-
schen Differentinlgleichungen zweiter Ordnung in Gebieten mit Ecken. Z. Anal. Anw. 1 
(1982), 59-71. 

[11] MJERSEMAXY, E.: Zur Gleichung der Flächo mit gegebener mittlerer KrUmmung in zwei-
dimensionalen eckigen Cebieten. Math. Nadir. 110 (1983), 231-241. 

[12] MrLLER, K.: Extremal barriers on cones with Phragmén-Lindelof theorems and other 
applications. Ann. Mat. Pura AppI. 90 (1971), 297-329. 

1. 131 TOLRSDORF, P.: On quasilinear boundary value problems indomains with corners. Non-
lihear Anal. 5 (1981), 721-735. 

[14] ToLxsnoRF, P.: On the behaviour near the boundary of solutions of quasilinear equations. 
Analysis (to appear). 

Manuskripteingang: 18. 11. 1981 

VERFASSER: 
Doz. Dr. ERICH MIERSEMANN 
Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitii.t 
DDR -7010 Leipzig, Karl.Marx-Platz


