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Zur lokalen Li}ischitzstetigkeit der Bellmanschen F;un_ktibn
fiir Steuerprobleme mit linearen Zustandsgleichungen

H. MEISTER : : -

Es wird gezeigt, daB fiir qualitative Steuerprobleme mit lincaren Zustandsgleichungen ohne
Konvexitatsforderungen an Integrand oder Steuerbereich die Bellmansche Funktion im Innern

der Erreichbarkeitsmenge lokal lipschitzstetig ist. Durch ein Beispiel wird belegt, daB’unter

diesen Bedingungen die Bellmansche Funktion i. a. auf dem Rand der Erreichbarkeitsmenge

nicht stetig ist. .

PaccMartpusaerca sagaua - Jlarpansa OLITHMAJILHOTO YIPABJICHIA JIHHENHBIM IPOLECCOM.
. Bes npejinosioskeHuit 0 BHIIYKIOCTH MOAMHTErPANbHON (GyHKINK M MHOMKECTBA AOTYCTUMBIX
‘ynpaBiennii NMOKA3BIBAETCA, YTO BHYTPH MHOMCCTBA MOCTHIRUMOCTH dyuruun Besimana
" YAOBJIETROPSIET NOKANLHOMY YCa0BMI0 JIMMIILA, a BA PPAHULE MOJKRCT UMETh PA3pPLIBHL.

‘1t is shown, that for qualitative control problems with linear state equations (without con-

vexity assumptions on cost function or control domain) Bellman’s function is locally lipschitz

- "continuous in the interior of the reachable set. An example of this type is given with non-
continuous, Bellman’s function on the boundary. :

. Bei der Anwendung der dynamischen Optimierung auf stetige Steuerprobleme spielt

- die Kenntnis von Regularititseigenschaften der Bellmanschen Funktion einc wesent-
liche Rolle. Es ist bekannt, daB die Bellmansche Funktion i. a. nicht stetig ist; wich-

. tige Sonderfille, in denén sie sogar lipschitzstetig ist, sind fiir zeitoptimale Probleme’

.(vgl. [4] lokale Lipschitzstetigkeit in einer Umgebung des Nullpunktes) und para-
‘metrische Probleme (vgl. [3]) bekannt. In beiden Fillen hingt die Bellmansche
Funktion nicht von der Zeit ¢, sondern nur von der Phase ¢ ab. Geeignete Voraus-,
setzungen sichern, dall man eine Trajektorie mit Endpunkt ¢ fortsetzen kann zu
einer Trajektorie mit vorgegebenem benachbarten Endpunkt &'. Das liefert dann die
Behauptung. o _

In der vorlicgenden Arbeit werden qualitative Probleme mit linearen Zustands-
gleichungen und gleichmiBig beschranktem Steuerbereich hetrachtet - (ohne Kon-
vexititsvoraussetzungen an Steuerbereich und Integrand). Die -Erreichbarkeits-
menge (vgl. Definition 2), die gleichzeitig Definitionsbereich der Bellmanschen
‘Funktion ist, ist hier beschrinkt, die Bellmansche Funktion hingt von ¢t und & ab.
Bei festgehaltenem ¢ ist obige Tdee nicht mehr durchfithrbar, da jede Fortsetzung der
Trajektorie mit einer VergréBerung von ¢ verbunden ist. Es wird daher ein anderer
. Weg beschritten: Seien &, &, benachbarte'* relativ innere Punkte der Erreichbar-
* keitssphire (vgl. Definition 1) zum Zeitpunkt ¢. Dann kann man zu jeder Steuerung,
deren’ zugehorige Trajektorie in & endet, eine ,,benachbarte’* Steuerung erhalten,
deren Trajektorie zum Zeitpunkt ¢ den Punkt &' trifft, indem man gegen die Steuerung
einer geeignet ge\véihltenfl‘mjektorie ,,mischt’, die in der Nihe des Randes der
Erreichbarkeitssphire zum Zeitpunkt ¢ endet. Man erhilt so die lokale Lipschitz-
stetigkeit der Bellmanschen Funktion im relativ Innern der Erreichbarkeitssphire.
Daraus LiBt sich unter Benutzung der gleichmiBigen Beschrinktheit des Steuer-
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bereiches ableiten, daf die Bellmansche Funktion "im JTrnern der Erreichbarkeits-

. menge lokal lipschitzstetig ist. Die Lipschitzkonstante wird dabei i. a. um so grofer,
je mehr man sich dem Rand néhert. Es wird ein Beispiel dafiir angegeben, daf} die
Bellmansche Funktion unter den vorliegenden Voraussetzungen auf dem Rand der
Erreichbarkeitsmenge i. a. nicht stetig ist.

Fiir eine konvexe Menge M S R” bezeichne relint M bzw. rel M das relative

Innere bzw. den relativen Rand (relint M vgl. [2: S. 171]); conv M sei die konvexe

- Hiille einer Menge M S R*"; B(r, £) bezeichne die offene Kugel vom Radius 7 mit

Mittelpunkt & (beziiglich der cuklidischen' Metrik), d(¢, M) := inf {i& —nl:n €M) .

fir £'€ R", M S R Fir M < R! sei mes M das Lebesgue-MaB; zu zwei meBbaren
Funktionen u, u': {t,, ;] © R! — Rl sei (u % ') 1= {t € [, £,] : u(t) = »'(8)).

. Es wird folgende Aufgabe betrachtet: Uber Paaren (z, ») von Funktionen ist das

t i )

Ihtegral f f(t, x, w) dt zu minimieren unter den Nebenbedingungen:

to

i(t) = A(t) 2(t) + Bt) w(t) fast iiberall auf [, £,], (1
ut) € U(t) . fast iiberall auf [t ¢,], @)
2lto) = %o, . | | (3)
2(ty) = &. , o (4) .

Dabei seien
x: [t i,] — R" absolut stetig, u: [ty ;] — R mef3bar, beschrankt. - (3) . -

Die gegebenen Funktionen mégen folgenden Voraussetzungen geniigen: Der Inte-
grand f: R'x R" x.R" — R! sci meBbar, stetig beziiglich (z, u); es gelte |f(¢, z, u)
— flt,y, w)| = Lz — y| fiir t € [to, 4], %, y € R®, w € U(¢); f sei beschrinkt auf jeder

~ beschrinkten Teilmenge des Definitionsbereiches. ' :

- Die’ Komponenten der Matrizenfunktionen Aty = (a.i,-(t)) (x=14,1,...,n), B(t)
= (bul®)) (¢ =1, ..., m; k=1, ..., ) scien meBbare beschrinkte Funktionen; es gelte
U(t) = R fiir t € [tg, 1,), Ju| < C fir w € .U U(); die mengenwertige Abbildung U(.)
sei meBbar (vgl. [2: 8. 281]). - teltati}

Fiir die Liosung der Zustandsgleichung (1) gilt (vgl. [2; S. 62]):

tl
z(t) = D(t) x(ty) + D) [ @ Y(v) B(r) u(z) dr. -
t o

Dabei ist @ Lésung der Gleichung %(D(t) = A(t) @(¢) mit ®(t,) = I. Die Funktion

@(-) is absolut stetig, und D(z) ist reguldr fiir v € [ty 4,].

Definition 1: Ein Paar (z, ) von Funktionen, das den Bedingungen (1), (2), (3)

und (5), aber nicht notwendig der Bedingung (4) geniigt, heiBt Prozef zur angegebe--

nen Steueraufgabe. Der ProzeB bestcht aus der Steuerung u und der Trajektorse .

2. Dic Menge E(f) := {¢ € R":3 ProzeB (z,w) mit 2(t) = &} heiBt Errezchbar-
keitssphére zum Zeitpunkt ¢ € [t,, ¢,]..

3. Die Menge EM(t):= (v X (1) 1ty < v <t} heilt Erreichbarkeitsmenge zum-
‘Zeitpunkt ¢ € (¢, 4] : '
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4. Die Bellmunsche Funktion S:EM(t,) — R! sei definiert durch S(¢, £)
t

= inf{ f,‘(t, %, u) dr : (z,w) ist ein ProzeB mit z(t) = E}.
{o

Zum Beweis der lokalen Lipschitzstetigkeit der Bellmanschen Funktion werden
der im folgenden angegebene Satz von Ljapunov und ein Lemma iiber reelle Funk-
tionen benotigt, in dem die ,,Mischung® von Steuerungen steckt.

Satz (Ijapunov): Fiir alle t € [t, t,] ist E(t) konvez.

Beweis: Die hier angegebene Aussage ergibt sich unter Benutzung der Ldsungs-
formel fiir die Zustandsgleichung aus [2: Theorem 1/S. 290] . :

Definition: Sei M S Ri. Dann bezeichne 7y die reclle Funktion mit

Jar(7) = 0 fir 74M ‘
20 =0 fir e M

Lemma 1 [2: Lemma 1/S. 215): Fiir jede beschrinkte mefbare Vektorfunktion
y(*) < [to, t) = R" und jedes 6 > 0 kann man eine Fumilie {M(x) : o € [0, 11} mefbarer
Teilmengen von [to, t,] so konstruieren, daf gilt mes M(x) = alty — to),

©omax

¢ : t
f Iam@y(T) dt — « f’z/(r) dr| < «d.
S URN te

l

Bemerkung: Um die hier angegebene Aussage zu erhalten, setze man bei Joffe-
Tichomirov o’ = 0. . :

Lemma 2: Sei £, ' € relint E(t), (x, u) ein Prozef mit (t) = {. Dann existiert zu
jedem & > 0 ein Prozef} (z', w') mat
i It — &l ,

d(¢’', rel E())

Beweis: Sein’ €rel 9E(¢t), &' = (1 — AL + ', A € {0, 1]. Somit gilt
My =Sy ==t =101 }.d(C',rel 8E(t)) <z -

o'y — ' = e, mes.(u + u) < & —¢

2
‘Menge M S [t,, t] mit mes M = i(t — &), so daB fiir die nach

u’(z) _Jul(r) fir téM
T EG) fix teM ,
gebildete Steuerung und die zugehdrige Trajektorie 2" gilt:
() — IS 1a'() — (1 = D& — 2l +1(1 = DL + i — |

Sei nun 7 € 'E'(t), =5l = —;-, (%, W) cin ProzeB mit Z(t) = 7. Anwendung von
Lemma 1 mit é = i, o« = A und y(r) = () ®7(z) B() (’L_L(t) — u(r)) liefert eine

t t
< lcb(z) [ @74(z) B(z) w'(z) dv — (1 — 2) D(0) [ ®Y(z) B(z) w(z) dv
to

t
3

— 2D(t) f @d-(7) B(r) u(r) de| - % = |D(t) flqu)-i('t) B(z) (Tt(r)

ts : &
t

— u(r)) dv — 29(t) f ®-1(z) B(r) (w(r)w — u(7)) de| + % <¢ L

to
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... Prozef (z', ') mit z'(t) = &', me.s(u#u)§2l§—§]

Lemma 3: Ser &, & € relint F(t) (=, 'u) ein Proze,B mit z(t) = & Dann existiert evn
[t — &l

d(&', rel OE(r))’

Beweis: Es wird induktiv eine Folge (z*, u¥) von Prozessen bestimmt mit (29, u?)
=@~ # S5 e g

Firk=0gilt [2°0¢) — & | = |§ — & < — |§ — &'|. Set (z*, u¥) fest, Anwendung

. 'von Lemma 2 mit dem ProaeB (:z:" _), t = _x"(t),_ =§&,¢ 162:“5 ! liefert einen . |
Proze (x"“, w1y mit . |x"“(t) — & §%’ mes (u + wktl) < |2k — &
.X 8 — tol I8t — ¢l (*). ' C
AE, weloBQ) = 2% &IE, rl 0F () )

Um cinen ,,Grenzproze8 (z', «') zu der Folge («*, u*) zu erhalten, wird eine Folge

. {R*} meBbarer Teilmengen von [¢,, ] definiert: Es sei fiir k£ = 1R? : = = [y, ]\ U (w1
AT ), BE =" S w)\ U (uit s wf). Esgilt B0 B = 0 fiir k = 1, u R‘ = [to,

= i=k+1

"t]\U (ui-1 == u'). Wegen lim mes( U (wt + u)) = 0 folgt mes ([to, t]\ U RY)
: !

lek+1 2k+1 {20
. fir te R°UR :
= 0. Sei R := [t, 1]\ k. D = o
= 0. Sci [0, £] U R urch u'(v) {u"( ) fiir £€ BY (= 1) w1rd ell’lc
Steuerung »’ definiert, fur die wegen (*) und Rt & (u'~! & uf) gilt:
oL E= ) — 8] .
= ¢ = - ¢ > C(H*
mes (u + u¥) - %+xlnes < T QT vel 0B (0) fir £=0. ( ).
Es wurde benutzt, daf gllt (v ¥ S U R'u R. Man sieht dle Rlchtxgkelt dleser
izk+1
' lnklus1on auf folgende Welse Seizg U R'uR. Danngilt r€ U RY, d. h. T € R fiir
i2k+1 =0
-ein 7 < k. Es folgt 7 ¢ (W't =) fir l =9 + 1, k,d. h. u‘(r) = u*(z). Wegen der

" Beziehung u'(r) = «'(t) ist das die angegebene Tnklusnon Die Ungleichung (**) er-

e

gibt mit £ = 0 die gcfordertc Schranke fiir mes (v’ == u).
“Fiir dle Trajektorie z' zu o’ gllt

. .
vlz'(t) — & < |2'(t) — 2*(t)| + lx"(t) — &l =P [ P(x) B(z) (w'(z) — w¥(7)) dr

r={

+ |2¥(t) — 5|<Cmes(u == uk) +|xk(¢)_:l<01

" Dabei sind € und ¢ von k unabhanglgc Konstanten. \/Ian erkennt daraus 2'(¢) = &

Satz 1: Unter den anchebemn Voraussetzungen ist die Bellmansche Funktion fiir
alle t € [to, t,] lokal lipschitzstetig im relative Inneren von E(t) : Es existieren eine nicht

" von (¢, &), jedock w. a. von ty und t, abhiingige Konstante Dy und zu & € rel int E(t) an

. ’.._;'€(§)I> 0 mat |S(¢), £&") — S (¢, &)} < D, - —
- l'"'?‘ £ S 6(8), £ — & < e(2). (g, orelint B(2))

1 . cr
16" — &' fur &, £ € E(),

. Im Innern von EM(t)) vst die Bellmansche Funktion lokal lipschitzstetig:. Fs:

' exzstzeren etne nicht von (¢, &) abhiingige Konstante D, und fiir (¢, £), € wmnt K EM(t,) ein

E(t, &) > 0 mat
- 1
fOEY — "o n
((¢, &), OEM(ty)) I, &) — @, &)

IS(, &) = 8, )] < Dy =

- far W 8) — (4 Ol = & &), 17, &) — (6, H S &, §).
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- Béweis .l Sei (2, u') cin ProzeB mit z'(t) = & € rel int E(t), &” € rel int E(¢).
’Nach Lemma3 existiert dann ein ProzeB (z7, ") mit z"(t) = ¢£", mes (v’ %+ ")

— & m Fiir éle Trav]ektone.n folgt fiir s € (to, ¢]

|& — &"| |t — to
d(é", rel 9B (1))

().~ z’(é).l = | P(s) f ®'(z) B() (u”(r) — w(D)de| <G

Dabei wurde die Beschra,n.kthelt von (D - ‘, uund B benutzt. Es ergibt sich fiir die
: 71e]funkt10n

«

. t
f fr, 2", w") dr — f/(r,.x', u') dt
to lo '

. o . .
=f Z"Ello.‘nl1“/(‘)=““('))[/(‘r, x": 'lL,) - f(‘{, 27', ul)] dr
to
t

+ [ zpscittawoswonlfz, 27, w") — {7 2, w)] do
b

N i A ) A
. <, L =1 - 0. N
S G d(&, rel 2E(t)) ~ . -
"bcn dér Abschiitzung des ersten Summanden wurde die Lipschitzstetigkeit von f be-
. ziiglich’z benutzt. Da man C, unabhéngig von ¢ wihlen kann, folgt Behauptung L mit
‘einer kleineren Uberlegung
2. Sei

1

-+ (6,8 €int EM(t), 0 1= 5 sup {6 > 0:d(§ 0E(s)) > 6} " fir |s—t =0, -

4= sup (Bls) DX(x) B(x) w(®) 5, © € [l ), ulz) ¢ U() + Iéol Lo-

L, sei die Lipschitzkonstante der Funktion <1>(-) Sei nun (¢, &), (t", &") gegeben mlt ‘
/ :; - C ! 1 &’ C C s C g . ’
t€[lo,t1]lt tlSSC It—ll_so 1 IS8 1§ |38~(xu)
sei cin ProzeB mit z'(f') = &', Es gelte o. B. d. A.t <t". Sei (¢", ") von (¢
“erreichbar, d.h. ., es existiere ein Prozef} (J ,w") mit w” = w' fiir ¢ E [to, U, 4ot
. Dann gxlt - ‘ . )

n

, &) aus
) =

& = | ),0 b fcb (z) B(r) w"(z) dv — D) &

o

— Dt f(l) i B(r u (T) dr) £ Cy |t - t|.

’ Wegen Gyl — 17| S - folgt unter Benutzung von [&' — ¢| S die Unglelchung

[n" — & < o. Unter Beachtung der Definition von ¢ liefert nun Tell 1 einen Prozef}
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(2", u") mit 2"(¢") = &” und

v
[ Hz 2", ") de
to .

o

) é f /(T’ '!/”, ku) d‘!’+ 02 ‘z — tOI(I)r/ —
to

”
¢

1 — tol [n" — &

0

t R . ) .
- < f/(r, 2wy dt + Gyt — t] + C,
to

|t” o to! |;_-r _ 5”|

0

+ G,

v .
= [fle, @, @) dr + Cs |(¢, &) — (¢, &)].

to

Da u' beliebig war, ist das ein Teil der Behauptung. Um von einem ProzeB (=", u”) mit
2"(¢") = £” ausgehend zu einem ProzeB (z', u') mit z'(t') = & zu gelangen, gehe man
ebenso wie hier vor, nur verkiirze man die Steuerung u”, indem man sie auf [¢,, ¢']
einschrinkt. Dann kann man wiceder Teil 1 anwenden 8

Bemerkungen: 1. Manmu8 den Satz von Ljapunov zum Beweis des angegebencn
Satzes nicht benutzen, sondern kann ihn in einer etwas schwicheren Fassung mit
herausbckommen; bei diesem Vorgehen erhéht sich jedoch der Aufwand. .
2. Auf dem Rand der Erreichbarkeitsmenge kann man i.a. nicht cinmal die
Stetigkeit der Bellmanschen Funktion erwarten. Das wird belegt durch das folgende -
Beispiel: Sei in der gestellten Aufgabe n = r = 3, f(t, z, u) = —u,? (u = (uy, Uy, 21.3))
die Nebenbedingungen seien gegeben durch #(t) = u(t), 2(0) = 0,

u(t) € U = conv {{(1, 1, 0), (1, —1, 0), (—1,1,0),(—1, —1,0)} u K}

mit K :={v € R¥:v, =0,v3 = 0,92 + v;®2 = 1}. Es gilt E(1) = U. Man sieht, daf}
fiir (&, &, &) € K mit & > 0 eine Stiitzhyperebene an E(1) im Punkt (&, &, &)
existiert, deren Durchschnitt mit E(1) nur aus diesem einen Punkt besteht, d. h.
(&1, &2, &3) ist exponierter Punkt von E(1). Daher existiert nach cinem bekannten Satz
(vgl. z. B. [1: Theoreme 14.1 und 1.42/S. 60—61]) unter den gegebenen Voraus-
' : 1

»

setzungen genan eine Steuerung » :{0, 1] — R3? mit u(z) € U fiir = € [0, 1], f u(t) dr

0
= (&1, &y, &;). Offenbar ist das die Steuerung u(r) = (&), &, &) fiir 7 € [0, 1]. Wegen
52 = 0 fO]gt S(lx (Els 52) 53)) — O' - : 1

Fir ¢ = (1,0,0) ist z. B. die Steuerung u(z) = (1, —1,0) fir = € [0, 5], u(z)

1 .
= (1,10 furre [5, l] zulidssig. Man erhilt als zugehérigen Zielfunktionswert —1.

Da dieser Wert eine obere Schranke fiir S(l, (1,0, O)) ist, ist die Bellmansche Funk-
tion in (1, 0, 0) unstetig: Man betrachte den Wert von S fir ¢ = 1 und eine Folge
(5') = ((Sl!, $2i’ 53':)) mit (Sli) 52':, 53i) € K fur ?/ EN, 53‘ > O’ }iln St_z (1: 0! O)'

=00
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