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Zur lokalen Lipschitzstetigkeit der Beilmansehen Funktion 
tür Steuerprobleme mit linearen Zustandsgleichungen 

H. MEISTER 

Es wird gezeigt, daB für qualitative Stcuerprobleme mit linearen Zustandsgleichitngeii ohne 
Konvexithtsforderungen an Tntegrand oder Steuerbereich die Bellmansche Fiinktion im Innern 
der Erreichbarkeitsmenge lokal lipschitzstetig ist. Durch cin Beispiel wird belegt, daB'unter 
diesen Bedingiingen die Bellinansche Funktion i. a. auf dem Rand der Erreichbarkeitsmenge 
nicht stctig ist. 
PaccMaTpubaeTcn la)a'Ia JLarpaua olrrnMajlbHoro yripaBJielilin JlwIeüHhlM npoIeCc0M. 
Bea upeJ n OJIOReHllfl 0 8hIflyIJ10CT11 no.unITerpaJ1bHol (I)yuHI(nu 11 MIIoaeCTBa ,L0rIyCTHMhIX 
ynpanieii Hf! noFca3blaaeTce, 'ITO BHTI1 MHOHecTBa OCTItRHMOCTH fyuIu11n Beimiaua 
yLon31eTBopfleT JIoi-aJIbIIoMy yc.ionuio iIiiHhIIll[a, a na rpauulw MOHeT ItMeTh pa3phlnbl. 
It is shown, that forqualitative control problems with linear state euations (without con-
vexity assumptions on cost function or control domain) Bellman's function is locally lipschitz 
continuous in the interior of the reachable set. An example of this type is given with non-
continuous. Bell man's function on the boundary. 

Bei der Anwendung der dynanaisehen Optimierung auf stetige Steuerprobleme spielt 
die Kenntnis von Regularitatseigensehaften der Bellmanschen Fiinktion eine wesent-
liche Rolle.. Es ist bekannt, daB die Beliniansehe Funktion i. a. nicht stetig ist; wich-
tige Sonderfalle, in denen sic sogar lipschitzstetig ist, Sind für zeitoptiniale Problenie 
(vgl. [41 lokale Lipschitzstetigkeit in ciner Umgebi'ng des Niillpunktes) tind para- - 
metrische Probleme (vgl. [31) bekannt. Id beiden Fallen hangt die Bellmansche 
Funktion nicht von der Zeit t, sondern nor von der Phase ab. Geeignete Voraus-. 
setzungen sichern, (laB man eine Trajektorie mit Endpunkt fortsetzen kann zu - 
einerTrajektorie mit vorgegebeneni benachbarten Endpunkt '. Das liefert dann die 
Behauptung. 

In der vorliegenden Arheit verden qualitative Probleme mit linearen Zustands- - 
gleiehungen und gleichmäl3ig beschränktem Steuerbereich betrachtet (ohne Kon-  
vexitatsvoraimss(--tzungen an Stemierbereich iind Integrand). Die Erreichbarkcits-
muerige (vgl. Definition 2), die gleichzeitig Definitionshereich der Bellniarischcn 
Funktion ist, jst hier beschränkt, die .Bellrhansche Funktion hangt von t iind ab. 
Bei festgehaltenem t ist obie idee nicht mehr dmmrchfUhrhar, da jede Fortsetzung der 
Trajektorie mit euler Vcrgrolieriing von t verbunden ist. Es vird daher ein anderer 
Weg heschritten: Seien , ' ,,hcnachbarte" relativ innere l'iinkte der Erreichbar-
keitssphäre (vgl. Definition 1) zum Zeitpunkt t. Dann kann man zu jeder Steuerung, 
deren zugehorige Trajktorie in endet, eine ,,benachbarte" Steuerung erhalten, 
deren Trajektorie zmmni Zeitpminkt t den Punkt ' trifft, indemn man gegen (lie Stemierung 
elner geeignet gewahlten . Trajektorie ,,nmischt", die in der Nähe des Randes der 
Erreichbarkeitssphüre zumu Zeitpunkt t endet. Man erhüt so die IokaleLipschitz-
stetigkeit der Bellmanschen Funktion im reatv innern der Erreichharkeitssphare. - - 
1)araus hiBt sich minter Benutzming der gleichmalligen Beschränktheit des Steuer-
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bereiches ableiten, dali die Bel}mansche Funktion im irinern der Errejchbarkeits-
menge lokal lipschitzstetig ist. Die Lipschitzkonstante wird dabei i. a. nut so grolier, 
je mehr man sich deni Rand nähert. Es wird ciii Beispiel dafur angegeben, dali die 
Bellrnansche Funktion unter den vorliegenden Voraussetzungen auf dent Rand der 
Erreiehbarkeitsmenge i. a. nicht stetig ist. 

Für eine konvexe Menge Al R' bezeichne relint Al bzw. rel aM das relative 
Innere bzw. den relativen Rand (relint M vgl. [2: S. 171]); con y Al sei die konvexe 
HUlle einer Menge M	R."; B(r, ) bezeichne die offene Kugel vom Radius r mit 
Mittelpunkt	(bezüglich der euklidischen Netrik), d(, Al) := inf	-	:	fl 
für E R, Al	1t. FUr M	R' sci iiies'M das Lebesgue-Mali; xii zwei mebaren 
Funktionen u, U': [t 0 , td	II' —> R 1 sd (u == u') : = It E [to, 1 1 ] : u(t)	u'(t)}. 

Es wird folgende Au/gabe betrachtet: Uber Paaren (x, u) von Ftinklionen ist das 
t1 

Integral f /(t, x, u) dl zu mininTlieren unter den Nebenbedingungen: 

(t) = A (t) x(t) -F B(t) u(l)	fast tiberall auf	E d,	 (1) 

	

u(E) € U(E)	 fast überall auf [t o , Er],	 (2) 

=	 (3) 
=	.	 (4)

Dahei seien

[to, 1 1 1 -* R' absolut stetig, U: [to, e}	Rf tne!lbar, beschränkt.	(5) 

Die gegebenen Funktioneri Illögen folgenden Voraussetzuiigerrgenugen: Der Inte- 
grand / It' x It" xltT --->- I{.' sei ,nellbar, stetig beziiglich (x;u); es gelte 1(1, x, u) 
— /(E, y, u)l L ix — i für t E [10, 11], x, y € It", u E. U(t); / sci hesch.ränkt auf jeiler 
beschränkten Teil menge des Definitionsbereiches. 

Die Koniponenten der Matrizenfunktionen A(t) = (a 1(t)) (i = / 1 ..., n), B(t) 
= (b k(t)) (1 = I, ..., n; k = 1, ..., r) seien nieuibare beschrankte Funktionen; es gelte 
U(t)	R' für t E [to ' t 1 ], Jul	C für u € U U (O; die niengenwertige Abbildung U(.) 
sei melihar (vgJ. [2: S. 281]).	tEle,.z	- 

Für die Lo.sung der Zwslandsgleichunq (1) gilt (vgl. [2; S. 62]): 

x(t) = (E) x(1 0) ± (t)f 0 (r) ;B(t) u(T) d. 
1. 

i)abei 1st 0 Losung der Gleichung d 0(t) = A(E) )(t) mit (') = I. Die Funktion 
(P(.) is absolut stetig, und (r) 1st regular für r E [t0, Ed. 

Definition 1: Fin Paar (x, u) von Funktionen, das den Bedingiingen (1), (2), (3) 
und (5), aber nieht notweridig der Bedingung (4) genügt, heilit Froze/i zur angegebe-
rien Steueraiifgabe. Der Prozell besteht aus der &euerung u und der Trajekiorie x. 

2. Die Menge E(t)	E II." : 3 Poze13 (x, u) iiiit x(t) = } heillt Erreichbur-
keiEssp/tare zuni Zeitpunkt I € [ to, ti]. 

3. Die Menge EM(t) := {r x E(r) :10	I} hellit PJireichbarkeilsmenge zuin 
Zeitpunkt I € [E,, Ed.
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• 4. 1)ié Bellmansche Fitnktion S : EM(t 1) - It' sei definiert durch S(t, ) 

mi
 {

tj 

f /(, x, u) dv: (x, u) 1st einProzeB wit x(t) 
= 4. 

Zuin Beveis der lokalen Lipschitzstetigkeit der Bellinanschen Funk tion werden 
der im folgenden angegebene Satz von Ljapunov und einLemma fiber reelle Funk-
tionen benotigt, in dew die ,,Mischung" von Steuerungen steckt. 

Sat z  (Ljapiinov): Fur alle I € [ta, I 1 ] ist E(t) konvex. 
Beweis: Die her angegebene Aussage ergibt sich unter Benutzung der Losungs-

formel furdie Zustandsgleiehungaus [2: Theorem 1/S. 2901 I 

Definition: Sei Al	R'. .Dann bezeichne z;i die reelle Funktion mit 

(0 für T q M 
= ii für r € 1W 

Lemma 1 [2: Lemma 1/S. 2151: Für jede beschränkte nmc6bare Vektor/unktion 
y( . ) : [10, t,] -* 1t und jedes i > 0 kann man eine Fumilie {M() : cc € [0, 1]} mE/iharer 
Teilmengen von [to, I 1 ] so konstruieren, dap gilt mes iW()	c(ti — 

• max	f XM()Y(x) d — fy(x) dx	. 
tEIto.t,i	to	 to 

Bemerkung: Uni die hier angegebene Aussage xii erhalten, setze man bei Joffe-
Tichomirov ' = 0. 

Le in ma 2: Sci C, C' € relint E(t), (x, u) ein Prozep mit x(t) = C. Dann existiert zu 
jedem E > 0 ein Proze (x', u') mit 

• l x' ( t ) — C'I :!E^ e vies (u	 d(',re1 a(t)) 

Beweis: Sei ' € rd E(t), C'	(I — 2) C + ?.', 2€ [0, 11. 5011 1 i t gilt 

;. Ii' — C'i	2' — CI = IC — C'I 2d(C, rd SE(t))  

Sei nun	€ E(t), Iij— i'I	-_, (, 
ii) em Prozel3 mit (t) = . Anwendung von 

Lemma 1 mit ô = -i-,	= 2 und y(x) = (t)	'(r) B(r) ((x) — U(T)) liefert eirie 

Menge 1W	[to , I] wit mnes M = 2(t — 'a), so daI3 für die nach 

, — Ju(T) für r M 
\T	I(x) fur r E M 

gebildete Steuermmng und die zugehorige Tajektorie x' gilt: 
jx'(t) — C'I	x'(0 — 0 — A) C — ;. + IP — A) C + 2 — 

(t) f	'(r) B(r) u' (x) dx — (1 — ) (t) J	1(r) B(r) u(r) dx 
to	 to	

t 

•	
— ;. ( t ) f	'(r) B(x) (x) dr +	= H(t) f M — '(T) B(r) (( 

to	 to 

— u(r)) dx — A(t) f 
0_ 1 (T) B(r) ((r)u — U(T)) dr +	e I. 

to



- 378	H. MEISTER 

Lemma 3: Sei , ' E relint E(1), (x, u) ein Prozep mit x(t) = . Damn existiert em 

	

•	Froze/i (x', u') mit x'(t) = E',nies (u rr u 	2 - J	
It - 101 

	

$	 -	 d(', rel aE(t)) •	
Beweis: Es wird iriduktiv eine Folge (xk, uk) von Prozessen bestiiumt mit (x°, u°) 

•	
=

 

(x, U), x'(t)
 Für Ic = 0 gilt x°(t) T 'I = I - I	- k - 'j. Sci (xk, Uk) fest. Anwendung 20

von Lemma 2 mit demPi-ozeB (xk, Uk ) , = xk(t) , ' =	e =	 liefert einen 
PozeB (x i , u-i) nit 

xk+i(t) - ' I mes (uk	u)	x(t) - 
It - tI	-	I	it	tol •	d(', rel aE(t)) =	2k	d(', ret aE(t)) ' 

Urn einen ,,GrenzprozeB" (x ' , u ') zu der Folge (xk, Uk) zu erhalten, wird eine Folge 
(J?") niel3barer Teitmengen von	1] definiert: Es sei für/c ^ IRO : = [to, t]\U (u 

• -:-	 u'), Rk := (u" =f= uk)\U (u' r= ui). Es gilt It" nit' = 0 für/c	1, U I?' = [to, •	 ik±1	 1k 

	

•	1] \ U (u'' == u'). Wegen lini flies ( U (u''	u')\ = 0 folgt nies	11 \ U it') 

	

-	1k+I	 t	
== 

k+1	 /	 I0 

•	:	= 0. Sei 1? 	[t0, t] \Ui?k. Durch u'(r) :=	 wird eine 
•	Steuerung u' definiert, für die wegen (*) und R	(u	= u) gilt: 

-	nies (u'	Uk)	7rnes ]t :E^ für k 0. 

Es wurde benutzt, daB gilt (u' + Uk)	U Ri u R. Man sieht die Richtigkeit dieser 
•	 •	 •	

•	 ik+1	 Ic 

•	inklusion auf folgende Weise: Sei r q U it' u R. Dann gilt r E U R', d. h. r E it' für 
ik±i	 1=0 

•.eiri i	k. Es folgt -r (uz-1	u') für 1 = i + 1, ..., Ic, d. IL u'(r) = u"( -r). Wegen der
• Bezichung u) = u'(r) ist das die angegebene Tnklusion. Die lJngteichung (**) er-

	

•	gibt mit Ic = 0 die geforderte Schranke für rues (u' == u). 
•	

• Fur die 'E'rajektorie x' zu u' gilt: 

11(1) -	XI(t) - x"(t)I + Ixk(t) -	
= Ht)f (r) B() (u'(r) - uk(x)) H 

± Ixk(t) - 'l	rues (u'	uk) + lxk(t) - 'l < O 

Dabei sind C und O von ic unabhängige Konstanten. Man crkennt daraus x'(t) = ' I 
Satz  1: Unter den a.ngegebenen. J 7oraussetzun gem 18t die Beilmansehe Fun/lion /ilr 

alle I E [to, t} lokal lipschitzstetig im relative Inneren von E(t) Es existieren eine nicht 
• von (1, ), jedoch u. a. von to und 1 1 abhiinqige Konstante D 1 und zu E rel mt E(t) elm 

	

• -	
;e() > 0 mit IS(t), ") - 8 (1, ')I ;5 D1 a	 ' - "[ I& ' ,	E(t), 
• :I - 'I	e(),	- ri :5; e().	 re in 

- 2. Im Innern von. EM(t,) 18t die J3ellmansche Funktion b/al Iipschitzstetig:Es

	

•	 existieren elne nicht von (t, ) abhiinqige Konstante D2 und für (1, ), E mt EM(t 1 ) em 

	

-	r(t,)>0mit 

IS(t', ')	8(, ") I	D2 d( (t, ), bEM(t1)) (1', ') - (I", c") I 

• fü	(1' r	, ') - (t, )I < 4t,), J(t", a") - (1, )I 
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Béweis 1: Sei (x', u') ciii Prozel3 mit x'(t) = ' € rel jut E(t), r € rel. mt E(t). 
Nach 'Lemma 3 existiert dann ein ProzeB (x', u") mit x"(t) =	flies (u' + u") 

2	-	tr	
Fur die Trajektorien folgt fur € t0 1] 

•	If(s)— x'(s)I = 0(s)	0 -1 ( r ) B(r) (u(r) - ü'(r)) dr	C1	
- 

1)abei wurde die Beschrnktheit von 0, P', u und B benutzt. Es ergibt sich für die 
Zielfunktion:	 -. 

] /(, x", u")dr —f / (r, x', u') dr 
to

= 'f x EL IO t , :u'(o)=	x", u') - /(r, x', u')] dr	 - 
to 

±1 71 r E Io. t d :u'(o)4u"(o)}[/(T, x" , u") - /(, x',u')] 
to 

<; l' - It•—tol.  
•	 ,	= 

2 d(', rel E())  

bei der AbschiLtzung des ersten Summanden wu.rde die Lipschitzstetigkeit von / be- 
zuglich'x benutzt. 1)a man C2 unabhaiigig von t svhIen kann, foigt Behauptung 1 mit 
drier kleineren tYberlegung. 

2.Sei 

- (t, ) € mt EM(t 1) :=	sup {o > 0 d(, M(s)) > ô}' für IS - 

•	£3. := sup ((s)	r) B(r) u(r) :'s, r € Ito, E u, u( r) € U(r)} +	Lo. 

• L0 sei die Lipsehitzkonstante der Funktion (J(.) . Sei nun (t', '), (t", a") gegeben mit 

t,t"E[E0,t 1],It'—tI-,	 I—I--; (x'u') 

	

ci cut Proe13 mit x'(t') = '. Es gelte o. B. d. A. t'	1". Sci (t", i") von (t', ') aus
erieichhar, ci. Ii., es existiere ein Proze3 (y", w" ) mit w" = u' fur r E [to, 1, 1, y"(t) = 
Dann gilt	 ' •	 / 

	

- 'I =	(t") o ± P(t") f-' (r ) 13(r) 'w"(r) dr	(t') 
to 

- (12(1') f (P'' ( r ) B(r) u'(r) drj	C3 It' - ("I. 
to 

Wegen C t' - 1"	
- 

folgt tinter Benutzung von	-	-- die Ungleichung

Unter 'Beachtung der Definition von 0 liefert nun Teil 1 einen hozef3

'N
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(x", u ") nut x"(t") = " iind 

f/(r, x", u") tlr	 - 
to

f/( .r, y", w") dt + C2	-	10 - 

to 

<//(T; ,
	 ,	€,	t" -	- 

to

+ C2 -	- 

^f /(r, x', u' ) dr ± C5 1(1', ') - ( t" ,	)J. 
to 

IDa u ' beliebig war, ist das ein Teil der Behauptung. Urn von elnern Prozell (1', u") mit 
= " ausgeherid zu einern 1 1rozel3 (x', u' ) mit x'(t') = Zn gelangen, gehe man 

ebenso vie hier vor, nur verkurze man die Steuerung u", indeni man sie auf [t 0 , t'] 
einschrankt. Dania kann man wieder Teil 1 arnvenden I 

Be in erk ii ngen: 1. Man muB den Satz von Ljapunov zum Beweis des angegebenen 
Satzes nicht benutzen, sondern kann ihn in einer etwas schwãcheren Fassung wit 
herausbekommen; bel diesein Vorgehen erhöht sich jedoeh der Aufwand. 

2. Auf dem Rand der Erreichharkeitsruenge kann man 1. a. nicht einrnal die 
Stetigkeit der Bell mansehen Funktion erwarten. Das wird be)egt dureh das folgende 
Beispiel: Sei in der gesteilten Aufgabe n	r = 3, f(t, x, u) = -u2 2 (u = (u1, 712,
die Nebenbedingungen scion gegehen dureh ±(t) = u(t), x(0) = 0, 

u(t) E U = eonv{{(1, 1, 0), (1, -1,0). (-1, 1, 0), (-1,-I, 0)} u K} 

mit K := {v E R : V2 = 0 1 v3	0, v12 + v32 = 1}. Es gilt E(1) = U. Mari sieht, daB 
für (' , ) E K mit > 0 eine Stutzhypereberie an E(1) irn Punkt , ) 
existiert, deren 1)urchschnitt mit E(1) nur aus diesem einen Punkt besteht, d. h., 
(, 21 N ist exponierter Punkt von E( 1). Daher existiert nach einemn bekannten Satz 
(vgl. z. B. [1: Theoreme 14.1 und 1.42/S. 60- 61]) uitter den gegebenen Voraus-

setzungen genan eine Steuerung u: [0, 11 -> R3 mit U(T) € U fur t € [0, 11, f u(T) dr 

(i, 21 3). Offenbar ist das die Steuerung u(r) = (, , N fur -r € [0, 11. Wegen 
= 0 folgt SO,	2' 3)) = 0.	 -

	

1
0, iFür	= (1, 0, 0) 1st z. B. die Steumerung (-r) = (1, - 1,0) für r E 	-- ,	 t) 

i	1- 	J = (1, 1, 0) für r € L' ] zulassig. Man erhält als ugehorigen Zielfunktionswert -1. 
Da dieser Wert elne obere Sehranke für S(i, (1, 0, 0)) ist, 1st die Belirnansehe Funk- 
tion in (1, 0, 0) unstetig: Man betrachte den Wert von S für t = I und eine Folge 
(ii) = ((1i,	3)) mit	2t,	) € K für I € N, Q > 0, lirn	= (1, 0, 0).
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