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Oberflächeninstabilitäten magnetischer Flussigkeiten 

K. BEYER 

In [2] wurden die Variationsgleichuiigen zu periodischen Gleichgewichtszuständen einer magne-
tischen }'liissigkeit unter dern Einflul3 cines vertikalen Magnetfelds hergeleitet. Tm AnschluB 
daran werden hier holoedrie-invariante Cleichgewichtslosungen uber hexagonalen Perioden-
gittern konstruiert. 

B [2] BMI3oUIJ1Iici, uapHaIwoHnMe ypaBHCHIIFI AJIH nepiiojiu'ieciitx COCTOBhIMfI paBhloBedun 
MarHnThhol i-MLOCThI B BTUIJ1bHOM iaiinithori none. B npoaoJIHehInu aToro Ha i'eu-
corohlaJlhuIbIx ceTuax Bbl q hICJifllOTdi-f pBiioBeCHbIe pellIeHHfl, nunapuanThible oTiloduTeJlE,hro 
rolO3apHH. - 

We continue here the study of periodic equilibrium states of a magnetic fluid in an exterior 
magnetic field yet considered in [2]. In this paper we calculate holohedry-invariant equilibrium 
solutions on hexagonal lattices.	. 

In [2] wurden die Variationsgleichungen 'zu periodischeu Gleiehgewichtszustanden 
magnetischer Flussigkeiten beschrieben. Tm Ansehiul] damn werden hier ,,holoedrie-
invariante" Gleichgewiehtskonfigurationen uber hexagonalen Periodengittern A 
konstruiert.	,. 

Wie in [2] hetrachten wir die Trennfläche I' zwischen einer inkompressiblen magne-
tischen Flussigkeit (u > 1 sei ihre tiiagnetische Pertiieabilitat) urid einem Vakuum 
unter dciii Einfl,il] cines homogenen Magnetfeids, der Schwerkraft und ihrer Ober-
flaehertspannung. Bei fehiendem Magnetfeld ist die horizontale Trennflachc z = 0 
einziger Gleichgewichtszustand. E-Iierzu treten bei tYberschreiten der kritischen Feld- 
sthrke I_Icr (2.17)- weitcre Oberfläehenlormen, die aus den Variationsgleichungen 
ÔB. = 0 zur Gesamtenergie E 'zil bestinimen sind (vgl. [1). 

Nach Herleitung des Variationsproblems in Ahschnitt I werden die variablen 
Jntegrationsgebietc in Ahschnitt TI auf Festrandgebiete bezogen und B anschliel3end 
nach Poterizen der Konfigitration 77 soivie cler Parameter i = II I-P - III ) mindCr 

- 1 entwickelt. Die Fun.ktioncn 77 variieren hierbei üher Soholewrämimnen 11m 
A-periodischefFunktionen der Differenzierbarkeitsklasse nt. Nach Satz 2.1 ist B ana-
lytisch über diesen Räuuien sofern rn	3. Grundlegend für die Konstriiktion 1st 

- Satz 2.2 (13eweis in Abselmitt IV), nach dciii seine erste Variation E tinter Vomits-
setzmmng m ^ 4 dc analytische Abbilciung zwischen den Räumen 11m und "rn-I dcfi 
niert. Wegen der Bewegungsinvarianz cler Energie sincl die Gleichgewichtsbecliiigmmmi-
gen invariant bezuglieh der maximiialen (Jntergruppe 0 der orthogonalen Orhippe 0(2),. 
die clas Gil ter in sich iiberfiihrt (l-Ioloedrie des Gitters, vgl. [51). Bei Stahilit(itsverlust 
(II = 11 cr) hesitzt die zweite Variation B - gebildet in i = 0 - den Eigcnvert 
Null mit der Vielfachheit sechs; ilber den Teilräumen H m G Ginvarianter Funktionen 
aus i/rn wird dieser Eigenwert einfach. In Abschnitt III lösen wir die Qber HmGska 
hire Verzweigurigsgleichung (vgl. [6]) in der Umgebting von (a, ) = (0, 1) auf. Sic 
besitzt imeli dciii Weierstral3schen Vorbereitungssatz die Losungszweige (3.8), von 
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denen sich stabil in einer vollen Unigebung des kritischen Werts e = 0 verhält, 
der Zweig s dagegen heiderseitig instabil verläuft. Wegen s(0) = 0,157 cu - 1) 
bewegt sich das System bei Stabi)itätsverlust in unstetiger Weise nach s. 

1. 

Wir betrachten die Trennfläche 1': z = (x, y), zwischen einer inkonipressiblen 
magnetischen Fliissigkeit der Dichte p und einern Vakuurn unter dern Ein.fluf3 eines 
hotnogenen Magnetfelds, der Oberflachenspannung und des Schwerefelds (0, 0, —g). - 
Von den Funktionen C verlangen wir Periodizität beziiglich des durch die \7ektoren 

= 2il(1, 0),.	w2 = 2r.1 (--, 1/s) 

erzeugten Gitters 

A = { k 1 a) 1 + c2w2 : k j , k2 ganzzahlig}. 

Die Wellenlange 1 wird mi Rahnien unserer liberlegungen nicht variiert und ist 
spater gernaB (2.17) festzulegen. Die bezuglich dieses Gitters periodischen Funktionen 
werden wir kurz A-periodisch nennen. (0, a)1, co, a)1 + (02) sei das Periodenparallelo-
grarnrn des Gitters A. Da die Vektoren w 1 , (02 den Winkel n/3 einschlie8en, 1st sein 
nietrisehes Fundarnentalpolygon ein regulares Sechseck. 

Uber 9 sollen Fliissigkeit bzw. \Takuuzii die unbeschränkten Gebiete 

= 9 x (z z < (x, y)} bzw. Q = 9 x {z z> C(x, y)} 

einnehnien, wobei irn feldfreien Fall C = 0 gelte. Wir notieren die auf Flächen- und 
Spannungseinheit bezoene Gesarntenergie E bei gegebener Trennfläche: 

ii =f f I + V I 2 dxdy + 2fC2dxdy 

+ 12 fIr_I 2 dJ; +_ 12 fIYt + I 2 dV	 (1.1) 

d V = dx dy dz. > 0 1st hierbel der Koeffizient der Oberfiachenspannung der Flüs-
sigkeit und u > 1 ihre niagnetische Periiieabilität. Die sich auf Flussigkeit bzw. 
Vakuuni ( = I) beziehenden Feldgrol3en sind wie auch im folgenden mit den In-
dices ,,-" bzw. ,,-j-" gekennzeiclmet. In (1.1) ist das Magnetfeld . inAbhingigkeit 
von an noch zu beschreibende Randbedingungen zu binden. Gleichgewichtszustände 
sind aus deni Verschwinden der ersten Variation des Funktionals B zu bestininien: 

aE 

(-, ,)=o
	- - 

Mr alle zulassigen Variationen 54 . Urn der Inkonipressibilitat der Flussigkeit zu 
genügen, werden wir die Lösiingsflaehen und ihre Variationen der zusätzlichen 
Bedingung 

fdxdy=0	.	 ( 1.2) 

zu unterwerfen haben.
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ZurFestlegung des in (11)eingehenden111agnetfeldssetzen wir J*' = IiVpund 
bestimmen die Potentiale t, ± in der Nähe eines vertikalen Fiihrfelds: 

z 
= - + u(x, y, z),	V, = z ± U+ ( X, y, z),	 (1.3) 

wobei neben 
Au- in Q,	iu = 0 in Q	 (1.4)


die Giiltigkeit der Spriinghedingtingen 

e f + = y	= 1iYI', langsf	 (1.5) 
flir Tangential- bzv. NoriuiaIkomionente *° bzw. . des Magnetfelds sowie il-Perio-
dizität zu fordern 1st. Man bemerkt (s. [21), dal3 die Losung des linearen Raudwert-
problems (1.4), (1.5) Extremale des Variationsproblems 

I Vu I 2dV +1 I Vu I 2dV -*Min.	 (1.6)


unter den Rand- und Koppel tingsbedingungen 

u	zl-periodisch, u -	=	z + const langs F	 (1.7) 

ist. Wir hahen nunmehr seine nach (1.6) (bis auf eine Koistante) eindeutig bestitnin-
te Losung u, u in den Magnetfeldanteil von (1.1) einzutragen. Man erhält wegen (1.3) 
zunächst

u/ I_ 2 dV	+I2 dV
	 I.1 

= 112f (/2 1Vu! 2 + 2Vz Vu ± _!) d  

+ 112f (I Vu I 2 + 2Vz Vu + 1) dv.	 (1.8) 

Die unendlichen Anteilef d  tragen wegen (1.2) zur Variation nichts bei und werden 

deshaib voni \/ariationsintegral (1.1) abgezogen. Nach partieller Integration (man 
heachte die in Hilfssatz 4.1 zuin Ausdruck kouinienden Wachs tunisheziehungen) er-
halt man bei Berucksichtigung der Rand bedingungen schlief3lich 

B =1 + JV 2 dxdy + if2dxdy 
12

— 8q912 J' IVuI2dV — 812 f Vu I 2dV.	 (1.9) 

H. 

1)ureh die Transformation 

= 1x 1 , y = 1x21 z	(x, Y)	1X3	 (2:1) 

	

bilden wir die Gebiete Q auf die Festgebietc S- 	x (—, 0) bzw.	= 
x (0, +c'o) ab. 9 1 1st hierhei das Periodenparallelogranini zur Wellenlange I = 1; 

25*
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kennzeichne A 1 das zugehorige Gitter. .Bezug der Energie auf dimensionslose 
Variable

	

(x 1 ,x2 ) = _- (x, g),	v(x1, x2 , x3) =	 u(x, y, z)	(2.2)


Uberfiihrt (1.9) in 

/1 =fi/i ± lV,1 1 2 dx 1 dx2 +	q da. 1 dx2 

	

111 2 (1 _)2	
(2.3)


8ifl 

wobei J Miniinalwert des nach (2.1), (2.2) transforniierten Variationsproblenis (1.6), 

,zf 1 VV- 1 2 dV ±f Vv1 2 dV 

- 2,zf	+ V??,) dV - 2f	± v.ii,) (1J
X.

+	u 2 V',11 2 d  +1 u 2 V?1 2 d  -. Mm.	 (2.4) 

unter den Nbenbedingtmgen 
v± i1 1-periodisch, v(x1 , x2, 0) - v(x 1 , x2, 0) = ?1(x i , x2 ) + const	(2.5) - 

zu scin hat. Sind V± die Faktorraume der uber 8- bzw. S definiertcnil1-periodischen 
• (und bis auf eine Konstante bestiniinten) Distributionen mit quadratisch surnrnier-

baren ersten Ableitungen, so ist (2.4), (2.5) iiber J' = V x V zu stellen. V ist 
}jjlbertraiim unter der Norm (vgl. [4]) 

ivi=f JVvI 2 d1l' +f IVvI2dJ'. 

In (2.4),. (2.5) variiere über den Sobolewräutuen H. 4 1-periodiseher Funktionexi 
mit Uber i quadratisch sumiiiierbaren Ableitungen bis zur Ordming rn, die Ab-
leitungen bis zur Ordruing rn - 1 seien zudein A 1-periodisch. Fur die 'Funkl:ionen 
dieser Räiime gelte aii(3erdem (1.2). 1st 

.'l' = {kw 1' + k2w2 ' : k 1 , k2 ganzzahlig}, 

21V3	 ,	2 - 
•0	 = I	2'	2)' (j)2=

	
(0, 1) 

	

-	
das zu 'l 1 duale Gitter (s. Abb.). so lassen sicli die Funktionen E 11, in Fourier-
reihen	•	 - 

	

•	 • ??(x l , x2 ) =	'	e11>,	=	 (2.6) 

entwickeln, wobei wir das Skalarprodukt der Vektoren (x 1 , x0) und co E A 1 ' ahkiirzerjd


	

-	mit (to, x) bezeichnen. 11m ist Hulbertrauna unter der Norm 
•	 It3ILrn2 =	 W
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Satz 1. 1: Unter der Vorawssetzung m - 3 1st der Minimaiwert J liber "m x R' ana-
iytiscli in (1), a) = (0, 1). 

Beweis: Wir bezeichnen die \ Tariationsintegrale in (2.4) mit 

b0 (v, v ) = fI Vv ' d1'	b, (77,v v)= —2fv(v	+vii)dV 

b2 (i 2 ;v,v) = fvIViI2dV.

s± 

(inter der Voraussetzung m 3 sind die Funktionen i E H,,, und ihre ersten Ab-
leitungen stetig uber R2 . Die Jntegrale b 1 (?: . ,.) (1 = 0, 1, 2) definiereñ in diesein 
Fall bescliränkte - und von ij analytisch abhangige - quadratische Formen iiber V. 
Wir können hiervon zunächst auf die Entwickelbarkeit 

v =

	

	' (u - I )t v(i1 i)	 ( 2.7)

iO.j1 

der Losung v = (if, v) des Variationsprohlerns (2.4), (2.5) über V schlief3en. Thre 
Koeffizienten v1 = Z cu - 1)' v,(??) bzw. v 1 1 (1	0, j > 2) haben den Variations-

7 ;>O gleichungen 

•	/Lb0(v1,	) + 1)0 ( v 1 ,	=	
- (2.8) 

v 1 +(x1, 22, 0)	v1(x1, 22, 0)	?j(XI, 22) + onst  

hzw. (wir setzen v_1 =vi , o= 0) 

b0 (v, f) ± b0 (v,	+ b0 (v 1 ,	) 
•	± b 1 (71; v-_ 1 + v1,1_1,	) + b 1 (,1; V1j1, +)

(2.9) 
± h0(i) 2 ; V_0 ± V 1 1_2 ,r) + b2 + ( 2 ; v1_21	= 01 

•	-	v(x, 22, 0) - V ii —(XII 22, 0) = eonst	 * 

für alle q' E V nut	22, 0) -	22, 0) = const Zn geniigen. Nach (2.4) gilt 

J =	(b,,(i1; v, v) + b,,(; v, v)),	 (2.10) 
n=O
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woraus wegen (2.7) die Behauptung folgt; bel Beachiung von (2.8), (2.9) findet mail 

J = b(v 1 , v 1 ) + 0+ (v 1 + , V1+) + tb i (i v 1 , v 1 ) ± b i+(; v j+ , v1) 

• f Cu	1)i ± (b i (?l ; V, V k.j_2 + V k_I .j_2)	- 
i0.j4	k-=0 

• biF(; 41, v , _2 ) *- b2- ( ?l'; vj, V Ik.j_3 + Vj_k_I.j_3) 

• b2 + ( 2 ; vj, Vj_kJ_3)) 

= J2(,12) + J3(713, ) + E (z - 1 )i J 	U	 - (2.11) -


Wir berechnen die Funktionale 

= b 0 (v 1 , v 1 ) ± b0 (v i + , v i +) ,	 - 

J3 = b(71; v 1 , v 1 ) ± b 1 (1; v 1 , v)	 (2.12) 

J04 = b 1 (,; vj, vT,) -- b 1 ( ?) ; v01 , v 0 ) + b0(i7 2 ; v,v) + b2 ( 2 ; v1, v)01

In (2.12) sind die Funktionen v i( 11, ,u)') und 1)02 aus (2.8) und (2.9)hzw.,den zugehOri-
gen Euler-Lagrangeschen Differentialglcichungen 

= 0 in S,	= 0 in S 

V i+_ V i_ =?lF-cOflSt,	----4u-----=0 kings X3	01 ax,uX3 

und

AV-=A 77	inS,	= tl(?)-----i) inS,0202

v, - v = const,	-	= jVI 2 ;längs x3 = 0	 (2.13) 

zu herechnen. 

Hilfssatz 1.1: Mit den Bezeichnungen (2.6) und 

An = i/'ii =Iw l ?) 

gelten die Lösungs/ormeln 

= -	L' ?) e1> 
+ 1U 0+w(A'	 (2.14) 

V1+ =	lu	 '	?/,, e < ''' e_Iw 
+ / 0s$wEA,' 

sowie
i	-i VV= .-Ai1 2 -. -- i1Aq,	-h--- =	I'iI	langs x3 = 0.	(2.15) 02

Béweis: Formel (2.14) gilt offensichtlich. ZumBeweis von (2.15) lose man (2.13) 
durch den Ansatz v2 =	+ w, w± = 0. Nach (2.13) haben die harinonisehen 

') v01 = v 1 (,, 0.
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Funktioneri w± hangs x3 = 0 den Koppel ungsbedingungen w -	= const, w;, —w


= --17 2 zu geniigen. 1st h E V die harmonisehe Funktion mit Randwerten h = 

+ const lungs x3 .= 0, so gilt offenbar w =	h, iind w+(x 1, x2 , x3 ) =	h,(x1,

x21 —x3 ). I 

Setzt man (2.14), (2.15) in (2.12) ein und integriert partiell, so folgt schliel3lich 2) 

= (A7, ),	*13 =	(, --- Ai2 -
	 (2.16) 

= .± (4(3, A 3 7 ) — 3( 3) 2, A32)). 

Insbes6ndere ist dai-nit die zweite Variation E der Gesaintenergie an der Stelle 
= 0 bestimnit: Setzt man 

4f1  1 2 I. = -;-	 'Cr = ( I — )2 (I + ,u)	 (2.17) 

so gilt,

r	4//\2 ['	 4 iIIJ\ 

	

V,11 2 dx 1 dx2 
± -- U-)J ?) 2 dx j dx2	Ui) (4)), i)cr 

= 2	O°E.'li' (J)2 + .- (1)
2 -	

i (irY wi) ;1i2 

(vgl. (2 3), (2.16)). Offenbarläl3t sich these Form stetig Uber hi fortsetzen, und zwar 
wegen

4 / 1 
\2--	';) 

4 1 / J/ \2	/	2 1 / H \2\2 
1cr iwiWI_77)) 

4 /j\2/	IH\4 
+ - -- ) y---)' 

in positiv defuniter Weise, solange die Feldstarke mi iinterkritischen l3ereich 11 2 < TM2cr 
variiert. Uher diesem Feldstärkebereich verhält sich die horizontale Trennfläche 
demzufolge stahil gegeniber A-periodischen Storungen beliebiger Wellenlange. 

Legen wir die hisher freie Wellenlange ab jetzt geiiiaf3 I = icr fest, so gilt an der 
Stahilitatsgrenze

= 2 113212 f ( i w i —  
2 )2

 (2.18) 

Diese Form besitzt den seehsdiniensionalen Nullratim 

N: e±' z) ,	e±4('0..>,	e±i(o.'+0,'.z). 

2) (., .)-f,.,-Sknlarprodukt über
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Tm .ubrigen gilt 
•

	

	 H ii f s sat z 2.2: E0 11=11 vermiuelt eine stetige A bbildung zwischen den Räunien

Jm und Hm. 2 (m 2): 

'o.H=H. E L(lJm , 1',n-2)	 (2.19)


mit dem Wertevorrat 

- R	{1E11m2:(t,h)	0 fur h.ENJ.	 (2.20) 

- -- Beweis: (2.19) ist evident. (2.20) folgt áus den zur Beziehung	11=1! 
•	gehorigen Gleichungen	 . 

• S

	 (lw - 
2)2	

= 

zwischen den Fourierkoeffizienten ij /,,. der Funktionen 21 bzw.- f I 

Wir setzen schlieBlich 

R2I1r 
11 cr	 - 

und entwickeln E neben ,je auch riach E. Wegen (2.3), (2.11), (2.16) erhält man in 
zusammengefal3ter 1)arstellung 

K = ---- E ' OH H + 
Ered. +	ei( - 1) E jk(,ik+3 )	 (2.21) 

2	 i+j+k2 

- mit dem ,,reduzierten" Potential	- 

C, u) =

	
) +	(u - 1) (Aq, A 2 - 

•	•	 •	
-	

_••_(4(3, A1)	3(i2, A 32)) - I (jVn12,IV?112). 

Elementare Rechnungen ergeben: Führt man in N neben den Fourierkoeffizienten 
= 	?), 

IT= 2/}i 
• die Koordinaten 

• 77,, = a 1 etô ,	'.	1.2 e',	= a3 C 

sovie
= ô + 62 + ;	= a ± a2 + a34 , a2 a 12a2 2 + a22 a32+ a322a12 

em, so gilt über diesem Teilraum	•	 - 

= 16i2 (-
	

(a 2 + a2 2 + a32 ) - (a - 1) a 1a2a 3 cos 

•	+a, + (4 - =) ag).	5	 (2.22) 

Wir notieren abschlie8end den für unsere Konstruktion grundlegenden Regularitats-
satz.
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Satz  2. 2: Unter der Vorau.ssetzung rn	4 vermittelt die erste Variation E, des 

Funktionals (2.21) eine in (,; e, 1u)-= (0; 0 1 1) analytische Abbildung -Von 'm X It2 ifl 

Der Beweis erfordert einige Weitertingen und wird inAbschnitt TV nachgetragen. 

III. 

Sei G die niaxiniale Untergruppe der orthogonalen Ortippe 0(2), die das Gitter .4 in 
sich iiherfiih.rt, und T: 

(T07) (x 1 , x2 ) = ,1(9_ 1 (x i , x2 )),	g e 0, 

Are in iLblicher Weise definierte Darsteilting fiber den Räutnen 'm• Wir werden unsere 
weiteren Betrachtungen uber den rIei1rät1n1efl 11m G der bei 'J', invarianten Funktionen 
(T9i = 77, g E 0) von il 7j führen. 

T9 wirkt ajif die Fourierreihen (2.6) gemal3	 - 

(T9 0 (x 1 , x2) = E 12., 
(uEA,' 

=	'	= E Th'(m) ej(c0.2r). 
-EA' 

9) 'im geliort deshaib genau dann zu i/m G, wenn ilire Fourierkoeffizienten lediglich 
von den Aquivalenzklassen 

[w}= {w ' ==g(cv) :g€O} E/11'/G 

der Gitterpiinkte w E A 1 ' abhangen, d. h. wetin 

1) =	?)J	= E 1t w 1 E ex) 
WEiI,'	 I'1E.4'IG	wEful 

zutrifft. Uher N wirkt T0 transitiv (s. Abb.), iitfolgedessen ist 

=	'ex) = 2 cos	x2'± 4 cos x 1 cos 

die einzige G-invariante Eigenlunktion der Form (2.18) zum Eigenwert Null, der 
soinit über 11m G einfach wird. 

In diesein Abschnitt lösen wir die Variatioiisgleichungen 

e, it), It) = 0;	9) E Hm G ,	V It  JJ,G	 (3.1) 

tinter der Voraussetzung rn	4 in der Unigehung der Stelle (j; e , ,a) = (0; 0, 1). 

Be inerk ii ng: Tatsäehlicli genhigen die Losungen von (3.1) den vo11stiindiger 
Gleiehgewiehtsbedingungen 

E, ), ii) = 0 für alle h E 'm• 

Man erschliet3t dies aus der Bewegungsinvarianz der Energie: Danach gilt für alle 
mhEJi,

e, ia), 7'5h) = (E(1; E, y), Ii),	 -
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woraus fur die Losungen von (3.1) 

0 = ( ii; 8,	),	 =	 ,u), Tgh) 

=	(E(; 8, z), h) = 6(E; c,	), h) 
n=O 

für jedes h E i'm folgt. 

Gleichung (3.1) ist nach .Ljapunow-Sehmidt wie folgt zu zerlegen: 

11 = s(,	±),	(?9,m) =0 

e, u),. ?/) = 0 

, It), h) = 0,	\1 h : (h, j) = 0. (3.3) 

Wir lösen zunächst (3.3) bzw. 

-	sE,Io,jn(, h)	pred.(9(,)	+ z9); E, I)	h) 

- 82 L'	(k + 3) e'u - 1)i skp.((.q	+ 9)k±2, h) 
i+j±L2

(3.4) 

(vgl. (2.21)). Dies ist (nach Division durch s) in der TJnigebung von (0; r, du, s) = (0; 
0, 1, 0) in einfacher Weise durch sukzessive Approximationen nioglich, wenn wir 
(3.4) nach Satz 2.2 und Hilfssatz 2.2) als analytische Beziehiing zwischen den 
Räumen 11m G und "rn-2 auffassen. Man findet 

0 = S	E	jkE'(It - l)i8k (3.5) 
i.j.k?O 

Wir setzen (3.5) in (3.2) ein und gelarigen dadurch zur Verzweigungsgleichung 

(Eed.(8(1 + 

± 52 E (? + 3) e(it - l) i 8 kp1((,	+ 0)k+2,	
) = 0 

•	 i±)±k^>2 

bzw., nach .Abtrennung des Polynoins	Erd•(S)1 6, It) in dieser Gleichung, zu 

e, It) +	2P(s; e, It) = 0. (3.6) 

Dabei ist P eine Potenzreihe mit Anfangsgrad	2. Nach (2.22) gilt 

6, t) = 16z28	 2 i/	- 3(It	1)8 + 4(12 - _) 82). 

Wir dürfen deshaib (3.6)-wegen des Weierstratlschen \Torbereitungssatzes in erster
Naherung d urch die red uzierte Verzweigungsgleichung 

- E°'(81 1 ; 6, It) = 0	 (3.7) 
ds 

3) in (2.20) ist H.—,_ durch Jj_ sowie h durch 71, zu ersetzen. 
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ersetzen. (3.7) besitzt neben s = 0 die Losungen 

= 0.078(u - 1) ± V0,0782(,u - 1)2 + 0,181e.	 (3.8) 

Interessanterweise lassen sich auch die Stabilitätsverháltnisse langs dieser Losungs-
zweige durch das reduzierte Potential beschreiben. Dies folgt aus der Entwicklung 

E,,,(s(771 + ) ; r, 'U) (Ii, h) 

= EI 01111 (h, h) + E(s(2 1 + 0); e, I) (h, h) 

+ s E (k ±2) (k + 3) cu — 1)1 s kEejk (( l l + 0Y, /2) 

i+j±k2 
der zweiten Variation der Gesamtenergie (2.21). Nach (2.18) ist hierin EIo 
positiv [iber, dem Koniplementarraum N (h, ij) = 0 für 71 € N. In der TJmgebung 
von (, 1u) = (0, I) werden die Stabilitätsverhältnisse denizufolge durch die Form 

'rn(8,11; e, u) (h, h) 

iiber N bestimmt. ihre Signatur stiinmt wegen (3.7) überein mit der der Hesseschen 
Matrix zu (2.22), deren Eigenwerte 

= 2s(( — 1) — 0,302s),	43 = s(12,755s — Cu — 1)), 

= 3(,u — 1)s, A56 = 0 

sich in einfacher Weise berechnen lassen. A 6 = 0 1st Folge der Translationsinvarianz 
des.Probleins. Entwicklting

C = 0,157 + 1,155	, •-I- t—J 	(,U	1) 2

'u	t= —1,555 (
	1)2 +

	( ki <co(,U - 1)2, (4 i - fl <re)) 

der Naherungen (3.8) liefert > 0 (i = 1 ..., 4) und s-Ar2 , sA4 > 0, 523 < 0, 
wonach sich s stahil in einer vollen Utugebung des kritischen Werts e = 0 verhält, 
der Zweig s' dagegen beiderseitig instahil verläuft. 

IV. Anhang 

Wir vereinharen die folgenden Bezeichnungen: Se	0 und W0 = L2(S-, e 2 " d V)

x 1,2(8, e20r dV) der Hilbertraum der Funktionenpaare v = (v, v+) mit der Norm 

jv11 0	 e2 dV +1 M 2 e 2° dv. 

Fur m I bezeichne Wm.a den Raum der Funktionen v € W0., mit veraligemeinerteri-
Ableitungen Dv € W0 für al ;g; m, die his .zur Ordnting rn — 1zudem A1-periodiseh 
sind. Nach bekannten Randeinbettungssatzen sind die Rume Wm ,a Hilberträume 
tinter cler Norm 

JIVJJ2 = E DvI1. 
IIin
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SchlieI3lich sei Vm (m . I) derdurch 

IVI	=	^' l[]tI1&.,	 (4.1) 
O<IJ—<m 

normierte Hilbertraum der bis auf Konstante bestirnmten Funktionen v =(v, v+) 
mit A 1 -periodischen Ableitungen bis zur Ordnung m - 1. Sind 

0	 V =	' v(x3) ej(.z)	 (4.2) 

die Fourierentwicklungen.der Funktionen v, v+, so 1st die Norm (4.1) aquivalent zu 

E 1w12m (I1v 11 2 + lIv	11 2) + f (IIv(m)lI 2 + IIv m )I12 + Il	11 2 + li'	11 2 ),	(4.3)

EA 

wenn wir mit
0	 +c'Q 

11v II 2 =1 l v l 2	dx3,	IlvI12 
=

Iv0I2 e2	dx3	- 

die Nornien der Foiirierkoeffizienten in den Räimien L2((_00 1 0), e_ 20xsdx3 ) , hzw. 
L2((0, +oo), e2 ' dxa) beeichnen. 

Es gelten (lie Absc/iatzungen: 

a) f v(x 1, 2' 3)j2 e 2	dx3 ^ const lIV I!,	(ni	2);) 

b) I11"llm.a :!z^ const Il ?/rnII Il V llm,a	(n	3); 

U)	e±2$ 11v ( . , ., X3)11L() ^ const I1vIlic. 

Zu a): TJnter der Voraussetzung v € W, 0 (m	2) gilt für die Entwicklungen (4.2) 

(E Iv1) 2	(1 + I w I 2 ) -m E (1 ± 1_1 2 ) m Iv: I2 

const	' (1 ± 10)1 2 ) m j?;±j2, 

also

1 IV ' 12 e 2 dx3 ^ const E (I +1w1 2 ) m !Iv1I2	const IFvll,. 

/	 Zii b): Zur Bestatigung von b) sind die Tntegrale 

D 2 jDPv ± 1 2 e 2 'dV	(Il + flu ^ m) 

•	abzusehàtzen. Hierfiir gilt bei Ja l	m —2 wegen der Sobolevsehen Einbettungs-
•	sitze für Funktionen von zwei Variablen 

-•	 1 ^ const 117/I1,2 f IDflv ± 1 2 e 2 ' d17	const I1I1m2 lIvll,. 
S ±	 - 

In den restlichen Fallen ( j fl j = 0,1) gilt infolge a) 

I = f J)j 2 dx1 dx2 f Dvl2 e±2r dx3	const IIhll!m2 llVIln. 

4) Integration von —co his 0 bzw. von 0 bis +oo.
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Zu c): Für v € W 1 bestehen die lingleichungen 

v ± (x3 )j 2	2 f'	dx3 + 2 Iv(z)I2 

:E^ 2f en2oz,dx3 lb. 12 e 2ax, dx3 + 2 I V.±ii 
X.	I LZ 

Ie v2 - e 2°"i Ii ± 11 2 ± 2 IV. (z)l2. 

Multiplikation mit C±202 und Integration von x 3 bis x3 ± —1n (1 + 2ae) liefert


e e 2 ' IV. (x3)I 2 ^	(2ae - In (1 + 2ae) I±Il2 + 2 IIvII2 

< e2 liv ± 11 2 + 2 iiv Il 2 ,.	> 0. 

c) folgt hieraus nach Summation Uber das Gitter: 

e±2z; f Iv:(ij , x2 , x3)12 dx 1 dx2 = 2I/j2 e±2n1a E v±(x3)j2 

^ 2 113 -t2	1+lwj2S ± 4
	(1 + iw1 2) lIvI12 

:!E^ corist JlvI10 I	 - 

Mit dciii folgenden Hilfssatz beziehen wir tins auf Variationsgleichungen des Typs 
(2.9). 

Hilfssatz 4. 1: Unter den Vorausseizungen 0 a < 2/Il?f und / = (/1, /, /3) € (Wm,a)3 
gehort die Losung v E V der Gleichungen 

f Vv-	 ' +fvv v+dV=f/idV +f/15dV, 

v(x, X21 0) - v(xj , x21 0) = const,	 (4.4)

V 9, € V: w(x 1 1 x21 0) - q(x 1 , x21 0) = const 

Zu	Ferner gilt IVIm+1,	const I/Jlm.o mit einer nur von m und a abhangigen 

K on slant en. 

Beweis: Es bezeichne	/ die Fourierkoeffizienten der Funktionen v±,

±, / sowie / =(/,/). Nach(4.4)geniigen die Funktionenv. ± den Variations-

gleichungen

+ w i 2 v) dx3	 ± (O i 2 v) dx3 

- i(w, /)	) dx3 + f(/	- i(w, /)	) dm,.	(4.5) 

Ersetzung von	,	durch v e- 2 bzw. v C2aX führt zu 

(v	2 + w1 2 ilv 1I 2 - 2a 	e2 dxa) 

+ Il1I2 ± w I 2 Il v 1I 2 + 2a 	02az dx3 = L(v).
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Hier 1st

L(v) = f(t	 - -. i(w, 	- 2af) e 2 dx3 

+f(/	i(w, f) + + 2a/) e2ox. dx3. 

Nach Abschatzung der geniischten Terme: 

2a	e2	dxaI f^: 2a IliD. iJ M[	iIi±II2 +	av±II2 

folgt

a) (U 	+ /I I W12 II ?, 11 2 + I	I1	1w12 IIII2) 

L(v) I < const (iI/II Div	Ii ± wi iiv ii) ± If	(I	Ii + w i iV ID) 
also

/2 ft'II2 ± a 1 ,12 ilvu,_11 2	I'IV ± Iw1 2 I{v,I[2	COflSt (IV.-112 + ILfII2) 

mit einer nenen Konstanten. Wegen (4.3) folgt hieraus die Behauptung fiirrn = 0. 
Die weiteren Abschatzungen ergeben sieh aits den Eulerschen Gleichungen 

_j,± + w1 2 V. 1 = —i(w, /,±) - 

zu (4.5) nach Differentiation I 
Beweis von Satz 2.2: Tin Hinblick auf b) und Hilfssatz 4.1 lassen sich die Varia-

tionsgleichungen (2.4), (2.5) auch uher den Räumen V,,,,(0 :E^ a < 2/1/3) iterativ 
aiifIösen). Wir erschiiel3en hieraus zunächst die Konvergenz der Entwieklung (2.7) 
fiber diesen Räumen, mind hiervon ausgehend die der gliedweise differenzierten Reihen 

Dv =	' (z - 1)t Dv ii, Dv i.=o =	' Cu - 1)' Dvt1I,=o	(4.6) 
iO.j?i	 iO,j1 

iiber Wm_ i .a bzw. wegen c) fiber "m-2 
Zuum Beweis von Satz 2.2 berechnen wir die erste Variation des Funktionals J. 

Wir betrachten (2.7) hangs der Schar + th und setzen v( + th) (x 1 , x21 x3) = v(t; 
av x1 x21 x3) sowie = 
at LO . Differentiation des Minimaiwerts (2.10) liefert 

(J(?) ), h) =	j(i + th)i=0 = 2X (/2b(?l; v, ) ± h+(fl; v, )) 

+ jtb iih; v, v) + b 1 (h, v + , v) ± 1ub2 (71 , h; v, v) ± b2 (?1 , h; v, v). 

1)ie einzelnen Anteile lassen sich vie folgt umformen: Wegen der Variationsgleiehun-
gen für v und der amis (2.5) durch Differentiation hervorgehenden Beziehung 

- = h +const hangs x3 = 
gilt

') + h(7;v, F)) 

= f (v --	+ v V,11 2 ) h dx 1 dx2.X. 

5) Man beachte v 1 E V,,.
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Partielle Integration der restliehen Anteile und Beachtung der Euler-Lagrangeschen 
Differentialgleichungen für v ergibt 

zb 1 (h;v, v) + b 1 (h; v, v) + ub2 (, h; v, v) + b21 4; v, v) 

= f (i(v + v;,2 + V71 j 2 v 2 - (v + v;, + I i I 2 v;,2)) h dx dx2. 

Pa die Tntegranden dieser Ausdrüeke wegen (4.6) zu 11m.2 gehoren, folgt die Be-
hauptung schlief3lich aus der Tatsache, daB these Räume unter der Voraussetzung 
m	4 Banachalgebren sind (s. [1]). 
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