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Oberfl;iche'ninstabiiitﬁten magnetischer Fliissigkeiten -

K. BE]‘{ER

In {2] wurden die Varjationsgleichungen zu periodischen Gleichgewichtszustinden einer magne-
tischen Fliissigkeit unter dem EinfluB cines vertikalen Magnetfelds hergeleitet. Irn Anschluf3
daran werden hier holoedric-invariante Gleichgewichtslosungen aber hexagonalen Perioden-
gittern konstruiert.

B [2] BuBojuanch BADHAINIOHHBIE YPARHEHHA 1A NMEPHOJHUECKHX COCTOANMIT PABHOBECHH
MArHUTHON FKMIKOCTH B BePTHKAJIBHOM MAUHUTHOM nonc. B NpOROI#EHHM OTOr0 HA rek-
COTOHANLHBIX CETKAX BHIUNCJIAIOTCH PABHOBECHHIE DELICHUA, HHBAPHAHTHBIE OTHOCHTENLIO
TOII03PHH. )

We continue here the study of periodic equilibrium states of a magnetic fluid in an exterior
magnetic field yet considered in [2]. In this paper we calculate holohedry-invariant equilibrium
solutions on' hexagonal lattices. - : . o

In [2] wurden die Variationsgleichungen zu periodischen Gleichgewichtszustinden
magnetischer Fliissigkeiten beschrieben. Im Anschluf3 daran werden hier ,,holoedrie-
invariante‘‘ Gleichgewichtskonfigurationen iiber hexagonalen Periodengittern A
konstruiert. - : T

Wie in [2] betrachten wir dic Trennfliche I" zwischen einer inkompressibleri magne-
‘tischen Fliissigkeit (u > 1 sei ihre magnetische Permeabilitit) und einem Vakuum
unter dem Einflul eines homogenen Magnetfelds, der Schwerkraft und ihrer QOber-
flichenspannung. Bei fehlendem Magnetfeld ist die horizontale Trennfliche z = 0
einziger Gleichgewichtszustand. Hierzu treten bei Uberschreiten der kritischen Feld-
. starke M, (2.17) weitere Oberflichenformen, die aus den Variationsgleichungen
0F. = 0 zur Gesamtenergie £ zu bestimmen sind (vgl. [3]). :

Nach Herleitung des Variationsproblems in Abschnitt T werden dic variablen
Integrationsgebiete in Abschnitt TT auf Festrandgebiete bezogen und E anschlieBend
nach Potenzen der Konfiguration % sowie der Parameter ¢ = H;2(H? — HZ) und
# — 1 entwickelt. Die Funktionen 5 variieren hierbei iiber Sobolewriumen H,,
A-periodischer 'Funktionen der Differenzierbarkeitsklasse m. Nach Satz 2.1 ist £ ana-
lytisch iiber diesen Rdumen sofern m = 3. Grundlegend fiir die Konstruktion ist
" Satz 2.2 (Beweis in Abschnitt IV), nach dem seine erste Variation £, unter Voraus-
setzung m = 4 cine analytische Abbildung zwischen den Raumen H,, und H,._, defi- .
‘niert. Wegen der Bewegungsinvarianz der Energic sind die Gleichgewichtsbedingun-
gen invariant beziiglich der maximalen Untergruppe & der orthogonalen Gruppe 0(2),
die das Gitter in sich iiberfithrt (Holoedrie des Gitters, vgl. [5]). Bei Stabilitatsverlust
(H = H,) besitzt die zweite Variation E,, — gebildet in n = 0 — den Eigenwert
Null mit der Vielfachheit sechs; iiber den Teilrdumen H,,¢ G-invarianter Funktionen
aus H, wird dieser Eigenwert einfach. Tn Abschnitt TIT 16sen wir die itber H,,% ska-
. lare Verzweigungsgleichung (vgl. [6]) in der Umgebung von (¢, ) = (0, 1) auf. Sie
besitzt nach dem Weierstralischen Vorbereitungssatz die Ldsungszweige (3.8), von
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denen sich s* stabil in einer vollen Umgebung des kritischen Werts ¢ = 0 verhilt,
der Zweig s~ dagegen beiderseitig instabil verlduft. Wegen s*(0) = 0,157 (x — 1)
bewegt sich das System bei Stabilitdtsverlust in unstetiger Weise nach s*.

I.

Wir betrachten die Trennfliche I': z = {(z, y), zwischen ciner inkompressiblen
magnetischen Fliissigkeit der Dichte ¢ und einem Vakuum unter dem Einfluli eines
homogenen Magnetfelds, der Oberflichenspannung und des Schwerefelds (0,0, —g).
Von den Funktionen { verlangen wir Periodizitit beziiglich des durch die Vektoren
V3 )

w, = 2zl(1, 0),. w, = 2al (2

erzeugten QGitters
A = {kywy + kyw, @ ky, ky ganzzahlig) .

Dic Wellenlinge ! wird im Rahmen unserer Uberlegungen nicht variiert und ist
spater gemiiB (2.17) festzulegen. Die beziiglich dieses Gitters periodischen Funktionen
werden wir kurz A-periodisch nennen. 2(0, w,, w,, w, + w,) sei das Periodcnparal]elo-
gramm des Gitters 4. Da die Vektoren w,, w, den Winkel n/3 einschlieBlen, ist sein
metrisches Fundamentalpolygon ein regulires Sechseck.

Uber 2 sollen Fliissigkeit bzw. Vakuum die unbeschrankten Gebiete

Q =PX{z:z2< =z, y)} bzw. Q*=9’X{z:z>§(z,y)}

einnehmen, wobei im feldfreien Fall £ = 0 gelte. Wir notieren die auf Flichen- und
Spannungseinheit bevogene Gesamtenergie E bei gegebener Trennfliche:

= —fVl + |V¢j2 dxdy+2ﬂlzf¢'2dxdy

@

__lu_ =12 A1 i w2 ’ .
+8nﬂzzf"’f 2di +8n[3l2 fl.)f 12dV, (1.1)

/
dV = dx dy dz. § > 0 ist hierbei der Koefﬁucnt der Oberfla(,henspanmmg der Fliis-
sigkeit und p > 1 ihre magnetische Permeabilitit. Die sich auf Fliissigkeit bzw.
* Vakuum (,u = 1) beziehenden FeldgréBen sind wie auch im folgenden mit den In-
dices ,,—* bzw. ,,+‘ gekennzeichnet. In (1.1) ist das Magnetfeld # in Abhéingigkeit
von { an noch zu beschreibende Randbedingungen zu binden. Gleichgewichtszustande
sind aus dem Verschwinden der ersten Variation des Funktionals £ zu bestimmen:

oK
(% ‘”) -

fir alle I.lllaSSlgCl’l Variationen 6. Um der Inl\omprcssxbllltat der Fliissigkeit zu
geniigen, werden wir die Losungsflichen und ihre Variationen der zusitzlichen
Bedingung

[Cdedy =0 ‘ , - (1.2)
P

zu unterwerfen haben.
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Zur Festlegung des in (1:1) eingehenden Magnetfelds setzen wir #'+ = H Vyp+’ und .
bestimmen die Potentiale * in der Néhe eines vertikalen Fiihrfelds:

p = /% + w (z, ¥, 2), vyt =z+ut(zr,y, 2), : (L3)
wobei neben
Au~ in 0O, Aut =0 in Q2% ' (1.4)
die Giiltigkeit der Sprungbedingungen 4
. Ht =, Kyt = pA,~ lings I (1.5)

Afiir Tangential-'bzw. Normalkomponente 5, bzw. #, des Magnetfelds sowie /1-Perio-
dizitdt zu fordern ist. Man bemerkt (s. [2]), daB die Losung des linearen Randwert-
problems (1.4), (1.5) Extremale des Variationsproblems

p [ IVu-Pav + [|Va*(2dV — Min. : (1.6)
Q- o+ :
unter den Rand- und Koppelungsbedingungen

. - 1=
u* -periodisch, u* —u™ = £

z 4+ const langs I (1.7)

ist. Wir haben nunmchr seine nach (1.6) (bis auf eine Konstante) eindeutig bestimm-
~ te Losung w~, u* in den Magnetfeldanteil von (1.1) einzutragen. Man erhilt wegen (1.3)
zunichst -

p [ 1#2dV + [ dY
2- 2+

T

: 1

= 1-12f (/t |Vu~|2 + 2Vz Vu= + —) dav
. g . I » )
+ H? [ (|Vu*|2 4 2Vz Vat + 1) dV. (1.8)

gf
* Die unendlichen Anteile f dV tragen wegen (1.2) zur Variation nichts bei und werden
o* : : ’
deshalb vom Variationsintegral (1.1) abgezogen. Nach partieller Tntegration (man

beachte die in Hilfssatz 4.1 zum Ausdruck kommenden Wachstumsbezichungen) er-
halt man bei Beriicksichtigung der Randbedingungen schliefllich

1 .
~E=-ﬁf}/1+]VC|?dx(ly+é%glsz?dxdy
; \

- & &
- :,-Z:z f Va2 dV — %’;2 f [Vt dV. | )
o v
IL.
Dﬁrch die Transformation
x=lx,, y=lx,, z— {(x, 'J)‘=.lxa (2:1)

* bilden wir dic Gebiete Q% auf die Festgebiete 8~ = 2, X (—o0, 0) bzw. §* = 2,
X (0, +0c0) ab. &, ist hierbei das Periodenparallelogramm zur Wellenkinge | = 1;

25+
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kennzeichne A, das ‘2ugehb’rigé Gitter. Bezug der Energie auf dimensionslose
" Variable : '

A P B L)
iwberfiihrt (1.9) in '
= f }/mﬂ_? dx, dz, + Qgg f N dx, dx, ‘
. LTy . .
ui;(],_—mJ s . (2.3)

wobei J Minimalwert des nach (2.1), (2.2) transformierten Varlatxonsproblems (1.6),
(1.7): ' :

/¢f|Vv‘|2dV + [|VotEdV

s TSt

— 2u [ o5 (0nna, F Vanz) AV — 2 [0f(vinz, + vime,) AV
S~ . : S+ . )

4ou [uz2 |VgdV + [wi? Vg2 dV — Min. (2.4)
§- St

unter den Nebenbedingungen _ .
' " v% Ap-periodisch, v*(z,, 2o, 0) — v (24, Xp, 0) == {2y, x'g) + const (2.5)

-‘zu sein hat. Sind ¥V die Faktorriume der iiber S~ bzw. S§* definierten /1 -periodischen
(und bis auf eine Konstante bestimmten) Distributionen mit quadratisch summier-
baren ersten Ableitungen, so ist (2.4), (2.5) iiber ¥V = V= X V* zu stellen. V ist
Hilbertraum unter der Norm (vgl. [4])

[v]? = f |Vor[2dV + f |Vor2dV .

In (2.4),. (2.5) variiere 7 iiber den Sobolewriumen H, A,-periodischer Funktionen
mit ubu‘ 2, quadratisch summierbaren Ableitungen bis zur Ordnung m, die Ab-
leitungen bis zur Ordnung m — 1 seien zudem A,-periodisch. Fiir die Funktionen -
dieser Riume gelte auBerdem (1.2). Ist

A = (ko) + kow,' © ky, ky ganzzahlig),

) V3 '1) , 2
w, ]/'3 ( —— ., Ws —1]/—_-(0,1)

, das zu A, duale Gltrcr (s. Abb.), so lassen sich die Funktionen 7 € I],,, in Foux ncr-.
reihen

l'](zl’ wZ) = 2 Nw ei(w'”’ New = ﬁw . (2.6)

04 weA,"

entwickeln, wobei wir das Skalarprodukt der Vektoren (2, z,) und w E A," abkiirzend
mit {w, ) bezeichnen. H,, ist Hilbertraum unter der Norm

“"ﬂlm2 = Z , legm Mwl .

OFweM,
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Satz 1.1: U hter der Voraussetzung m’ = 3 st der M wnemalwert J iiber H,, X R ana-
lytisch in (0, u) = (0, 1).

" Beweis: Wir bezeichnen dic Variationsintegrale in (2.4) mit

Bo(v,v) = [|Vol2dV,  biE(n:9,0) = —2 [ va,(0n1s, + vaiiz) Vs
. s . Y

byt (nim,0) = [ o2, |Vn2dV.
St

“Unter der Voraussetzung m = 3 sind die Funktionen 5 € H,, und ihre ersten Ab-
leitungen stetig itber R2 Die Integrale b;(n;-,.) (¢ = 0, 1, 2) definieren in diesem
Fall beschrinkte — und von % analytisch abhang|ge — quadratlsche Form(,n itber V.
Wir kénnen hiervon zunichst auf die F‘nt\vnckelbarkmt

’

b=,2 (1 — 1) v(y) ' ' (2.7)
i20,j21 . B . N

der Lésung » = (v, v*) des Variationsproblems (2.4), (2.5) tber V schlieBen. Thre
Koeffizienten v, = 37 (0 — 1) vy(n) bzw. v;; (¢ = 0, § = 2) haben den Variations-
gleichungen P20 o -

wby~ (17, @7) + bt (v, 97) =0, -

(2.8)
v H (@, 2o, 0) — v,7(2y, 2, 0) = 9(2, Z2) + const
" baw. (wir setze}; Voy,j = Vi = 0) .
bo_(v;’ —) =+ bO (v.], ) + bo ( i—1 P )
+ by~ (n; vy J—1 + Vil ;—1: ‘—) + b1+("7; vifj'—l’ @)

. (2.9)
-+ ba7 (0% T =2 + vl—l =29 (P ) + bt (n¥; vi‘.j—z: o*) = 0, .

V(@ 2y 0) — vij(21, 22, 0) = const

'fiir alle @ € V mit ¢*(z), 25, 0) — @7 (2), 22, 0) = const zu geniigen. Nach (2.4) gilt

. : ,
:é‘(,ub,, (;7,1,,1,)+b Hgms vt vh)), (2.10)
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woraus wegen (2.7) die Behauptung folgt; bei Beachtung von (2.8), (2.9) findet man
J = #bo (017, v17) 4 b (¥rF, va*) + by (15 9,7, v17) + byt (3 o0t 0,Y) .

+_ Z (:u' - 1 i Z (bl (77 Vb vt—k j—2 + Vi_k—1 ;—") -
iz0j24 £=0
+ by (05 vk k) T b2 (0% Vi, Vilkjos + Viik—1j—a)
bt v Vi joa)) ,
=JomE w) + T w) + X (w— 1)1 () 0 (2.11)
i20,j24 : )

" Wir berechnen die Funktionale
. Jy = uby~(v,7,v,7) ‘1'— bt (vt 1Y),
T3 = pby=(0; 0,7, v17) -F byt (s 0rF, 0,), ' V (2.12)
Jos = by (03 v, Vgs) BT (05 vay, vgn) + baT (0P vy v) + bt (m vors Vo)
In (2.12) sind die Funktionen v,(7, #)*) und v, aus (2.8) und (2 9) bzw. den 1ugchon-

gen Fuler TLagrangeschen Differentialgleichungen
Av;t =0 in St,

1_ =0 in S_,
a .t . a
" — v~ = n + const, ;xl, 81: =0 ]a’_ngs o—
und
v +
Avo‘zzA( —ﬂ) inS™, Ay, :—.A(v ﬂ) in'S*,
g Z,
. i, oy _ o
Vgy — Vg = const, -6% — a—:);“ = |Vy|? ; langs x3 =0 (2.13)
zu berechnen.
Hilfss_a-ti 1.1: Mit den Bezeichnungen (2.6) und
Anp =VY—-4An =} |o| 9, eitws)
weA,
gelten die Lisungsformeln
vy = — Z N ei{w.z) elw]l",
1 + weA,’
M o+wen (2.18)
u .
v + = N e'(‘”'f) e"lwIZ: .
' L+ pooswenr 7
sowre .
| | A | IR, _
Vg = T An® — 5 547, —61::3; = 1+ — |Vy? lings 23 =0. (2.15)-

Beweis: Formel (2.14) gilt offensichtlich. Zum Beweis von (2.15) 16se man (2.13)
durch den Ansatz vd = g ., + w*, Aw* = 0. Nach (2.13) haben die harmonischen’

1) vg == vy(n; 1).
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Funktionen w# lings x; = 0 den Koppelungsbedingungen w* — w™ = const, wy, —W,

1 k1)
=3 An® zu geniigen. Ist b € V- die harmonische Funktion mit Randwerten b = »?

: 1 . 1 .
4 const lings z,.= 0, so gilt offenbar w~ = T bz, und w*(zy, Z,, 2;) = T b (2,
o, _xg). [ ]

Setzt man.(2.14), (2.15) in (2.12) ein und integriert partiell, so folgt schliellich ?)

: 1 — u) 1
J., :L(A,] n) ,]3: ‘u(—(A')? —Anz—’)]A?]) -
v 1 + ’ b 1 + 2 ’ 2 I
# (1t : (2.16)
1 9
. Jo= 7y (4(?73, Adp) — 3(1}2,'A377-)).

Insbesondere ist damit die zweite Variation E,, der Gesamtenergie an der Stelle
7 = 0 bestimmt: Setzt man ' :

2 4 ﬁ 2 __ 87‘}“' _ . . . .
| =g, He=qg— gm0+ Vegh, (2.17)
so gilt, '

Ermlr]=0(7]2)‘

4 (1 2 4 1 (HY o
— Vnl2 da B 2 %o N i ]
| f [Vgl? da, dx, + 3 (lcr) fn dx, (]x_ 30 ([]cr) (4 0, )
P . P .

1

3 4 (1\® 4 1 ({ H\ .
=2)3a2 ¥ s Ay _ 4 1 (H I
: V 70;:::"?’"1" (|(“I + :-; (lcr) ﬁ lcr (I]cr) |w|) ’?7 |

(vgl. (2.3), (2.16)). Offenbar 148t sich diese Form stetig iiber H, fortsetzen, und zwar
wegen v
. 4 (INE 4 I [(H\ , 2 1 [ H\*?
o+ 5 () = g ) o= (o= 5 2 ()

) (- (7))

in positiv definitcr Weise, solange die Feldstérke im unterkritischen Bereich H? < H2,
variiert. Uber diesem Feldstirkebereich verhilt sich die horizontale Trennfliche
demzufolge stabil gegeniiber /l-periodischen Stérungen belicbiger Wellenlinge.

Legen wir die bisher freie Wellenlinge ab jetzt gemifl { = I, fest, so gilt an der
Stabilitatsgrenze

= . 2\,
Eonlyeo,=u,,07) = 2 V3a2 ¥ (|‘0| — ﬁ) 7012 (2.18)

- VHhwed,
Diese Form besitzt den sechsdimensionalen Nullraum

N: efilwln) | okilw)a) | gdite) o)

2) (-, )-Ly-Skalarprodukt iber 2,.
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Im iibrigen gilt
) Hilfssatz 2.2: E'l"lr;=0 H=H
Hp und Hyy (m = 2): '

vermattelt eine stetige Abbildung zwischen den Riumen

E'I’l n=0H=H. € L(Ijm’ Hm—Z) ) ' ' (2.]9)
mit dem Wertevorrat
R={feH,,:(f,h) =0 fir heN}. (2.20)

" Beweis: (2:19) ist evident. (2.20) folgt aus dén zur Beziehung E,,
gehorigen Gleichungen :

ey
(le V?T) 7o = o

zwischen den Fourierkoeffizienten 7, f, der Funktionen # bzw.-f §

n=0H=He 1 = /

"Wir setzen schlieBlich

B — H2,
HE,

=¢

und entwickeln F neben 7, x¢ auch nach ¢. Wegen (2.3), (2.11), (2.16) erhilt man in

.- zusammengefalter Darstellung

, 1 _ L
E= Byl _on_n, +E+ X w—1) Eun) (2.21)

itjthz2
mit dem ,,reduzierten‘‘ Potential
1
2

2 1
Emd'(ﬂ; e, /") — ‘ﬁ 8(A’I7, "]) + —= (,u —_ 1) (Aﬂ,

V3

1
4nB, A%n) = 3(y2, Ap2) — 5 (IVai2, [V91%).

An? — 1')A77)

613 (
Elementare Rechnungen crgeben: Fiithrt man in N neben den Fourierkoeffizienten

n="x n,e?
jol= 2/¥3

" die Koordinaten
) . . _ .6
: No. = @y €521, Ny = g €%, N +wy = Uz €7
sowie :
N — 2 p.
6 =10, + 0 + 03 0=, +a + as', 0 = % + a.tad + as’a,?

ein, so gilt iiber diesem Teilraum

E? = 1672 (—% (@ + a2® + ag®) — (1 — 1) @,a003 cOS 0

5 5 o
+ —0, 4+ |4 — =] 72]). . (2.22
6Y3 ( vy 3) ) .
“Wir noticren abschlieBend den fiir unsere Konstruktion grundlegenden Regularitits- °
satz.
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Satz 2.2: Unter der Voraussetzung m = 4 vermittelt die erste Variation E, des
Funktionals (2.21) eine in (n; &, p)~= (0; 0, 1) analytische Abbildung von H, X R* in’
H,_,. .

Der Beweis erfordert einige Weiterungen und wird in_Abschnitt IV nachgetragen. .

.

-Sei @ die maximale Untergruppe der orthogonalen Gruppe 0(2), die das Gitter A4, in
sich iiberfithrt, und 7:

(Ty) @, 22) = g o 7)), g € G,

ihre in itblicher Weise definierte Darstellung iiber den Riaumen I{,,. Wir werden unsere
weitcren Betrachtungen iiber den Teilraumen H,,¢ der bel 7', invarianten Funktionen
(Tyn =7, g€G) von H, fithren.

T, wirkt auf die Fourlerrelhcn (2.6) gemal

(Tg"?) (), o) = Z N ei(@.g!(z))
weA,’ .

= Z Nw eHg(w). .1:) = )—’ N1 )9'<“’ z) |
weA,’ wE/hl

7 ¢ H,, gehort deshalb genan dann zu 1,6, wenn ihre Fourierkoéffizienten lediglich
von den Aquivalenzklassen :

[0] = {0’ =gw) g€ G} € A//G
der Gitterpunkte o € /1," abhéingen, d. h. wenn

n= X fu e = X g 3 el
weN,’ [wleAa, /G welw]

zutrifft. Uber N wirkt 7', transitiv (s. Abb.), infolgedessen ist

~

2 z
m= X e'(“”’>—2cos—:z:2—r4cosa,l oS —

jwl=2/V3 ﬁ ﬁ

die einzige G-invariante Eigenfunktion der Form (2.18) zum Eigenwert Null, der
somit iiber H,° einfach wird. :
In diesem Abschnitt 16sen wir die Variationsgleichungen

C(Bniemhhy=0; qeH,S, N heH,S : (3.1)

unter der \’omussetiung m = 4 in der Umgebung der Stelle (77; & 1) =(0;0, I)l.

Bemerkung: Tatsichlich geniigen die Losungen von (‘¥ 1) den vollstindigen
Gleichgewichtsbedingungen

(B (n; & ), h) =0 firalle ke H,.

Man erschliefit dies aus der B(,W(,gnngsmvarmn/ der Energie: Danz{ch gilt fiir alle
nheH,

(EATyn; & 1), Toh) = (Bon; & p)s 1),
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woraus fiir die Losungen von (3.1)

s

5

n=0

5
0= <Iv’,,(97; & 1), %:; T‘,"h> = Y (En; e w), T, k)

Mo

(Eo(n; & p), k) = 6B (n; ¢, p), h)

n=0

fiir jedes b € H,, folgt.
. Gleichung (3.1) ist nach Ljapunow-Schmidt wie folgt zu zerlegen:

3 = 8(y, +9), @,m) =0

(Eyns & p)m) =0 ,

Eons e By =0, N hi(hm) =0. (3.3)
Wir l6sen zunéichﬁt (3.3) bzw. . ‘

SE’,,,]L:O}”:H"&?, h) = —<E’,,re"'(s(1]l + 9); & ,u), kY

' =& X (k4 3) el — 17 s Bigl0n.+ 92, 4)
i+jTkze : 3.4).

(vgl. (2.21)). Dies ist (nach Division durch s) in der Umgebung von (4; ¢, 4, s) = (0;
0, 1, 0) in einfacher Weise durch sukzessive Approximationen méglich, wenn wir
(3.4) nach Satz 2.2 und Hilfssatz 2.2%) als analytische Beziehung zwischen den
Réaumen H,¢ und H¢_, auffassen. Man findet

B =s X Fueiu— 1) s, : , (3.5)
i.jk20 :

(3.2)

Wir setzen (3.5) in (3.2) ein und gelangen dadurch zur Verzweigungsgleichung »

<E,,’°_‘"(8(711 + 9 e, ,u), "71>
+52 X (k+3) el — 1) SEip(tn + )2, m) = 0

i+j+k=? .

d . : . P :
bzw., nach Abtrennung des Polynoms T Erd(sn,; & u) in dieser Gleichung, zu

d%)‘ Emd(sny; ¢, u) + s*P(s; &, u) = 0. B (3.6)
Dabei ist P eine Potenzreihe mit Anfangsgrad = 2. Nach (2.22) gilt

! , — 25

4 Ered(sne, p) = 1622 [ —2Y3 e —3(u = 1) s +4 (12 — 0} s2).
ds 23

Wir diirfen deshalb (3.6)-wegen des WeierstraBschen Vorbereitungssatzes in erster
Néaherung durch die reduzierte Verzweigungsgleichung :

d .. :
o B (smy; &, p) = 0 | | , (3.7

%) In (2.20) ist H,_, durch HS_., sowie & durch 7, zu ersetzen.
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ersetzen. (3.7) besitzt neben s = 0 die Losungen

st = 0.078(x — 1) 4 )/0,078%(u — 1)z + 0,181e. (3.8)

Interessanterweise lassen sich auch die Stabilitidtsverhiltnisse langs dieser Lésungs- |
zweige durch das reduzierte Potential beschreiben. Dies folgt aus der Entwicklung

E,,,,(s(m + #); e, [u) (h,

= _JWI'I:O',!:" (k, ) + E'c"( sl + 9); &, ,u) (h, B)
s T (k4+2) (k4 3) 6 — 1 SElin + 94, 12)
- itjtk22

der zweiten Variation der Gesamtenergie (2 21). chh (2.18) ist hlerm F,,,,l —oH—T

_positiv iiber dem Komplementiarraum N1i: (k, 5) = 0 fiir € N. In der Dmgcbung
von (g, u) = (0, 1) werden die Stabilititsverhiltnisse demzufolge durch die Form -

E‘flf;"'(so],; g, u) (k, )

iiber N bestimmt. Thre Signatur stimmt wegen (3.7) iiberein mit der der Hesseschen
Matrix zu (2.22), deren Eigenwerte

By = 2st((n — 1) — 0,302s%),  i* = *(12,755s% — (u — 1)),
A =3(p— 1) s, A =0 |

sich in einfacher Weisc berechnen lassen. Afg = 0 ist Folge der Translationsinvarianz
des. Problems. Entwicklung

S 057 4+ 1,155 —
p—1 7 T (u— 1) ’

= W et o (lel < el — 12, (lely 1o — 1) < 7))

.\.

der Niherungen (3.8) liefert 2,* > 0 (z =1, ..., 4) und s iy, 2., s AT >0, 57737 <0,
wonach sich s* stabil in einer vollen Umgebung des kritischen Werts ¢ = 0 verhalt,
der Zweig s~ dagegen beiderseitig instabil verlduft. ' :

IV. Anbang

Wir vereinharen die folgenden Bezeichnungen: Sei o = 0 und Wy, = Ly(S~,e~2%dV)
o X Ly(S*, e2x dV) der Hilbertraum der Funktionenpaare v = (v~, v*) mit der Norm

M, = [ [omPe~2mdl + [ |o*|2ctondl.
§- S+

Firm = 1 bezeichne W .o den Raum der Funktionen v € W, , mit verallgemeinerten-

Ableitungen Dy € W, fiir &| < m, die bis zur Ordnung m — 1-zudem A,-periodisch - .

sind. Nach bekannten Randeinbettungssatzen sind die Raume W, , Hllbertra.umc
unter der Norm

olte = X 1D,
lalsm
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Sch]ieﬁlich sei Vo (m =-1) der durch

Wae = 2 D5, ' : (4.1)

0<]_u]§m

normierte Hilbertraum der bis auf Konstante bestimmten Funktionen v =-(v™, v*)
mit A;-periodischen Ableitungen bis zur Ordnung m — 1. Sind

vt = 3, * () ei@) ’ C(4.2)

wEA,

_ die Fourlcrcntwwklungen der Funktmncn v7, v*, 5o ist die Norm (4.1) aquwalent Zu

, Z ol (v I1P + llvw*I1?) + Z (v, ""’)IIZ + Ilvw*‘"”ll + o717 + Ilt’m*llz), (4.3)

€4y

wenn wir mit
. 0 R + o0
“vw—“‘l = f lvw—lz 0_202' dxa, ”vw+”2 = f va+I2 e‘.’a:t, dxa

die Normen der Fourierkoeffizienten in den Riumen L2((—oo,' 0), e—20% dxa), bzw,
Ly((0, 400), €% da) bezeichnen.

Es gelten die Abschiitzungen:

a) [ JoE(ey, wy, )2 eEln day < const ol (mo= 2)53)
b) llm, e = const [l ellm,e (m = 3);
(5) ci2”I. ”v:ﬁ(.’ . xs)”L.(F/’,) é COnSt I[‘v”l.a' \

Zu a): Unter der Vorausset;wng v € Wy, (m = 2) gilt fur die Entwicklungen (4.2)

2 EN = V(0 + o) Z(‘*le"‘lv 2

< const } (1 4+ |w|? )”' |v, %3,
also ) : .
J o2 et day < const X (1 + |wf®)™ o, %[ < const [fo],,.

Zu b): Zur Bestédtigung von b) sind dic Integrale -

I =f ]1)a7;|2 ID“’viPe“"-"-dV (la] + 18] < m)
4 ,

abzuschitzen. Hierfiir gilt bei |a| < m — 2 wegen der Sobolewschen Lmbettungs-
sitze fiir Funktjonen von zwei \/armbkn

I < const |y}, f | DFp=|2 e 2% AV < const |[n]],® vl , .
S*

In den restlichen Fillen (|5] = 0,1) gilt infolge a)

I = [ |D*y)? day dz, [ |DPvE|? e22s dzy < const [l [[vlf7.q -
P

4) Integration von —oo bis 0 bzw. von 0 bis +oo
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Zu c): Fir v € W, , bestehen die Ungleichungen

[t % ()2 < 2 2 b

2z 2
f T, T day
Za

2z
f eF 20z dy,

Zs

fl” :t|2 ez dyo| + 2 (v, =(2)|?

1
< — (¥ — eF2om) [0 2P 4 2 jou ().
S (

o . - 1 e
Multiplikation mit e%*2e? und Integration von x; bis 23 + 5% In (1 4 20¢) liefert
a S

1
< 53 (206 — In (L 4 208) o *[? + 2 o *?
< bt + 2 (v EP,. &> 0.

eetn gy

c) folgt hiecraus nach Summation iiber das Gitter:
e f [vE(xy, 2o, 23)|2 day dxy = 2 ]/57;2 eEn 37y, = (x;)]?
P ‘
PR

<2)3a2 Y 1+|

TP + 4322 X (1 + (o)) fv, =7

< const loll? o

Mit dem fo]gendon Hilfssatz bezichen wir uns auf Varlatlonsglelchungen des Typs
(2.9).
' Hilfssatz 4.1: Unzerden Voraussetzungen 0 < o < 2/]/_und f= (/1 fos /3 ) € (W,,, )3
gehort die Lésung v € V der Gleichungen

‘usv ' dV —}-fV’l)+ \') tdV = f/x %4‘” +fft“7;:n

v¥(2y, 2y, 0) — v (2, 25, 0) = const, - (4.4)
4 @€ V: (P+{xl’ Za, ) — (P-(xl, Zq, 0) = const
2w Vm+l o I~e7ncr gilt |V mer.c < const |[fllm.o mit einéer nur von m und o abhiingigen
Konstanten. . ,

Bewus Es bezelchnc v t, @ =, /&, die Fourierkoeffizienten der Funktionen v%,
@, fi* sowic fu* = (fi'w, f3). Nach (4.4) geniigen die Funktxonen v, % den Variations-
_g]eichungen

. 0 + 00
pf (00 p0” + (00" u™) d2y + [ (0,700™ + |02 0,7 Pu") dzs
-0 0 )

= f (/s—w‘;w_ - 7;("‘5 /w_> ‘?w—) dx3 + f (f;.waw+ - i(“” /w+> (779+) dx:!' (45)
Lrset/ung von ¢,~, ¢,* durch v,” —2"- bzw. v,* ¢29% fiihrt zu

(”U e Rl oI - 20’_[1’(» T,~ e 20% dxs)

+ PP + o) [ *I? + 20 f %*'5“,” cfonday = L(v,).
0 . .

~
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Hier ist "
. 0 _
L) = [ (5,00~ — %o, f™) T — 20f3,0,7) e~ %% day

+00
+f (/g;wi’.w‘:- = Yo, f*) .7 + 20‘/;;(”?70,“”) % du;.
0

Nach Abschitzung der gemischten Terme:

L ) L 3 . 2 e
S 20| f BT etten day| S 20 2] o] S B o pos + Loz

2 Vg
folgt _ .
V3 H —l2 2 =12 b2 E
\1 = 5 o) (e loaIP + w ol oI + 18t 4 o llva1P)
, < 1L(w.)] < const ([If71 (971 4 o] o™ + Ia*ll (Ba*l + lof lou*1D),
also

I 4 g 1l oI 4 19271 + ol w12 < const (Ifa [ + I *19)
mit einer neuen Konstanten. Wegen (4.3) folgt hicraus die Behauptung fiir.7m = 0. |
Die weiteren Abschitzungen ergeben sich aus den Eulerschen Gleichungen

Bt 4 o2 vet = — i, fut) — fE,
zu (4.5) nach Differentiation i 4

Beweis von Satz 2.2: Tm Hinblick auf b) und Hilfssatz 4.1 lassen sich die Varia-
tionsgleichungen (2.4), (2.5) auch iiber den Ridumen V,,,_.,(O Lo < 2/]/‘3) iterativ
auflésen®). Wir erschlieBen hieraus zunéchst die Konvergenz der Entwicklung (2.7)
iiber diesen Réumen, und hiervon ausgehend die der gliedweise differenzierten Reihen

Dv= 3 (u— 1) Duvy, Do, = Y (u— 1) Dvjjlz=0o (4.6)
20,721 i20,j21
iiber W,_,., bzw. wegen c) iiber 11,,,_2;

Zum Beweis von Satz 2.2 berechnen wir die erste Variation des Funktionals J.
Wir betrachten (2.7) lings der Schar % 4 th und setzen v(n + th) (z,, 2., 3) = »(¢;

ov

2y} Xo, T3) SOWiE D = Sl Differentiation des Minimalwerts (2.10) liefert
. t=0

' d 2 . .
(Jom), by = — J( + th)limo = 2 3 (uby™(n"; v, 57) + b*(y"; v*, 7*))
dt n=0

+ {ubl‘(h; v, v7) + byt(h, v, V) 4 uby (9, A v, v7) + byt (1, kvt vt).

Dic einzelnen Anteile Jassen sich wie ‘folgt umformen: Wegen der Variationsgleichun- .-
gen fiir v und der aus (2.5) durch Differentiation hervorgehenden Beziehung

. ¥t — ¢ = h 4 const lings 23 =0
gilt

X (uba (v, ) + byt v, 97)
& ‘

n .
= [ (@}, — v}z — Vi + 05, 1V012) hd, dz,.
2,

5) Man beachte v, € V

m,n*
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Partielle Integration der restlichen Anteile und Beachtung der Euler-Lagrangeschen
Differentialgleichungen fiir v ergibt .

uby~ (ks v, v7) F byt (ks v, wF) - uby(, Ry T, vT) byt (n, kvt vt)

= [ (u(vz? 4+ v52 + V9P o5 — (Ui + vi2 + |V9? v72)) b dx da,.
P

- Da die Integranden dieser Ausdriicke wegen (4.6) zu H,_, gehoren, folgt dic Be-
hauptung schlieBlich aus der Tatsache, dafl diese Ridume unter der Voraussetzung -
m = 4 Banachalgebren sind (s. [1]).
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