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GleichmiBige asymptotische Entwicklungen fiir unvollstindige Integrale

H.-J. ScHELL

. Es wird ein Integraltyp betrachtet, bei dem der Integrand exp (—g(s, t)) fur alle (reellen) s
in einer Umgebung von s, cin einziges Maximum in ¢ = y(s), a(s) < y(s) < b(s) besitzt, die
obere Grenze b ist und die untere Grenze x in [a, b) variieren kann. Fiur Integrale dieses Typs
wird eine asymptotische Entwicklung hergeleitet, welche fiir s - s, und gleichmaBig in bezug
auf alle z € {a, b] gilt. Die Ergebnisse werden auf die unvollstindige Gamma-Funktion und die
unvolistindige Beta-Funktion angewendet.

PaccmaTtprBaeTcs THII HHTETpaJia, B KOTOPOM IO;IMHTErpAILHAA PYyHKIMA exp (—g(s, ¢)) npu
. BCeX (HCMCTBUTEJNBLHBIX) § B OKPECTHOCTH TOYKH 8, MMEET eMHCTBEHHBI MAKCUMYM NpH
t = y(s), a(s) < y(s) < b(s), M B KOTOPOM HMHTErpHpOBAHIE BeJIETCA OT HM:KHEro mnpeaeia
x(8), rae GYHKIMA z(s) NPHHUMAET 3HAaYeHWA B [a, b], 10 BepXHero npenena b. Jlna unrerpana
TAKOI'0 THIA BBIBOAMTCA ACHMITOTHYECKOE PA3JIOMCHHE, MMCIOLICE MECTO MPH § — S, PaB-
HOMEPHO OTHOCHUTENILHO z € [a, b]. Pe'aym,'raru HPHUMEHATCH K HEMOJbHOIl ramma- q)ym\uuu
n ueno'muorl Gera-pyuruuu..

A type of integral is considered in which the integrand exp (—g(s, £)) has an only maximum in

= y(s), a(s) < y(8) < b(s) for all (real) s near sy, the upper limit is b and the lower limit can
vary in [e,b]. For integrals of this type an asymptotic expansion is derived holding for s - s,
and uniformly with respect to all z € [a, b]. The results are applied to the incomplete gamma
function and incomplete beta function.

1. Einfiihrung

Diese Arbeit kniipft an Ergebnisse aus [6] an. Wie dort interessieren wir uns fiir
asymptotische Entwicklungen von Integralen mit zwei-reellen Parametern, aber jetzt
soll unter dem Integral nur die asymptotische Variable s auftreten, zu der als zweite
Variable die untere Grenze z hinzukommt:

b .
F(s,2) = [ e=oh db. | (1)

‘Es sei s € S R, und die nicht-asymptotische Variable x variierc auf einem Inter-
vall [a, b] (dieses kann auch offen oder halboffen sein, « und b kdnnen von s abhingen,
@ = —oo oder b = 400 ist zugelassen). Die Funktion g(t) mége fiir alle s € S eine
cinzige stationire Stelle t = y mit a < y < b, go(y) > 0 besitzen (wir schreiben bei g
jeweils nur das letzte Argument; Indizes bedeuten partielle Ableltungen nach ¢).
Alle benotigten Ablutunge,n ¢,(t) mogen existieren.

* Man kann F(s, z) ein unvollstindiges Integral in bezug auf
b
E(s)= [e-o®dt - : - (2)
g :

-1y Uberarbeitete und gekiirzte Fassung dés SchiuBteils der Dissertation B des Verfassers [5].
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nennen, so wie man diese Formulierung beispielsweise bei der unvollstindigen Gamma-
Funktion (siehe (54)) verwendet. In der vorliegenden Arbeit wird eine asymptotische
Entwicklung fiir F(s, z)/E(s) hergeleitet, die fiir s — so (s, Randpunkt von 8) und
gleichmiBig fiir alle z € [a, b] gilt. Daneben kann auch ’

G(s, ) = f‘e‘ﬂ“’ dt (3)

als unvollstindiges Integral beziiglich E(s) betrachtet und eine asy'mptotischc‘ Ent-
wicklung fiir G(s, z)/E(s) hergeleitet werden. Wegen des einfachen Zusammenhanges

F(S, CIJ) + G(S: ’l:) = E(S) : . (4)

‘beschrinken wir uns, von wenigen Hinweisen abgesehen, auf die Untersuchung.des
crstgenannten Integrals. . -

2. Asymptotische. Entwicklung fiir 1/F(s)

Um die gewiinschte asymptotische Entwicklung zu erhalten, wird auch dic asympto-

tische. Entwicklung von 1/E(s) fiir s — s, benétigt. Sie ergibt sich in einfacher Weise

aus der von E(s), und diese wiederum erhdlt man durch Anwendung ciner Verall-
gemeinerung der Laplaceschen Methode, so wie sic von Berg, [1] oder [2], angegeben

worden ist.

Satz 1: Die Taylorrethe g(t) — g(y) = 3 gkl(;{) A(l — y)¥ moge fir |t — y| < wls),
© k=3 k!

a4+ w = y < b — wkonvergieren, wober w die Eigenschaft habe, daf3 (jeweils fiir s - So)
fow = o0 mit | B = Vgu(y)/2 ' (5)

gZI(E) ~ 921(7/) /iir ]‘Cd(?s 5 € [y —w, Y + w] und I = ], 21-3: oo (6)

und

gelte. Es cxistiere ferner eine Funktion y(x) mit y(s) > 0 fiir s € S und p(s) = o(1), so
dall .

(g (y) = O(y*-21s)), k=3, (7
und ‘ - .
1y(s) = O((Bow)?)  fiir evne beliebige reelle Zahl o (8)
erfillt vst. SchlieBlich gelte fiir jedes natiirliche n
V- b
021./2(!/) L)) f e—o) df — o(y"), g2'2(y)) e9W f =90 dt = o(y").
a N R .

Dann besitzt E(s) fiir s — s, die asymp-totische Entwicklung

' 2n & (=)D 1 (g(y)
o~ Vyz(y) L& [W 1 ;.i!( 2! ) ]

2n+2’ . 242
SB2) (x): Y (1 —2)7;=2n, 4 =0 ganz, 2l= } 1.

i=3 i=3

{9)

Die asymptotische Skala von (9) ist {g,™"*(y) e”?@ p™(s)}. ., .

Die Richtigkeit der Behauptung lifit sich zunichst fiir fc‘g“) dt statt fir E(s)
y—w

zeigen, indem die Taylorreihe fiir g(¢) eingesetzt wird, zur Potenzreihenentwicklung

%) SB = Summationsbedingung
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fiir exp (—g(t)) iibergegangen wird und dann Integration und Summation vertauscht
werden. Wegen (5) kann man zu den Integrationsgrenzen — oo, oo iibergehen und
die Restintegrale mit (8) abschitzen. Die Ordnung des n-ten Glicdes der Reihe in (9)
ergibt sich aus (7), und wegen (6) fallen auch die Restglieder unter diese Ordnung.
Wegen der Voraussetzungen iiber die Ordnung der Integrale iiber |¢, y — w] und
[y + w, b] gilt das Resultat schlieBlich auch fiir E(s). Weiterc Einzelheiten zum Be-
weis kann man in [1] finden.

Wegen (7) ist (5) fir £ = 3 von w = |¢,~3(y)| erfiillt. Wir wollen weiter annehmen,

dall y(s) so gewihlt werden kann, daB eine der Bezichungen (7) scharf ist. Sei etwa -

Y(s) = ¢:2(y)[49:%() ) o (10)

(der Faktor 4 wird nur eingefiihrt, damit in den im folgenden eingefiihrten b,(s)
nicht zu grofic Zweicrpotenzen im Nenner auftreten). Dann ist (8) mit w = |g;~3(y)]
fiir o = 6 erfiillt, (7) fordert g,(y)/g.(y) = 0((98(?/)/92(y))k—2) fiir £ = 4, und (9) kann
in der Form : )

E(s) é]/‘?” W T b ys) (s> ()
ga(y) n=0 -

mit b,(s) == O(1) (n = 0, 1,2, ...) geschrieben wcrdén, wobei

bols) = 1, by(s) = - — 22 .‘hg?/)

6 293y
bus) — 385 350a(y) 94(¥) | T92'(y) 9s(y) | 359:%(y) 93(y)  9:*(Y) ge(y)
? 72 495*(y) 393%(y) 24g5%(y) 3944 (v)

ist.- Aus (9), (11) ergibt sich nun die asymptotische Entwicklung von 1/E(s) zu

la(ls) ~ l/y?z(—ll) egméo“"(s) re = s),

7T

(12)

n

ag(s) = 1, 2 @ {s) b,,-,,(ls) =0 (n=1),

k=0
und es ist aq(s) = O(1) fiir alle n. Aus den angegcbenén b,(s) folgen

W gly) 5
sy = Y~ — —

25*(y) 6°
335 | 95g5(y) 9s(y)  T92%(y) 9s(y)
©ag(s) = ——=5 -

72 12g.%(y) - 395°(y)

_ 299:%(2) 92(y) | 95°(y) gely)
24958 (y) 3054 (y)

3. Herleitung der asymptotischen Entwicklung fiir F (s, x)/E(s)

Nach der in [6] verwendeten Bezeichnung gehért das hier betrachtete Integral (1)
zum Fall ;. = 2, m = 1: dic untere Integrationsgrenze = ist fiir z = y keinc statio-
nire Stelle von —g¢(¢), und fiir 2 = y tritt bei t = z ein einfaches Maximum auf. Da
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(t) nur eine stationire Stelle besitzen soll, ist —g,(x) > Ofiirz > 0, wobeiz = y — =
ist, und —g,(x) < 0 fiir z < 0, ¢4(y) = 0 (sieche Abbildung). Wir fithren gemil [6:
(4) und (43)] die Funktionen , . :

T =sgn (y — ) [gx) — g(I'2, . B = By = Vgu(v)/2,
B~ =8 =—g2)2r

ein. Ks ist also sgn t = sgnz = —sgn (g,(x) L. —B < 0, so daB 7 fiir jedes

d
dx
s € S eine streng monotone Funktion von z ist. Bei der Herleitung einer asymptoti-

schen Entwicklung fiir G(s, z)/E(s) ist T durch —7 zu ersetzen, damit ¢ >0 dem Fall o

des inneren Maximums entspricht.

f

~Y

Veranschaulichung von £(s,x) fir festes s,
x=x (2>0,7>0, n<0)wndx=x(z<0,7<0, 7>0)

Wir schreiben nun, dem Vorgehen in [6: 6.} e‘ntsprec.hend, den Quotienten F(s; x)f
E(s) in der ¥orm

. ) . Btb—z)
F(s, x) _ Ve +c__ Bo 1 o-tEHuB I gy — | e-wit2u gy
F(s) 2 ]/rz B w
. . ]
e : , (14)

o 2 - -
mit erf v = V__ [e"" du, w = f, sV E’(s)/]/n und ersetzen die Integrale in - der

0 .
eckigen Klammer durch ihre asymptotischen Entwicklungen fiir s —> so bzw. t — — o0
und den Faktor 1/E(s) in 1fw durch (12). Unter Verwendung von [6: (49)] ergibt
sich dann fiir s — g, und (zunachst) mit der Einschrankung v — — oo

Fis,2) 1 +erfz foe="

~

E(s) 2 l/;

o'
[( (1’))2m+1

XZ

% m[._q[jH ;i(w) 1) ——l (—1)ym+1 (2m)! ‘1 :|, (15) )

L il Bo m! (2r)2m+1

2 ((-— ) (2m — ) g(s) yi(s )((ll(w))"'

m—q+1

B (*): ¢ + Z (e—1D2%=m; g2 =0ganz;

q+1
r = Z Ais ).lzm—f—q——r.,
i=2
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Fithrt man noch die Bezeichnungen

n=—tV2pls),  [9) = gely)lu(o) ' | (16)
ein, wobei
= 0(f(s)) o (17)
vorausgesetzt sei (das ist gg(y) = (92 (y)) wegen (10)), so nimmt der zweite Summand
der eckngen Klammer in (15) dlc Form
(=Dm2 2Em)! (=)™ (2m)! p™(s)
Bon ! (27)2m+1 Vf 2mml pEmtl

(18)

an; er ist also bei festem s eine Funktion allein von 7. Auch der erste Summand der
eckigen Klammer, der fiir festes s nur von x abhingt, kann wegen (16) und der
strengen Monotonie zwischen 7 und z als Funktion von 5 aufgefait werden. Der Ein-
fachheit halber sei noch gefordert, dal n — oo fir x - b und n - —co fir x -«
gelte. (15), (18) ist nun unter den im folgenden angegebenen Voraussetzungen eine
asymptotische Entwicklung der Funktion F(s, z)/E(s) fiir s — sq, die nicht nur unter
der zuvor genannten Einschrankung, sondern sogar gleichmaBig fiir alle € (— oo, co)
oder, was dasselbe besagt, x € [u b] giiltig ist. '

Satz 2: Es seren die Voraussetzungen von Satz 1 er/ulll Fiir ulle z, die 6 = o(1)
mit § = 2G3(y)/ga(y) erfiillen, gelte:
gu(x) ~ gily) fir alle k2 3, 03(&) ~ ga(y)  fiir alle & zwischen x und y. (19)
< Im Fall 1 = O(x) gelte 1 = O(g,(x)), und es existiere etne Funktion (s, x) mit

s, %) = O(y(s), (20)
so daf ‘
ge(@) = O(g,*(x) z*71)  fiir alle” k=2 (21)
erfiillt ist. '

Dann st (15) eine (verallyemeinerte) asymptotische Entwicklung fir F(s, x)]E(s)
mat der Slcalu{ gao(y) y)’”(s)}, die glevchmiif3ig in bezug auf alle 1 € (— oo, co) gilt.

Die Behauptung ist in der iiblichent Weise zu ihterprctiercn: die Reihe in (15) mit
dem Vorfaktor g, e"’/}/n ist eine asymptotische Entwicklung fiir die Funktion
Fs, 2) L 4+erfr

E(s) 2 ’

D(s, ) = (22)
Beweis: Die Voraussetzungen zu Satz | sichern, daB (12) gilt. Auflerdem wird (7)
fiir das folgende bendétigt. Es seizunichst bemerkt, dall im Fall § = o(1) wegen (19)
7~ —z g (y) p(s) = —J/2, also 5 = o(1) gilt. Tm entgegengesetzten Fall 1 = O(y)
ergibt sich aus (20), (21) und der Beschranktheit von 1/g,(z), daB} der vordere
Summand der eckigen Klammer in (15) die Ordnung O(ZM‘qwq/gl(x)) = O(yp™) hat,
und wegen (17) erkennt man aus der Form (18) des hinteren Summanden,.daf} auch
dieser von der Ordnung O(yp™) ist. o
Fiir den Fall 6 = o(1) ergibt sich zunichst, dafl wegen (7) und (19) und der daraus

folgenden Beziehungen ¢,(z) ~ —zg,(y) ~ —1t Vgg(y) ~ 1 Vgao(y)/29(s) beide Sum-
m
L4 ) haben, doch wird in Ab-

,]Qm

manden fiir sich genommen die Ordnung O {—
o?
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schnitt 5 geLClgt daB ihre Differenz die Ordnung O(y)”’ ) hat. Somit hat das an-te
Glied der Reihe in (15) fiir jedes 5 die Ordnung O(y™). Es soll daher mit ¢,,(s, %) ¥™(s)
bezeichnet werden, wobei c,(s, %) = O(1) fiir alle 77, m =0, 1, ... gilt. Eine asympto-
tische Skala der Entwicklung (15) ist mithin {8,4™(s)}. Tn (27) und (29) sind die ¢, (s, 1)
tir m = 0, 1, 2 explizit angege,ben Schliellich b]ubt zu zeigen, dall die Restglieder,
die sich bei Abbruchder Reihe in (15) mit m = k — 1 ergeben, jeweils von der Ord.
nung O(Vga(y) y)"(.s ) sind. Dieser Nachweis wird in Abschnitt 6 durchgefuhrt und
dabei wird sog(u cine explizite Restabschidtzung erhalten. Damit wire dann Satz 2 in
allen Teilen bewxcscn

Unte,r den glelchcn Voraussetumgen ergibt su,h fur Gls, a,)/l"(s) wegen (4) die
asymptotlsch(, Entwicklung

1. = |
GO0 o Lcertr =P T mums) (s> —co<n<oo).  (23)
14( ) S 2 V‘Z m=0 »

4. Rekursionsformel fiir die ¢,,(s, )

Bevor der Beweis zu Satz 2 weitergefiihrt wird, soll cine Rekursionsformel fiir die
. Koeffizienten c,(s, ) hergeleitet werden. Das kann am einfachsten in der Weise ge-
schehen, wie es bei TenMME [9] fiir das Beispiel I'(s; «) bzw. in[12]{iir eine allgemeinere
Klasse von Integralen durchgefiihrt wird. Wir nehmen dazu an, dal man dic asym-
: oD(s
ptotische Entwicklung von % fiir jedes n durch gliedweise ])lffcrultlatlon der
: ‘ n

Entwicklung (15) fiir D(s, 57) nach % erhiilt. Das ergibt

S, ) e/ TE S (s B
“““57)_ ~ e ‘/2mp(s) méo( nCm(8, ) + '.‘—377 )'P (), c_1(s, M) = 0. (24)

oD(s,n) 1 0F(s, x) e~

Andererseits folgt aus (22) wegen (13) und (16):

B 2y
oder
aD(s, n) e ( 7 eI V 2';)
- = 1 — . 25
‘on ]/2'up (s) qi(x) E(s) (s) (20)
Setzt man hierin fur 1/E(s) die asvmptotlschc Entwncklung (12) ein, ergibt sich |
aD(s, 17) e~ ( )
$ : 26
o Vo V/ y™(s) | (26)
also durch Vergleich mit (24)
1 o ‘
cols, ) = — — ——, - : : (27
o5)-= o 2 Vis) : ' (27)
was auch unmittelbar aus (15) folgt, und
1 acm—l(‘sy 77) ) a’m(s)
(S, ) = — , m = 1. 28
el 1) U an 71(2) (%)
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Das ist die gésuchte Rekursionsformel. Aus ihr (oder direkt aus (15)) erhilt man speziell

: _ 1 . ga() a,(s)

alen = ?Vis) ¥ 9@ gz’ . )
a8y m) = —— 3925(%) — 61(@)g5(2) _ «a(s) ga(2) | @a(s)
S s V}E p¥(s) g:%(x) - L p(s) gidx) o gulw)

Man kann die Formel (28) auch direkt beweisen, indem man zeigt, da8 ihr die
(8, ) aus (15) geniigen. Hierzu ziehen wir die folgende Formel fiir die Ableitungen
einer Umkehrfunktion heran, die sich durch vollstindige Induktion beweisen last [5].
Ist # = @(v) die Umkehrfunktion einer in einem gewissen Intervall cineindeutigen
. beliebig oft differenzierbaren Funktion » = g(2), so gilt fiir die Ableitungen von ¢(v),
wenn v = g(x) eingesetzt wird, ' )

— 1Y (z ] i+l g () \4 ) ’
[M _(M)’}, @=0,1,...), (30)

(.(11(15))'+1+’ =2 AP\ 7!

: i+ i
. SB(x): Y(G—NWOi=1 420 ganz, r=

j=2

‘P“+l)(v)|v=g(:) = Z)‘
()

1

As

]

o+

[\

2

i
(die Indizes bei g bezeichnen Ableitungen). Nun erkennt man, daB der erste Summand
des m-ten Gliedes der Reihe in (15) bis auf den Faktor a,(s) ¥9(s) aus der rechten Seite
von (30) hervorgeht, wenn 7 = m — g gesetzt wird. Dabei ist natiirlich g(z) = g(s, z)
= 1* + g(s, y) zu setzen (diese Funktion ist in [a, y] und [y, b] jeweils eineindeutig),
und die Ableitungen g,(z) sind zugleich die Ableitungen von 72 nach z. Man hat also
firm =0 .

(Zm)! 1 1. . ™ ays)
, = (— 1)1 S + q (m—q+1) - s
) Cm(s 7]) ( ) 2",”’,! V/(,s) ,)2m+1 q:() wm..q(s) P (?)?lo glr)
!
und daher ist, wenn man L1 beachtet, fiir alle m = 1
: n - p(s)

OCpuy(S, 1) @2m)! 1 1 m=1 g a,(s) A

= (—1)m+1 —_— 0 m—gt+1) o
o T il T e i O e

. 1 acm—- (3’ 77) a,,,(s) ST ‘ 1 .
Bildet man — ! » 80 erhdlt man c,(s, 1) wegen = ¢ (V)p=g(z) »
g 7 on + 7 (=) m( 77 g 7 () ¢ () g(z)

also wieder die Formel (28).

3. Entwicklung der ¢,.(s, 1) nach Potenzen von Ui

In Abschnitt 3 blieb der Nachweis dafiir noch offen, daB.c(s, n) = O(1) auch im Fall
0 = o(1) gilt. Wir zeigen das zunichst fiir cy(s, 7) und geben fiir diese Funktion eine
Reihenentwicklung nach Potenzen von 7 an. Man errechnet leicht

o 010 N %)~ Viw) , (31)

und wir setzen daher an:
1 o .
" —_——_—— = 2 d,,(s) 7)"'“. : (32)
n=0

9i@) Vi)

98 Analysis Bd. 2, Heft 5 (1983)
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~ Die Koeffizienten d,(s) bestimmen sich nach dem Satz von Lagrange-Biirmann

. dy g:(z) d d
‘ol etwa [3]) w il R SO
(vgl et.\m [3]) wegen e o (), T el

. (_l)n+1 . d1l+l —z n+2
a0 = Gy o0 (s (7))

Auf Grund der Definition (13), (lb) von 7 errechnet sich die fiir 6 = o(1) konvergente
Potenzreihenentwicklung folgendermalBen (n = 0): :

n=0

| (_ ])n . . @ .
— = )" —1 [
T () galy)) &V

(=1 (n+2)(n +4) - (0 + 2r) 221 (g.-(y))“J ‘
\ — , 34
x& A (34)
12 142
SB(x): Y (@—2)4i=1 i=20 ganz, r=}1.
i=3 : i=3

Somit erhdlt man aus (33) unter Beachtung von (10) nach einer kurzen Rechnung fiir
n=2k—1k=.1,2,...)

dyer(s) = — ! [(—1)’<2k+ 1) 2k +3) - 2k + 2r + 1)
e Vils) (w(s) () & g™ (y)
=R ¢ '
<17 5 (2], (35)
2k +2 2k+".’
SB(*¥): Y —224=2k 72,20 ganz, r= } /.
f =3 =3

Verglucht man mit (9) und (11) so ergibt sich, wenn man noch & + r» = [ einfiihrt,

(@k)!

gy Bee1(8) ¥ #(s) = ]// bi(s) yk(s) oder
2kk! by(s) (36)
dopr(8) = —— —= =1,2..).
2k 1( ) (2]6)! /(s)
Fiir n = 2k folgt entsprechend
2g,24(y) [<—1>' ZE 4O L (010 )]
d s} = - g T e _' ’
) = FTgey) g e y) = A\ A
. . (37)
- 2k+3 : 2%+3
W YE—=222;,=2t+1, 7,20 ganz, r= 3 ).
=3 : =14
Speziell ist dy(s) = —gs(y)/3gg'-’('_z'/), und wegen (7), (17) gilt dy(s) = O(1).
Aus (27) und (32) folgt nun fiir ¢y(s, 1) die Potenzreihenentwicklung
CO(Ss 77) = Z dn(s) "7": d,,(S) naCh (?5): (‘37) (38)

n=0

Man erkennt also insbesondere die Beschriinktheit von ¢ys, 5) fiir § = o(1) und somit
fiir 4 = o(1). Dieselbe Aussage gilt fiir alle ¢,(s, 1), wie man durch vollstindige
Induktion zeigen kann, Sei ndmlich angenomiien, dall die ¢(s, n) (A =0, 1, ..., m)
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fiir 6 = o(l) die Potenzreihenentwicklungen
) ): 4, (s C o (39)

haben ((l,,(")(.s) = cl,,(s)). Dann folgt nach der Rekursionsformel (28), wenn man noch
die Reihe (32) fiir die Fnt'wicklung von 1/g,(z) heranzieht, fiir k =0, 1, ..., m

o5, 1) = (d (s) + “;“(s)) 2 (00ls) )+ 0+ 2) 2,06
o ’ i " (40)
so daf} wegen (39) Vf(s) dy¥(s) + ageq(s) = -0 und
() = tan(s) dals) + (n + 2) () (n =0, 1, -) (4D
jeweils fir £ =0,1,...,m — 1 ge]ten Daher folgt durch sukzessive Anwendung.

von (41) fir k = m — I m—2...,10:
4™ (s) = wn(s) dy(s) + 3ds™D(s) = ap(s) dy(s) + 1 - 366".-‘1(8) dy(s)
e T3 (@ 1] ls) ). '
Mit (36) ‘ergibt_-‘s'ich weiter

A(s) =

1

—) [‘Lm(s) b1(8) + mor(8) bals) +. -+ + aols) bm11(s)]
$) .

und unter Beriicksichtigung des Zusammenhangs 7w1schon den a,(s) und b(s) nach

(12) und wegen by(s) = 1, schlieBlich . ’

"’m+l(‘s
V1(s)

In (40) verschwindet daher der Faktor von 7! auch fiir & = m, und somit besitzt
auch c,14(s, ) eine Potenzreihenentwicklung der Form (39) und ist fiir § = o(1) be- -
schrinkt.

Aus (41) folgt durch eine entsprechende Uberlegung, wie sie fiir » = 1 durch-
gefithrt wurde,

d,,("'»)(s) = (L,,,(S) d,,(S) + (n + 2) “m—z('g) dn+l(8) +
Tl +2)(n+4) - (n+ 2m)] agls) durom(s)

.und somit aus (37) bzw. (35)

d,™)(s) = (42)

1 m-rk'
ds.!'/’(”( ) 2kk| Z 2 L d?l( ) u‘m+k—[(s))

. (43)
QU+ 1) mEk (2] - 21

(2t 4+ 2)! = ' 2] !

Spcnell fur 77 = 0 lautet die asymptotische Entwicklung fiir F(s, z), die sich aus
(15) durch Multiplikation mit (11) ergibt,

2n =

F(s, y) ~ e=ow) [1 ng( ) bn(S)ﬁw"(S)'

+ f cm(s, 0) p™(s) 3 by(s) w"(a')}- ' (44)

. m=0 n=0 -

' df,',"').l(é‘) = ars1($) mrr—g(8)-

[\’Jg [l



436 H.-J. SCHELL

Es iiberlagert sich hier der Héilfte der asymptotischen Entwicklung von E(s) noch
eine andere asymptotische Entwicklung; beriicksichtigt man nur das dominierende

i . : 1 - .
(Clied, so hat man die asymptotische Halbierung F(s, ) ~ 5 E(s). Die beiden Ent-

wicklungen schreiten nach unterschiedlichen Skalen fort, und ebenso liegen die Ver-
hiltnisse, wenn man (15) bei beliebigem z € (a, b) mit (11) multipliziert. Deshalb ist
es giinstiger, nicht die Entwicklung von F(s, ), sondern die von F(s, z)/E(s) an-
zugebcn. :
“(44) mull mit der }ant\\icklung iibereinstimmen, die sich fiir unseren Fall aus
[6: (23)] ergibt. Schreibt man in dieser dic Reihen aus den Gliedern mit geradem bzw: :
ungeradem Index getrennt auf und beriicksichtigt (35) und (37), so erhilt man

1 /27 2
(s y) -vm[ 5 daa(s) ) 5 2 e w"(S)]-
(45)

Die ersten Summanden von (44) und (43) sind wegen (36) identisch, und dic ver-
bleibenden Beziehungen J} c,,,(s, 0) by_pn(s) = 2'n) dyu(s) (n =0,1,2,...) hingen
iiber (12) mit (41) zusammen. '

6. Restgliedabschiitzung

Der Beweis zu Satz 2 wird jetzt vollendet, indem gezeigt wird, daB die Restglieder

der Entwicklung (15) die am Ende des 3. Abschnitts behauptete Ordnung haben.

Wir folgen dem Beweisprinzip, das TEmMME [9], [12] anwendet. Die Reihen in (15)

und (12)- ersetzen wir beide durch eine Summe mit Restglied und definieren
A(s, m)y Bi(s) durch-

Dis, n) = P12 e [Z,:ocm(s, 7) p™(8) + Ai(s, 1) w"(S)] , " (48)

L parrew [kjla,,,‘(s) w™(s) + By(s) zp"(s)] < (47)
E(s) m=0. .

fir k = 1, 2, ... jeweils. Dabei ist By(s) = O(1) fiir alle k, weil (12) eine asymptotische
Entwicklung mit der Skala {8, e?®¥y™(s)} ist. Aus (46) folgt (vgl. (24))

aD(s, n) i ¥ Cemls, m) 7 " 4
an - ﬂoﬂ 1/2 ¢ mé;’ ( 877 4 —y)(s) Cm(S, 77)) 1/) (S) . -
9’ -
+ B M) oo (e s, ). _ (48)

Auf Grund der Rekursionsformel (28) ist

k—1 acm(s’vn) . 1] )

m%—"o( on w(s) enls, 1) | 97(s)

. k-2 . ) i

= m§0 (ﬂcmfn(S, 7 — Um+i(S) m Nemr1(S, "7)) (s ) - ( ) caols, 77
+n(als, ) = 228y

k
2 an(s) p77Hs),

Se— cols, m). + neuls, n) ¥FXs) — @ 2

p(s)
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so daB sich wegen (47), (16), (27) und ay(s) = 1 aus (48)

aD(s,n) e~ '
S Y2ay()

2z 1. .
x ( f(s) w(s) eI = ) Bials) ¥* 1(s))]

| 2 .
+ ﬂS)T-y:(S‘) W) (e=""Au(s, m)

ergibt. Durch Vergleich von (49) mit (25) folgt

nVf(s)
()

[1 + (s, m) ¥X(s) V1(s) —

o, _. -
P (e Auls, ) = —n e (als, MI(W(s) + Bear(s)/ga(x)),

also wegen (16)
. /

, 1 oo . - o0 . .
e~ 7124, (s, ) = ) f ¢Ck.(3» {) e=C gL + Byiys(s) f p fx) e~ 4l dr,
: n

1
. : (50) .
Fir den ersten Summanden erhilt man die Abschitzung

1 .
2 f Lerl(s, §) e~ ¥ dr | < g, () e—ni2va), ek(s) = sup cs, m),

—oo<np< 0
(51)

wobei g,(s) = O(1) ist, da die ¢(s, ) buugllch 1 beschrinkt sind. (Die Beziehung (51
erhilt man zunéchst fiir n = 0, doch ist sie auch fiir < 0 richtig, wie man erkennt,
wenn man im ersten Integral in (50) die Grenzen —oo, n wiihlt.) Da sich D(s, %)
wegen (25) in der Form

— 1 e—?'l2w(a) dc + ‘eﬁm ¢ e—¢ 2 (r
Vemp(s) E(s) y(s) | ()

n n

D(S, 77) =

schreiben 140t, gilt fiir das zweite Integral in (50) wegen (22)

T e gy P69 ]
"
Nun ist F(s, z)/E(s) <_1, und wegen (9) und (17) gllt eI E(s) p(s) (?’(8 /84)

=0 V 8)) = o(1). Da auBerdem By,,(s) = O(1) gilt, ist der zweite Summand in (50)
ein o(1). Vllt (50, (51), (52) folgt also fiir das k-te Restglied der Entwicklung (15); wie
behauptet, B2 e~ A4(s, 1) v*(s) = O(Vge(y) v*(s)). Dariiber hinaus hat man
die explizite Restabschitzung , : .

’ k—1
D(s,n) — B2 e I culs, 1) p™(s) | = B 2Ck(s, ) w(s) (53)
m=0 .
mit 1C(s, M| < 0kls) e7n2vte) 1 [Besa(9)} F(s, ) eI Wy(s).

Nunmehr ist der Beweis zu Satz 2 vollstiindig erbracht.
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7. Asymptotiéchc Entwicklung der linvollstz’indigcn Gamma-Funktion

Als erstes Beispiel sei die aus (15) folgendc asymptotische Entwicklung der unvoll-
stindigen Gamma- Funktlon

Iis+1,0) = fe“t’ dt - - (54)

fiir ¢ — co angegeben (vgl. [4, 8, 9)). Sie ist fiir alle « = 0 gleichmaBig giiltig und da-

her allgemeiner als dlC in [6] und [10] enthaltenen luntwncl\lung(.n Hier ist g(s, t) =¢ _.. .

Tslnt, a'=a, y =s, p(s) = 1/s. Aus (9) erglbt sich fiir die vollstindige Gamma-
Funktion
I's+ 1) &~ V2as c™%* }) :: (8 — o0)
. Co n=0
. (‘_.‘]_)IH-I (21)! 2n+2 ] .
mit Vn = —_ (2! 24 ‘ 53)
=5 S S gt (
. 2n+2 ) 2n+2
SB(x¥): J (?—2)7; = 2n, 2; =20 ganz, 2l =) .
i=3 i=
Die ersten Koeffizienten ba(s) = y, sind:
1 1 139 .
= = — = —_— = e ——— itere si 11)).
Yo = 1, ¥ TR TR 51840 (weitere siehe [7, 11]) |
Auf Grund bekannter Eigenschaften gilt hier a,(s) = (—1)" b,,(s),.also
t N P2
E— T “12g8¢-s v 2 /0 .
o1 ( 78.). ess Z o (s — o0)

~ Nach (13) ist .
A ) [a —s+sln g]/ Bo=11V3, 3@ = (@ — )a,

(67 -
_und nd(.h (16) ist f(s = 1 und )
7 = (sgn p) [2(x — In (1 + “ )R (58)
mit . .
o= [42 8— .S‘. | (59)

Aus (15) folgt die fiir s — oo und gleichmiBig fiir alle 9 € (—oo, 00) giiltige asynipto- .
tische Entwicklung

I's+1,a) 1+terfr RS Cm(n)

I'is +1) 2 V2ms riza s
mit ‘ . )

1+ m+1

em(n) = (=17 [Tg (Vq(m —q )t [T 2 'z’«) .
u“ (*) i=2 (60) .

2m)! 1 -
T 2mp 1 gpEme|”
m-+1 mal

SB(*): ¢+ (E@—1)A;=m, q=0ganz, 7; =0 ganz, 7—2/,,

i=2 =2
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und aus (23) fir die komplementire unvollstindige Gamma-Funktion
s+ lLa)y=T(s+1)—TI(s+1,0):

y(s + La 1—erfr e~ 2 c.(n)

Fs+1) 2 yZagaze " »(8—)&’_00<"<°°) 
~ - 61)
In diesem Beispi€l sind die ¢,, von s unabhingig; speziell ist
1+ 1 1 ' 1
coln) = B — o= —3——-(1+1t+ 2# T oM 3), .
7 ” ” ® -
25 1 3 62
1 1
J— 2 ___ - 3 - oy 5] — —
() (? tout et T gt 388 ") o
Als Rekursionsformel fiir die ¢,(%) folgt aus (28)
enll) = Ldena(n) | (=)™ ya(1 + A . 63)

” dn } "

Wenn man (60) auf die Funktion I'(s, «)/I'(s) umrechnet, erhilt man eine asympto-
tische Entwicklung, die im wesentlichen mit der von TEMME [9] angegchenen iiber-
einstimmt. Der Unterschied besteht darin, daB dieselbe Funktion % dort zu s, hier zu
s + 1 gehort. In [9] sind dié ¢, () jedoch nur rekursiv dargestellt.

Fiir die Koeffizienten d, der Potenzreihe

= L | (6)
folgt aus (36), (37) »
. 2k
dzk—x=m}’k: k=1,
1 /2k+3
Ao = 77 [(—l)’“?’k-}—r'/f[/'z"] =0, (65)
_ " :
_ 2+3 2k+3
SB (x): (1—2)) i» 2i=0 ganz, r= 37,
i=3 i=3
. 1 2 v 1
wobei msg)gss)onderc '(lo =3 dy, = 5 d, = — 135 “= gz dy = 2835
— Yt Fiir die Koeffiziente SRS ‘
ds 777600 ist. Kiir die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklungen der
" Cin(n) steht (43) zur Verfiigung, wobei a,(s) = (—1)" y, zi beachten ist. Speziell gilt
: 23 ' 1 1 1
| (1) — 1y — (l)__. ) =
o a0 N ~ws T Em b “T7760°
23 . 139
4@ — @ — _
WP =351 51840°
Von Interesse ist in diesem Beispiel die Auffassung der c,,(%) als Funktionen von u
L dn T g o :
(cs ist @ = T+n > 0 fiir alle 4 € (—1, o0)). Wir schreiben (vgl. 60))

—1)m . ’
cm(lu) = (,‘.’:T—zl (I)m(/‘) - Qm(;u)): m = 0, L, ... (66)
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mit

Ouy = 27! ( “ )emﬂ’

2mm! \n

Palt) = (L4 % [yq(m-— g + )t e / 17 2 'é“], (67)
SB (%) und r wie in (60). ' »

Die P,,(u) sind Pblynome vom Grad 2m -+ 1, und die Koeffizienten von 2™+ und pu?"
- sind jeweils y,,, wic man aus der Summatlonsbcdmgung entnimmt (g = m, r = 0)..

Die Qn(1) konnen analog zu (34) in eine fiir || < 1 konvergente Potenzreihe ent-

wickelt werden; es gilt

2mm ! \ g

2m+1 o
) = X 6™k
k=0
mit

0™ = (=1 X | (=1

_ 1 94
™) 2m+7(m+r n) i

@m + 2r)1  [kr2 ] ©8)

k+2 k+2
SB(x¥): J(—2)2, =k, ;=20 ganz, r=}37
i= ' i=3 .

" (insbesondere zeigt der Vergleich mit (55), daB 8™ = y,, ist). Da die ¢,(1) in u = 0 -
beschrinkt sind, muBl P,(u) — yuu2™t! = ‘_'6,‘("');4. gelten. Daher folgen aus (66), (67), :

-(68) die Potenzrelhenentwmklungen k=0
: (2m 1 2n)! /2m+k+3 ) )]
) = (=1 [y, —1 - = YL e
catl) = (=1 [y + B (=1 3 (=1 o L2 T

(69)

2m+-k+3 ' | 2m+k+3

SB (#): 2(1—2)/ -—2)n—}—k—{—1 i =0 ganz, r= A

: i=3 i=3

(m =0, Al o) Hiermit ist fiir alle Cm CINE dirckte Darstellung durch Rcihcn ¢rhalten

worden, die nach Potenzen von u fortschreiten. Schreibt man ¢, (u) = Z‘ e™u¥, so
gilt fiir die Koeffizienten: :

‘—’o("') = do(m)’ el(m) = dl(ms = (*1)"' Ym+1s m = 0, 1: ceey
€™ = 2e,(m D fiir m =1, ™ = (k + 1) "V + (b + 2)"3"  (70)
fur k,m = 1. '

Die zweite Beziehung liefert zusammen mit (69) eine von' (55) verschiedene Darstel-
lung der y,. SchlieBlich fithren weitere tberlegungen noch zu der folgenden Dar-
stellung der ¢,,(u):

© __])k k ’ . mik+3
nli) = (~ 17 (L ) S 5 [(—w“ 2l JT 4! w},
k=0 ) i=3 o
| (71)
. 1E+3 :
SB (%): 2¢ + Z (=27 =2m +k+1, ¢g=20 ganz, 2,=0 gane,
|=J
' 2mtk+ ' -
v = Z' -—}—m+k—q.
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8. Asymptotische Entwicklung der unvollstindigen Beta-Funktion

Als weiteres Beispiel sei nun die (von drei Variablen abhingige) unvollstindige Beta-
Funktion betrachtet.:

. a [+
Bp,og +1) = [vP (1 —o)f¥dv = [ e P(1 — e t)9 (72)
, 0 —Ilna : .
P>0,¢>—1,0<ax< 1), Esgelte p,g—>o00, 0<:e=a<1 Hier ist g(s, t)
=pt—qln(l —e*);2= —Ina,y = —Inr mit :
r=pllp +9. ‘ : (73)

Die asymptotischen- Entwicklungen fiir die vollstindige Beta-Funktion und ihre
Reziproke kénnen unter Verwendung von B(p, ¢ + 1) = I'(p) I'(q + 1)/ (p + ¢ + 1)
mit Hilfe von (55), (56) erhalten werden. Aus (13) folgen .

1 —a

b= PEr 2, g =(p + 90 T2,

und aus (10) und (16)

_[(L+7Vp t g (%= ¥
w(p,q)—( 3 ) ot /(6)—(]+7.),

.77;_,—sgn (r_a)(lg-T) [2(p]n%+q]n;:;)/z;(1—7)]1/2.

* Mit (15) ergibt sich fiir p, ¢ — oo und gleichmaBig fiir alle « € {¢, 1]

Bipg+1) LAerfr n (a(p + q))" ((1 —a)(p + q))"}
B(p,qg+ 1) 2 P q

. [V
-r:sgn(a,—r)[p]nL—}—qln1 r] )
a
(74)

(75)

. pp+4q) X ;
. X [ —5—— X cal® ¢ D) v™p, q) 76
mg (», ¢ ) y™(p, q (76)

nit z, yz nach (74), (75). Dabei ist insbesondere
1—a 1+

P+a@r—a)  2py’

- 14 4a(l — a) pg(1 — 1)

AP = s T G F P = aP (L + 7P

00(7)7 q; 77) =

(77) ‘

— l—a (1_ﬂ_)
o 3p+a—a)(l 4 1) »+92)
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