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Gleichniällige asymptotische Entwickiungen für unvollständige Integrale 

H.-J. SCHELL 

Es wird 'ein Integraltyp betrachtet, bei dem der Integrand exp (—g(s, t)) für alle (reellen) s 
in elner (Jrngebung von s o cin einziges Maximum in t = y(s), a(s) < y(s) < b(s) besitzt, die 
obere Crenze b ist und die untere Grenze .x in [a, b] variieren kann. Für Entegrale dieses Typs 
wird eine asymptotische Entwicklung hergeleitet, weiche für s -* so und gleichmaBig in bezug 
auf alle x € [a, b] gilt. Die Ergebnisse warden auf die unvoilständige Gamma-Funktion und die 
unvollstiindige Beta-Funktion angewendet. 

PaCCMaTpHBaCTCH TIIII uuliTerpaJia, n KOTOOM nouiuuerpaivaa yuiHuuua exp (—g(s, t)) npa 
Bcex (wfcTBIiTeJubhiux) S B 0KpCThI0CTll TO4H4 8, HMeeT ejuiuicTulefuuihhit MaKcIIMyM flMt 

= y(s), a(s) < y(s) < b(s), H B K0TO0M HHTeI'pupoBaflhte BeJeTCI OT 1111KHero npegeia 
x(s), rae 4y11IuHa x(s) npiiHuiMaeT 3HaieHnR B [a, b], go Bepxiiero npejw.rua b. j1.rusi HHreu'paiia 
TaKoro Tilula Bhifl0911TCH achiMh1ToTu14ecJ0e pa3JuofceHue, nMeIou.ee MCCTO npu s ^ so pan-
noaepuuo oThiocuTeJlLHo x € [a, b]. Pe3yJiiTaTu hi1MHflIOTCH K uienouuuoft raMMa-4yH1uu1M 
H uienoJubuioI 6eTa-4yiiHIwu. 

A type of integral is considered in which the integrand exp (—g(s, t)) has an only maximum in 
= y(s), a(s) < y(s) < b(s) for all (real) s near s, the upper limit is b and the lower limit can 

vary in [a,-b]. For integrals of this type an asymptotic expansion is derived holding for s --> s 
and uniformly with respect to all x € [a, b]. The results are applied to the incomplete gamma 
function and incomplete beta function. 

1. Einfiihrung 

i)iese Arbeit knupft an Ergebnisse auts [6] an. Wie dort interessieren wir uns für 
asyniptotisehe Entwickiungen von Integralen mit zweireellen Parametern, aher jetzt 
soil unter darn Integral nur die asymptotisehe Variable s auftreten, zu der als zweite 
Variable die untere Grenze x hinzukommt: 

F(s, x) =fee(s.t) dt.	 (1) 

Es sei s E S R, und die nicht-asymptotische Variable x variiere auf einem Inter-
vail [a, bl (dieses karsn auch offen oder lialboffen scm, a und b können von s abhngen, 
a = - oder b = +oa 1st zugelassen). Die Funktion g(t) moge fur alle s E S eine 
einzige stationare Steile t = y mit a < y < b, 92 (y) > 0 besitzen (wir schreiben bei g 
jeweils fur das letzte Argument; Indizes bedeuten partielle Abieitungen nach 1). 
Alie heruotigteui Ableitungen g() mogen existieren. 

Man kann F(s, x) ein unvollstandiges Integral in bezug auf	- 

E(s) = e — dt	 (2) 

1) t)berarbeitete und gekürzte Fassung des Schiutiteils der Dissertation B des Verfassers [5]
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nennen, so vie man diese For mulierung beispielsweise be  der unvollstandigen Gamma-
Funktion (siehe (54)) vervendet. In der vorliegeriden Arbeit wird eine asyinptotische 
Entwickluug für F(s, x)/E(s) hergeleitet, die für s - s Randpunkt von S) und 
gleichinällig für alle x € [a, b] gilt. Daneben kann auch 

G(s, x) =fe_ 9 ( o ) dt	 (3) 

als unvollständiges Integral bezuglieh E(s) betrachtet und eine asyrnptotische Ent-
wicklung für G(s, x)/E(s) hergeleitet werden. Wegen des einfaehen Zusainmenhanges 

F(s, x) + G(s, x) = F(s)	 (4) 

besehranken wit uns, von wenigen Hinweisen abgesehen, auf die Untersuchungdes 
erstgenannten Integrals. 

2. Asymptotisehe. Entwieklung fur 1 /E(s) 

Urn die gewiinschte asyniptotisehe EntwickJung iu erhalten, wird auch die asympto-
tische Entwicklung von 1/F(8) für s -* 80 benotigt. Sie ergibt sich in einfaeher Weise 
ntis der von E(s), und these wiederum erhält man durch Anwendung einer Verall-
gemeinerung der Laplaceschen Methode, so vie sic von Berg, [1] oder [2], angegeben 
worden ist. 

Satz 1: Die Taylorreihe g(t) - y(y) = ' 1	(t - y)k moge für It	I 

a + w y b - w konvergieren, wobei w die Eigenscha/t habe, dap ( jeweils für s — s0) 

fl0W -± oo mit	= g2 (y)/2	 (5)
und

921W — g,(j)	für jedes	€ [y — co, y + cv] und 1 = 1, 2,3, ...	(6) 

gelte. li's existiere ferner eine Funktion (x) mit p(s) > 0 fur s € S und '(s) = o( 1), so 
dalI	 - 

g(.y)/g2k/2(y) = O(pUc_2)/2(s)),	k	3,.	 (7) 
und	 - 

1/v(s) = 0(( 0(o) e) für eine beiiebige reelle Zahl 2	 (8) 
cr/ülll 1st. Schlieflhich gelte für jedes natürliche it

b 
922(y) (Y) 

f e 0 dt = o("),	92 1 / 2(y) (v) f e_g ( t) dt = 
a	 -	 v+w 

Dann besitzt B(s) für s -±sodie asyniptotische Entwicklung 

E (s)	
fY2(Y) 

e 2(Vt E0 z	 2±2 .! (T)]' 
.9 2n+2	 •	2n+2 

S132) (*):	' (1— 2) ,., = 2n,	0 ganz, 21 = 
-	 j=3	 1=3 

Die asymptotische Skala von (9) 1st 192— 1/2 (y) -(V) i()}. 

Die Richtigkeit der Behauptung lälIt sich zunächst fiirfe_9() cit statt für F(s) 

zeigen, indein die Taylorreihe fur g(t) eingesetzt wird, zur Potenzreihenentwicklung 

2) SB = Summationsbcdingung



Gleichmiiflige asymptotische Entwicklungen	429 

für exp (—y(t)) übergegangen wird und dann Tntegration und Summation vertauscht 
verden. Wegen (5) kann man zu den lntegrationsgrenzen —oo,	iibergehen mind 

•

	

	die R.estintegrale wit (8) abschätzen. .Die Ordnumng des n-ten Gliedes der Reihe in (9)
ergibt sich aims (7), und wegen (6) fallen atmch die Restglieder tinter these Ordnung. 

• Wegen der Vora imssetzungen ilber die Ordnung der rntegrale uber [a, y - w] und 
[y + co, b] gilt das Resumitat schilelllich atmch fur E(s). Weitere Einzelheiten zumn Be-
weis kann man in [II fincleri. 

Wegen (7) ist (5) für k = 3 von w = Iu:1 113 (y) I erfililt. Wir wollen weiter airnehmen, 
dal3 v(s) sogewàhlt werden kann, dali cine der l3eziehungen (7) scharf ist. Sei etwa 

V(S) = 2(y)1493(y)	 (10) 

(der Faktor 4 wird nun eingefuhrt, damnit in den im folgeriden eingefuhrten be(s) 
nicht zu grolie Zweierpotenzen im Nenner auftreten). Dann ist (8) mit w = 
für = 6 erfullt, (7) fordert qk(y)/g2(y) = 0((g3(y)12(y))1_2) für k	4, und (9) kann
in der Form 

E(s)	e°°	ba(s) "(s)	(s , s)	 (Ii) 
V92(Y)	n=o	 - 

mit b(s)== 0(1) (n = 0, 1, 2, ...) geschrieben werden, Nvobei 

--	b 92 (y) 94(y) bo(s)	 i(s) =	
-	2q32	' •	 ii 

b2(8) - 385 - 3592(Y) 114(Y)	792 2(,!j ) g5(y)J) + .log-(y) 94 2(y)	1123(Y) 116(Y) 
- 72

 

	

493 2(y)	3g33(y) 24q34(y) 

ist. Aus (9), (ii) ergibt sich nun die asymptotische Entwieklung von liE(s) zu 

f92(Y) e(Y)'a(s) p'(s)	(s	8),
(12) 

a0(.$) =

	

	 ak(s) b,,-,,(s) = 0	(n	1),IT k0  

und es ist a,3 (s) = 0(1) für alle n. Aims den angegebenen be (s) folgen 

a1(s) 112C) (14(Y)	5 
=	•,

	

6	 •	 • 

—	•••	9592(y) Y4 (11) - 7f/2 2(y) a2 (s) - - 72 +	
i2q3 2 (y)	3g33(y) 

- 2')92 2(X) 94 2(y) + g.12(y) 116(Y) 
24934 (y)	3f/3 4(y) 

3. ILerleitung der asymptotischen Entwicklung für Ii'(s, x)/i(s) 

Nach der in [6] verwendeten Bezeichnung gehort das hier betrachtete Integral (1) 
zum Fall in = 2, ni = I: die untere Jiitegrationsgrenze x ist für x i,' keine statio-
näre Stelle von —g(t), und für x = y tritt bei t = x ein cinfaches Maximum auf. I)a
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g(t) nur eine stationäre Steile besitzen soil, 1st —g 1 (x) >.0 für z > 0, wobeiz = y — x 
ist, und — g 1 (x) < 0 für z < 0, g 1 (y) = 0 (siehe Abbildung). Wir führen geuiaui [6: 
(4) und (43 )1 die Funktionen 

	

= sgn (y — x) [,(x) — q(y)112,	= i90 = }1g2(y)/2, 
= = —g1(x)12r 

em. Es ist also sgn t = sgn z = - sgn (g j (x)), -- = — < 0, so dali r für jedes 
s E S eine streng monotone Fitnktion von x ist. Bei der Herleitung einer asytuptoti-
schen Entwickiung für G(s, x)/E(s) ist r durch —r zu ersetzen, daniit r > 0 deni Fall - --
des inneren Maxirnurnsentspricht.	-	- -	 - - - 

a	X1 t 

(b°°) 
Veranschoutichung von F(s,x) für festes s 

(z O,i.>O, 7)<0) undx=x2 (z'O,'r<O,	O) 

Wir schreiben nun, dein Vorgehen in [6: 6.1 entsprechend, den Quotienten F(s; x)/ 
E(s) in der Form

(b—x)	 Co

 

C_" [ 0 1 
F(s,x) =	

±	__f C_UCX+U/9( du — 
/ 

e_ u ' + 2u du] 

(14) 

mit erf t 
=	

e' du, w = 	K(s) lVn und ersetzeii die Integrale in der 

eckigen Kiaminer durch ihre asyuiptotischen Entwickiungen für s -- s bzw. r —> —00 

und den Faktor 11E(s) in 1 1w durch (12). Unter Verwendung von [6: (49)] ergibl 
sich dann für s —* so urid (zunächst) mit der Einschrankung r — — __ 

F(s, x)	I ± erf r 
+ flo C— 

E(s)	2 

,,	[g,xm+i	((- I )t (2m -	)! (, ( S) 4(8) (qi(x))A 

,n—q+I i ( j)'\ -	(_1)"±' (2m)!	1	1	(15) 
=2	2.'! \ i! / )	iO	in!	(2r)2'' ]' 

m—q+1 
SB(*):.q-)-(i_l),r=rn; q,>0ganz;. 

m--q+I 
-	r= EA 1 ; 1=rn+q—r., 

1=2
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Fuhrt man noch die Bezeichnungen 

= —/2(8),	f(s) = 92 ij)/tp(s)	 (16)

em, wobei

= 0(1(8 ))
	

(1.7) 

vorausgesetzt sei (das ist 9 3 (y)	0(92 2(y)) wegen (10)), so nininit der zweite Stinimand 
der eckigenKlariimer in (15) die Form 

(_l')m1 (2m,)! - (_1)m (2in)!	 (18) 
/9 0?fl! (2t)2m+l - J//(s) 2mm! 722m+1 

an; er ist also bei festeni S eine Funktion allein von j. Auch der erste Summand der 
eckigen Klamiiier, der für festes s nur von x abhangt, kann wegert (16) und der 
strengenMonotonie zwischen r undxals Fnriktion von 71 atifgefa13t werden Der Ein-
fachheit halber sci noch gefordert, da13 71 —>- cc für x -± b und 71 — —c'o für x - a 
gelte. (15), (18) ist nun tinter den iiii foigenden angegebenen Voraussetziingen dna 
asymptotische Entwicklung der F,inktion F(s, x)/E(s) für s - s, die nicht nur tinter 
der zuvor genannten Einschrankung, sondern sogar gleichmaliig für alle E (-00, cc) 
oder, was dasseihe bcsagt, x € a, bI gultig ist. 

Satz 2: Es seien die Vorausseizunqen von Satz 1 er/u/it. Für a/ic z, die a = o( 1) 
mit 5 = zj3 (y)192 (y) er/u/len, gelte: 

g(x) ' g.(y) ./iir hi/c l ^! 3,	q3(E) ' 9 1(y) für a/ic zwisc/ten x and y.	(19)

- Im Fail I = 0(77) gel/c 1 = 0(.q 1 (x)), und es ex?.stiere eine Fun ktio x(, x) mit 

x(, x) = 0(p(s)),	 (20) 
so da/3

(Jk(x) = O(gi k(x) yk_i) /iir a/ic' k	2	 (21) 

er/hilt ist. 
Dann ist (15) cine (verallgcnieinerte) asymptotisehe Entwickinnq fu .. F(s, x)/E(s) 

mit der Skala {I) ?pm(s) (lie gieichmuflig in bezuq au/ a/Ic 91 € (—cc, cc) gilt. 

l)ie Behauptung ist in der iiblicheri Weise zu interpretieren: die Reihe in (15) mit 
deni Vorfaktor j9 e"/J/ ist eine asyniptotisehe Entwicklung fur die Funktion 

D(s,
F(s, x)	I + erf	

(22) 1) = E(s) —	2 

13 a w ci 5: Die Voraussetziingen zu Satz I sichern, cia II (12) gilt. Au llerclem wird (7) 
für das folgencle benotigt. Es sci zii,iikhst bemerkt, dali liii Fall ô = o(1) v,egen (19) 

--z 1g2(y) p(s) = —6/2, also i = o(l) gilt. Tm entgegengesetzten Fall I = 0(?7) 
crgiht sich aus (20), (21) und der l3eschränktheit von 1/g 1 (x), dalI der vordere 
Suniiiiarid der eckigen Kiaminer in (15) die Ordnitng 0(m_Q?pQ/gj(x) ) = 0( ?pm) hat, 
and wegen (17) erkennt man atis der Form (18) des hinteren Suniiiiunden,daB auch 
clieser von der Ordnung 0(7pm) ist. 

Für den Fall 6 = o(1) crgibt sich zunhchst, dalI wegen (7) and (19) and cler daraus 
folgenden l3eziehiingen q 1 (x)	—zg2 (y)	—T Vg2(y)	71 j/g2 (y)12(s) beicle Sum-



1 m\ 
nianden für sich genoninien (lie Ordnung 

0 - --) 
haben, cloch wird in Ab- 

oT 7)
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schnitt 5 geeigt, dali ih.re J)ifferenz die Orciniing O(pm) hat. Somit hat das ,m-te 
Glied der Reihe in (15) für jecles 71 die Ordnung Q(i,,m). Es soil daher mit c,(s, )	s) 
bezeichnct werden, wobeicm(s, = 0(1) für allô, m = 0, 1,... gilt. Eine asympto-
isehe Skala der Entwicklung (15) ist mithin { 0 m(s)j. Tn (27) und (29) sind die Cm(S, 77) 

für m = 0, I, 2 explizit angegeben. SchJielilich bleibt zit zeigen, dali die Restglieder, 
die sich bel Ahbruchder Reihe in (15) mit m = k - 1 ergeben, jeweils von der Ord 
nung OI92 (y)	s)) sind. Dieser Nachweis wird in Abschnitt 6 durchgefuhrt, und 
dabei wird sogar cine explizite Restahschatzung erhalten. J)ainit ware dann Satz 2 in 
alien rL.l	hewiesen. 

Unter den gleichen \Toraussetziingen ergibt sich für G(s, x)/E(s) wegen (4) die 
asyeiptotische Entwicklung 

O(s x)	1. 0 e" 
E(s)	

-- cerf t -
	

'c ,(s, ) o"(s)	(s -	—cc < ii < cc).	(23) 

4. Jtekursionsortnel fUr die c,(s, ) 

l3evor der Beweis zu Satz 2 weitergefuhrt wird, soil eine Rekursionsforuiel für die 
Koeffizienten Cm(8, ij) hergeleitet werden. i)as kann am einfachsten in der Weise ge-
schehen, wie es bei TEIIME .9 1 für das Beispiel f'(s, a) bzw. in [12] für eine allgetneinere 
Masse von integralen durchgeführt wird. Wir nehmen dazu an, dali man die asvm- 

ptotische Entwicklung von	für jedes i (lurch gliedweise Differentiation der 
a1 

Entwicklung (15) für D(s, j) nach 77 crhält. Das ergibt 

00 I 8D(s, ?J)	' - /_/(s)	E (_	
aCm_i(8, 77) 

all e	 ?7c11(s ñ + V 2(s) ,	 S	
a	)	

C_ I(S' ) = 0.	(24) 

Andererseits folgt aus (22) w	 + egen (13) und (16):	)	1 aF(, x)	e" 
On -= B(s)	On  

oder

aD(s, ?))	e 	
(i-
	e--(	1	 (25)

I2 =	(s)	g1(x) B(s) V V(s)j 

Setzt man hierin für 11B(s) die asymptotische Entwicklung (12) em, ergibt sich 

aD(s, j)	e-': (i	?)	
F am(s) m()),	 (26) 

2p(s)	g1 (x)	rn=O 

also durch \Tergleich mit (24) 

c0(s, 	-g1(x) 

was auch unmittelbar aus (15) foigt, und 

1 aC,1_1(,	
+ Cm(8, ?7) = -	 ____ ?)	a 7	g1(x)

-	 (27) 

rn ; 1.	 (28)
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i)as ist die gesuchte Rekursionsformel. Aus ihr (ocler direkt atis (15)) erhält man speziell 

1 g, (x) 

'i 1/i(8)	v(s) g13(x)	g1(x) 

3 = —	+	- 9 1 (x)93(x) — a 1 (s) 92 (x)	2()	
(29) 

V2(8) g 1 5(x)	v(s) g 1 3(x) t g.(x) 

Man kann die Forniel (28) auch direkt beweisen, indeni man zeigt, dalI ihr die 
crn(s, i) aus (15) genügen. Hierzu ziehen wir die folgende Forniel für die Ableitungen 
einer tJrnkehrfunktion heran, die sich durch vollstandige Jnduktion beweisenläfjt 5]. 
1st x = (v) die Eimkehrfunktion einer in cinem gewissen Intervall eineindeutigen 
beliebig oft differenzierbaren Funktion v = q(x), so gilt für die Ableitungen von 
venn v = g(x) eingesetzt wird,

(—l(i -f- r)!	' 1	q(r)i 
=	(gj(x))i++ AZ )! ( - T- ) ], 

(i = 0, 1, ...), (30) 
i±i 

SB(*): L'(i— l),=1, ;. j '2! 0 ganz, r =X A,	 - 
j=2	 j=2 

(die Tndizes bei g bezeichnen Ableitungen). Nun erkennt man, dalI der erste Summand 
des rn-ten Gliedes der Reihe in (15) bis auf den Faktor ag(s) ? (s) aus der reehten Seite 
von (30) hervorgeht, wean i = m —,q gesetzt wird. Dabei ist natürlieh g(x) = g(s, x) 
= t2 + g(s, y) zu setzen (diese Funktion ist in [a, yj und [y, b] jeweils eineindeutig), 
und die Ableitungen gk(x) sind zugleich die Ableitungen von r 2 naeh x. Man hat also 
fiirm>0

(2n) !	1	1 Cm(S, ) = (— l)"'	 aq(s) 
2"ni! 1/1s 

?721 

und daher ist, wenn man --- = _L beachtet, fur alle m > 1 

	

d?)	p(s) 

aCm_i(5, ) —	(2m)! 1	1	rn–i	ag(s) 
2"m. I(s)	

'	pm91(s) j7 

Bildet man -- ac fl_ 1 (s, i) + a,(s) 
so erhält than Cm(S, )	

1 

	

wegen	= g1 (x)	 g1 (x) 
also \vieder die Formel (28). 

5. Entwicklurig der c,,,(s, ) nach Potenzen von 

In Absclwitt 3 blieb der Nachweis dafür noch offen, da3.cm (s, ,) = 0(1) auch im Fall 
6 = o(1) gilt. Wir zeigen das zunächst für c0(8, ) und geben für these Ftmnktion eine 
Reihenentwicklung naeh Potenzen von 77 an. Man errechnet leicht 

hill 
(1(X)	V92(Y) 	j/' '-0

(31) 

und wir setzen daher an:
00 

= E d(s) 'i'•	 (32) 
OX)I'.f()	n=O 

28 Analysis Bd. 2, Heft 5 (1983)
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-,	T)ie .Koeffizienten d(s) bcstiiiiiiien sich naeh cleni Satz von Lagrange-Burniann 
•	 d71	g1(x)	 d	(1 

(vgl. etwa 131) wegen -a--- =	(s), 
—i- = -	

Z11 

•	
S	

(_ l\''	 / d'1	I _z\7+2 
do •	 (s) = '	/	v(.$) (	f-----) (n -- 1).	dz	\ i /	= 0 

Auf Grund der Definition (13),(16) von errechnet sich die fur ô = o(1) konvergente 
•	J.>otenzreihenentwicklung folgenderuial3en (n	0): 

1 /  

	

 -	(-1 ) z' 71ni 2	
2(.p(s) 92(Y) )(n+2)/2 1=0 

(_ly (n + 2)	•.. (n + 2r)yi(1Y)y]	(34) 

SB(*):	'(i-2).,=1,	 ganz,	r=E21. 
1=3	 1=3 

Somit erhalt man aus (33) tinter Beaehtung. von (10) nach einer kurzen Rechniing fur 
n=2k-1(1,=.1,2,...)

1	[(_1)r(2k + 1) (2k + 3) ... (2k ± 2r + 1) 
d2k _ l (s) = -= Ly V/(s) (v(s) qo(y))" t . L	 92T(y) 

2k±2 1	n.( )\A xTf(} I	 (35) , 13 2. 	j 
2k+2	 2k+2 

SB(*):	' (1— 2)2	2 , = 2k, , 0 ganz, r = E 
•	 1=3	 j=3 

Vergleieht man mit (9) und (11), so ergibt sich, wenn man noch k ± r = I einfüh.rt, 

d2,_ 1 (.$) v,k(s) = }
Is) 

bk(s) 'k(8) oder

(36) 
2"k! bk(s) 

d2k_1(8)	(2k)!	
(k = 1, 2, ...). 

Fur n = 2k folgt entspreehend 
22 922k(y)	(-1)' 21 (1, + r) ! 2k+3 [ fq1(y) \'l 

d2k(o)	k!	(y) (s) j	g2r•l(y)	2,-! kI i	( 37) 
2k+3	 •	 2k+3 

SB(*): E-(i--2)2.,=2k+l,	20 ganz, r= E 2. 
1=3	 1=3 

•	Speziell ist d0(s) = — 93(Y)/392 2(y), und wegen (7), (17) gilt d2k(S) = 0(1). 
•	Aus (27) und (32) folgt nun für c0(s, 17) die Potenzreihenentwickliing 

co 
c0(s, 97)	Ed(s) ",	d(s) nach (35), (37).	 (38) 

Man erkenrit also insbesondere die Beschränktheit von c 0(s, j) für 6 = o(1) iind soniit 
für 71 = o(1). 1)ieselbe Aussage gilt fib, alle c(s, 17), Nvie man durch vollstandige 
Tndiiktion zeigen kann. Sci nämlich angenoinuien, dali die Ck(S, 1) (k = 0, 1.....m)
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für b = o(1) die Potenzreihenentwicklungen 

ck(s; i) =E d(k)(s)	 -	(39) 

haben (d(0)(.$) = (lo (s)). Dann folgt nach der Rekursionsforinel (28), venn man noch 
die Reihe (32) für die Ent.wictkliing von 11g 1 (x) heranicht, für k = 0, 1, ..., 

Ck^j(S, 'i) = (d1(k)(8) + t ) )	+Z (a, i (s) do (s) + (n	2) dl2(s)) i", )I/(s)	i	n-O

(40) 
So daI3 wegen (39) 1//() (11(k)(s) + "k,1() = 0 und 

d, 1 )(s) = ak+l(s) do(s) + (n + 2) d(s)	(n	0, 1, . . )	(41) 
jewells für k = 0, 1, ..., m - 1 gelten. Daher folgt diirch sukzéssive Anwendiing 
von (41) für k = n - I, in - 2.....1, 0: 

d1 ( m)(s)	(1() ± 3d,(m_l)(8) = a n 	dy(s) + I 3a, 1 (s) (13(8) 

+	+ [1 . 3... (2m + 1)] ((,(s) d2m+j(5). 
Mit (36) ergibtsich welter 

•	(1(m)(g) = [a (s) h 1 (s) ± m-i(8) b2 (8) +. ... + a0(s) bm+i(s)i 
j//(s) 

uñd, tinter Berucksihtigung des Zusaninienhangs zwischen den a k(s) und bk(s) nach 
(12) und wegen b0 (s) = 1, schllelilich 

= - as)	
(42) 

Tn . (40) verschwindet daher der Faktor von i' auch fur k = in, und somit hesitzt 
- 1tUCh Cm+i(8, ij) elne Potenzreihenentwicklung der Form (39) iirid ist für 6 = o(1) be- 

sehrankt. - 
Atis (41) folgt dureh elne entsprechende Uberlegung, vie sic für n = I durch-

gefuhrt wurcie, 

d( 11 )(8) = rn(8) d(s) + (n + 2) a,_2 (s) d +1 (s) + 
-	I -r [(n + 2) (it + 4) ... (n + 2m)1 ao(s) d.+2.(5) 

und somit aus (37) bzw. (35) 
m±k 

d(s) =	' 2'i! d21 (s) (tm+k_1(5),

(43) 
2' 1 (k + I)! m+k (21 + 2)! d(m) 1(s) = (24, + 2)!	211(1 + 1)! (12 1^ 1 (8) am^k_1(s). 

Speziell für i = 0 laiitet die asyinptotische Entwieklung für F(s, x), die sich aus 
(15) diirch Multiplikation mit (11) ergibt, 

F(s, y)	
[- i/	Eb,,(s).(s) 

+ f c(s, 0) m()	b a (s) "(s)].	 (44) 
m=O	 n=O	 j 

28*
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Es ilberlagert sieli hier der Hälfte der asymptotischen Entwicklung von E(s) noch 
eine aridere asyinptotische Eutwicklung; beriicksichtigt man niir das dominierende 

Cued, so hat man die asymptotische Halbierung ( F(s, y)	E(s). Die beiden Ent-

wiekiungen sehreiten nach uriterschiedlichen Skalen fort, und eberiso liegen die Ver-
hältnisse, wenn man (15) bei beliebigem x E (a, b) mit (11) multipliziert. J)eshalb ist 
es giinstiger, nicht die Ertwicklung von h'(s, x), sondern die von F(s, x)/E(s) an-
zugeben. 

(44) muLu mit der Entwicklung übereinstimnmen, die sich für unseren Fall aus 
16: (23)]ergibt. Sehreibt man in dieser die Reihen aus den Cliedern mit geradeni bzw. 
ungerademn Index getrennt auf und beriicksichtigt (35) und (37), so erhält man 

	

u i	i	°°(2n)! 
F(s, )	--	

d21(s) V" (8) +2n! d2(s)

(45) 
Die ersten Sumumanden von (44) und (45) sind wegen (36) identisch, und die ver-

bleibenden Beziehungen m' Cm(S, 0) b.- .(s) = 2"n! d271 (s) (n = 0, 1, 2, ...) hangen 
O  

über (12) muit (41) zusamrneri. 

6. Restgliedabschãtzung 

Per Beweis zu Satz 2 wird jetzt vollendet, indern gezeigt wird, daB die Restglieder 
der Entviek1ung (15) die am Ende des 3. Abschnitts behauptete Ordnung haben. 
Wir folgen deni Beweisprinzip, das TEMME [9], [12] anwendet. Die Reihen in (15) 
und (12) ersetzen wir beide durch eine Summe mit Restglied und definieren 
-4 k(8, ?)),Bk(s) durch

1k—i	 1 
D(s, ')	yi/2 e'	^' c(s, ,) ptm(s) + Ak(s, ,) k(8)	 (46) 

Lm=O	 J 

1	 1k—i	 1 

	

Ay-r-,/2 e9()	am(s) ip tm(s) + Bk(s) i(8)	 (47) 
E(s) Lm=O	 J 

für k = 1, 2, ... jeweils. Dabei ist Bk(s) = 0(1) für alle k, weil (12) eine asymuptotische 
Entwicklung mit der Skala Iflo e(V)m(s)} ist. Aus (46) folgt (vgl. (24)) 

8D(s, '7)	-1/2	
• k-i / m(8 , '7)	7	 m •	 =	
M=O	 - - 

C(8, ?7)) ip (s) 

+	/2pk(s) - (e"A(s,'7)).	 (48) 

Auf Grund der Rekursionsformel (28) ist 

k_i ( C(s)

'1 

M=O	a,7	- -n C',(s, i)) m() 

k-2 I "1 =	(m+i(s, ,) - Um+j(S)	
)	

c0(8, '? - c,^ 1 (s, ) 
M=O \	 g1(x) 

+ 77 
(c, ,i)
	

ak(s) \ 
k- '(3) 

gx)) .

k 
-- c0(s, ,) + ?lCk(8,	

k_i(5) - '	a,(s) m_1(), 
gi(x) mi
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so daB sich wegen (47), (16), (27) und a0(s) = 1 aus (48) 

-.	aD(s, 'i) = C—" [i + k(8, ) k(s) j/ AS) -	j/2ntp(s)	 g1(x) 

X (i/j	- Bk+s) 

+	\v() -- (eAk(s, 71)) 

ergibt. Durch Vergleich von (49) mit (25) folgt 

-- (e"A(e, 77)) = - e" (Ck(S, 77)/((s) ± Bk+l(s)/gl(x)), 

also wegen (16)
00	 00 

e_/2(8)Ak(s, 'i) = 
TfCk(8, ) 

e'/ ( d + Bk^ l(s)f	C	d. 

(50). 
Für den ersten Summanden erhält man die Abschatzung . 

fCck(s, ) e'I	d	e_'/2(8),	ek(s) = sup ck(S, ),

(51) 

wobei Ok(S) = 0(1) ist, da die Ck(S, ) beziiglich 77 beschran.kt sind. (I)ieBeziehung (51) . 
erhält man zunächst für ,	0, doch ist sie auch für <0 richtig, vie man erken.nt,
\venn man im ersten Integral in (50) die Grenzen —oo, wählt.) 1)a sich D(s, ,) 
wegen (25) in der Form

00	 00 

1	1	 1' 
D(s, ) = - _______	

-C'/2(8) d +	 I	e/P d 
V'2 (s) j	k(s) ip(s)j g1(x) 

schreiben 1A3t, gilt für das zwcite Integral in (50) wegeri (22) 

f
--L— e'/w d 

=	e9(s) B(s).	 (52) 

Nun ist F(s, x)/B(s) l, und wegen (9) und (17) gilt e9(V)E(8) v(s) = O((s)/o) 
= 0 (/) = o(1). Da auBerdem Bk+ l (s) = 0(1) gilt, ist der zweiteSummand in (50) 
em o(1). Mit (50, (51), (52) folgt also für das k-te Res tglied der Entwicklung (15); wie 
behauptet,	/2 e"Ak(S, '7) ?pk(s)	Oj/qo(y) 1(5)) i)arUber hinaus hat man
die explizite Restabschitzung

k-i 
D(s, )	fljj1I2 e" Z c(s, ) v"() ^s Pon` 12Ck(S' 'i) .k(5) 

rn=O	 1	 (53) 
mit	ICk(s, '7)1	Ok(S) e'/2w(8). + IBk+i (s)I .F(s, x) cg(Y)V(s). 

Nunmehr ist der Beweis zu Satz 2 vollständig erbraclit.
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7. Asymptotisehe Entwickhing der uiivollständigen Gamma-Funktion 

Als erstes Beispiel sei die atis (15) folgende asvmptotische Entwicklung der unvoll-
standigen Gamma-Funktion 

1'(s + 1, a) = f e_ t13 dl	 (54) 

für s	cc angegeben (vgl. (4, 8, 91). Sic ist für alle a	0 gleiehivaliig gultig und da-



her ailgemeiner als die in [6] und 1101 etha1tenen Entvick1ungcn. her ist g(s, 1) = £ - 
sin I, x = a, y = 8, p(s) = i/s. A u s (9) ergibt sich für die volistandige Ganinia-

Funktion: 

P(s + 1)	es3	 (s	co) 
n=08 

	

(---1)' (21)?	2n+2 

mit	
2'i!	•/i: Lo]	 I	

(55) 

2n+2	 2n+2 

SB(*): E(i-2).=2n,	20 ganz, 21=Eu1. 
1=3	 1=3 

Die ersten Koeffizienten b a (s) = y, sind: 
1	 139 

YO = 1 Y 1 = T2- 1 
 y = 288' Y3 = -	

( weitere siehe [7, 11]). 

Auf Grund bekannier Eigenschaften gilt hier an (s) = (-1)" b a (s), also 
00	 Yn 

1)	(2s1I2 e8s-'E H Sn 

•	 Nach (13) ist 

•	 r=(sgn(s_a))[a_s+sIn]h12,	i//, g1(x)=(a—s)/, 

•

	

	 (57)
und nach (16) ist f(s) = 1 und 

= (sgn It) [2(,u - In (1 ±	 (58)
mit. 

•	 /2=.	 (59) 

Aus (15) folgt die für s	cc und gleichiuiiflig für alle 71 E (—cc, cc) gultige asympto-



tische Entwicklung 

P(s + 1, a)	I + cr1 r	e" 
1'(s + 1)	2	+ 1'2s rn=O 

Iflit
1 -1-	I	 /,,i+I 

Crn( 97) = (— 1)"	2m4I	 (yq(m - q + r)' 14t7I+- 
/ /7 2.j! 

i=2	 (GO) 
•	 -	(2rn)!	I 

2mm! ,12m.f1 

rn-f-I  
SB(*): q +(i — 1) A j	m, q	0 ganz,	0 garlz, r
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und aus (23) für die koniplementare unvolls&indige Gamrna-Funktion 
'(s± 1,a)=P(8+1)—P(s+ i,(t): 

y(s± 1 ,a)	l — erfre"	c,,j)	
<<) 

•II 

	

F(8 + 1)	2	
S

(61) 
In diesem Beispiel sind die Cm Vofl s unabhangig; speziell ist 

c(?7) = ± a

	

- I , c 1 (?)) =	- _- (1 + , + 1	+	 0 17

(62) 
= - (3 + 5u ±	t2 +±	a' ± -

	) - 12	T2- 

Als Rekursionsfortuel für die Cm(71) folgt aus (28) 

•	Cm(?/) 
= ldCmLl(?l) 

+	
i)m y.(I + )	> 1.	 (63)

d7 

Werin man (60) atif die Funktion P(s, a)/F(s) umrechnet, erh1t man eine asympto-
tisehe Entwicklung, die im wesentlichen mit der von TEMME [9] angegebenen über-
einstimmt. Der Untersehied besteht darin, daf3 dieselbe Funktion 17 dort zu s, hier zii 
s + I gchort. Tn [9] sind die C,()) jedoeh nur rekursiv dargesteilt.	 V	

V 

Für die Koeffizienten d der I'otenzreihe	 V 

•	C0()) = d.,1 11	 (64) 

folgt atis (36), (37)
2kkt 

d2k_l = (2k)' 'k	 k > 1,	 V 

1	1	 /2k+3	1	 V 

12k =	2' l(_I)r ^ 1 21 (k +r)! / /7 2!il'I,	k	0,	 (65)	V 

.) L	 I 1=3	J 
2k+3 2k+3 

'	
0 

SB (*):	(1— 2) 2, 2.	0 ganz, r = 

	

1=3	 V	 13	 0 

2	1	 2	1'	 1 wobei insbesondere d0 =	= d2 = --j	d3 = V, (14 = 2835' 
= - 

777
 600 ist. Fur die Koeffizienten der Potenzreihenentwieklungen der 

	

C,(fl) steht (43) ziir Verfiigiing, Nvobei an(s) = (—I)" y zUheachten ist. Speziell gilt	
0 V 

23	1	1	 77 
d (')- --- d (1) -	 d2(1)- ---	d (I) - - - 

_____ 

-	270	-	288'	2 - 378'	• 

	 • 

77760' 
V 

'(10(2)  = 	d, (2) = - 139	 •	

0 

3024'	'	51840 

Von Interesse ist in diesem Beispiel die Auffassung dci- c,(?)) als Fiinktionen von It 

(es ist	=	 > 0 für alle /4 E (- I,'cx)). Wir schreiben (vgl. 60)) 
d/4	(1+/4)	

•	 V 

=	
(1'm() - QM(/4)),	m = 0, I,	 (66)	0 

JU
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mit
(2m)!' 

41

f2m+1 

- 2"m!
I	 /m+1	1 

Pm(/4 = (1 +,U)	yq(m - q + r)! ,2m+q-r 	1!	'	 (67) 
(e)L	 /1=2	J 

SB (*) und r vie in (60). 
Die Pm(,u) sind Polynome vom Grad 2m + 1, und die Koeffizienten von /42m+1 und 1a2m 
sind jeweils Ym, wie man aus der Summationsbedingung entnimnit (q = m, r = 0). 
Die Q.(/2) können analog zu (34) in eine für 1 1u1 < 1 konvergente Potenzreihe ent-
wickelt werden; es gilt 

(2m)! /11\2m+1
= 2mm! \'i/	k=O 

k i= 

mit

= ( 1)k	1(-	(2m + 2r)! /k+2	1 

(*) [	2m+r(m + r)!/.	2! i ' I,	 (68) 

k+2	 k+2 
SB (*):	(i— 2)2=k; 2	0 ganz, r= 

1=3	 1=3	 - 

(insbesondere zeigt der Vergleich mit (55), daLi b(I) = Ym ist). Da die Cm(/2) in /2 = 0 
2m 

beschränkt sind, muB Pm(/4) - Ym/120+1 = E ôk(m)/2k gelten. Daher folgen aus (66), (67), 
(68) die Potenzreihenentwicklungen	k0

2m+k+3 

Cm(/4)	(_1)m[Ym +1)L/2k	 (2m -L 2r)
((_1)T 2'(m+ r)!/  

(69) 
2m+l+3 2m+k+3 

SB(*):	(i-2)21=2m+k+1,	20 ganz,	r= ' 2 
1=3	 1=3 

(in = 0, 1, .. .). Hiermit ist für alle Cm CflC direkte Darstellung dimrch Reihen érhalten 

worden, die nacli Potenzen von z fortschreiten. Schreibt man Cm(/4) =	 so
gilt für die Koeffizienten: 

C 0( m) = d0( m ) , e 1 ( m )	d 1 ( m) = (__1)m Yrn+i,	ni = 0, 1 1 .. 
e0( m) = 2e0 (m - l) für m ^ 1, ek(m) = (k + I) ej' + (k + 2)	(70)
für k,?n1. 

Die zweite Beziehung liefert zusammen mit (69) eine von (55) versehiedene Darstel-
lung , der y,. Schlief3lich führen weitere therlegungen noch zu der folgenden Dar-
stellung der Cm(/4)

flk k /2m±k+3	1 =	 i)m (I -- /4) —Y.	 (-1)'' 2'm'!	/ it	! 1Ij 
k=O	 (•) L	 I	i-=3

(71) 
2m- -k+3 

SB (*): 2q + f (1— 2)). = 2m ± Ic ± 1, q 0 ganz, ). j 0 gariz, 
1=3

2,n+k±3 
v=

1=3
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8. Asyinptotische Entwicklung der unvollstandigen Beta-Funktion 

Als weiteres Beispiel sei nun die (von drei Variablen abhngige) unvollstandige Beta-
Funktion betrachtet.:

a	 00 

B0(p, q + 1) = f vP l (1 - V)q (iv =fePt(l - e-I 
)q dt	 (72) 

0	—Ina 

(p > 0, q> —1, 0 <a 1). Es gelte 7), q -^	, 0 <	a 1. Hier ist g(s, )
=pt - qln(1 - e), x= —Ina,y= —hr mit 

= pI(p + q). (73) 
Die asvmptotischen.. Entwicklungen für die vollstandige Beta-Funktion trnd ihre 
Reziproke können unter Verwendung von B(p, q -f- 1) = F(p) r(q + 1)/r(p + q + 1) 
nut hue von (55), (56) erhalten werden. Aus (13) folgen 

r=sn(a _ r)[vin F	 l r 
_+1n	

r 1/2 
1j 

i/p (p ± q )	 r — a	-
(74) 

= flo
V	2q	

'	g1(x) = (p + q) 1	a' 

und aus (10) i.ind (16) 

q) 
=

1+r2±q	 2 

'	= ( (	) 
p 

2	pq	 + r)
(75) 

/1-f-r\1 isgn(r — a) /	r	1—r\/ 2 pin--+qln 1 p(1 —r)
1h12 

2 

Mit (15) ergibt sich für p, q	co und gleichmäBig für alle a E [r, 1] 
B(p, q + 1)	1+ erf -r	+ q)\' ((1 - a)(p + q) q. 

+ 
(a(p 

B(p, q + 1)	2	p 1	k	q	) 

± q) 
y

v(v
Cm(1), q,	)	m (p, q) 2rq (7) 

mit -r, V nach (74), (75). Dabei ist insbesondere 

1—a	1+r 
- 

c0(p, q,	= (p + q) (r - a)	Zr?) 

I + r	4a( 1 - a) pq( 1 - r)	- 
- 

c j (p, q	=	— 
c j(p, q	= (77) (77) 

Zp3 Zp3	(p +q) 3 (r - a) 3 (1 + r)2 (p +q)3 (r — a) 3 (1 + r)2 
1—a	 'pq 

3(p+q)(r_a)(1r)2\	(p' + q)2
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