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Lésung von Kontaktaufgaben bei parabolischen Randanfangswertproblemen

J. Waxka

Es werden Randkontaktaufgaben bei linearen parabolischen Differentialgleichungen 2. Ord-
- nung im riumlich mehrdimensionalen Fall betrachtet. Durch einen geeigneten Potentialansatz
gelangt man zu einer schwach singuldren Integralgleichung, deren Diskussion Existenz- und
Regularitatssiitze liefert. ‘ ' '

B pa6ote jl0Ka3LIBa€TCA CYILECTBOBAHIE peleHItil JTUHCHHEX KPaeBuX 3ajlay Jid napadost-
YCCKOrO ypaBHeHHA BTOPOro NOPsAKa npu z (n = 1) OPOCTPAHCTBEHHLIX NCPEMEHHBIX C YCIIO-
BUAMH COMPAEHNA HA (n — 1) — MEPHBIX NOBEPXHOCTAX BHYTpH obmactu. [1pumeneniem
* TENJIOBBIX NMOTEHIMAJOB NOCTABJIEHHBIC KPAaeBLle 33Aa4H CBOZATCH K MHTETPAJILHLIM YpaB-
HEHUAM Il TIOKA3HBAETCH PABPEUINMOCTh ITHX ypaBucHiil,

A contact boundary value problem for a n-dimensional second order linear parabolic differen-
tial equation is considered in this paper. By a potential statement the problem is converted
. into an integral equation. By investigating this equation existence and regularity thcorems are
obtained.

1.- Einleitung ,

Werden bei Differentialgleichungsproblemen zusétzlich zu den Randdaten (bzw. auch
Anfangsdaten) noch Kontaktbedingungen lings Flichen gestellt, durch welche das be-
trachtete Gebiet in Teilgebiete zerlegt wird, sospricht man von Randkontakt- (manch-
mal auch. Randkopplungs-) aufgaben. Besonders intensiv werden solche Aufgaben
(erstmals von PrcoNE [17] gestellt) im Bereich der linearen Elastizitiatstheorie unter-
sucht. Bei der Verformung von (thermo)-elastisch stiickweise homogenen Kérpern er-
geben sich fiir das spezielle elliptische Differentialgleichungssystem der Elastostatik
(oder der Theorie der Warmespannungen) Randkontaktaufgaben, d. h., zusdtzlich
zu den bekannten Randbedingungen treten an den Trennflichen der elastisch homo-
genen Teilstiicke des Korpers Kontaktbedingungen auf. In der Literatur sind die
ersten Arbeiten zu ebenen Aufgaben mit speziellen Kontaktbedingungen Anfang der
sechziger Jahre zu verzeichnen (BASELEIJSVILI {1], BurCuLADZE [3], KuPraDZE [13]).
Die Problemstellung fiir den allgemeinen Fall mit stiickweise stetigen elastischen
Moduln ist erstmalig von JENTSCH in [9] aufgeworfen worden,

Es gibt auch ein innermathematisches Interesse an Randkontaktproblemen, z. B.
gelangte KroTzLER [12] beim Studium von Variationsproblemen mit geknickten
Extremalen zu Kontaktaufgaben im R? fiir lineare elliptische Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung. Weiterc Autoren, von denen elliptischc Randkontakt-
probleme unterschiedlicher Allgemeinheit und verschiedener Fragestellungen unter-
sucht wurden, sind z. B. IJ1w [8], SIZMAREV [20], SramMPaccHTA [21] und G. WANKA
[24]. ' :
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.

In der vorlicgenden Arbeit sollen parabolische Randkontaktprobleme untersucht
werden. Nichtstationiire thermische Prozesse in Kérpern, dic aus unterschiedlichen
Stoffen bestehen, fiithren auf derartige Aufgaben, die sich im dreidimensionalen Ranm
folgendermallen interpretieren lassen:

Ein Korper, in dem auch Locher vorhanden sein konnen, nehme das Gebiet E,
—R3ein. Er enthalte Stoffeinschliisse By, ..., K. Wirsetzen E = Fqu K, u - v Fp.

Si=8E (i=1,..,m), S = us
R=9E,, E = RUS

Die einzelnen E; sollen sich unterscheiden durch die physikalischen Gréfien: Dichte
_(e4), spezifische Wirme (c;) und den Wirmeleitzahlen (4;) ; dabei sind nur solche Medien

zu kombinieren, fiir die 0’—; =a(i=1, m) gilt. Gibt man zum Zeitpunkt ¢t = 0
s
im Korper E einc Temperatur vor und erwidrmt im Zeitintervall von 0 bis 7' dl(,'
.Kérperoberfliche, d. h. dic duBerc Randfliche und die Wande der Hohlriume
(1. Randvorgabe,) so stellt sich im Kérper cine Temperaturverteilung ein. Die Funk-
tion u(z, t), welche die Temperatur zur Zeit ¢ an dem Punkt x des Kérpers beschreibt,
geniigt dabei der Gleichung ¢ Au = u,.
Stehen dic Trennflichen S; in ganz inniger Berithrung, so dall kein Warmeiiber-
gangswiderstand zwischen ihnen auftritt, dann ist der Temperaturverlauf an den
Trennflichen stetig, d. h.

(uo('t t) CL t))lS(X(O T} = =0 (Z = l, ooy m).

(])abu symbollslert ui(Z, t)ls,x0,77 DZW. %gls,x 0,71 den Grenzwert von u(z, t) auf
i X (0, 7] aus dem Gebiet E; x (0, T'] bzw. Ey X (0, T'] hera,us) Anschaulich ist in
Oug(z,t)
ON,
(V. bezeichnet die Normale an £ im Punkt z) gleich dem Wirmestrom ist, der in h,
hineinflieit, das heilit’

P oug(z, t)
TN,

dicsem Fall auch, dafl der aus dem Medium £, kommende \Vd,rmefluﬁ 20

_ 2‘ aui(z> t))

ON,
mit gy(z, t) = 0. Wird g; & 0, so bedeutet das eine Wirmespeicherung. In spezieller
physikalischer Literatur (z. B. bei TauTz [22]) wurden solche Probleme bei ausgewihl-
ten einfachen symmetrischen Kérpern (Zylinder mit zylindrischem EinschluB) durch
Reihenansiitze, Laplacetransformation u. 4. gelost.

= gilz, t) (t=1,...,m)
5¢X(0,T) o
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Wir studieren Randkontaktaufgaben nicht nur fiir die Wirmeleitungsgleichung
und konstante Warmeleitzahlen, sondern fiir allgemeinere lineare parabohsche Glei-
chungen zweiter Ordnung, wobei die /; = /;(x, t) Funktionen sind. E, sei ein offenes
mehrfach zusammenhingendes beschranJ\tes Gebiet im R", in welches eine endliche
" Anzahl von offencn einfach zusammenhingenden Geblcten E,, ..., B, eingebettet ist.

Wir setzen E = U E; mit Gebieten F,, ..., ¥, die von einer Menge beschrinkter ge-
i=0 ’ .
schlossener und paarweise disjunkter Hyperflichen berandet sind. Es ist also B n §
=0 und §;n §; = @ fiir 7 & j. Die Bezeichnungen sind der Skizze zu entnehmen.
Es ist im zvlmdrlschen Gebiet E >< [0, '] eine Funktion wu(z, t) gesucht (w(z,¢t).

= ui(z, t) in E; x [0, T), die in E x (0, 7'] einer lincaren parabolischen Gleichung
2
Lu = Za,,z 6 —2 4 Y’b(z,t)— T oolw, ) u, = = F(z,t)  (1.1)
i.j=1 a a i=1 at o
geniigt, auf dem Rand R vorgegebcne Randbedmgungen l , 2. oder 3. Art und zum’
‘Zeitpunkt ¢t = 0 Anfangsbedmgungen befriedigt :

Anfangsbedingungen :

wlz, g, = pilz) (=0, 1,...,m); , RO
Randbedmguﬁgen :

u, :.z:,t .

220 byl ) o, Dlaxiom = f(@ | (13)

uo(Z, &) wx0,m1 = f(z, t); : (1.3%)
Kontaktbedingungen : '

(ol &) — wi(®, O)lsxomy =0 (G=1,..,m); (14)

Ouy(x, ¢t . ouy(z, ¢ o )
(zo(x, o 202D G0y 24 )) —gi(m ) (= 1,..,m) (L)
3;; 6;" $;%(0,T) .

Die ),(3;, HEE=1,..., m) sind auf §; x (0, 7'} vorgegebene Funktionen. » = «(, ¢)
bezeichnet jotat (da wir eine allgemune Gleichung behandeln) die innere Konormale
im Punl\t (z, ¢), d. h.

n(x, l) S (ul, ey n"+l),
n .
;;‘(x, t) = Z (lz,‘,‘(fl?, l) Nzi (l = 1, ceoy n), atl (:v, t) =0.
j=1

Dabei ist N, = (N, ..., N.;*) die innere Normale an-£ im Punkt z.
Mathcmatlschc theratur fiir diese Aufgabe ist uns von Kamy~mv bekannt [10, 11).
- Er behandelte im rdumlich eindimensionalen Fall eine relativ allgemeine Kontakt-
aufgabe, wobei in den zwei thermisch homogenen Gebieten unterschiedliche para-
bolische Gleichungen erfiillt sein miissen. Eine Ubertragung der Untersuchung auf die
n-dimensionale Aufgabe ist nicht mdéglich, da typische Eigenschaften Volterrascher
Integralgleichungen 1. Art genutzt werden, dic bei den entstehenden Gleichungen im
n-dimensionalen Fall nicht gelten.
Fiir n = 2 konnte man eventuell die in der Elastizititstheorie, z. B. von MauL [15],
verwendete Methode iibertragen. Man miifite, ausgehend von einem Einfachschicht-

\



462 J. WaNka

potentialansatz, durch Anwendung eines geeigneten Differentialoperators das ent- .
standene Tntegralgleichungssystem (welches Integralgleichungen 1. Art enthilt) in ein
singulires Integralgleichiungssystem iiberfiihren. C

Macht man fiir die Randkontaktaufgabe mit unterschiedlichen parabolischen Diffe-
rentialgleichungen in den Gebieten E; 1 =0, ..., m) einen Ansatz, welcher u. a. die
Summe cines Einfachschichtpotentials und eines Doppelschichtpotentials enthilt, so
entstehen andere Schwierigkeiten. Man erhalt zwar Integralgleichungen 2. Art, Kann
aber die Kerne derselben nicht angeben, da man den Kern der Normalenableitung
des Doppelschichtpotentials auf-der Belegungsgliche nicht kennt bzw. nicht klar ist,
ob ein solcher Kern existiert. Auch hier kommen die Anregungen zum Studiumn der
Probleme aus der Elastizititstheorie von Jextsce [9a). Eine Ubertragung der Vor-
gehensweise von Jentsch wird, wenn iiberhaupt, nur fiir Spezialfille linearer para-
_ bolischer Gleichungen méglich sein. Voraussetzung ist die Untersuchung der Nor-
malenableitung des Doppelschichtpotentials.

Parabolische Randkontaktaufgaben in einer schwachen Form wurden auch von
OLEJNIK [16] behandelt. In neueren Arbeiten von Ursaxowricz (23] sowie BoRzy-
ymowskI und Had [2] wurden anch nichtlineare Randkontaktprobleme bei parabo-
lischen Gleichungen untersucht. -

Die hier notierten Ergebnisse sind ausfithrlich dargelegt in [26]. Wir losen die
Aufgabe mit den Mitteln der Potentialtheoric. Bekannt sind aus der Theorie ellip-
tischer Differentialgleichungen Einfach- und Doppelschicht-, sowie Volumenpoten-
tiale. Analoge Potentiale gibt es auch im Bercich parabolischer Gleichungen. Die Theo-
rie der Wiirmepotentiale ist allerdings noch nicht in vergleichbarem MafBe entwickelt.
Potentiale mit den Grundlésungen allgemeiner linearer Gleichungen 2. Ordnung als
Kern und wenigstens beschrankten Dichten untersuchten u. a. PocorzELSkI {19],
FRIEDMAN [4] und LADYZENSKAJA [14]. ‘

2. Potentialansatz

Wir behandeln hier die 2. und 3. Randkontaktaufgabe. Diese Aufgaben lassen sich
mit einem Einfachschichtpotentialansatz losen. Bei der 1. Randkontaktaufgabe sind-
Kombinationen von Einfach- und Doppelschichtpotentialen nétig. Dies ist insbeson-
dere bei den Regularitatsuntersuchungenaufwendiger und liBt das Prinzip der Behand-
lung nicht so deutlich werden. Zudem kénnen wir, wenn wir nur Einfachschicht-
potentiale betrachten, die Resultate aus [6, 25] iiber das Einfachschichtpotential mit
L,-Dichte verwenden und dadurch einen sehr allgemeinen Existenzsatz aufstellen.
Der Operator L sci erklirt im Gebiet E x [0, T. Fiir ihn soll gelten: '

(A0) Die Matrix {a;;}j=1,....n ist symmetrisch.

i=1,....0 .
(A1) L ist parabolisclh in E x [0, T).
(A2) Die Koeffizienten von L sind stetige Funktionen und es gilt fiir alle (z, ¢),
(%o, to) € E % [0, T1:

laij(x, t) — aij(%o, to)] = Allz — Zol® + it — tolflz)
bi(z, &) — bi(ze, )] = A4 |z — 24l*
le(@, t) — (g 8)] S A |2 — 20> mit 0 <o < 1.

Die Fundamentallésung der Gleichung (1.1) bezeichnen wir mit I'(z, ¢; &, 7). Die Eigen-
schaften der Fundamentalldsung entsprechen denen der Wirmeleitungsgleichung
(siche z. B. PoGOoRZELSKI [19] oder FRIEDMAN [41)-
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Die Aufgabe (1.1)—(1.5) iiberfithren wir in eine Aufgabe mit homogener Gluchung
und verschwmdendcn Anfangswerten. Zu diesem Zweck seien zwei aus der Iuteratur
[19, 14] bekannte Sitze iiber Wirmepotentiale eingefiigt.

Satz 1: Die IfunLtzon vi(z) ses stetig in E;. Dann ist das Poisson-Weierstraf3-
Integral : '
I)l(x! t) - fp x: 5 Sy )“)UI(E) dS
E,
fir x € K, 0 <t < T stetig, erfillt die Glevchung LP; = 0 in F; % (0, ’1] und es gilt

Pi(x, t) — yi(z) fir ¢t -0 und 2 € h, (d. h. x'§ 8K;). Diese Grenzrelation ¢ilt gleich-
mifig in bezug auf (x, t).

Satz 2: Wenn die Funktion F(x, t)in E; X |0, 1] stetigund 0E; € C** mit 0 < =
1st, so sind das allgemeine Volumenpotentml .

Jilz, t) = f f Iz, t; & 1) F(& 1) dEdr
0 E .

;(,)

und serne ersten Ablez'tunqén holderstetig in E; % [0, T']. Es gilt J(z, 0) = 0.

Ist F(z, t) holderstetiqg in E; x (O T beziiglich z (gleichmdfig in -bezug duf t), so gilt
LJ; = —F(z,'t). )

N

" Die Funktion w(z, t) sel L(‘)'sung der Aufgabe (1.1)—(1.5). Wir sc,"’-,en (w(x) = ()
Va€E,i=1,..,m) e

vu(x, t) = w(x, t) fl (x, t; &, zp(f ) d¢& -}—ff]'(:v,t;E, ) F(§, 'r)d&(iir,

E* 0E
w(z, t) = w(z, t) — Pz, t) + J(z, t),

. wobei E — E*, d. h. E* eine , Jeichte VergroBerung® von K ist. Die Voraussetzungen
(A2) an L erlauben die Fortsetzung des Operators iiber £ x [0, 7] hinaus (vgl. (4]). .
Wenn wir voraussetzen, daf3 p €-C(E*), F(x, t) € C(E'X [0, T)),E € C' (0 <2 < 1)
und F(z, t) hélderstetig beziiglich x (gleichméBig in bezug auf ¢) ist, so ergibt sich fiir ’

u(z, t) folgende Aufgabenstellung:

Lu(z,t) =0 fir z€ k¥, o0<t=s1, ' (2.1)
u(x, 0)|g = 0; : (22
Sug(z, ¢

( ‘Oa(f 2 BRARRA t)) Rxorl Mz ) (23)

mit . ‘

. fz, t) = fla, t) — % Pz, t) — y(z, t) Pz, t) + % J(,t) + p(, t) J(z, t);
(wo(x, £) — wil, O))ls,x 0.1y = 0 (T=1,...,m); . (2.4)
(,:o(x, P BN T ") —imD s
Oue . On $i%1(0,7]

mit .
—_ OP(z, t oJ(x, t
TE D) = il &) — (A — 7g) (a"” ) § o — 2) g‘ )

r=12,...,m). ,
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Dic Aufgabe (2.1)—(2.5) 1dBt sich mit einem Einfachschichtpotentialansatz 1osen.

Die Glattheit der Dichte dieses Potentials hingt von der Glattheit von f bzw. g, d. h.
oP oJ : -

n.a. von — und — ab. Wir stellen dic fiir dic Existenz der Losung notwendigen

" (13
Bedingungen an f bzw. § auf und leiten im Abschnitt 4 die daraus resultierenden
Forderungen an die Anfangsbedingungen und die rechte Seite der Differential-

gleichung (1.1) ab. _
Die Lésung der Aufgabe setzen wir in Form cines Einfachschichtpotentials mit

_unbekannter Dichte an:

¢ . .
S V(w, t) = [ [ Iz, t; & 7) @£, 7) dO¢ dt (2.6)
0 3E o]

(dO¢ symbolisiert das Oberflichenelement von 0FE). Es sei 0K € C'* (0 < 2 £ 1)
_ (vgl. [7)) und @ € C(?E X [0, T']). Dann gilt LV = 0 in E X (0, T] und V(z,0) =0
fir z € E (siche FRIEDMANN [4]). V(z,t) geht stetig durch die Belegungsfliche
3E x [0, T'] und erfiillt damit die Kontaktbedingung (1.4). Beriicksichtigen wir die
.Verallgemeinerung der Sprungrelation fiir summierbare Dichten, so kénnte nian die
Losung der Aufgabe auch als Potential (2.6) mit ¢ € L,(9F X [0, T) und 9K € C'4
(0 < % < 1) ansetzen. Die Anfangsbedingung, die homogenen Kontaktbedingungen,
sind dann ,,fast iiberall* erfiillt. Bei allen in den Bedingungen (2.3) und (2.5) auf-
tretenden Grenziibergingen wire die Einschrinkung = € N, bzw. z € —N, zu treffen.
V wire in diesé:':‘( Sinne eine ,,verallgemeinerte Losung‘‘ der Aufgabe (2.1)—(2.5).
Die Rand- und 2. Kontaktbedingungen fiihren unter Ausnutzung der Sprungrelation
auf folgende Integralgleichung: .

. .
@0, 8) + [ [ K(xo t; & 7) 9(&,7) dOs dr = H(zo, 1)~ (2.7)
. 0 9E . .
mit_ )
Kz, t; &, 7)
(2t &, T)
Oz, t)
fiir X €ER, 0<t=T, tedE, 01,

2[10(330’ t) - ;~i(x0’ t)] ar(xO? t; 5’ T)

2ol ) + Ail%o, 8) On(zy, 1) .
fur 2o €S, =1,...,m), €0, 0<t=T, 0=s7v=t,

+ 2y(xg, t) I'(zot; &, 7)

H(“’o: t)

(e, 1) fir z€R, 0<t<T,
- 2.‘/!'(1;0) l)

{ Ao(Zos t) + 2i{Z0s 1) -
Die Funktionen 1o, 4; (2 = 1, ..., m) und y seien auf ihrem Definitionsgebiet beschiinkt
und es gelte 2oz, ¢) + M, ) =0V (%, 8) € §; X [0, 7). Tm Fall = 4; (j fest,

(o)
A

fir zo€S; ¢=1,...m), 0<t=T.

<Q

127 m) reduziert sich die Integralgleichung auf S; x {0, 7'] zu @(z, t) =
Dies verindert jedoch nichts an der Diskussion der Integralgleichung.
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Ausgehend vom Singularititsverhalten der Grundlésung I'(z, ¢; £, 1) und deren
Normalenableitung kann man zeigen, daB die Integralgleichung (2.7) eine schwach
singuldre Integralgleichung 2. Art vom Volterraschen Tvp beLugllch ¢t und vom
- Fredholmschen Typ beuxgllch z ist.

3. Diskussion der Integralgleichung

Belm Studium der Randwerte der Warmeleitungsgleichung tritt einc zu (2.7) analoge
Integralgleichung auf, wobei dann vor dem Integral noch.ein 2 steht. Die Diskussion
der entsprechenden Neumannschen Reihe erwies sich als schwierig. Erstmals zeigte
MunTz (1936) [19] die Konvergenz fiir einige 2 und ¢ im zweidimensionalen Fall. 1938
verallgemeinerte dies Trcroxow [19] auf den dreidimensionalen Fall. MicHLIN be-
wies die Konvergenz fiir konvexe Berandungen und nicht alle 2-Werte [19]. Erst
PoGorzELSEKI zeigte 1951 in [18] die Konvergenz der Reihe fiir alle 2 und ¢ und stetige
H(z, t) auf einer Ljapunowbelegungsfliche. Wir kénnen dies auf den unsrigen Fall
iibertragen und diskutieren ectwas schwichere Voraussetzungen an H(z, t) unter
Benutzung der Thcoric der Integralgleichungen.

‘Satz 3: Im Raum L, existiert stets eine eindeutige Losung der Integralgleichung
(2.7), die sich als Summe der Neumannschen Rethe darstellen liifpt, wenn der Differential-
operator L die Bedingungen (A0), (A1) und (A2) erfilllt, oK C** (0 < A £ 1) s,
2ilz, t) (=0, ..., m) und y(x, t) beschriinkte Funktionen sind, Aoz, t) + iz, t) +=0 -

V(z, t) € 8;x (0, T) (=1, ...,m) und H(z, t) € Ly(3E X [0, T')) st.

Zur Untersuchung der Neumannschen Reihe: K, (xg, t; & 1) beLelchnet
den v-ten iterierten Kern. Da Kz, t; &, 7) ein schwach singulirer Kern ist, existiert
ein v, so dall K, und alle folgenden Kerne beschriankt sind. Fir K,,+, kann die
folgende Abschitzung nachgewiesen werden:.

. ]Vllvmam([ —_ /,t) (t — T)m(l—p)-

Koprm(z, ;& 1)) < _ .
B te Glm[l —p]+ 1 | 3.1)
» fur :1,’§€aE, O§T<l§7y’

wobei G dic Gammafunktion bezeichnet und N,, N Konstanten sind mit

, 1
N = f e = prim=s 40
oK

d 4
und1—§</,t<1, 0<d< 1.
‘Die Anwendung des Wurzelkriteriums zeigt die Konvergenz der Reihe

0 JMN™GM(1 — ) (¢ — r)“—")"‘
. m=0 m[l - “] +

Nach dem I \’Tultlphkatlonstheorem (fur die Gammafunktnon) von GauB und Legendrc
gilt:

. ' S 3.9

n—1

. -
'G(z)G.(z —{—%)G(Z-{—%)...G(z—}—n; ])=(2n) Tl ).

30 Analysis Bd. 2, Heft 5 (1983)
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Somit laBt sich zeigen:

J/2mNmGm(L ) (8 — 7)d—wm
m[l — p) Gm|1 — ul)

lim
m—roo

= lim ING(L — p) (¢ — 7)'—» l/( n)2(m ) 1/m§_,,.
m—o0 m - . 1
_ V; Vl — L Ve = M) VG ([l — M."+, '7%) l/G <[1 - [u] - ;’7)

< im ANG(1 — p) (t — r)"“ Vo= Ym? .
Sl N (L T (DR ([l —n]+m_')

m

v — 1

. ' 1 1 ‘ -
s gilt 1 —u < 5 -1 —pu+ " <14 5 % In diesem Bereich fallt

die G-Funktion monoton und man kann folgern, daf}

li T imNmGm(1 — ) (¢ — 7)i=mm ‘
o m{l — p] Gim1 — u))

m—-oo

ist. Die Reihe (3.2) konvergiert somit in ]cdem Punkt, d. h. fur beliebige (¢t — ) und
|zg — & (dieser Abstand gmg in dic Konstante N ein). Damit ist anch die gleichmaBige

. Konvergenz der Reihe }, 5 PPK (2, t; g, 7) gesichert.
v= v,,

Uns interessiert die Konvergenz der Neumannschen Reihe
H(z, t) + 3 »K°H. . (3.3)
. 2=1 ' :

Dabei ist

KH = f J A(xo,c £, 1) 9(¢, ©) dO; dx,

0 JE

K" bezeichnet die v-te Potenz des Operators K. Bei beschrinktem und integrierbarem
H(x, t) anf oF >< [0, T} ergibt sich sofort:

N G(l _ /“) t(l—/t)m t
: H(¢,
Gt = 71 | L€

T mKvetmH | < AT 7) dO¢ dv. (3.4) -
Fiir v < 74 sind alle Summanden von (3.3) beschrinkte Funktionen, da ein schwac¢h -
singulires Integral mit beschrinkter Dichte stets eine beschrinkte Funktion ist. Die ..
rechte Seite von (3.4) zeigt, daf die Reihe (3.3) absolut und gleichmiBig konvergicrt
fiir belicbiges 4, 0 < ¢t < 7', » € 9E. Wir bezelchnen die Summe der Reihe mit g(x, 1)
und die Partialsumme mit (p,,,(x t). Es gllt .

Pl 1) = H(wo, 1) + 7 j J K(@o, t: & 7) @uos(£, ) 4O dr. (3.5)
0 0E ’
Der Grenziibergang unter dem Integral ist maglich, d. h., die Summe der Reihe (3.3)
stellt fiir integrierbares und beschrinktes H(z, t) die Losung der Integralgleichung
(2.7) dar und ist selbst eine beschrinkte Funl\tlon )
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* Setzen wir nur H(z, ¢) € L,(0F x [0, T) voraus, so gilt K°H € L(0F x [0, 1) fur
v = 1. Fiir v = v, gilt die Abschitzung (3.4). Somit konvergiert die Reihe (3.3).in der
L,-Norm gegen eine L,-Funktion ¢(z, ). Diese ist Losung der Integralgleichung (2.7)
wegen (3.5) und

1K @y — Kl‘P”l,,(b’Ex[O.Tl) = | KN @n_1 — ol

IPNPG(L — p) Ta-wm+1
£ [

=T Gl — g+ 1)
Wihlen wir H(x, t) € Ly(8E x [0, T, so gilt:

IKWH|2 < fft—r#[x—ﬂ”FW 2 d0g dv

0 0K

| |H (&, T)|
. N ff!l—t)l”lx_gln+l Su— 6d05d’[ .

Dle rechte Sejte dieser Ungleichung ist summierbar, also ist K!H quadratisch summier-
- bar auf 2E-x [0, T']. Fiir v > 1 gelten die Uberlcgungen entsprechend. Aus (3.4) folgt
. sofort die Konvergenz der Reihe (3.3) in der L,-Norm gegen eine L,-Funktion, welche
der ]ntegralglelchung (2.7) geniigt. Eigenlosungen der Integralgleichung kann es
wegen (3.4) im Raum L, (0K x [0, ")) keine geben und damit ist die Integralgleichung
(da die Fredholmsche Alternative gilt) fur beliebiges H(x, t) € L,(6F x [0, T']) oder
H(z, t) € Ly(0F % [0, 1) eindeutig 16sbar.

v Werdcn die Voraussetzungen an H(z, t) und die in den Kern emgehenden 2
(v =0, ...,m), y(z, t) erhéht, so ergeben snch préizisicrte Aussagen fiir.g(z, ¢).

4. Regularititsaussagen

Besonders interessiert sind wir an stetigen Losungen der Integralgleichung (2.7).-
, , A P
Die bekannten Sitze (die fiir K(P, Q) = AL Q) 2 die . Stetigkeit von A(P, Q) for-

.dern) sind bei uns nicht anwendbar wegen der Gewmnung der Grund]osung iiber einc
komplizierte Integralgleichung. Mittels des folgenden Satzes kénnen wir die Stetig-
keit der Lésungen der Integra]glelchung diskutieren.

Satz 4 (FRIEDMANN [4]): Sez f(x, y) eine stetige Funktion fiir (x, y) € S X.S und
x == y, dabet ser S etn kompaktes Gebiet im R, Es gelte auferdem: .

[ Ifz, 9)ldy >0 fiir £—>0

S(z,e}

gleichmiifiig auf S, wobev S(x, ¢) evn Kreis um x mit dem Radvus e ist. Ist nun ¢ eine
beliebige beschriinkte mefbure Funktion auf S, so st f =, y) g(x) dy stetiy fiir € S.

Aus den Eigenschaften der Grundlésung baw. deren Norma-lenablcitung folgt,
wenn wir noch zusitzlich die Stetigkeit der Funktionen g, 4, ..., 4, auf den ent-
sprechenden Hyperflichenfordern, die gleichmiBige Stetigkeit des Kernes K (x, ¢ ¢, 1)

30%
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beziiglich (z, ¢) fiir T < ¢. Es ist offenbar:

t
[ K t;& 7)) dO;de

t—e S(zo.t")

ty
1 ' 1
é[ {tp — T f]xo — gppHi=2u—t 40¢ dv (4.1 .
S(20,£")

to—e | :

& ’ : .
(mit 1 — 5 < p < 1,0 <8 < 1). Dabei sei S(x,, &') der Teil der Hyperflichen OK;-

- der innerhalb der Ljapunowkugel um z, mit dem Radius ¢’ liegt. Es werde &’ so
- gewihlt, daB dic Projektion von S(z, ¢) auf der Tangentialhyperebene innerhalb
S'(x,, £) liegt. S'(x,; £) bezeichnet die (n — 1)-dimensionale Kugel auf der Tangential-
hyperebene mit dem Mittelpunkt z, und dem Radius e. Mit &' werde die Projektion
~ von ¢ auf 8’(x,, ¢) bezeichnet und dO;’ sei das Flichenelement von S'(zq, €). Es gilt:
@ — & > |xe — &' (vgl. z. B. GU~THER [7]). Wir kénnen deshalb folgern, daf}

)
1

to fe
1 T
fIK(xo» t;¢,1)d0sdr < f TR—r f e — 1T dO; d:r

to—2 S(z0,8) to—2¢ S8'(zo.¢) (4‘2)

ist. Fiir das Flichenelement dO; gilt:

aoe .,
EBTN:T,—) < 2d0p = 2r*~2drdo; ... dw, .

In der letzten Formel steht rechts das Flichenelement der (n — 2)-dimensionalen
- Oberfliche einer Kugel. Wir erhalten somit: : :

d0; =

t
[ Ko t; & 1) dO; dr
to—e S(z0.¢")

a2 B ]

t
o — 0¥ 2u+6—
§2f (‘o—r)Ff"'fdwl'--dwn-3f7“+ 3 dr
to—e 5 g

0
< Mgu%-é;l '
SA-weuto—2)

Da u + 6 — 1 > 0 ist, zcigt diese Abschitzung, daB

[
f f [K (20, t; & 7)| dO¢ dr — 0 fiar ¢ -0
ty—¢ S(z4.8") :
unabhingig vom Punkt (2o, t) ist. Damit wurde der folgende Satz gezeigt.
Satz 5: Wenn qult:
— [(z, t) ist beschrankt auf 0K % [0, T,
— der Operator L erfiillt die Voraussetzungen (A0), (A1) und (A2),
— OF € C14, . :
— p(z, £) € C(R X [0, 1)), Ao(z, t) € C(S X [0, TY), Zi(x, t) € C(S; X [0, T'D),
— Rl )+ A ) = O () € S X [0, 7] (E=1,...,m),
. t

dann st f f K(xq, t; £, 7) (£, 1) dO; dr eine stetige Funktion fir (x,, t) € 0K x {0, T'}.
0 JE ' ,



Lésung von Kontaktaufgaben 469

Wird H(z, t) stetig vorausgesetzt, so ist g(z, t) nach Satz 3 beschrinkt und damit nach
Satz 4 sogar stetig. TIst H(z, t) holderstetig (neben den Voraussetzungen von Satz 5),
so kann unter der zusitzlichen Voraussetzung der Holderstetigkeit der Funktionen
29, A3, - .-y A und y die Hélderstetigkeit von ¢(z, t) gezeigt werden.

Wir haben den Zusammenhang zwischen der Glattheit von H(z, t) und der Dichte
o(z, t) hergestellt. In H(x, t) gehen direkt die Rand- und Kontaktvorgaben (f, v, gi, 4;)
ein und indirekt die Anfangsbedingungen und die Quellfunktion der Differential-
- gleichung. Es soll kurz erértert werden die Glattheit von H(z, t) in Abhidngigkeit von
w(z, t) und F(z, t). Beim Volumenpotential sind die Voraussetzungen von Satz 2 un-
umgiinglich. Die Stetigkeit des Potentials J(z, ¢) und der ersten partiellen Ableitun-
gen nach z ist zwar schon bei beschrinkter und integrierbarer Dichte gewihrleistet,
aber die zweiten partiellen Ableitungen im Innern miissen gar nicht existieren, wenn

) aJ(x; t)
On
auf der Hyperfliche 8 x [0, T holderstetig. Das Poisson-WeicrstraB-Integral haben
wir liber B* erstreckt und y € C(E*), somit ist P(z, t) stetig auf 9E X [0, T']. Wiirde
“nur iiber E integriert und y € C(E), dann gilt lim P(z, t) = y(z) nur fir x € E;
>0

(i=1,...;m)und fir x € E,. Esgilt: P(z, t) € C(S x [0, T']) und P(z; t) ist auf R X (0,
T stetig und fiir € R, t = 0 beschrinkt. In H(z, t) geht als problematischer Term

%t—) ein. Von GEVREY [5] gibt es im Spezialfall R* = R! (L = Au — w)

F(x, t) nur stetig ist. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 sind J(z, t) und

.U
Resultate iiber die Ableitungen von P(z, ¢) bis zum Rand des betrachteten Gebietes.
Da uns fiir allgemeinere Fille entsprechende Resultate nicht bekannt sind, wird
, gefordert, daBl y = 0 sei in einer R"-Umgebung von 0E.
Eine Zusammenfassung des. bisher Gesagten liefert der folgende Satz.

Satz 6 (Fxistenzsatz): Fir dve Au/ga?)e (1.1)—(1.5) exustiert eine Lisung w(z, ?),
die sich in der Form :

12
wiz,t) = [ [ Iz, t; & 7) @&, 1) dO; dv
0 oF
)

+ [T, 6;,6,0)9(&) dé — [ [ Dlx, t; & 7) F(§, v) dE do
E 0 E

darstellen 1gBt. Die Dichte @(z, t) ist evndeutiy bestvmmt. Sie e:rgibt sich als Losung der
Integralgleichung (1.7) und ist darstellbur mittels der entsprechenden Newmannschen
Rethe, wober die folgenden Voraussetzungen erfiillt sexn miissen:

— der Operator L geniigt den’ Bedingungen (A0)—(A2),

—~EeC(0<2s), '

— Mz, b), ..., 2m(z, t) und y(x, t) stnd beschriimkte Funktionen,

— 2z, t) + 2z, 1) FON/ (2, 8) € S; X (0, T} (v=1,...,m),

— F(z, t) ist holderstetiy beziiglich x in E x [0, T'] (unabhingiy von t),

— fiir die Rund-, Kontakt- und Anfangsvorgaben sind dic unter a) bis e) genannten
unterschiedlichen Bedingungen méglich.

a) Sind fe L(RX[0,t]), g € Li(S; X (0, 7)) (=1, ...,m) und p € C(E), so st
@ € L\(E x [0, T')). Die Lésung w geniigt den Bedingungen (1.3) und (1.5) fast iberall
und es gilt w(z, 0) = p(x) V z € (Fou Eyu ...u E,).

b) Sind f€ Ly(R X [0, 1), ¢i € Lo(S; X [0, I']) (=1, ..., m), y € C(E) und y gleich
Null vn einer R"-Umgebung von 0F, so ist ¢ € L,(0FE x [0, 1T'). -
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) Sind f und g, zusiitzlich zu allen unter b) gemachten Voraussetzungen beschriinkt, so
st die Dichte ¢ ebenfalls beschrinkt. Die Lisung w(z, t) ist eine stetige Funktion in
E x [0, T, die die Bedingungen (1.1)~(1.5) tn jedem Punkt erfillt.

.d)y Fssei f € C(RX[0, 1)), ¢i, 2i € C(S; x [0, T)) (=1, ..., m), 24 € C(S X [0, 1),
y € C(R X [0, 17). y erfiille die gleichen Voraussetzungen wie in b). ¢{z, t) ist dann stetiy
auf oK x [0, T'].

c) Wahlt man f, g;, 29, 2; (v = 1, ..., m) holderstetig und y = 0 in K, so vst die Dichte

' 7} .
@ hélderstetiq und damait vst w(z, t) holderstetig und die a_w (j=1,...,n) sind gleich-
- mifiig stetig vn E X [g, T} fir ¢ > 0. G A . e

5. Bemerkung zur Eindeutigkeit

Der Existenzsatz enthilt eine Unititsaussage der Art, daB unter den entsprechenden
Voraussetzungen dieses Satzes dic Lésung in Gestalt ciner Summe aus Potentialen
eindeutig ist. Es konnte aber noch weitere Lésungen der Randkontaktaufgaben geben,
welche sich nicht als Potentiale darstellen lassen. Wir haben nun auch noch Eindeutig- .
keitsaussagen mittels Greenscher Formeln gewonnen. Hier sei nur eine solche Uni-
titsaussage angefithrt.

Satz 7 (Eindeutigkeitssatz): Unter den Voraussetzungen von Satz 6 (es sollen die
Bedingungen c), d) oder e) gelten) existiert genaw eine Losung der Aufgabe (1.1)—(1.5),
wenn wir noch zusdtzlich fordern.:

3 iil&, ¢ ab, x, t = . . . i
Byl ) O e G0, T]) = 1, ),

ox; 0x; ox;

" da, (z, t)

_ b . 1) — JhAY
k('l’: ) ]é; 3x

.- )6; - ees Pm S€TEM Streng positive oder streng negative Konstunten,

— e, ) SO0V (2, ) € E % [0 T, 9yl t) =20V (=,¢t) € (8K x[0, T)

— oF E C2.

=0V(, ) e EX[0,T] (k=1,...,mn),

i
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