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Losung von Kontaktaulgaben bei parabolischen Randanangswertprob1emen 

J. WANKA 

Es werden Randkontaktaufgaben bel linearen parabolisehen Differentialgicichungen 2. Ord- - 
nung ml räumlich mehrdimensionalen Fall betraehtet. Durch einen geeigneten Potentialansatz 
gelangt man zu einer schwach singularen Integra lgleichuing, deren Diskussioji Existenz- und 
Regularitätssatze liefert. 

B pa60re oIca3I113aeTcn cy[uecTuonaIIlIe peweiiiift r1IuiefiLth1x IpaeBux 3aai .ti1H napa6oiH-
'iecioro ypanlleiuln 13TOOFO nopnjua npi n (n ^ 1) npocTpancTBennalx nepeMeHHIlx C CJTO-
HUAMU conpmie1liIn ua (ii - 1) - MCpHbl> uOnepxIIOCTHx niiypu oGJlacTn. IlpuMellellueM 
Teujionbix noTelIuna1oH nocran.neIIHbIe Hpaenue 3aa'II1 CBoaTCH H 111ITerpa3IliuIuM ypan-
HeHUHM 11 noHa3BaeTcl-f pa3pewuMocrh JTHX ypaBileuhift. 

A contact boundary value problem for a n-dimensional second order linear parabolic differen-
tial 'equation is considered in this paper. By a potential statement the problem is converted 
into an integral equation. By investigating this equation existence and regularity theorems are 
obtained. 

1. Einlcitung 

Werden bei Differentia1g1eiehungsprob1enin ztisätzlich zu den Randdaten (bzw. auch 
Anfangsdaten) noch Kontaktbed ingungen langs Fläehen gesteilt, d ureh welehe das be-
trachtete Gebiet in Teilgebiete zerlegt vird, so sprieht man von Randkontakt- (manch 
mel auch. Randkopplungs-) aufgaben. Besonders intensiv werden soiche Aufgaben 
(erstmals von PICONE [17] gestellt) mt l3ereich der linearen Elastizitätstheorie unter-
sucht. Bei der Verfornuing von (thermo)-elastiseh stiickweise hoiuiogenen Korpern er-
geben sich für des spezielle elliptische Differentialgleichungssysteni der Elastostatik 
(oder der Theorie der Warn tespannungen) Rand kontaktaiifgaben, d. h., zusätzlieh 
xii den bekannten R.andbedingttngen treten an den Trennflächen der elastisch homo-
genen Teilstüeke des Korpers .Kontaktbedingungen auf. In der Literattir sind die 
erstenArbeiten zu ebenen Aufgaben mit speziellen Kontakthedingungen Anfang der 
sechziger Jahre zu verzeichnen (BAELEJVILI [1], I3tTRULADZE [3], KUPKADZE[13]). 
Die Probleitistellung für den ailgemeirten Fall mit stiickweise stetigen elastischen 
T1odu1n ist erstmalig von JENTSCH in [9] aufgeworfen worden. 

Es gibt auch ein innerniathematisehcs Interesse an Randkontaktproblemen, z. '13. 
gclangte KLöTZLER [121 heitti Studiutin von Variationsproblenien mit geknickten 
Extren-talen zu Kontaktaufgaben im 112 für lineare elliptiselie Differentialglei-
chuingen zweiter Ordnung. Weitere Autoren, von denen elliptische Randkontakt-
probleme unterschiedlicher Ailgentemnheit wid verschiedener Fagestelluingen unter-
sueht wurden, sind z. B. Ir.jn [8], IMAREV [20], STAMPACCHTA [21] uind G. \VNKA 
[24].	 -
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In der vorliegenden Arbeit sollen para bolische Randkontak tproblenie ,intcrsueh t 
werden. Nichtstationäre therniisclie Prozesse in .KOrpern, die aus tintersehiedlichen 
Stoffen bestehen, führen auf derartige Aufgahen, die sich jut dreidiniensionalen Railin 
folgenderunaf3en interpretieren lassen:	 - 

Em Korper, in dent atich Löcher vorhanclen scm können, nehnie das Gebiet E0 
cIt3 em. Er enthalte Stoffeinschlilsse B 1 , . .., Em. Wir setzen E = B0 u B 1 u	u Em. 

Si = aE1 

CD 

 0=1, ...,m), S = U Si 

R=aEØ, dE=RuS. 

• -	Die einzeinen F1 sollen sich iinterscheiden durch die physikalischen GröLcn: i)iehte 
(), spezifisehe Warme (c 1 ) und den \Värnieleitzahlen (2k) dabei sind fur soiche Medien 

zu kombinieren, für die -- = a (i = 1, ..., rn) gilt. Gibt man zum Zeitpunkt t = 0 
-.

im Korper E eine Temperatur vor und erwärnit im Zeitintervall von 0 bis T die 
Korperoherfläche, d. h. die äul3ere Randfläche und die Wände der Hohlräume 
(1. Randvorgabe,) so steilt sich irit Korper eine Temperaturverteilung em. Die Funk-
tion it(x, 1), welche die Teinperatur zuir Zeit £ an dciii Punkt x des Korpers hesehreiht, 
genugt dahei der Gleichung a Au = U1. 

Stehen die Trennflchen S i in ganz inniger Beriihrung, so dali kein %Väriueüber-
gangswiderstand zwisehen ihnen auftritt, dann iSt der Teniperaturverlauf an den 
Trennflachen stetig, d. h; 

• S

	 (u0(x, t) - u1(x, £))Isx(oTJ = 0	(1 = 1, ..., m). 

(i)abei synibolisiert u1(x, t)Isor bzw. UOsX(OTJ den Grenzwert von u(x, t) auf 
•	Si x (0, T] aus dciii Gebiet E 1 x (0, T] bzw. E0 x (0, T] heraus.) Anschauulich ist in 

au0(x,t) 
diesern }all auch, dali der aus dent Medium E 0 kommende %Varinefluli ?•

OX 
I (N hezeichnet die Normale an B mi ftunkt x) gleich (1cm Wäruiiestroni ist, der in K1 

hineinflielit, das heiilt 

-	/	u0(x, t)	8u1(x, £))

IS,X(0,TJ 
•	 -	 = g(x, t)	(i. = 1, . . ., )n) 

ON,	ON.  

mit g 1 (x, t) = 0. Wird g 0, so bedetitet das eine 'vVaruuiespeicherung. In spezieller 
physikalischer Literatur (z. B. bei TAUT'Z 22]) wurden soiche Problenie hei ausgewahl- 
ten einfachen synimetrisehen .Körpern (Zylinder mit zylindrischeni Einschiuli) durch 

•	Reihenansätze, Laplaeetransforrnation ii. a. gelost.



	

Losung von Kontaktaufgabeii	461 

Wir studieren Rand kontak tat fgaben nicht nur für die Warmeleitungsgleichung 
und konstante Wärmelei tzahlen, sondern für allgenieinere lirieare parabolische Glei-
churigen zweiter Ordnung, wobei die 2 = 2(x, t) Funktionen sinci. E0 sei ein offenes 
rnehrfach zusamtiienhãngendes beschränktes Gebiet im R', in weiches eine endliche 
Anzahl von offenen einfach zusa in menhangenden Gebieten B 1 , ..., Em eingebettet ist. 
Wir setzen E = UE 1 mit Gehieten E 0, . .., E, die von einer Menge heschränkterge-

sehiossener und paarweise disjunkter Hyperfiachen berandet sind. Es ist also R n S 
= 0 und Si n S, = 0 für I j. Die I3ezeichnungn sind der Skizze zu entnehnien. 

Es ist itii zyliridrisehen Gebiet 2 x [0, T] eine Funktion u(x, 1) gesiicht (u(x, t) 
u(x, t) in E 1 X [0, T]), die in B x (0, Ti einer linearen paraholischen Gleichung 

-	'	a2U	"	
011t au 

Lu = ' a 1 (x, t)	+ Y b(x, t)	+ c(x, t) u, ---= F(x, 1)	(1.1) 
a ax1	i=1	axi

genugt, atif dem Rand R vorgegebene Randbedingungen 1., 2. ocler 3. Art und zum 
'Zeitpunkt t = 0 An fang sbedingungen befriedigt: 

	

An/angsbcdInqungn:	- 

u 1 (x, 0)IE1 = Vi(x)	(I = 0, 1.....rn);	 (1.2)

Randbedl??qungen: 

au0(x, t)
-4- y(x, t) 710(x, t)RXWT = /(x, t);  a1 

'u0(x, t)!txo.TJ = J(x, t);	 (1.3*)

Kontakibedingungen: 

(u0(x, t) - u(x, t))Isx(o.T) = 0	(1 = 1, ..., m);	 (1.4) 

/	au0(x, t)	
u-(x, t))Istx(O,Tl

__ Zo(x, t)	- i.(x, 1)	 gj(x, 1)	(z -_ 1, . . ., n). ( 1.5) 

	

(1I	 Olt
7 

Die 2 1 (x, t) (I = 1, ..., ?n) sind auf S i x (0, T) vorgegebene Funktionen.= ii(X, t) 
bezeichnet jitzt (da wir eine ailgemeine Gleichung behandein) die innere Konormale 
im Punkt (x, t), ci. h. 

It (X, 1) = (, 1	•, ,fl+1) 

'(x, t) =	a 1 (x, t) N 1	(I = 1, ..., n),	,+' (x, t) = 0. 

i)abei ist N = (Ne', ..., N;) die innere Norinale an-B im Punkt x. 
Mathematisehe Literatur für these Aufgabe ist uns von -KANmNrN bekannt [10, 11]. 

Er beliandelte im rauinlieh eindimensionalen Fall eine felativ ailgememne Kontakt-
aufgabe, wobei in den zwei thermisch homogenen Gebieten unterschiedliche para-
bolisehe Gleichungen erfullt sein miissen. Eine tYbertragung der Untersuchung auf die 
n-dimensionale Aufgabe ist nicht moglich, da typisehe Eigenschaften Volterraseher 
integralgleichungen 1. Art genutzt werden, die bei den entstehenden Gleiehungen irn 
n-diinensionalen Fall nicht gelten. 

Für n = 2 könnte man eventuefl die in der Elastizitätstheorie, z. B. von MAUL [ 15], 
verwendete Methode ubertragen. Man md6tet ausgehend von einein Einfachschicht-

ri
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potentialansatz, dureh An wendung eiries geeigneten Differentialopera tors (las ent-
standene TntegralgleichungssyStem (weiclies I ntegralgleichungen 1. Art enthält) in eiri 
sing uläres Tntegralgleichuingssystefll überführen. 

Macht man für die Rand kontak taufgabe mit unterschiedlichen parabolischen i)iffe-
rentialgleichungen in den Gebieten E (1 = 0, ..., rn) einen Ansatz, welcher ti. a. die 
Sumnie cities Einfachschichtpotentials und eines .Doppelschichtpotentials enthält, so 
entstehen andere Schwierigkeiten. Man erhält zwar integralgleichungen 2. Art, 1artn 
aber die Kerne derselben nicht angeben, da man den Kern der Normalenableitung 
des I)oppelschichtpotentialS aufder Belegungsgläche nicht kennt hzw. nicht kiar ist, 
ob ein soleher Kern existiert. Auch hier kommen die Anregungen xum Stitdiumri der 
Problenie atis der Elastizitatstheorie von JENTSCH [9a1. Eine tlbertragung der Vor-
gehensweise von Jentseh wird, wenn uberhaupt, nur für Spezialfälie linearer para- 
boliseher Gleichimngen rnoglich sein. Voraussetzung ist die Untersuchung der Nor-
malenableitung des I)appelschiehtpotentialS. 

Parabolisehe Rand kontaktaufgaben in einer schwachen Form wurden auch von 
OL1JNIK [161 behandelt ..in neueren Arheiten von URBANOWICZ [23] sowie BORZY-

iowsx.i und HAö [2] wurden anch nichtlineare Rand kontak tproble me bei parabo-
lischen Gleichungen untersimcht. 

Die hier notierten Ergebnisse sind ausführiich dargelegt in [261. Wir lösen die 
Aufgabe mit den Mittein der Potentialtheorie. Bekannt sind aus der Theorie ellip-
tiseher Differentiaigleiehu ngen Einfach- und I)oppeischicht-, sowie Vol u nienpoten-
tiale. Analoge Potentiale giht es auch un Bereich parabolischer Gleichungen. Die Theo- 
ne der Warmepotentiale ist allerdings noch nieht in vergieichbarein MaBe entwickelt. 
Potentiale mit den Grundlosungen aligenteiner linearer Gleichungen 2. Ordnung ais 
Kern und wenigstens besehrinkten i)ichten iintersuehten ii. a. POGORZELSKI [19], 

FRIEDMAN [4] und LADYENSKAJA [14]. 

2. l'otent.ialansatz 

Wir behandein her die 2. und 3. RandkorLtaktaufgabe. J)iese Aufgaben lassen sich 
mit einemn Einfachschichtpotentialansa tz lösen. Bei der 1. Randkontaktaufgabe sind 
Kombinationen von Einfach- und Doppelschichtpotentialefl nötig. Dies ist insbeson-
dere bei den Reg ularitatsuntersuchuflgen aiifwend iger und Ia Bt das Prinzip der Behand-
lung nicht so deutlich werden. Zudeni konnen wir, wenn wir nur Einfachschicht-
potentiale betrachten, die Resultate atis [6, 251 uber das Einfaehschichtpotefltial immit 
L 1 -Diehte verwenden und dadurch einen sehr ailgemeinen Existenzsatz aufstellen. 

Der Operator L sei erklärt mi Gebiet li x [0, T]. Für ihn soil gelten: 
(A0) Pie Matrix {a 1 } 11 .....,, ist symmetrisch. 

....... 
(Al) L ist paraboliseh in E x [0, T]. 
(A2) Die Koeffizienten von L sind stetige Funktionen mind es gilt für alle (x, t), 

(x0 , t0 ) E E x [0, T]: 

!ae(x, t) - a 1 (xo, t )I	A (Ix - xoI -f- It - toI2) 

Ib(x, t) - b(x0, t)I ^ A Ix - x0I 

c(x,t)—c(xo,t)j ^AIx — xoI	mitit 0<o< 1. 

Die Fundamentallosung der Gleichung (1.1) bezeiehnen *ir mit I'(x, t; , r). Die Eigen-
schaften der Fundamentaiiosung entsprechen denen der WurmeleitilngSgleichung 
(siehe z. B. P000RZELSKI [19] oder FRIEDMAN [41).
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Die Aufgabe (1.I)—(1.5) überfiihren wir in eine Atifgabe mit hotuogener Gleichung 
und verschwindenclen Anfangswerten. Zit diesemn Zweek seien zwei aims der Literatur 
[19, 14] bekannte Sätze über Wärmepo tent ialeeingefiigt.. 

Satz J: Die Funktion V i (x) sei stetig in E 1 . Dann 1st das Poisson- Weierstraf3-
Integral - 

P 1 (x, t) = f f'(x, 1; , 0) () d 
5, 

Mr x E E,, 0< 1 < 'I' stetiq, er/ ilhlt die Gleichung LP 1 = 0 in B 1 x (0, T] 'and es gilt 
P 1 (x, t) -± p 1(x) für t -->- 0 und x € ! (d. Ii. x J aE 1 ). Diese Grenzrelation gilt gleich-
inu./3ig in bezug auf (x, 1). 

Sat z 2: Wenn die Funk-lion F(x, t) in K x [0, 7'] stetig 'and M i € C mit 0 < 2	I
1st, so sind das aligeineine Volumen potential 

J(x, t) = f f ['(x, t; , t) F(, t) d4 (it 
05,

aJ(,t)	
i	

- und seine ersten Able?tunqen

	

	Itolderstetig n I	
, 

x [0, 7].	s gilt J 1 (x, 0) = 0.ax1 
1st F(x, 1) holderstetig in B 1 x (0, T] bezllglich x (gleichmafiig in bezug anf t), so gilt 
Li 1 = —F(x,t). 

Die Fimnktion w(x, t) sei Losiing der Aufgabe (1.1)—(1.5). Wirseen ((x) := Vi(x) 
\/xE E,,i= I.....n) 

u(x, t) = w(x, t)	f F(x, t;, 0) w() d + f  J'(x, t; , r) F(, t) d dr, 

u(x, 1) = w(x, t) - P(x, t) ± J(x, t), 
wobei B	E* , d. h. K' eine ,,leichte \'ergr66ertmng" von B ist. Die Voraussetzungen 
(A2) an £ erlauben die Fortsetzimng des Operators über B x [0, T] hinaus (vgl. [4]). 
Wenn wir voraussetzen, daB EC(E*) , F(x, 1) € C(x [0, 7 7]), aF, € CI A (0 < ). 1) 
und F(x, t) holderstetig bezuglich x (gleichniaBig in bezug auf t) ist, so ergibt sieh für 
u(x, t) folgende Aimfgabenstellmmng: 

L.u(x, t) = 0 fiji x E B,	0 < t	'I;	 (2.1) 

u(x, 0)j = 0;	 (2.2) 

(
auox t± y(x, t) u0(x, t))	= J)	(2.3)alt	 llX(0,T1 

nut	 - 

/(x, I) = Ax, 1) -	I'(x, t) - y(x, 1) /'(x, 1) +	J(x, 1) + y(x, 1) J(x, 1) 
Olt 

(u0(x, t) - u1(x, t))Is,	= 0	(1	I, . . ., in);	 (2.4) 

(;0(x   allt) - 2(x, t)	 = g 1 (x, t)	 (2.5) 
nut

	

aP(x 1)	 aJ(x, t) g 1 (x, t) = g 1 (x, 1) - (2 1 -
 

a"	+ (o - '.) a 
(1 = 1,2,..., in).
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Die Aiifgabe (2.1)—(2.5) lath sich init eiiem Eirifachschichtpotentialansatz lösen. 
Die Glattheit der i)ichte dieses Potentials hangt von der Glattheit von J bzw. U, d. h. 

n. a. von	und - ab. Wi' stellen die für die Existenz der Losung notwendigen 
aft	ali. 

Bedingungen an J bzw. q auf und leiten un Abschnitt 4 die daraus resultierenden 
Fordertingen an die Anfangsbedingungen und die rechte Seite der Differential-
gleiehung (1.1) ab. 

Die Losung dci' Aufgabe setzeti wir in Form cines Einfachschichtpo ten tials mit 
unbekannter Dichte an:  

J7 (x, 1) = f j P(x, 1; , r)	r) dO4 (It	 (2.6) 
0 ÔE 

(dOe syiiibolisiert das Oberfiächenelement von aB). Es sei aE E C1A (0 <2. I) 
(vgi. [71)und T E 0(aE x [0, T]) . Dann gilt LV = 0 in E>< (0, TI und V(x, 0) = 0 
für x € E (siehe FRLEDMANN [41). J'(x, t) geht stetig durch die Belegungsfluehe 
eE x [0, T) und erfüllt damit die Kontaktbedingung (1.4). Berucksichtigen vir die 
Verallgenieinerung der Sprungrelation für siimmierbare Dichten, so könnte man die 
Losung (ter Aufgabe auch als Potential (2.6) mit € L 1 (E x [0, TI) tind bE E C'2 
(0 <), 1) ansetzen. Die Anfangsbedingung, die homogenen Kontaktbedingungen, 
sind dann ,,fast uberall" erfullt. Bei alien in den Bedingurigen (2.3) und (2.5) auf- 
tretenden Grenzübergängen ware die Einschrankung x E N hzw. x € —N u treffen. 
V ware in diese-t Sinne eine ,,verallgemeinerte Losung" der Aufgabe (2.1)—(2.5). 
Die Rand- und 2. Kontaktbedingungen führen iinter Ausnutzung der Sprungrelation 
auf folgende Integraigleichung: 

(x0, t) + f f K(x, 1; , r)	, t) (!O dr = iI(x0, t)	 (2.7) 
o OE 

mit
K(x0, t; e, r) 

2f(x0, t; , r) + 2y(xo, t) 1 (xot; , t) 
b (x0 t)  

- fur	x0 ER, O<tT, E€bE, 0< rt, 

2[20(4;o, t) - 2(x0, t)I bf'(x0 , t; , t) 
) 0(x0 , t) -i-- )l(x0, t)	0100, t) 

für	x0ES,(i=l,...,m),	€bE, O<t<T, 0tt. 

H(x0, t) 

2/(xo, t) für x0 € R, 0 < t	T,	 S 

-	 2g(z0,t)	für x0 € S i (i = 1, ..., m), 0 <. t < T. 
20(x0, t) + i.(x0, t) 

Die Funktionen )L, A (i = 1, ..., m) und y seien auf ihrem Definitionsgebiet beschränld 
und es gelte 2 0(x, t) + 2(x, t)	0 V (x, t) E Sj x [0, 'J'] . Tm Fall 10 = 2, (j fest,

m) reduziert sich die Integraigleichung auf 8 x 10, TI zu (x0, t) =
AO Dies verändert jedoch nichts an der Diskussion der Tntegralgleiehung. 

"-.5
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Ausgehend vom Singularitatsverhalten der Grundlosung r(x, t; ,i) und deren 
Normalenableitung kann man zeigen, da3 die Integralgleichung (2.7) eine schwach 
singuläre Integraigleichung 2. Art vom Volterraschen Typ bezliglich I und voni 
Fredholnischen Typ beziiglich x 1st. 

3. Diskussion der Integralgleichung 

Helm Studiuni der Randwerte der Warineleitungsgleichung tritt eine zu (2.7) analoge 
Integraigleichung auf, wobei dann vor dem integral nochein A steht. Die Diskussion 
der entsprechenden Neumannsehen Reihe erwies sich als schwierig. Erstmals zeigte 
MUNTz (1936) [19] die Konvergenz für elnige ). und tim zweiditnensionalen Fall. 1938 
veraligemeinerte dies TICILONOW [19] auf den dreidimensionalen Fall. MICHLIN be-
ivies die Konvergenz für konvexe Berandungen end nieht alle A-Werte [191. Erst 
POGORZELSKI zeigte 1951 in [18] die Konvergenz der Reihe Mr alIe 2. und t end stetige 
JJ(x, t) auf einer Ljapunowbelegungsflache. Wir konnen dies auf den unsrigen Fall 
übertragen und diskutieren etwas schwächere Vora ussetzungen an H(x, I) unter 
Benutzung der Theorie der Jntegralgleichungen. 

, Satz 3: Im Raum, L 1 existiert stets cine eindeulige Losung der Integrakjleuhunq 
(2.7), die sich uls Summe der Neumannschen Reihe darstellen läfJt, wenn der Di//erential-

	

operator L die Bedingungen (AO), (Al) wnd (A2) er/üilt, eh'E C' (0 <A	1) 18t,
2(x, 0 (1 = 0, ..., m) und y(x, I) beschränkte Funktionen sind, A 0(x, t) + ). 1 (x, I) + 0 - 
V(x, I) € S i x (0, TI (1 = I, ..., ?n) und i1(x, I) E L1 (E X [0, '1']) 1st. 

Zur Untersuchung der Neuinannsehen Reihe: K(x0, I; , r) bezeichnet 
den v-ten iterierten Kern. 1)a K0(x0, t; , -r) ein schwaeh singulärer Kern 1st, existiert 
cin v0, so daB K,, und alle folgenden Kerne beschrinkt sind. Für Kv.+m kann die 
folgende Abschatzung nachgewiesen wercien: 

	

p,TmOm( I - 1u) (1	r)m(I —14 
Io+m(X,t,T)I	

Ly	
- G(m[I - a] + 1)	 (3.1) 

fjj .	 0t<tT, 

wobei G die Gainmafunktion bezeichnet und N1 , N Konstanten sind mit 

Nr	 dO 
./ 1x0 -	n-,-I-2—ô	'1 

OE 

undl—<z<l,	0ô<1. 

Die Anwendung des Wurzelkriteriums zeigt die Konvergenz der Reihe 

- 1u) (t - 
inO	G(m[l - i] + 1) 

Nach dem Multiplikationstheorem (für die Gammafun.ktion) von GauB und Legendre 
gilt:

G(z)G(z +)G(z+)...G(z+	1) = (2)°'n2..G(nz). 

30 Analysis Bd. 2, Heft 5 (1983)

(3.2)
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Somit Iäl3t sich zeigen: 

1 + /t) (t -	
S 

	

S	 V	in[ I - id O(rn[ I - eu]) 

= lini	
2N0(1 - t) ( - T)i_J/(2)2	i—'n 

	

NG(1 -,u) (t - r) 1 - 0 1/3/m2	
.	

S 

mrnl) 

Es gilt I _ /L < -	L+m	J <I+-___-. TndiesemBereicli fä1t

die G-Funktion nionoton und man kann folgern, daB 
S	

/)mmQm( 1 -	(t - T)('-)m	 S 

litri It	 =0 
V	rnL I - /21 G(ni4 1 - u]) 

ist. Die Reihe (3.2) konvergiert somit in jedeni Punkt, d. Ii. für beliebige (1 - t) und 
Ixo - (dieser Abstand ging in die Konstante N ciii). Daiiiit 1st aiich die gleichrnaBige 

co 

	

S	 .Konvergenz der Reihe I 2v K(xo, t;., r) gesichert. 

Uns interessiert die Konvergenz der Neuniaanschen Reihe	
S 

II(x,t) +2"K"J1.	 (3.3)

Dabei ist 

	

S.	

KH = f f X(x0, t; , r)	, ) dO dr, 
OE	

S 

• KO bezeichnet die v-te Potenz des Operators K. Bei beschränkteiii und integrierbarein 
Ji(x, t) auf EDEx 10, T] ergibt sich sofort: 

S ;mv +mJj <2mi Nm(
	

f Jj( T) (10' dr.	(34)'. 

Für v <to sind alle Suninianden von (3.3) beschränkte Funktionen, da ein schwaéli 
singuläres integral mit beschränkter l)ichte stets cine beschränkte Funktiori ist. Die 
rechte Seite von (3.4) zeigt, daB die Reihe (3.3) absohit und gleiclimaBig konvergiert 

	

•	fur beliebiges 2, 0 < t	'I', x € E. Wir bezeiclinen die Suiiiiue der Reihe mit (x, 1)
und die Partialsunime mit 0 (x, t). Es gilt: 

m(Xo, t) = 1i(x0, t) + 2 f  K(x0, 1; , r)	-i(, t) d0j dr.	 (3.5) 
OE 

Der Grenzubergang tinter de'rn integral ist tiioglich, d. h., die Sutume der Reihe (3.3) 
stelit für inegrierbares und beschranktes H(x, 1) die Lsung der IntegralgIeichuig 
(2.7) dar tind ist selhst eine beschrankte Fun,ktion.	 • S
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Setzen wir nur I1(x, t) E L1 (aE x [0, Ti) voraus, so gilt KvI! € L 1 (eE x [0, T]) für' 
v 1. Für v v gilt die Absehatzung (3.4). Soniit konvergiert die Reihe (3.3) in der 
L 1 -Norrn gegen eirie L 1-Funktion (x, t). 1)ies6 ist Losting der Integra lgleiehung (2.7) 
wegen (3.5) iind	 V 

JK'q,_ 1 '— K'q71IL,(OEX1OT)) = II 1"'(m-i - )II 

),mNmG(l - 1u) T(i-)m+i V 

G(rn[1 - t] + n	-	
V 

Wählen wir H(x, t) € L2(eE x [0, T]), so gilt:	
V 

IK 1 111 2 <	
rf

___
d0 (it

-J	 (t - t) x -	 V

 f f	JH(^, T)12 

10 ag 

V	V	

X	
(t - t)J 126 dOE dt}.	 V ': V 

o OE	
V 

Die rechte Sete dieser Ungleichung ist surninierbar, also ist K1 1! quadratisch sunirnier-
bar auf aEVX [0, T]. Für v > 1 gel ten die Uberlegungen entsprechend. Atis (3.4) folgt 
sofort die Konvergen'i. der Reihe (3.3) in der L2-Norm gegen eine L2-Funktion, elch 
der Tntegralgleichung (2.7) gerugt. Eigenlosungen der integralgleichung känh es	' V 

wegen (3.4) im Rau 'ii L1 (aE x [0, T]) keine geben und daniit ist die Integralgleichung	 V 

(da die Fredholmsclie Alternative gilt) für beliebiges H(x, t) € L 1 (eE x [0, Ti) oder 
Ii(x, 1) E L2 (8E x (0, Ti) eindeutig lösbar.  

Werden die Voraussetzungen an H,(x, 1) tind die in den Kern eingehenclen ). 
(1 = 0, ..., ia), y(x, t) eyhöht, so ergeben sich präzisierte Aussagen fiirq2(x, t). 

4. llegularitätsaussagen	 V 

:Besonders interessiert sind wii an stetigen Losungen der Tntegralgleichung (2.7).	,	V 

.Die bekannten Sätze (die für K(J', Q) 
= A(P,	

die Stetigkeit von A(P, Q) for-
dern) sind bei tins nicht anwendbar wegen der Gewinnung der Griindlosung über eine 
komplizierte Jntegralgleiclwng. Mittels des folgenden Satzes kOnnen wir die Stetig-
keit der Lsungen der Jntegralgleichung diskutieren.	 - 

Satz 4 (FRIEDMANS [41): Sd /(x, y) cine stetiqc Funktiou für (x, y) € S x.S und 
x + y, dabei sei S cin kcnnpaktes Gebiet irn It". Es geite VEP m: 

f It(x, y) I dy V_* 0 für e 
S(v.')	 V 

g1eichrna/3ig auf 8, wobel S(x, e) ein ,Kreis urn x mit dern Radius 1st. 1st nun g eine 
beiieb'ige besc/irankte rne/3bare Funktion auf 8, so 18t f /(x, y) g(x) dy steiq fur x € S. 

S 

	

Aus den Eigensehaften der Grundlosung bzw. dereri Noriiialenableitiiiig folg,	V 

wenn wir noch zusätzlich die StetigkeiC der Fiinktionen A, A 1 , ..., A,,, auf den ent-
sprechenden E-{yperflachen fordern, die gleiehwarlige Stetigkeit des Kernes K(x, t; , r) 

:30*	 -
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bezuglieh (x, t) für t < t. Es ist offenbar: 
to 

f f IK(xo, t; ,T)j ,T) dO dr 
i—e S(x0.°') 

f(to- x) I	- pn+1_2-6 dO dT	 (4.1) 

<'1, 0 < ô < 1). Dabei sei S(xo, e') der Teil der Hyperfliichen aE,. 

der iiinerhalb der Ljapu1lowkugel urn x 0 wit dew Radius s' liegt. Es verde e' so 
gewahlt, da6 die Projektion von S(xo, s') auf der Tangentialhyperebene innerhaib 
S'(x0, r) liegt. .S'(x0; e) bezeichnet die (n - 1)-dirnensioriale Kugel auf der Tangential- 
hyperebene mit dew Mittelpunkt x 0 und dew Radius e. Mit ' verde die Projektion 
von auf S'(x0, s) bezeichnet und dOe' sei das Flächenelernent von S'(xo, s). Es gilt: 
Jxo - > Jxo -	(vgl. z. B. GUNTHER [7]). Wir können deshaib folgern, daB 

	

to	

jK(x0, 1; E, r)l dO dr	f (t0—	I Ixo - jn+1-2—ô dO f f  
to—z S(x,.s')	 i.—o	 S'(z.')	 (4.2) 

ist. Für 'das FläeherLelelnent dO gilt: 

dO =

	

	
<2d' = 2r'° 2 dr dw 1 ... dw_3.

cos (N, N,)  
In der letzten Formel steht reehts das Flächenelement der (n - 2)-diruensionalen 
Oberfläche einer Kugel. Wir erhalten sornit: 

to 

	

f	f IK(xo, t; E, -r)l W E dr 
t,—e S(x..c) 

< 2 f 
(t0 -	

f ... f d ... dwn_3fr21+6_3dr 

Da z + ô - 1 > 0 ist, zeigt these Abschatzung, daB 
to 

	

f	I IK(xo, t; ,	dO dr - 0 für e -->0 
to—t S(z.e') 

unabhangig vom Punkt (x0, t) ist. Damit wurde der folgende Satz gezeigt. 
Satz 5: Wenn gilt: 

- /(x, t) 1st beschränkt auf aE x [0, T], 
- der Operator L er/üllt die Voraussetzungen (A0), (A 1) und (A 2), 
- 
- y(x, t) E C(R x [0, 'I]), 20(x, t) E C(S x [0, T]),	(x, t) E C(8 1 X [0, 1']), 
- A0(x, t) + A(x, t) =1= 0 \/ (x, t) Si x [0, '1]	(1  

dann it f f K(x; t; , )	r) dO4 dr eine stetige Fun ktion /ür (x 0, t) E OF, X [0, T].
0 aE
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Wird Ii(x, t) stetig vorausgesetzt, so ist q(x, t) nach Satz 3 beschränkt iind damit nach 
Satz 4 sogar stetig. Ts0t H(x, t) holderstetig (neben den Voraussetzungen von Satz 5), 
so kann u.nter der zusatzlichen Voraussetzung der Holderstetigkeit der Funktionen 
2 1 A ll •••, 2,,, und y die Holderstetigkeit von (x, t) gezeigt werden. 

Wir haben den Zusammenhang zwischen der Giattheit von R(x, t) und der Dichte 
(x, t) hergesteflt. In H(z, t) gehen direkt die Rand- und Kontaktvorgaben (I, y, g, A) 

ein und indirekt die Anfangsbedingungen und die Quellfuaktion der Differential-
gleichung. Es soil kurz erörtert werden die Glattheit von H(x, t) in Abhangigkeit von 
s(x, t) unci F(x, t). Beim Volumenpotential sind die Voraussetzurigen von Satz 2 Un-
urnganglich. Die Stetigkeit des Potentials J(x, t) und der ersten partiellen Ableitun- 
gen nach x ist z\var schon bei beschrankter und integrierbarer Dichte gewahrleistet, 
aber die zweiten partiellen Ableitungen im Innern miissen gar nieht existieren, wenn 

F(x, 1) nur stetig ist. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 sind J(x, t) iind j(x t)
all 

auf der Hyperflache aE x [0, TI holderstetig. Das Poisson-WeierstrB-Integra1 haben 
wir uber E* erstreekt und , E C(E*), soruit ist P(z, t) stetig auf dE x [0, T]. Würde 
nur fiber E integriert iind E C(), dann gilt urn P(x, t) = (x) nur fur x E E1 

t-+O 
(a = 1, ..., m) und für x € E0 . Es gilt: P(x, t) E C(S x [0, T]) und P(x; t) ist auf R x (0, 
TI stetig und für x € R, t = 0 beschränkt. In H(x, t) geht als problematischer Term 

em. Von GEVRY 1.51 gibt es im Spezialfall R" = R1 (L = Au - ug) 

Resultate über die Ableitungen von P(x, t) bis zum Rand des betrachteten Gebietes. 
Da uns für ailgerneinere FäUe entsprechende Resultate nicht bekannt sind, wird 
gefordert, daLi ' = 0 sei in einer R"-tJnigebung von M. 

Eine Zusamrnenfassung des bisher Gesagten liefert der folgende Satz. 

Satz 6 (Existenzsatz): Für die Aufgabe (1.1)—(1.5) existiert eine Losung w(x, 1), 
die sich in der Form 

	

w(x, t) = f 5 P(x, t; , r)	, r) dO dr 
0 OF

	

P(x, 1; E, 0)	) d -f f P(x, t; , r) F(, r) d da 

darstellen la /3t. Die Dichte q(x, 1) ist eindezttiq bestimmi. Sic erqibt sich als Losung der 
Integraigleichung (1.7) und ist darstelibar mittels der entsprechenden Neurnannsc/ien 
J?eihe, wobei die /olgenden Vorawssetzungen er/üIlt sein müssen: 
- der Operator L gcnügt denBedingangen (AO)—(A2), 
- aEEC'(o<)^1), 
- 2 1 (x, 1). ... . )m(X, 1) und y(x, 1) sind beschrünkte Funktionen, 
- 20(x,t)-f-2(x, t)+OV(x, t)E 81x(O,'l'] (i==1,...,m), 
- F(x, 1) ist holderstetig bezUqlich x in E x 10, TI (unabhanqiq von 1), 
- für die Rand-, Kontakt- und A n/an gsvorgaben sind (lie Ufl let a) bis e) genann ten 
unterschiedlichen Bedingungen moglich. 

a) Sind / E L 1 (R x [0, 1]), g i E L 1 (S 1 x (Q, TI) (i	1, ..., m) und ip E C(E), so i.st 
E L 1 (E x [0, Ti). Die Losung w .qeniigt den Bedingunqen (1.3) wnd (1.5) fast 'iiberall 

und es gilt w(x, 0) = ip(x) V X € (E0 U E 1 U ... U Em). 
b) Sind f€ L2 (J? x [0, TJ), g i E L2 (S x [0, TI) (i = I, ..., m), p E C(E) und ip gleich 

Null in einer R"-Umgcbunq von E, so ist q E L2(aE x [0, '1']).
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c) Sind / und y j zusiitzlich zn alien unter b) gemachten Voraussetzunqen heschriinkt, so 
1st die Dichie eben/alls beschränkt. Die Losung w(x, t) ist eine stetige Funk-lion. in 
E x [0, 1'], die die Bedingun gem (1. 1)— (1.5) in jedern Punkt er/Wit. 

d) Es .sei / E C(R x [0, T]), gj, E C(8 1 x [0, T]) (i = 1, ..., m), 2 0 E C(S x [0, TI), 
y E 'C(R x [0, Ti). V er/idle die gleichen Vorau.ssetzangen wie in b). (x, 1) 1st damn stetig 
auf êE x [0, T]. 

c) IVahlt man f, q, A,	(i = l ..., m) hoiderstetig und p = 0 in E, so 1st (lie .Dichte 
aw hölderstetig und damit 1st w(x, t) hölderstelig und die -. (j =	..., ) sind gleich-

niu/3igste€iginEx [r , T]furs >0. 

5. Beinerkung zur Eindcutigkeit 

Per Existenzsatz enthält eine Unitatsaussage der Art, daB tinter den entspreehenden 
• Voratissetzungeii dieses Satzes die Losung in Gestalt einer Sunime aus Potentialen 

eindeutig ist. Es könnte aher noch veitere Losungen der Randkontaktaufgahen geben, 
welehe sich nicht als Potentiale darstellen lassen. Wir haben nun auch noch Eindcutig- 

•

	

	keitsaussagen inittels Greenseher Formeln gewonnen. 111cr sei nur eine solche Uni-



I iitsaussage angefiihrt. 

Sat z 7 (Eindeutiikeitssatz): Unter den Voraussetzun gem von Satz 6 (es sollen (lie 
Bedingungen c), d) oder e) gelten) existiert qenau cine Losung der Au/qabe  
wenn wir noch zusdtzlich /ordern: 

a(x,t) abx t)	c(x, t) E C(Ex [0, T]) (1, j = 1, ..., n), 

- bk(x, t) -	aa)k(x, t) = 0 V(x, t) E R x [0, 7] (k = 1, ..., n), 

- 21 ..., 2.,,, seien streng positive oder streng negative Konstanten, 
- c(x,t)	0V(x, t)E E x[0, T1, v(x,t)0V(x,t)E(aEx[0,TI) 
- E € C2. 
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