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Zur Existenz einer Lﬁsuhg fiir ein bestimmtes parabblisches
Randsteuerproblem /

W. SPERBER

.

Im vorliegenden Artikel wird die Existenz einer optimalen Steuerung fiir ein Kontrollproblem
mit einer parabolischen Zustandsgleichung untersucht. Die Zustandsgleichung des behan-
delten Randsteuerproblems “ist eine schwach nichtlineare parabolische’ Anfangsrandwert-
aufgabe. Fir die Anfangsrandwertaufgabe dritter Art wird iiber die Integralgleichungs-
‘methode eine verallgemeinerte Losung definiert, deren Existenz mittels ciner Approximation
der Losungen bestimmter klassisch lésbarer Probleme gezeigt werden kann. Um die Existenz
-einer optimalen Steuerung nachzuweisen, wird eine Verallgemeinerung des Satzes von Weier™
strass auf schwach unterhalbstetige Funktionale in reflexiven Banach-Raéumen benutzt.

B nacroame#t paGoTe MCCileIoBaH RBONPOC O CYWIECTBOBAHAU ONTHMAJIBHOTO YNDPABJICHMA
BJIA 3afa4YU COAPaBoaNYEeCKHM ypABHENNEM COCTOAHNA. Y paBHeHHe COCTOAHMA PAacCMATPH-
BaeMoit 3aflayM YNPAaBieHHA KPAEBHIMU YCIOBHUAMM ABJAETCA ci1alo-HeJnHellHO! KpaeBoi
3apayell ¢ HAYANbHHIMU ycioBdAmH. [las 3Toll 3ajmaun onpenejeHo 0GoGWEHHOE peLieH#e
METOIOM HHTErpPAJbHEX' YPABHEHKIT, CYlIECTBOBAHIE KOTOPOI'0 MOHHO OKA3aTh TP DOMOLUK
opubimHenna pelicHMi TAKMX 3a7ay, KOTOPHIC MMEOT KJACCHueckoe peienue. UTobn
NOKa3aTh CyWeECTBOBAHME ONTHMAJLHOrO YMPARJICHUA, HCNOX3YeTcA OOOMICHHE TEOopeMH
‘Beltepwpacca Ha caaGo HENPCPHBHHE CHIBY bynkuuoHaak B pedreKcHBHHX GaHAXOBBIX
ﬂpOCTpaHCTBa\ i . ‘

This paper mvestlgates the existence of an optimal control for a control problem with a para-
bolic state equation. The state equation of the boundary control problem is a weakly nonlinear
parabolic third initial boundary .value problem. For this problem a generalized solution is
defined by means of the integral equation method. The existence. of a solution is proved
by an approximation using solutions of classically solvable problems. To show the existence
“of an optimal control a generalization of the theorem of ‘Weierstrass to lower semi- continuous
functionals on reflexive Ba.nach spaces is used. o

1. Problemstellung

Gegeben sei die parabolische Anfangsrandwerta.ixfgabe

(Lw) (z,t) = f(z,t) in D, | ' : ()

w(z, 0) = e(x) g'uf‘f?, . : ~(2)

aa_w (x; t) = u(z, t) g(x, t, w) + h(z, i, w) auf 8, T3
4 . ’

wobei B ein beschrinktes Gebiet des n-dimensionalen Eukripischen Raumes R” -
(n = 2) mit'"dem Rand 2B, B-den AbschluB von B, D' = B x (O T], und S die Seiten-
fliche des Zylinders D, § = 8B'x (0 T, bezeichnen.
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L ist das Symbolfiir den linearen parabolischen Differentialoperator

n

) ’ 2. n ’ \
(Lw) (2, ) 1= 3 a;(x, ) FPw_ (:ctl _Z'b(x,t)%

. ij=1 ax, 8x

-+ ez, t) wlx, t)-— _8%4) (=, t),

!

“ow(z, t) n

ow
BE D) ”Z_‘ a;j(&, t) cos (N, z;) —— 2z,

(, 8)

stellt die- Rlchtungsablextung von w in der inneren Konormalenrxchtung im Punkt
(&.¢) € 0B dar (N, ist das Symbol der inneren Normalen im Punkt & € éB). .
Die Steuerfunktion  wird als eine beschrankte meBbare Funktion angenommen,

- die der Bedingung '

N
)

we U= {# € Lo(S) | a S'u(:;: t) < b fast iiberall, a, b — const) T 4)

genugt Die Steuerfunktlon u soll so besbunmt werdcn daf das Funktlonal (5) mini-
miert wird: .

T
()= ffF (2, t, w(z; 1)) da dt + sz(x w(:z: T))
08
*f [ Fifz, t,w(z, 1)) dB, dt — inf. . B (5)~

. 0 2B - uey -

Bemerkung: ‘Eine Anwendung der erhaltenen Existenzresultate i3t etwa bei
Identifikationsproblemen méglich, wo z. B. u.den zu bestimmenden Koeffizienten
bei Strahlungsprozessen, dic nach dem STEFAN-BorTzZMANN-Gesetz' beschrieben
werden, bedeutet. Ein Existenzsatz fiir eine dhnliche Steueraufgabe mit einer nicht-
linearen NEUMANNschen Randbedingung anderer.Art wurde vom Autor in (9] und
[10] hergeleitet.. Bei Zugrundelegung schwacher Lésungen wurden solche speziellen -
Stcueraufg,a.ben schon frither von J.-P. Yvox {13] und ' S.T. Crxx [1] behandelt. .
Schlieflich sei erwahnt, dafl. analoge Lx:stenzaussagen fiir optimale Steuerungen
bei mehrdimensionalen StEFax-Probléemen mit Randbedingungen der Form (3)
kiirzlich von M. N1ezcopka und I. PAwLow [5] sowie von 1. PAwLow [6] bewiesen
worden sind, wobei sie ebenfalls einen schwachen Losungsbegriff fir das STEFAN
Problem verwendeten K :

: ! . ’ A )
2. Die Existenz einer Losung der Anfangsrandwertaufgabe (1) —(3) oo

Dic in die Randbedingung (3) emgehende Steuerfunktion u erfiillt die Stetigkeits--
* voraussetzungen nicht 1 mehr die eine klassische Losung der Anfangsrandwertaufgabe
sichern. Deswegen wird auf der Basis-des Integralgleichungssystems, das der ent-
sprechenden Anfangsrandwertaufgabe mit glatten Vorgaben entspricht, der Begnff
‘einer verallgemcmerten Losung der Anfangsrandwertaufga,be definiert.

Be merkung: Im folgenden w1rd die gleiche Terminologie und Symbohk wie in
(10] angewendet ' :
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Definition: Jede Funktion w € C(D) heiBt verallgememerte Losung der Anfangs-

randwertaufgabe .
)0, =y D, | © -
w(z, 0) = e(x) auf B, : - . (7
% (%, ¢8) = g(x t, wiz, t), w(z; t)) auf S, E y (8)

falls die Funktlon w durch den Integralausdruck (9 gégebeﬂ ist:

(:z: ty = —ffG(:z:,t g, r)/(E, )dsdr + fG(x,t &, 0) e(£) d&

‘08"

068

"und w, € C(S) Losung der Integralglexchung (10) 1st

w,(x, t) = —jf Q(z, 8, &, 7) /(s, )d§ dv + f (*(a: t, £, 0) e(§) d&

+ffax L& ) g(& v wi(g, e, ?)dBedr in 8. (10)

0 o8B

Satz 1: Es seien -/olgende Vomussetzungen erfu'llt:
(1) 6B€C‘”’ 0<i<l.

. L = parabolisch-in D).
(3) i, b, ¢ sind stetzg in D und erfilllen Holder-Bedmgungen

dis(@, ) — @@, fo)] < Aljx — zol® F |t — Lol
Bi(z, 1) — bilze )] < A 7 — 2ol |

L el ) — ol ) < Ale —xf, 0<a<1.
(4) ¢(z, 7)< 0 in D, B

- (5) g € C(S x Rt x RY), strekg monoton wachsend bez. des dritten Arguments w und
streng ‘monoton fallend bez. des vierten Arguments u.

schrdankten Tezlmengen von D, e ust stetzg in'B mit kompaktem Triger in B.
Dann existiert fiir beliebiges u € U eine verallgemeinerte Losung der An/angsmml-
wertaufgabe (6)—(8).
. . 9
" Dem Beweis des Satzes wird ein Lemma vorangestellb_.

Le mm‘a:' Es seien /olgende Voraussetzungen ei/u'llt:

- (D dBeCM, 0 <A< 1. .

"(2) L ist purabolisck in D, a,;,'b;,.c sind stetig in D und c(z, t) S O in D.

"(3) g st streng monoton wachsend bez. des dritten Arguments und streng monoton
fallend bez. des vierten Arguments.

S f J 6.t &) gl v, wié, 7), u(d, 7)) B, dr in D, (9)

(2) an(z, t) = Ky, bi(2, t) 2 —K,V (x tye D (K, K2 - positive Konsta'nten;,. '

(8) f ist Holder-stetig in D und geniigt einer gleichmafigen ‘Holder- Bedmgung in be-

S .
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Aus uy(z, t) £ uy(x, 8) V (2, t) € § und u; € C(8) folgt dann fiir die Losungen (im
klassischen Sinn, falls sie existieren) w{w,] und wlu,] der Probleme (6)—(8) die Un-
gleichung wu,] (2, ) < w[uz] (z,.t) V (x.t) € D.

Beweis::Angenommen, es sei wlu,] (z, t) > wlu,] (=, t in mindestens einem Punkt
von D. Es wird die Funktion w := wlu,] — wlu,] betrachtet Sie geniigt der Glei-
chung (Lw) (z, t) = 0 in D. Aus dem Maximumprinzip folgt dann, daB w das positive
Maximum in einem Punkt des Randes B u S annimmt. Da w(z, t) =.0 auf B ist,
nimmt w sein posmves Maxxmum in einem Punkt P = (2o, {,) € S an. Folglich muf}

— (x t) < 0in P sein. Nach den Voraussetzungen des Hilfssatzes gilt aber:
o 24 g

ow .
"\ B (, g) = g(z, t,»w[u‘l] (=, 0), w(z, 1)) — gz, ¢, ?o[uz] (@, t), uglz, t))
S BN 2 g(:,t: t: u’[ul] (SL‘, t)’ uz(x, t)) - g(xs t: u’[uZ] (-x’ t)’ uZ(';t’ t)) > 0 l

Bemerkung: Dieses Lemma wurde vom Autor bereits in [10] hergeleitet und
ist dort identisch m1t dem Lemma zum Satz 2 in Abschnitt (1.5).

Folgcrung Unter den Voraussetzungen des Lemmas gilt:
le[u] (2, t)] < const. auf S ‘u€ Un C(S).

Denn es ist wy[a] (2, t) < wy[u] (z,t) < wl[b] (2, t) mit w,[u] = w[u] auf 'S und
damit w;[«] (z, ) < max {[w,[a] (z, t)|, ]wl[b] (z, H}}. Da |wy[a]] und |w,[b]| aus C(S)
sind und deshalb durch zwel Konstanten H,, H, beschranl\t sind, gilt [wy[u] (z,¢)] =<H,
wobei H etwa glelch dem Maximum von H, und H, gewahlt wird .

Beweis des Satzes 1: Es wird fiir w € U eine {. ii. gegen u konvcrgcnte Folge
{u™) gewahlt mit u™. ¢ C(S). Die Existenz einer solchen Folge ist nach [3: IV.4]
und [4: 2.1] gewihrleistet. Die zugehorige Folge {w,[«™]} der Lésungen der Anfangs-
randwertaufgabe (6)—(8) mit u = u™ ist dann nach der Folgerung aus dem Lemma
beschra.nkb d. h. fw,[u™] (z,t)| < const \ n, (z,¢) € D. Der OperatorG C(S) —C(D),

Wwwt)—dx4MWmeM¢m

fiihrt wegen der Stetigkeit von g die Folge {«'™} in dic glciéh'mii.Big beschrinkte .
Folge {Gu™}. iiber. Da der Integraloperator K :

(Kg) (=, wamﬂwwwm o R (11)
0 9B . .

’

“nach [10]? ein linearer vollstetiger Operator aus Ly,(S) (mit  p =

_/—__T)

-1 - — =

p < min(1 e 3 ) u fest, % < pu < 1) in C(S) ist so laBt sich eine in C(8)
wn —

normkonvergent,e Tellfolgc {K(Gu(" ’)} m1t K(Gu"‘ )} — v finden.
Aus der Identitdt- .

.

wyfu >] (x t) = — ffOx t, & 1) f(£, 1) dédr + fG(:z:, t, & 0) e(&) d&

+ f [ Gz, t, &, 7) g(&, T, u,,[u"' (&, 1), u)(E, 7)) dBe dr
0 9B ‘
(12)
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folgt wy (w1} s 3, in G(S) mit

wy(z, t) = lim w,[u"""] (z,t)
‘n'—00 -

i
v(z, t)—_ffGa: ¢, 5,:‘)/(5,1)(15(1:

+fG(xts,0>e(> . - . (13)
Dann gilt aber * '
W(z, £) = lim w,[ut"] (z, ¢)

. ¢ ‘ .
~=lim (— [ G t, & v) (& v)dédr + [ Gz, t, £, 0) e() d&
08 - : 8 o o

7' —00

¢ . ' . N
f J G, 8, & 1) (&, 7 wi[w™) (&, 7), w™(E, 7)) dB; dr)
B . . - : . ° '

Gt b ) (6 7 dedn + [ Gz 6, €, 0) () d
0 B B . .

; _
4[] Kt & v) gl T W, ), uls, 7) dB, dr

/ 0 38

nach dem Satz von LEBESGUE, vgl. [7]. Die Giiltigkeit der’ Voraussetzungen dieses
Satzes kann leicht verifiziert werden. Die Existenz éiner verallgemeinerten Lésung
der Anfangsrandwertaufgaben (6)—(8) fiir u € U folgt aus der Unberauchung des
Integralausdrucl\s (9). Die Funktionen, dxe durch die Integrale

ij(x L, 5, 'r)/( r)dsdr, fG(x t, &, 0) e(§) dé

0258
definiert smd,_gehoren nach [10] zu C(D), die Funkmon die durch

‘. : ‘
[ [ Gz, ¢, & ) g(E, 7, wy(§, ), u(é’, r)) dB; dr

035

: defmlerb ist, gehort wegen der Abbxldnngselgcnbchaften des Operators f:

(Kg) (/1) ffo (@,4,6,7) g(§-7) dBedr in D (s

098

(siehe [10]), der Steblgkcit von g, w, und der } WeBbarkgnb und Beschranktheit von u -
zu C(D). Damit ist die Existenz einer verallgemeinerten Losung der Anfangsrand-

wcrtaufgahe (6)—(8) und im- spemellen der Anfangsrandwcrtaufgabe (1)—(3) nach-
gewicsen | .

Bemerkung 1: Die so konstruierte vcrallgemcmcrte Loésung von (6) (8) ist’
daruber hinaus eindeutig bestimmt.

Bemerkung 2: Die behaupteten: ngenschaften der Integra.loperatoren sind in
[10] unter Zugrundelegung allgemeiner Satae ither lnteg,raloperatorcn aus []2] nach-
gewiesen worden. :
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Y - : T . .
-3. Zur Existenz einer Lisung des optimalen Steuerproblems

Satz 2: Folgende Bedingunge'ﬁ mégen .gelten : - ‘

(1) Es seien die Voraussetzungen (1)—(5) des Satzes 1 erfiillt. !
(2) Fy, Fy und F, genugen der Bedingung von CABA’I‘]{EODORY fur alle 2 > 0,
v| < 4 gilt:

Fy(#,t,0) 2 4 (x t) firf. a. (z,t) € D (Aa(z, 1) € Ly(D)),
Fy(z, v) = .B;(x) fuj f.a. z€ B (B‘(x') € LI(B)),
F;,(x,t v) = C)(x 1) firf.a. (z,8) € S (Cif, ¢) € Ly(8)).

Dann ezzstzert etne Losung des Steuerproblems (1)—(5) )
Bewels Wie verembaren, mit wiw] die in C(D) liegende verallgcmemerte Losung

der Anfangsrandwertaufgabe (1)—(3) fiir u € U zu bezeichnen, die gema8 dem im.

Beweis des Satzes 1 benutzten Grenzwertprozell konstruiert wird.

- Es wird nun eine \llmmalfolge {u,,} € U betrachtet, d. h. eine Folge mit der Eigen-

schaft

. - .
lim ( [ [ Fi=t, w[u,,] (z, At)) dz dt + f Fyz, wlu,] (z, T)) dx
0B o . B, . ’ .

n—o0

T ..
+ [ [ Fy=, ¢, wlw,) (2, 1) dB, dt
0 9B ‘ .

’

T : . o
= inf ( ffF,(a:, t, wlu) (z, 1)) dz dt + [ Fyz, wlu] (2, T)) d .
0 B\ : . & B _ A
T
J

+ [ [ Fofz, t, ] (=, 1)) dB, dt). I - (15)
. 1088 - . Oy .

Fiir dle‘Mmlma,lfolge {i,[u,]} wird die Folge der /ugellorigen intcgra]gleichungen (10)
betrachtet, die'gemial} der in Abschnitt 2 benutzten Opcratordefmltlon (11) wie folgt
‘beschrieben werden kann: :

w[u,) (x, t) = K[g(x, t, wyfu,] (x, t)) u,(t)] + Fz, z) auf S - (18)
mit, ' o ' - C g

Flz, 1) := —ijx 2 5, ?) f(§ 7) dé dv + fG(x L0 el®) i

Da {u,} eine Folge aus U ist und U konvcx beschrinkt und abgeschlossen in L,(0, T')
(1l<p< oo) ist, la.Bt, sich eine in L, (p < o0) und wegen der l‘xbblldungselgenschwft
von K:.

.p= p
p_

—1 1 .
7 mit, p(min(%,h),?</£<l, fest), ..(1’7)
schwach konvergente Teilfolge finden, die gegen ‘ein Element % € U konverglert
U — % in L 20, T). {wiluy]) ist nach Satz 1 und unter Bcnutz,ung der Folgerung aus
dem Lemma eine gleichma Big beschriankte Folge VvV ue€ U. .

Wegen der Voraussetzung (1) ist der Operator G:C(8)—~L (S) mit (Gv) (z, )
= g(z, ¢, v(z, t)) stetig und beschrinkt. Er iiberfithrt demnach die Folge {w,[u,, 1
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.

mit wyfu, ] € C(S) in die glelchman beschrinkte Folge {Gwl[u,‘ ) mit (Gw,[u, 1)
€ L(8). Da K ein linearer, vol]stetlger Operator aus L o(8) (p wie in (17)) in C(S)
ist, enthilt {K (Gw, (%a']) u,,) eine’ Lonvergentc Teilfolge: -

: E((Gunlu)) uo) Mo v in €(3). S S sy
Damit hat die rechte Selte der Idenmta.t (16) das honvergemvelhalten '
((Gw,[u,,u] )ty )+ FUsy L Foin 0(8). - i (19)
‘Nach Ausfuhrung des Gzenauberganges geht (16) iiber in o '
Wy —njlm w[uy] = v+ F in C(S). ¢ v_'(20)

Hierans  folgt wegen der Stetigkeit der I‘un_ktion g bez. ihrer Argumenéc“
Cwy[u,] Ly in C(8) . : S @

sowie wegen der schwachcn Konvergen/ von {u,~}-gegen % .in L,,(O 7) (p geniige
"der Relation (17))

(Gwy[wn]) wy (Gwl)u in L (S) S ' (22)
. Es gilt ndmlich fiir ]edcs beschrankte Funktional f € L *(S) unter Verwcndung der
in [11] benutzten Symbollk ((f z) 1= = f(z, z € Ly, f € L, % — q) . ’

[/ (G’wl) % — (Gwl[un 1) % )l . '

= I(/ (Gwl )& — (wa) Upt (Gwl) Uprr — (éwl[un"])i Uper))| )

< [y (Giy) & — (Giby) we)| + Ky (Gn) wa” — (Gay[y]) )]

< Kf (Gion) (@ — ww )| + K, (G — Gl wn))

gKA@@Ma—uwn+nmﬂ&%—émwwmemﬂm, . (@3
wobei der erste Ausdruck wegen u,+ — i und nach Anwendung von Satz 6 in{4: IV]
gegen Null konvergiert. Fiir die Behandluung des zweiten- Ausdrucks in (23) wird
zunéichst verwendet, dall {u,-} wegen der schwachen Konvergenz auch beschrinkt
lst und daB (G, — Gw,[u,)) wegen der Konvergcnf in C(S) durch max |G,

€S
— 6w J[4,~]] abgeschitat werden kann. Damit konvergiert auch der zweite Ausdruck
" in (2‘3) gegen Null. Die behauptete schwache' Konvergenz in (22) ist somit nach-
' gewicsen. Wegen der verstirkten Stetigkeit von K gilt: :

K((Gwl[u,, 1) we) L, K((Gw, ) @) in. C(8S ). 'Das bedeutet zus:ammen mit (18)
v = K((G,) %) und nach (20). ' o
"%, = K((Gwy) a) +F mit @ = u}n A ' R (24)

Es ist noch die Folge der Intcgralg]enchungen (9) zu untersuchcn die i in Operator-
schrelb\vuse die Form

wle,”] = (Gl u) + F ;" L e

annimmt. Die Untersuchung von (25) verliauft dhnlich der Untersuchung von (16).
Zunichst folgt aus u,~ — @ in L0, T) (p erfiille (17)), aus den Abblldur}_gsmgen-
schaften von G sowie wegen wl[u,, AHL, @, in C(8), daB (Guwy[uy) up) — (Gib,) % in
L,(8), p wie in (17 ). Wegen der Linearitit und Vo]lstetlgkext des Opera,tors R, der
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aus L (S) in C(D) wirkt, wird die schwach konvergente Fo]ge (G, [uy ]) U%,~} in dle
normkonvergente Folge {.@( Gw,[u,, 1) %y, )} abgcblldet

- (26)

((Gwi[un]) wpr) > I, S“((Gwl) @) “in C(D). .
Die Integralbeziehung (26) bedeutet zusammen mit (25) -
W= hm w[u,,u] = hm 9( Gw[us]) w) + F = S*((C?w,) @) + F (27)

in C(D). Also stellt nach (2’7) und'(24) @ die zu @ gehorlge vera,llgememerte Losung
der. Anfangsrandwertaufgabe (1'—(3) dar, d. h. @ = w[a]. ~ :
Auf Grund der Voraussetzungen an F, folgt (siehe [7])

lim @,(w(uy) > By(wla))) | ) (28)
mit . |

Dy (wlu]) := ffF (x ¢ w[u] (x t)) dx dt.

Wegen wfu,~] -+ I, w[@] in C(D) gilt weiter w[u,,n] — w[@) in C(B). Auf Grund der -
Vorausset/ungen an F, bez. w folgt (snehe ("

1im @y(wfuy]) Z Byful) - ' (29)

’

mit . )
(b2(w[u])‘:: f Fz(z,'w[u] (z, T)) dz

SchlieBlich folgt aus wlu, ] I, " w [u] in C(8) und der.Voraussetzung an Fj (siehe -
wiederum [7]) .

Lim Dy(wlu,)) = Py(w[d]) ‘ DR e
mit » ' | |
tDa(w[u]) = fst(x t, u[u] (2, t)) dB dt.

0 9B

Die Beziehungen (28)—(30) bedeuten zusammen:
(Dy(wl@]) + Po(wla)) + Py(wla)) |
< lim (@y(wfup-]) + Polwlug)) + ol D) -

g lim (@, (w[u,]) - ¢2(wtun'/]) + Dy(wuy-))l

'—00

= inf {&y( w[u]) + Dy(wlu]) + Sy, L
also )
) lénuf {Pr(wlu]) + ‘Pz(w[u]) + Py(wlu])} = Py(w[@]) 4 Py(w[a]) + Py(wla]), -
d. h., (w[@), @) charakterisicrt einen optimalen Prozel 3

N
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