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Flachensitze .fiir quasikonform fortsetzbare Abbildungen

E.Hoy

In dieser Arbeit wird eine Erweiterung des Flichenprinzips auf konforme Abbildungen mit
einer @;-quasikonformen Fortsetzung in die Komponente B; des Komplements eines Gebietes
& gegeben. Fiir diese Abbildungen wird ein verallgemeinerter Flichensatz bewiesen. Die Un-
gleichungen sind scharf; die Extremalfunktionen sind mit der Losung -der Gleichung w;
= u(2) &, verbunden, wobei u(z) eine stiickweise konstante Funktion ist. Diese Flichensitze
werden far die Abschdatzungen des Wertebereiches ‘des Koeffizienten von z-! bei Laurent-
entwicklung in der Umgebung von oo, der Schwarzschen ‘Ableitung und des Golusinschern
Funktionals angewandt. Zuletzt wird die Moglichkeit einer Erweiterung auf konforme Ab-
bildungen mit quasikonformer Fortsetzung gezeigt. Fiir Grunskysche Gebiete sind. diese '
Ungleichungen asymptotisch scharf, wenn die Dilatationsbeschrinkung gegen eine Konstante
konvergiert. B : ¢

B srott pabore naérca paciumpeHMe DPHHUMAA NNOMAAeH HA KOHPOPMHHE OTOOPAMKEHHA C
Qi-KBaauKOl'{(bopMHuM NpOROJIKEHHEM B KOMIIOHEHTY B; nonoasnenus obnactu . dnA aTux
oTobparkeHu# foxasHBaeTcA o6obuenHan TeopemMa nuowanesi. HepaBeHcrsa Tounue, skeTpe-
ManbHble QYHKUUM CBASAHH.C pelleHHEeM YPABHeHMA w; = u(z) w,, MPHYEM u(z) ABAAETCH
KYCOYHO-OOCTOAHHOK ¢yHKUMeN. DTH TeopeMH mNJoOWAalell MCNOAL3YIOTCA [JIA OLEHKM
obnacreit 3Hauenu#t koafpuumenra NMpH z-1 JIOPAHOBCKOTO PA3NOMEHHA B OKPeCTHOCTH
Geckoneuno#t ToukH, npoussonHott llIBapua u ¢yuxuuonana onysuna. B KoHUe mokasw-
BaeTCA BO3MOMHOCTb PACIIMPEHMA HAa KOHQOpPMHHE OTOOpasKeHHA C KBABMKOHPOPMHEIM
npoposmxennem. s obnacre#t I'pyHCKOro aTu HepaBeHCTBA aCMMOTOTHYECKH TOYHHIE, €CIU
OrpaHv4eHHe OTKIOHEHMA CXONMTCA K NOCTOAHHOMY 4ucay. =

In this paper an extension of the area principle to conformal mappings with a Q;-quasiconformal
continuation into the component B; of the complement of a region @ is given. A generalized
area.theorem is proved for these mappings. The inequalities are sharp; the extremal functions

" are connected with the solution of the equation w; = u(z) w; with u(z) being a piecewise
constant function. These area theorems are applied to the estimations of the ranges of the
-coefficient for z—? of the Laurent expansion in the neighbourhcod of infinity, the Schwarzian
derivative and Golusin’s functional. Finally the possibility of an extension to conformal .
mappings ‘with a quasiconformal continuation is shown. For Grunsky’s regions these in-
equalities are agymptotically sharp, if the restriction of the dilatation converges to a constant.

1. Einleitung .
Die Lésung von Extremalproblemen in gewissen Klassen konformer oder quasi-
konformer Abbildungen spielt seit langem eine wichtige Rolle in der geometrischen
Funktionentheorie. Als ein mdéglicher Zugang zu dieser Problematik haben sich
Flichensitze erwiesen. Solche Satze sind fiir gewisse Klassen von konformen Ab-
bildungen in [3, 5, 7, 17, 19, 20, 22] ¢rhalten worden. Fiir gewisse Klassen @-quasi-
konform fortsetzbarer konformer Abbildungen sind in [2, 6, 9, 12, 18] Klichensiitze
zu finden. Im Gegensatz zu den Flichensitzen fiir konforme Abbildungen ist. bei
den zuletzt genannten Flichensitzen nicht immer klar; ob das Gleichheitszeichen in
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den Ungleichungen durch eine Abbildung der betreffenden Klassen realisiert werden
- kann. Im folgenden werden Flichensitze hergeleitet, bei denen wenigstens eine
Abbildung angegeben werden kann, fiir die das Gleichheitszeichenin der jeweiligen
* Ungleichung steht. Daran anschlieBend werden die genaucn Wertebereiche einiger
Funktionale mit Hilfe der Flichensitze bestimmt, Letztercs stellt die Losung ent-
sprechender Extremalprobleme dar (hierzu siehe (10, 12)). .
Im weiteren sei & ein n-fach zusammenhingendes Gebiet, das von einfach ge-
- 8chlossenen analytischen Kurven berandet ist und oo als inneren Punkt enthilt. Die
‘Randkurven von @ sind in mathematisch positiver Richtung (d. h. @ zur Rechten)
-orientiert und werden mit €, €, ..., €, bezeichnet. Im folgenden sei das Innere
von §; jeweils mit, B; benannt, und es wird noch -

¢ =

@,', %=_U B; C
7 . .

1=1

ICe

gesetzt. Weiterhin seien Q; und 6; reelle Zahlen mit Q) € [1, o) und 6; € [0, n) fiir
~alle j =1,2, ..., n. Fir solche Zahlen wird der- Abkiirzung halber im weiteren
Q= (@1,Q2..., Qn) und b = (61,0,, ...,6,) geschrieben. Mit Z(6. Q) wird die Menge
aller schlichten stetigen Abbildungen der Vollebene auf sich bezeichnet, die in @&
konform sind, wobei bei z.= oo die Entwicklung z-f-regulire F unktion vorliegt, und
die jeweils nach 8, noch Qj-quasikonform fortsetzbar sind (j = 1, 2, ..., n). T(w)ist
im folgenden zu vorgegebenem f(z) € (@, Q) eine im Abschlu8 von f(B) analytische
Funktion, die auf keiner Komponente des Komplements von (&) konstant ist.
Ahnlich wie in [20: Satz 5.1 bzw. Satz 4.13) erhilt man ’ ' '

TWRN = 2 4.0/ + Zap/s) B
fiir alle z € @, die hi‘nreichend na.he,béi € liegen, und

o o '
7 (.2__,; |4,* — Z; IM’) = [af TR U (2)P = Ifel2)12) dz dy. (2)
Dabei stellt {¢,(z), D(2)}y=ra.... das Laurentache Funktionensystem in [20] dé.r. Die
Eigenschaften dieses Funktionensystems sind in {20] in der Einleitung und im .
Kapitel 4 zu finden. o ~ ‘ '
~ Im weiteren spielt die Gleichung

. Qi = 1 e )
Wi(z) = - 2% W (2 ’ ) . 3
i) = G 2 | - (3)
" ftir alle z € B, mit den oben erkliirten Q; und 6; eine zentrale Rolle =12 ..,n).
Bevor die Herleitung'eines Flachensatzes beginnen kann, werden zwei wesentliche
Voraussetzungen fiir die folgenden Uberlegungen formuliert..
" A) T(w) wird (in eventueller Abhﬁngigkeit von f(z) € Z(®, Q)) so gewihlt, dafl
T(w) fir alle f(z) € X (65, Q) jeweils im Abschlufl von /(B) analytisch ist.
B) Es existiert eine Abbildung f*(z, Q, b) ¢ Z(®, Q), fir die T{j*(z Q, 6)] der
Gleichung. (3) geniigt. ’ > .
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2. Herleitung eines Flichensatzes

Ist /(z € 2(@5 Q) fest vorgegeben und setzt man q, =(Q; — 1)/(Q,~+ 1) far
i=12,..,n, so folgt aus (2) : . h

(E‘M 12— flz 12)22(1~q,2)ff|T[/z)11 Pdrdy (4)

. Wegen

0 < UT[f(2))}e — {T[/'(z. Q, 0112 = UTH=)).1
— 2 Re ({T[f(2)11; - {T[f*(z Q, OW.) + HTI*(z Q, B))1.)
und wegen der Analytizitit von {T'[f*(z, 90, 9)]]z im AbschluB von 8, die aus (3) und

_ der FuBnote in [14; S. 271] folgt, ergibt swh mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes
- aus (4): L

| (ZIAP—‘“W)

v=1 v=1

2 28e (g S0~ o J TG (T omdz)

—Z(l—q,’)ff U*(zoom 2 dz dy. - .o

Das Glelchheltszelchen steht in (5) sicherlich fiir f*(z, Q 8) (siehe (4) und die folgende
Gleichung). Mittels allgemeiner Sitze in [1, 19, 20] und aus (1) folgt dann leicht die
Darstellbarkeit des Kurvenintegrals in (5) als Linearform in {4, L}=12,... und die
quadratische Summierbarkeit der Betrige der’ Koefﬁzlenten dieser Linearform.
. Damit hat man '

. Satz 1: Mit den Bezeichnungen aus der Emlettung ergibt sich bes Vorgabe von 0 und
. unter den Vorausselzungen A) und B) fiir alle f(z) € Z(®, Q)

(fiA.—AP T —al”)

ve=] v—l

gn(fm.w )_','Ialz)—‘—'(l—qz)fflT[/‘(z,Qé)]i tdzdy ()

. ) v=1 )=l
miat B ' ‘ . »
A, = 2L > - q,Z)fcm{T[/*(z, Q. 0, dz,
R j=1 ' ‘
G, (- :
: e, ()
@ = —5— ,~=Zl(1 - qf’)f%(z) {T(f*(=, Q,.é)]’:dz
G

firv=1,2...,9, Das Gleichheitszeicken steht in (6) /ur *(z, Q 9)

Bemerkungen a) Man crhilt eine n- parametnsche Schar von Flichensitzen,
wobei § der Parameter ist.

b) Ist @ speziell das AuBere des Emhelt.skrelses und T(w) = w, so geht (6) unab-
hingig von 8, iiber in '

n (1 -x |z.12) 2 (1 — g3
yac



22 E. Hoy

Diese Ungleichung wurde in [12: Satz 21] und in [18} in anderer Symbolik angegeben.
Ferncr ist sie auch in [9] zu finden. ) : :

¢) Die Diskussion dariiber, wann in (6) das Gleichheitszeichen gilt, folgt im nichsten
Abschnitt. : : :

3. Diskussion des Gleichhoitsfalles

Man iiberblickt leicht, daB das Gleichheitszeicheh in (6) fiir Abbildungen f(z) € 2(&, "
Q)_gem}u dann steht, wenn .. .- . S -

@) =g o o ®
fast iiberall in B, gilt (j = 1,2, ... ») und ' :
(TU(2))): = (T[f*(= Q. §))). (9

fast iiberall in B gilt. Da der auf der rechten Seite von (9) stehende Term in B
analytisch ist, iiberlegt man sich sofort, daB {T{f(2)]}: ebenfalls diese Eigenschaft hat.
Das folgt aus der Integration von (9) nach z, die fiir T[f(2)] die Darstellung als
Sumie einer analytischen und antianalytischen Funktion bringt, und einer sich
anschlieBenden Differentation nach z. Deshalb ist (8) dquivalent mit

{(Tf(2)]}: = gq; e*P{T{f(2)}): ; . (10)
fast iiberall in B; (j = 1,2, :.., n). Dabei sind alle §; reelle Zahlen aus [0, ;). Fir
Twy=w, @ =Q=--=@Q, =@ und 6, =0,=:--- =0, =60 werden diese
Zahlen bei einfach zusammenhingenden Gebieten und bei Grunskyschen Gebieten!)
(hierzu siehe [11]) bestimmt, denn die Frage, fiir welche §; eine Abbildung f(z)
€X(®, Q) existiert, die (9) und (10) geniigt, ist keineswegs trivial. Der Einfachheit
halber wird statt f*(z, @, 8) bzw. Z(®, Q) in diesen Fillen f*(z, Q,0) bzw. (&, Q).
geschrieben. AuBerdem wird ¢ = (@ — 1)/(Q + 1) gesetzt. Es sei noch bemerkt, daB
in diesen Fillen die Voraussetzungen A) und B) erfiillt sind und f*(z, @,6) durch (3) -
bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt wird. :

1. ® sei einfach zusammenhingend und sonst wie im Abschnitt Einleitung erklart.
. Es wird untersucht, welche SchluBfolgerungen sich aus §, 4-0 in (9) ableiten lassen.
Aus (9) und (10) folgt dann, da - C '

eHO-0if(z) — [%(2,Q,0)
in B analytisch ist. Wegen g, =0 kann letzterevFunktion durch
g(2) [ezie~80 — 1] ' )

ersetzt werden, wobei dann g(z) in @ bis auf einen Pol mit der Entwicklung z + regu-
lire Funktion bei oo analytisch ist. Damit ist aber g{z) — z fiir alle z € C konstant.
Wegen :

e20-80f (2) — [,%(2,Q, 8) = ¢'(z) [eHO—P) — 1] = ¥0=F — 1
folgt aus (9) f,*(z,Q, 0)= 1 fast iiberall in B. Daraus schlieBt man

f*(z, Q,0) = z 4 g €%%Z + const in B.
" Damit existiert aber eine in © analytische Funktion k(z) mit den Randwerten z,
wie man der Normierung von f*(z, @, 6) entnimmt. Entwickelt man k(z) auBerhalb

1) Ein Gebiet G (wie in Abschnitt 1 erklirt) heiBt Grunskysches Gebiet (oder vom Grunskyschen
Typ), wenn die Summe aus den hydrodynamisch normierten schlichten. konformen Horizon-
tal- und Vertikalschlitzabbildungen dieses Gebietes gleich dem Zweifachen der Identitit ist.
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. . ,

eines hinreichend groBen Kreises um den Punkt k(oo) in der z-Ebene, so folgt leicht,

daB [A(z) — k(oc)] [z — k(c0)] dort und daher auch in & analytisch ist. Offenbar hat
diese Funktion aber reelle Randwerte und erweist sich somit in & u € als konstant.

Fiir z € € gilt |z — h{oo)| = const, d. h. € ist eine Kreislinie. Mittels Satz 21 aus [12],
. bzw. nach [18] [siehe auch 2.b)] iiberlegt man sich, daB im Fall des AuBeren eines
Kereises fir ¢, und wegen dem eben Bewiesenen nur in diesem Fall (bei einfach zu-
sammenhingenden Gebieten) fiir alle f*(z, @, o) + consi mit ¢ € [0, =) in (6) das
Gleichheitszeichen steht. . . :

2. @ sei ein Grunskysches Gebiet und sonst wie im Abschnitt Einleitung erklart,
wobei noch n = 2 gelte. Offenbar geniigen die in Gleichung (8) in [10] angegebenen
Funktionen den Redingungen (9) und (10) fir g, = f; = --- = $, und liegen in
.Z(®, @), d. h. alle. Funktionen f*(z, Q, o) + const mit beliebigem o aus [0, #) haben
diese Eigenschaften fiir §;, = 8, = --- = f, = 0. Man zeigt nun auf indirektem Wege,
daB das Gleichheitszeichen in-(6) nur fiir diese Funktionen stehen kann. Dann kann
man ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, daB bei einer solchen Funktion
{(z) in (10) B, =+ B, gilt. Damit ist wegen (9) und (10) f(z) — f*(z, @, £,) in B, konstant
und auf €, noch regulir. Nach analytischer Fortsetzung dieser Differenz nach &

“ist diése auf €, noch konstant, woraus sich leicht ein Widerspruch zu 8, = §, ableiten
liBt, indem man analoge Uberlegungen fiir f(z) — f*(z, @, B.) anstellt und die Un-
abhanglgkelt der Funktionen f,* (z, @, 0) von 6 beachtet. Zusammenfassend hat man

‘Satz 1': Unter den Voraussetzungen von Satz 1 steht in (6) das Glewhkeztszewken'
nur fiir Abbildungen f(z) aus Z(®, Q), fiir die ' :

(TU@): = (T[f¥(= @, 6)1:,
fast uberall in B und '

{TH2)l}: = g5 €% TU(Z)”z

fast iberall in B; (7 = 1,2, ..., n) gelten. Dabei sind die B; reelle Zahlen aus [0, n). Fiir
Tw=w, @ =Q,=--=Q,=Q und 6, =0, = --- =0, =0 sind die Voraus-
setzungen A) und B) erfillt, und es ergibt sich, daf bei einfach zusammenhangenden
(ebieten der betrachteten Klasse, die nicht vom Grunskyschen Typ-sind, das Gleichheits-
zeichen in (6) nur fir f*(z,Q,0) + const steht. Bei Grunskyschen Gebieten gilt-das
Gleichheitszeichen in (6) jur a.lle Funktzonen f*(z, Q, o) + const mit ¢ € [O, ) und nur
- fir dtese .

4. Bemerknngen und Verbindungen zu elmgen bisher erschienenen Arbeiten
iiber diese Problematik o, ‘- :

a) Satz 1 vera,[lgememert, die Flichensitze fir konforme Abbildungen von @&, die
bei z = oo einen Pol mit der Entwicklung z - regulire Funktion haben. Solche
Sitze sind in verschiedener Symbolik in [7, 17, 19, 20] zu finden. Frsetzt man namlnch
fir @; = oo in (6) und (7)

(1 — ¢ (T(f*z, Q, B},

durch Null, so erweisen sich solche Flichensitze als Spezialfille von Satz 1.

‘b) Die Sitze 1 und 1’ wurden im Fall des Aueren des Einheitskreises als Gebiet &
in [9, 12, 18] bewiesen, wobei in den letztgenannten Arbeiten der Spezialfall T'(w) == w
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betrachtet wurde. Fir T(w)=w, @, = @, = -+ =Q, =Qund 6, =0, = --- = 0,
= 0 ergibt sich bei Grunskyschen Gebieten aus (6)

o
n 3122 < ¢* 1B,

r=1

.wobei |B| der Flicheninhalt von % ist. Diese Ungleichung ist in einem Flichensatz
in [2] angegeben worden. Weiterhin ergibt sic sich fiir Grunskysche Gebiete auch aus
Folgerung 1 in [6]. Zur Diskussion des Gleichheitszeichens in den beiden Arbeiten
sei bemerkt, daB Satz 1’ die Uberlegungen in [2] vervollstindigt, und in [6] nur
bei Grunskyschen Gebieten fiir alle dort in (6) aufgefithrten Funktionen das Gleich-
heitszeichen in der Ungleichung von Folgerung 1 stehen kann. Letzteres folgt dhnlich
wie in 3.1. Liegt dagegen in [6] kein Grunskysches Gebiet vor, so ist nicht klar, ob
die dortigen Flichensitze scharf sind. Ahnliche Flichensitze kénnte man auch wie
" in Abschnitt 2 gewinnen, wenn statt {T1f*(2, Q, 0)]}, eine im AbschluB von B analy-
tische, sonst beliebige Funktion (z. B. eine Konstante wie in Folgerung 1 von [6])
.verwendet wird. : .

c) Unter den in b) genannten Voraussetzuhgen an T(w), Q und 6 kann man einen
Spezialfall von Satz 1 mittels dhnlicher Vorgehensweise wie in [2] und [18] erhalten.

" Jedoch wird nicht wie dort |f,(z) — 1|, sondern |f,(z) — f,*(z, @,6)| durch Null ab:- . '

geschitzt. Die iibrigen Uberlegungen laufen analog zu Abschnitt 2. In diesem Fall
kann man sogar ein beliebiges randanalytisches Orthonormalsystem im Hilbertraum
aller in’ ® analytischer Funktionen, deren Ableitungen (erste komplexe Ableitung
pach z) iiber ® noch betragsmiBig quadratisch integrierbar sind, anstatt des Laurent-
schen Funktionensystems verwenden. ‘

d) Die Berechnung von f*(z, 0, 0) ist in einigen Spezialfallen mit Hilfe der Uber-
legungen in {15, 16] moglich. '

b6.. Abschiitzung von Funktionalen mit Hilfe der Flichensatze

Es zeigt sich im folgenden, da8 fir @, =Q; = -~ =@, =Q und 6, =0, = ---

= 8, =0 sich die genauen Wertebereiche vom Koeffizienten fiir z=! bei Laurent-

entwicklung im Punkt co, der Schwarzschen Ableitung und das Golusinschen Funk-

tionals (z. B. in [6: (4); auf S. 115 in der deutschen '(%bersétzung zu finden], wobei

die Abbildungen beliebig in Z(®, Q) variieren, mittels Satz 1 bestimmen lassen. In

jedem Fall erhidlt man dabei eine einparametrische Schar (Parameter §) von Punkt-

mengen, die den gesuchten Wertebereich umfassen und mindestens einen Randpunkt

mit ihm gemeinsam haben. Elementargeometrische Uberlegungen liefern dann je-

weils, daB8 die genauen Wertebereiche gerade die Durchschnitte aller Punktmengen

der Schar sind. : ‘

Bevor die Beispiele abgehandelt werden, macht es sich notwendig, einige Be-

- zeichnungen aus [20] einzufithren. Mit je(z, {) (C € 8\ {0],0€[0, n)) wird die-
jenige schlichte konforme Abbildung von & auf ein Schlitzgebiet, das von logarith-

mischen Spiralen mit der Neigung8 gegen Strahlen aus dem Ursprung berandet wird,

‘bezeichnet, die bei z = oo die Entwicklung z + regulidre Funktion hat und ¢ in O

iiberfiihrt. In bekannter Zweigwahl beim Logarithmus sei

o1 (z — L) A A Y 0]
CR(z,2) = = log |————2 |, Pz, {) = = log [ 2220,
(z’ ) 2 Og [7’!/2(2: C) 70(2: C)] ‘ ( C) Og [ ?0(2, {)

)
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.AuBerdem wird mit Hllfe< des Laurentschen Funktionensystems in [20] die Kern-
funktion K 4(z, {) durch . A )

Koz, ) = Z='1<P-'(Z) . (¢)
gebildet.

b.1. Abséhﬁtzung vom Koeffizienten fiir 21! bei Laurententwicklung im Punkt oo

Im folgenden sei 7'(w) = w, und es gelten die Voraussetzungen an Q und § vom
Anfang des Abschnittes. Es ist dann fiir {(z) € Z(®, Q) gemiB (1)

f(z) = a“d),(z) + Z Apz) + CODSL .in @, o (11)

f(z) =z Z — -+ .const in-Umgebung von co. c (12)'
r=1 zr

a;, hingt- Wegen der festen Normlerung von f(z) bei oo mcht von dem speziell ge
wahlten Hz) &b und es gilt .

a; = —ftp,(z)dz

Wle in [20] wird ¢p1(z) so gewihlt, daB‘a,, positiv ist. waschen ).1 und «, besteht die
- Beziehung (siehe auch [20: (5.29)]) v A _
' A =‘(0‘1 — byay, . : o . (13)

b, ist dabei eine nur von & abhingige Zahl, die in (4.1) von [20] verwendet wird.
Wegen T(w) = w ist f*(z, Q,0) durch (3) bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt, und die Koeffizienten dieser Funktion in (11) und (12) werden mit 2,*(Q, 6)
und «,%(Q, 8) (v = 1, 2, ...) bezeichnet. Dann folgt in diesem Fall fiir (6), da hier die
Vora.uussetzungen A) und B) erfiillt smd

1

ST —7‘(Q,0)+auqez‘°|2+Z’I7 — 4%Q.0)F < ahg*. gy

=2

Hieraus entmmmt man fiir 2, die scharfe Abschitzung ' )

1A — A4%(Q, ) + ag €| < ayg. j - (15)
Mittels (13) schheBt man aus (15), daB «,%(Q,0) eine Lo%ung des Extrema.]problems
in 2(8,Q)
. Re (e~%¥6x,) = Max! : .
darstellt. In vélliger Analogie zum Beweis von Satz 1 in [10] ergibt sich

Folgerung 1: Der genaue Wertebereich von oy [sieke (12)] fir alle Abbildungen
f(z) € Z(®, Q) ist €ine abgeschlossene Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt bei

[1%(@, 0) + (@, 7/2))/2
und dem Radius
' lx1*(@, 0) — alen/o)uz
DabeL sind «,*(Q, 0) dze Koeffizienten x, ber f*(z, @, 6) in (12) [urG € [0 n).
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5.2. Abschitzung der Schwarzschen Ableitung {f(2), 2}

Im folgenden sei neben den zuvor an Q und 0 gestellten Voraussetzungen T(w) = f'(2)/ -
[w — f(£)], wobei ¢ € ® \ {oo} sein mége. Die Voraussetzung A) ist offenbar erfiillt,
. und da T[f(2)} = £()/[f(z) — /(£)] die Vollebene stetig und schlicht auf sich abbildet,
in & konform ist (wobei bei z = ¢ die Entwicklung (z — {)~! 4 regulire Funktion
vorliegt) und in B (3) geniigt, folgt leicht die Existenz von f*(z, @, 6), d. h. Voraus-
setzung B) ist ebenfalls erfiillt. Damit erhilt man wie in [20: Beweis von Satz 6.2]
aus Satz 1 dieser Arbeit '

|§ Vehzleme+ Baleo )| — 57 & [@f ale) prle) | sv-'(0|

é qu(g» E)x

wobei a(z) = (1 — ¢® {T[f*(z, @, 6)]}. in B u € gilt und von 6 € [0, =) abhiangt. In
(16) wird das Gleichheitszeichen jeweils fiir f*(z, @, 6) realisiert. Letztere Funktion
ist. durch (3) bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt. Diese Konstante
hat aber keinen EinfluB auf den Wert der Schwarzschen Ableitung. Durch elementar-
geometrische Uberlegungen ergibt sich wieder ’ '

Folgerung 2: Der genaue Wertebereich von {f(z),2):=¢ ({ € & \ {oo}) fiir f(z) €2(8,Q) -
ist eine abgeschlossene Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt bei :

42 @, 0), 2hemt + {1*(2, @, 7/2), 2)2)/2
und dem Radius : - .
11/4(z, Q. O), 2kt — {f*(z, @, 7/2). 2hecsl/2

5.3; Abschitzung des Golusinschen Funktionals

.Esseieny, (I1=12,.., ';n) nicht §§,mtlich-verschwindende komplexe Zahlen, und
neben den Bedingungen an Q und 6 sei im folgenden '

- Tw) = =X log [w — f(z1)] .
mit z; € @ \ {oo} fiirallel =1,2, ..., m.".Yora.ussetzung A) ist offensichtlich erfiillt,
und aus Satz 1 in [12] ergibt sich, daB Voraussetzung B) ebenfalls erfiillt ist. Damit
erhilt man wie in [20: Beweis von Satz 6:5), daB der Wertebereich des Golusinschen
Funktionals fiir f(z) € Z(@, @), gegeben durch .

L) = X yewi) Lﬁ‘——] | ._ . 17)
¥) kélm:__og [/(zk)—!(zl) 4 ( /)

in einer Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt

m 1 m oo —
kj‘_-,’:l)'n/tk(zn a) + 57 n {Z[fa(z) ‘P-(z)dZ] ¢.(21)} ‘

=1 rx=] [

und dem Radius

m —
X PPz, 21)
P -



[y

Flichensitze fur quasikonforme Abbildungen 27 .

enthalten ist. Dabei gilt a(z) = —(1 — @2 {Tf*(z, Q, 0]}, in BuE, und a(z) hingt
_insbesondere von 8 ab, das in Satz 1 vorgegeben wird. Dic obige Kreisscheibe ist
- ferner abgeschlossen, und der Wert des Funktionals fiir f*(z, @, 0) liegt dabei jeweils
auf dem Rand derselben. Wie im Abschnitt 5.2 ergibt sich hieraus :

~ Folgerung 3: Der genaue Wertebereich des Golusinschen Funlktionals (siche (1'7))
fiir alle Abbildungen f(z) aus Z(®, Q) ist eine abgeschlossene Kreisscheibe mit dem
. Mittelpunke. .

(Lif*(z, Q, 0)] + fg[/*(z; Q, W22
* und dem Radius '
IL{f*(z, @, 0)] — Lif*(z, @, n/2)1I/2.

Bemerkungen a) Die Folgerungen' 1, 2 und 3 verallgemeinern die Folgerung
aus Satz 5.2 in [20] und die dortigen Sitze 6.2 und 6. 5, die samtlich den Fall von
konformen Abbildungen des Gebietes & behandeln. AuBerdem smd solche Spezial-
falle auch in (17: S. 304/2.] angegeben worden.

) In [10} und [12] sind diese 3 Funktionale unter wesenthch allgememeren Vor-
a.ussetzungen abgeschatzt worden. Die Folgerungen 1, 2 und 3 stellen Spezialfille
dieser Uberlegungen dar, die dort mit Hilfe von Variationsmethoden bzw. der
Grotzschschen Flachenstreifenmethode zu entsprechenden Abschitzungen fithrten.
Die Wertebereiche anderer dort betrachteter Funktionale sind durch analoge Rech-
nungen wie in diesem Ahschmtt in hier zugrundegelegten Spezxalfa.llen ebenfalls
bestimmbar.

c) Ist 6 das AuBere des Einheitskreises, 80 enthalten auferdem [2, 3, ‘3 '8, 9, 18,
21, 22] Spezialfille der Folgerungen l-——3

6. Ein Flachensatz tiir eﬁle Klasse nichtschlichter Abbildungen

Es sei N(@, Q) die Meﬁge aller in &\ {05} analytischen Funktionen w(z), die bei
z = so die Entwicklung z + regulire Funktion haben und fiir die w(z) nach %;
jeweils Q;-quasikonform fortsetzbar ist (j =1, 2, ..., n). Aus allgemeinen Sitzen in
(1: Chg.pber V] entnimmt man, wenn |w;(z)|? iiber B integrierbar ist, -

wy(z) — 1 = ——ff ;"_‘_(2 dedy. : (18)

Dabei 1st (=¢ + ). Aus (lQ) entnimmt man wegen der Isometrie des T-Operators
ff Jw: (z) — 1I2da:dy+ ff |w(z — llzdxdy— ff jw:(2)12 dz dy. (19)

Aus (19) folgt die Endlichkeit des zweiten Int,egrals auf der linken Seite dleser Glei-
chung und damit die Darstellung in & , :

w(z) = z + 3 p.p.(z) + const. : 20y © -
v=]

Die Funktionen @,(z) (v =1,2,...) sind aus dem Laurentschen Funktionensystém
in [20] gewidhlt. Um im weiteren dhnlich wie in Abschnitt'2 vorgehen zu konnen,
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. 'behé')tigt. man fo]gende Voraussetzung: -
C) Die Gleichung
12’2(2) = M elibny,(2) in B; (j=12,...,n)
besitzt eine Lisung w*(z, 90, 9) in N(®, Q). -
"+ Durch analoge Rechnungen wie in Abschnitt 2 folgt dann
Satz 2: Fiir alle Abbildungen w(z) € N(@, Q) gilt unter Voraussetzung C) mit den
" Koeffizienten aus (20) N o ' ' i

1

00 . oo n : N 2 :

T, —bprzl |+ ZQ%—i e"“’{f w¥(z, Q. 0) 9,'(z) dz | , (21)

=1 = | 2n 5 0 g R
4

wobes § wie in Abschnitt 1 beliebig, aber dann fest vorgegebén wird. Dabes ist
1 s [ . A o S
b= 5— Ef{l + 4Qw,*(z, 0, 0)/(Q; — N g(2)dz (v =1,2,...). (22)
i=1 : :
(7] : :

Fiir w*(z, Q, 0) steht in (21) das Gleichheitszeichen. . ,

Die Diskussion des Gleichheitsfalles wird fir @, =@, =--- =@, =@ und
6, =6, =... =0, =0 bei einfach zusammenhéngenden Gebieten und bei Grunsky-
- schen Gebieten .durchgefiihrt.. Dabei werden N(®, Q) bzw. w*(z, Q, 6) mit N(®, Q)
bzw. w*(z, Q, 6) benannt, und es wird g = (@ + n/i(Q—1) gesetzt. Fordert man noch,
daB q kein Fredholmscher Eigenwert zum Neumannschen Kern (siehe [4: S. 3ff.)
von @ ist, so folgt aus den Uberlegungen in [15), daB C) erfiillt ist und w*(z, @, 9)
" bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt wird. Analog wie in Abschnitt 3
ergibt sich : . S : - ' :

 Satz 2': Unter den Voraussetzungen, daf @, =Q; = --- =Q, =Q und 6, = 0,
= ... =0, =0 und auferdem q kein Fredholmscher Ligenwert zum Neumannschen
Kern von © ist, steht bei einfach zusammenhdngenden Gebieten der betrachteten Klasse,
die nicht vom Grunskyschen Typ sind, das Gleichheilszeichen in (21) nur fir w*(z, @, 0)
+ const. Hingegen gilt unter den zuvor genannten Vorausselzungen hei Qrunskyschen
Gebieten fiir alle Abbildungen w*(z, @, o) + const mit ¢ € [0, ) und nur fir diese in
- (21) das Gleichheitszeichen. '

_ Bemerkung: In [13] ist dieses Problem fiir das AuBere des Einheitskreises als
. Gebiet & betrachtet worden. Die Siitze 2 und 2’ verallgemeinern die dortigen Uber-

. legungen.

7. Flichensitze bei ortsabhingigen 'Dilatationsbeschr;‘inkungen

Bei Giiltigkeiit der VOraussetzungén A) und B) lassen sich die bisherigen Uberlegim-
gen auch fiir folgende Abbildungsklasse anwenden. Sei Z[®, po(z)] die Menge aller
schlichten stetigen Abbildungen f(z) der Vollebene auf sich, die in @ konform sind,

wobei bei oo die Entwicklung z + regulare Funktion vorliegt, und fiir die fast iiber-
allin 8 : ’

Vi) < [pte) — Wimn(a) + 11 o | (23)
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. gilt. Dabei sei py(z) = 1 eine in B mebbare und beschrinkte Funktion. Der Term

auf der rechten Seite von (23) wird im weiteren mit ¢(z) bezeichnet. Wendet man in
einer analogen Herleitung wie in ‘Abschnitt 2 (23) zur Elimination von fi(z) an, und
ersetzt man dabei {T'[f*(z, Q, 8))). in (5) jeweils durch

o T1f*(z, Q, D)}/ — g¥(2)}

“in B; (j=1,2,..,n), so erhdlt man ecinen vera.llgememerben Flachensatz.

6 = (015 02 ---» 05) 1st dabei ein n-Tupel aus komplexen Zahlen. Somit ergibt sich
eine 3n- parametrlsche Schar (Parameter Q, 6 und ) von. Abschitzungen. Ferner
kann ¢ so gewihlt werden, daB die rechte (von f(z) ¢ Z[®, po(z)] unabhingige) Seite
der Ungleichung bei fest gewihlten @ und 8 einen minimalen Wert erhilt. Der Uber-
sichtlichkeit halber wird ein emfacher Spezialfall betrachtet. Es sei § ein Grunsky-

sches Gebiet, T(w) =w, @, =@, = =@, =@,0,=0,=--- =6, =0 und o, = ¢,
== -+. = g, = p. Die Voraussetzungen A).und B) sind hler offenbar erfiillt, und in

der a.ngegegebenen Weise erhidlt man nach elmger Rechnung (einschlieBlich der
Minimierung der rechten Seite)

Satz 3: Ist & ein Grunskysches Gebiet und gilt T(u-)__ w, SO ergzbt sich fur alle
/(z) € Z‘{@ ;po(z)] mit den Koeffizienten in (1) »

dedy :
n A.zé%—%lz ff . . 24)

Ferner ist . . - ' -

dzdy 1V 4 ' , : p '
o [.[ f I—¢'z) ._ : =
das Ergebms der Mlmmlerung der rechten Seite. '

Im folgenden wird eine relativ groBe Funktionenklasse der po(z) angegeben fir
die in (24) das Gleichheitszeichen nicht stehen kann. Es sei D eine abgeschlossene
Teilmenge von B, wobei hier @ im weiteren unveréindert ein Grunskysches Gebiet
ist. Weiterhin habe D einen positiven Inhalt. Setzt man auf B \ D nun py(z) =1, .
so ist klar, daB jedes f(z) € Z1®, po(2)] fiir alle endlichen z § D analytisch ist und
f+(z) ebenfalls diese Eigenschaft hat.. Fiir die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in -

"(24) ist notwendig, dall

/g(z) = ¢ 1,*¥(z,Q,0)/[1 — ¢*=z))
fast iiberall in 8 gilt. In unserem Fall folgt fiir 2 ¢ B \.D f,(z) = ¢. Damit gilt,
da B \ D eine offene Menge ist, sogar f'(z2) =g in &. Wahlt man in D py(2) > 1, so
ergibt sich aus (25) 9 < 1. Offenbar ‘widerspricht das der Normierung von f(z) im
Fernpunkt.

Fir diejenigen po(z) mit py(z) =1in B\ D und Po{z) > 1 in D kann daher in .
(24) das Gleichheitszeichen fiir eine Funktion aus Z[®, p,(z)] nicht stehen, wobei D
eine abgeschlossene Teilmenge von B ist. Jedoch steht fiir py(z) =@ (Q = 1) fiir
j*(z, Q, o) + const mit beliebigem o € [0, =) das Gleichheitszeichen in (24), die dann
einen Spezialfall von (6) darstellt, wie man 4.b) entnimmt. '

Da Po(z) als beschrinkt vorausgesetzt wurde, ist es interessant, die Giite der Ab-
schitzung (24) zu untersuchen, wenn py(z) durch das Supremum von po(z) iiber 8
(im folgenden mlt sup hezeichnet) ersetzt wxrd Aus (24) foigt dann

- Z 14.1* < [(sup — 1)/(sup + 1)}* - |B|.
v=1 . ’
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Unterscheidet sich po(z)- auf einer Menge positiven MaBes von dem erwihnten
Supremum, so stellt (24) eine bessere Ahschitzung dar, als es mittels Satz 1 be
Ersetzung von py(z) durch sein Supremum uber B moghch wire. AusSatz 3 erhalt
man abschlieBend

F olgerung 4. Jst & das AuPere des Einheitskreises, so ergibt sich /'ilr alle
f(z) € 216, po(z)] mit den Koeffizienten aus (12)

drdy 1
Y'v|oc|2£1-—7t xy :
r=l X l—q

l21<1

nezf [T

lzl<1

bzw.’

Die betden Abschatzungen stnd fiir in 2] < 1 konstantes py(z) scharf.

Der Verfasser dankt Herrn Doz. Dr. R. Kithnau fur die Unterstiitzung bei der
‘Erarbeitung des Manuskripts durch zahlreiche Anregungen und Hinweise. '
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