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Riemannfunktionen und Dif!erentialopei'atoren

K. W. Baugr

Es wird gezeigt, daB die komplexe Riemannfunktion einer formal hyperbolischen Differential-
gleichung durch einen Differentialoperator dargestellt werden kann, wenn fiir die Losungen der
Differentialgleichung eine  eingliedrige Darstellung mit Hilfe eines . Differentialoperators
moglich ist. Die Anwendungsméglichkeiten firr die explizite Bestimmung von Riemann-
funktionen bzw. deren Erzeugenden werden an verschiedenen Beispielen demonstriert.

Tlokaszano, uro xoMmIexcHaAa dyHkuua Pumana-I'puna dpopmannso runepbonudeckoro nud-
(epeHIAaTLHOrO YPABHEHHA MOMeET OMTL- mpefcTaBieHa nuddepeHUMATLHLM OIePaTopoM,
ecyn: JJiA pemeHH# 3TOro RuddepeHUHANHHOTO YPABHEHHA BO3MOMKHO IPeNCTABIEHME C
MOMOmbI0 Kakoro — To anddeperunambuoro oneparopa. Ha HeCKONbKAX MpHMepax JIEeMOH-
CTpHpYyeTcA NMpAMEHEeHHe JTOr0 MeTONA [JIA ompeReidenHa Qynaxumit Pumana-Ppuma n ux
. obpasyomnx. ' - .

It is shown that the éomplex Riemann funktion of a formally hyperBolic differential equation .
can be represented by a differential operator if a representation of solutions is possible by at
least one differential operator. The application of this method is illustrated by several examples.

1. Einfiihrung

In [8] hat E.LaNcrAU die Bedeutung und breite Anwendbarkeit der Riemann--
funktionen herausgestellt und einen Uberblick iiber die bis dahin bekannten-der- .
artigen Funktionen gegeben. Bezichungen zwischen, Riemannfunktionen und
Bergman-Operatoren wurden in [6, 7, 12] untersucht; in [9] wurden Relationen
zwischen den Riemannfunktionen assoziierter Gleichungen herausgestellt. AuBerdem
wurden Riemannfunktionen selbstadjungierter Differentialgleichungen als Losungen
gewohnlicher Differentialgleichungen [5]. bzw. partieller Differentialgleichungs-
systeme [11] bestimmt. Da bisher — speziell bei nicht selbstadjungierten Differential-
gleichungen — nur wenige Riemannfunktionen explizit bekannt sind, ist die Be-
stimmung weiterer Funktionen dieser Art von besonderem Interesse.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB allgemein die Riemannfunktion
einer’ formal hyperbolischen Differentialgleichung mit Hilfe eines Differential-
operators dargestellt werden kann, wenn es zumindest eine eingliedrige Losungs-
darstellung durch einen linearen Differentialoperator der Ordnung n gibt. Die An-
wendung dieses Verfahrens zur expliziten Bestimmung von Riemannfunktionen .
bzw. deren Erzeugenden wird an einer Reihc von charakteristischen Beispielen
demonstriert. .
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2. Ein allgemeiner Darstellungssatz

Ohne Beschréiﬁkung der Allgemeinheit kann eine formal hypcrbolische Differential-
gleichung in der Form : : :

wy + A(z, 8w, + Bz, Hyw = 0 | B (1
angeno’mmen werden. Dabei wird vorausgesetzt, daB die Koeffizienten 4 und B im
Zylindergebiet G X G holomorph sind, wobei & ein Fundamentalgebiet.im Sinne von

1. N. VERUA [10] bezeichnet. Fiir Losungen der Differentialgleichung (1) gebe ecs

zumindest eine eingliedrige Darstellung der Form o ’

w= 5 ayz t)g®(z),  g(z) hol.in G, o )
k=0 . .

bzw. '

w= bz, HAWEL), WHholinG, ..
k=0

. (3)
aiz t); bz, ¢)hol.in G X @,  a,, by #+ 0.
‘Dann gilt notwendig ' .'
_ 6@y
ax(z0) = p(z) und bz, ) = oz 0) - o (4)

y(z) hol. in G,  4(¢) hol. in G, y8 %0,
wobei 4 = (log «);, &(z, £) hol., « % 0 in G X G, verwendet wird.

‘Satz 1 : a) Wenn 2u (1) eine Lésungéd_arstellung gemap (2). existiert, s0 lapt sich die
Riemannfunktion zu (1) durch. .

Retibn = Satnn® | N C

mit einer eindeutig bestimmien in G holomorphen Erzeugenden gp(t) mit gg¥(z) =0
firk=20,1,...,n — 1 darstellen. : .

b) Wenn zu (1) eine Losungsdarstellung gemap (3) existiert, so lapt sich die Riemann-
funktion zu (1) durch

R(z 3t 7) =.§: Bilt, 7) Be®(x) (6)

mit einer eindeutig bestimmten in G holomorphen' Erzeugenden hg(t) mit he®()y =0
fir k=0,1,...,m — 1darstellen. . AR

Beweis: a) R(z, L;¢, 1) ist Riemannfunktion zu (1) (vgl. [10]), wenn die folgenden

Bedingungen erfiillt sind: . : ‘ .
(i) R ist beziiglich ¢ und 7 Losung von (1). -
(i) R,z Ty =1
(iii) R(z, 15 ¢, 1) = «(z, T).

: _ aft, 7)
Die Bedingung (1) ist durch den Ansatz (5) erfiillt. Zur Realisierung von (iii) setzt.
man t = ¢ und erhilt . .

k);_,;ak(t, ) 91:“”(‘) == :_f%é—;- : ) ‘ - ) / (77
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Damit liegt eine lineare inhomogene Differentialgleichung n-ter Ordnung {fiir die
gesuchte Erzeugende gp(¢) vor. Fordert man nun ' : o

g;‘(ﬁ(z.) =0 fir k=0,1,..,n— 1, B | (8

so liegt ein Anfangswertproblem mit einer in U(z) < ¢ eindeutig bestimmten
holomorphen Losung gx(¢) vor (vgl. [4]). Diese kann ins ganze Gebiet G fortgesetzt
werden und stellt dort, da G einfach zusammenhingend ist, eine eindeutige holo-
morphe Funktion dar. Fiir diese Lésung gilt wegen (7), (8) und (4) mit ¢ = z gr'™(2)
= —(1—) , womit wegen (5) auch die Bedingung (ii) erfiillt ist. ‘ '

Nz ’ ’ . : - ‘

b) Existiert eine Losungsdarstellung der Form (3), so setzt man R gemil (6) an
. und erhilt wegen (ii) mit ¢ = z fiir kg(7) die lineare inhomogene Differentialgleichung

5 bz, ) hg®(3) = 1. o o @

Mie ' ‘ ) L |
he®l) =0 fir k=0,1,...,m—1 ' (10

liegt wieder ein eindeutig losbares Anfangswertproblem fiir (9) vor. Fiir die Lésung
gilt wegen (9), (10) und (4) mit v = ¢ hn('f')(C) =.“((ST,C)C)" womit_wegen (6) auch_die

Bedingung (iii) erfiillt wird §

Wenn fiir eine Differentialgleichung (1) eine zweigliedrige Lésungsdarstellung mit
- : Differentialoperatoren ° ’ : . o :

\

w= 5 ayz £) ¢9) + g'"o Bulz, £) KO(E)

k=0
a2, ¢), bi(z, £) hol. in G x@,

- e _ (1)
a, = y(2) + 0, bm = a(z, 0) = 0, 4 '— (log &)z, :

g(z) und A(¢) hol. in ¢ bzw.'C—J,

" existiert, so lassen sich weitergehende Aussagen formulieren.
Bezeichnet' N die Menge aller Funktionenpaare (qz(z), w(¢ )), @(z) und p(¢) hol. in @
bzw. @, die die Null-Losung liefern, wenn man sie in (11) als Erzeugende verwendet,
so gilt das folgende . ' '

- Korollar: Wenn fir die Differentialgleichung (1) eine Losungsdarstellung der
Form (11) existiert, so lapt sich die Riemannfunktion zu (1) stets in der Form

' R(z,.8:t, 1) =k‘§;ak(5, 7) g, O(t) =k§)bk(1» r)vh,(“"(r) . (12)
mut
(g00), —halz)) € N T w
darstellen. |

Beweis: Unter der hier gemachten Voraussétzung 148t sich die Riemannfunktion
nach Satz 1 gemaB (5) und (6) darstellen U
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3. Explizite Bestimmung von Riemannfunktionen

Die im Satz 1 und im Korollar gewonnenen Auss;;.gen lassen sich in vielfacher Weise
zur expliziten Bestimmung von Riemannfunktionen anwenden.

a) In [3] wurde gezeigt, daB die Differentialgleichung (1)im Fall B+ 0in G %G
genau dann eine Lésung der Form :

w = g'(2) + ag(2,{) 9(z),  g(z) hol. in @, | o - (14)
bésitzt, wenn die Koeffizienten 4 und B der Relation ‘ _ B
(log By + B+ 4, =0 . - o (15)
‘geniigen. Fiir a, gilt sodann - A ‘
G = A + (log B),. . - (16)
- Mit (7) und 4 — (log «), folgt sodann ’
910) + flog (4, 2) Bt egtt) = 221

und durch Integration hei Berﬁéksichtigung von (8)

x(z ¢{)

H
«(0, 0 Bt oy ) BE D de.

g(t) =
Unter Verwendung von (5) erhilt man

Satz 2: a(z, ¢) und B(;. ¢) seien in G x G holomorph, und es gelte

\

(2, 8) B(z,0) + 0 ‘und (logaB), + B = 0. | (17)
Dann ist : ‘ _ o
. t . .
. . _alz, ) alz, & alt, ) B(¢, ) 18
B tibn) = O + 0 3D [bg =, 0 B, D) ]:f Beode s

die komplexe Rieﬁann/unktion der Differentialgleichung
we + (log &), w, + Bw = 0. - (19)

Dieses Ergebnis ist fiir die Anwendungen von Interesse, ‘wenn es gelingt, Funk-
tionen &« und B zu bestimmen, die den Bedingungen (17) geniigen. Setzt man o = 1,
80 mufl B der Differentialgleichung

(logB)y + B=0 . | @)
geniigen, und es folgt . o
_2(2)¥) : S ,
(et , (21)
#(z) und y({) hol. in @ bzw. G, (p'xp'.((p 4+ y) + 0.

Diev Riemannfun_ktign der zugehdrigen J)ifferentialgieichdng (19) ist bekannt.
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Falls « 3= 1 ist, lassen sich in verschiedener Welqe Funktionen x und B bestlmmen,
die (17) geniigen. 1
(i) Geht man von der Potentialgleichung U,( = 0 aus, sind ¢(z) und ¢(C) in G '
bzw. G holomorph mit ¢ + v = 0, 80 erhilt man mit U= (¢-+ v) V die Differential-
glelchung
¢ + {log (@ + ¥)]c V. + [log (¢ + ¥l Ve =0.
Verwendet man die partikulédre Losung ) :

y(2) + o8
oty
so folgt (vgl. [1]), daB mit W = pcV — p,Vc eine Losung der Dxfferentlalglexchung

y(z), () hol.in G bzw. G, p,p; 4 0in G X 5

~c—{—[log‘p;_'p] W, +[log¢:v:| W,+ EW =0,
(4 z ’

PPt : ‘xop,, . K2 p“ 8 ' o .
T e - + 2 [log (g + ¥
ey ran s rrmen ML LA ]

- vorliegt. Transformiert man noch gemafl W = :pt(tp + ¥)7' w, so folgt
' e : E .

o + [log -;f—‘] we + log pelp + 9l w= 0

‘mit, der Losung

’ - Pz g, p PC . 1 |
=q — 224 +___9 +h, , B(¢) hol. in @ bzw. Q.
w=g e 29 + ). (g ) ‘ 9(2), K()

Damit hegt eine Dxﬁ’erentla.lglelchung des Typs (19) mit (log «B),;; + B=0 vor,
und es gilt

Satz 3: Die Funktionen ¢(z), y(z) und w(C), 8(2) seien in G bzw. G holomorph und .
es gelte

=-«; i v ™ (P + ¥) pape + 0in Gx 8.
Dannist
ozl a(z, ¢) at, 7) B, r)] [ B, O]
Beobn =0t w0 B D [l° GO BED | ° @ 0)
_mit : . ‘ :
sz, )= BEE g ) = e, 0 ple) + 910)),

Pz, )’
B(z, {) = [log B(z, £)]x

1) Auch im Fall x 2= 1 sind die Riemannfunktionen zu gewnssen Glelchungen der Form (19)
bekannt. Setzt man z. B.
a—eor, B (l+v)gy oder a=(p+y—t, B= —2EtDV

. (9 + v)?

@(2), w(¢) bol. in G bzw. G, @(z) + w(l) +0,

so erhilt man Differentialgleichungen, deren Riemannfunktionen in [5: Satz 6 bzw. Satz 7]
zitiert werden. Verwendet man hier vy = —2 bzw. x = 1 oder A = —2, so ist die Bedingung .
(17) erfallt, und man erhilt die Riemannfunktionen fiir diese Spezialfille durch (18).
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Riemann/uﬁldion der Differentialgleichung w, '+ (log «): we + Bw = 0.
(i1) Geht man von der Differentialgleichung
Ug + (loga), Up + U =0,
a(z; £); bz, Z) hol. in G x @, * a(z ¢) =0,

aus, und versucht man die Losungen U von (22) vermoge w = U, 4 X(z, ) U auf
Losungen der lefuent,la]olelchung w,; + Awe + Bw = 0 abzubilden, so erhilt man
das System ,

" B=%—X,, . ' : " (233)

(22)

(4 — (log a).) ((log @), — X) + ((log —X). =0, o ((23b)
Xy +AX, + X(B—b)=b, — b(log a), + AB. : (23¢)

Die Relation (23b) Wil"d mit X = (.‘lo'g a), erfiilit. Mit (23a) und (23¢) folgt sodann
. , N . N a ‘
B =b — (log a),, A= |+—"—].
. ( & ) ¢ . . [(log a)zt - b]z
Hilfssatz 1: Bezeicknet U eine Losung der Differentialgleichung
Uy + (loga), U +bU =0 (a(z, L) hol., a % 0 in G X G);
so erhdlt man durch w = U, + U (log a), eine Losung der Differentialgleichung
wy + (log &), we + Bw =0 ‘
. a
¢ _— =p —
1.m a = (log a)“ 5 " B=1b (log a)y F+ 0.

Setzt mian in Hilfssatz 1 b =0 und U = g(z), g(z) hol. in G, so erhilt man mit -
- w=4g" + g(log a), eine Losung der Differentialgleichung

R ] we — (log a)c w = 0. (2
Mit

=—2__ und B= —(loga) - (25

(log @) g .t( ‘ : . '

folgt sodann : -
Satz 4: a(z, ¢) sei tn G X G holomorph, und es gelte a(log a),; + 0. Dann ist

_«lz,§) ' a(z, %) b{[l (¢, TV B(¢, r)] [l alz, C)]

60 a6 0BG | B al D BE O Bt D) e

mit « und B gemif (25) Riemannfunktion der Differentialgleichung (24).

R(z, {3t 1) =

(iii)) Geht man zunichst wie unter (ii) vor, und setzt man zur Bestlmmung einer . .

I.osung des Svstems (23)

X — —(log Y),, Y*%,

mit einer vorersb beliebigen in ¢ xG nicht verschwmdenden Iﬂml\t ion Y, so folgt
mit (23a) und (23b) -

' a
B=b5 +(log Y = . Y)Y, = 0.
h L (log Y),¢, A _[log(logaY),],’ (léga ),’ 0
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Wenﬁ man in (23¢) einsetzt, so folgt nach geeigncter Zusa:mmenfa.ssung
(log a¥),. (b + (log ¥)« + (log Y (loga¥).)
= (log aY), {b + (log ¥)xx + (log Y) (logaY).}..
Die hier zu un(erscheidenden‘ Fille laséen,‘sich — vnach Integration — durch
N, + (lég a‘), N, +bN=0 | . .

zusammenfassen, wobei ¥ = y(¢) N (y({) beliebig holomorph in G, v #+ 0) verwendet
wird. Das System (23) ist also erfiillt, wenn N eine partikuldre Lisung von (22).
bezeichnet. Mit Riicksicht auf den Aufbau der Koeffizienten 4 und B kann ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit p(¢) = 1 gesetzt werden. ‘

. Hilfssatz 2: Bezeichnet U eine Losung von (22), so erhalt man durch w = U,
— U (log Y), eine Losung der Differentidlgleichung

a

= (log a¥).’ (26)

Wy + (log &), wp + [0+ (log ¥Y)Jw =0 mit «
wenn Y eine beliebige partiku.ldre Lésung von (22) in G xG mit (logaY),# 0 be-
Setzt man in Hilfssatz 2 wieder b = 0 und U = g(z), g(z) hol. in G, so erhilt man -

mit w = g’ — g (log Y), eine Losung der Differentialgleichung - ~

- we+(loga)we + (log V)ew=0. . (27)

- -Mit Hilfe von Satz 2 folgt sodann - ‘ - ’

. Satz 5: a(z, {) ses in G x G holomorph, Y(z, () sei eine in G x G definierte parti-

kuldre Losung der Differentialgleichung U ¢ + (log a), U¢ = 0, und esgelteaY (logaY),

% 0. Dann ist ’ . - . .

o any,  swm) alt, 1) Bt ] [, ¥(t.0)
Rz, L3ty v) = = 1
EBELD =00 Tawm 0 BE D ["’g 1, 7) B, C)]. [-°g Y, C)]z

ﬁie@nn/u7zhion zu (27) mit « gemdf (26) und B =: (log ¥)..

!

. b) Die geschildérte Methode 1iBt sich auch zur Bestimmung der Riemannfunktion
bei Differentialgleichungen anwenden, bei denen Losungsdarstellungen mit linearen .
Differentialoperatoren hoherer Ordnung bekannt sind. :

(1) Verwendet man a = 1 in Hilfssatz 2, und setzt man voraus, daB b der Diffe-
rentialgleichung (20) geniigt, so folgt :

Up+0U=0, . o o (28)

w=U,— U(og Y),, L N (29)
wy — [log (log Y),). we + {6 + (log ¥)z} 2w = 0 - (30)
und - A : .
X Y,,+bY =0. : S (3D
Mit Riicksicht auf (14)—(16) wird die Riemannfunktion zu (30) in der Form
R =8, — S{log Y(¢, 1)} (32) -
mit )

S(t, 1) = g'(t) + g(0) {log b(t. ), gty hol.in G, (33)

[N
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v

Y(z, 1) Yt 1)
_Y(t’ ) Y,(2, 1)
Y(z’ C) Y‘(‘.- C)
Y(t, ) Yo(2, 0)

a.ngesetzit,. Wegen R(z, ;¢t, 1) = folgt zunichst

Si(t, &) — S(¢; 2) [log Y(¢t, 1))y =

und durch Integration
Y(z, ) [¥(4,0)
= — 13
S, ) Y.(z, C){Y(Z 0 }

Unter Verwendung von (33) mit v = ¢ bestlmmt man boda.nn die Erzeugende g(t)
die sich wegen R(t {it,t)=1auf -

t

| e b0
o) = bﬁ(t, YT f Y6, 08 8 ds + ¥e,0) [ 25 C)]

reduzie}'t». Mit (32) und (33) erhilt man.schlieBlich
Satz6: b(z, C) sei eine Losung der Differentialgleichung ( 20), Y (z, C ) set etne Losung

~ won (31) mG’xszthY + 0. Dann ist

Rz, (it v) =

cD. Y(£, L) — Y(z,0) b(¢, 7)] -
bt 0) Y.z, ¢)+ T Yz 0) ['°g &, ¢>]

X Y 0 — v, 1) ¥(, ) + Yi(t, 1) Yiz, 0)
Y(t t) Y,(z £).

c— [log b, "’] - [1 og b, < )J llog b(t, 2) (¢, ),
&

und '

D;-Y(z,g)[lo ] +fY(£ 2) b(&, ¢) ds

Rtemannjunktum der Dt//erentzalglezch‘ung (30).
(ii) Setzt man in Hilfssatz 2

n(n + 1) |

Ca=1, b= — > n=z+¢, =neN,
- n
* 8o wird eine LBsuhg U der Ditferentialgleichung
PUg—n(n+HU=0 -~ . (34)
durch. _ : )
‘ w=U,— U(logY),, ¥y —nrn+ 1Y =0, (35)

auf cine Losung der Differentialgleichung A

we + (log YY), w; — Y. ¥, Y2 = 0 36y
abgebildet. Fiir die in ¢ x G defmlexten Ldsungen von (34) gilt (vgl [3])

U == Dylz) + D*h(z), g(z),  h(¢) hol. in @ baw. G G, (37)
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- mit - )
o Ak" * (—1)"*(2n — k)!

b= .Z;,r;"*az" § 6{“’ Ar = kY(n — k).

Wegen Satz 1 a) 18t sich die Rlemannfunkt,lon zu (36) mit einer emdeutlg bestimmten
Erzeugenden g(¢) in der Form -

R(z, ¢35t 7) = Uyt ) — U(t, 7) [log Y, 0, B (38)
n A ' '

Uit vy = 3,

Rt (t + t)n_k g(k_)(t) : (39)

- darstellen. Beriicksichtigt man noch .

c n+1
() — K" = ——
i) (t) K"g | AK T

so folgt mit (38) und r=1¢ zuna.chst Kng = Y, {)— Y1)

¥ iz . _Verwehdet man so-
dann den Integralopemtor N {2, )

.IH(l;_z,C) fH(f 2, 0)dg, _ - '

sb folgt S .
(t + C)"“ I" Y(t: C) - Y(Zv C) .

(40)

g(‘) = . Y,(Z g) (t + g)n+l :
Setzt man g(t) in (39) ein, so erhélt man '
YLD Y@ | .
U=""vyep T
mit ‘ .
(t+ C)uu n—1 In—aQ ."_’ ( s \),4
* = 3 b,|—=]) ,
U =Fen 2% 2
_ Y — Y= 0) _ (=D (n 4 D! v
¢= ¢+ 7 @ = stn—s)t 7 (41)
:'__ L[ — s\ (@n — s — u)! _ ’
bu= ( 1)( u )—"’"—(n+1—m" c=1t+r1.

Satz 7: Y(z £) sei eine beliebige in G X G defzmerte Lésung der Differentialgleichung
2Y,;—n(n—i—I)Y—O, n=z-+1%f, meN,
mil YY,#,0. Danﬂ st

Y8 Vit o) [¥(4 0 — Yz 0)]

R(z,Z;¢t, 7)== Y50 Y)Yz, 0)

Yt(t) T)

Yoo - (42)

+ Lr‘t o
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kicnmnn/dnklion der Differentialgleichung (36) mat U* gemaf (41), wober

Yl(tv T-')‘ (7*

YL 7) =0 fir z=1 und (=1

U —

1st.
Bezeichnet V eine Losung der Differéntialgleichung Vi + AV, 4+ V=0, so
ist W =V, Losung von nW + AW, + (v + 1) W, =0. Ist Y Losung von (34),
dann ist ¥ = 5~ **V ¥ (2, {) Lésung der Differentialgleichung yv,; + (» -+ 1) (v: + v¢)

= Q. Vei‘wendet man D, =: ,%, so folgt damit, daB

Y = r;"“D 4 S (43)
eine Losung der Dxfferentla.lglelchung (34) darstellt wenn V Losung von
anC'*'(n"nLl) V. + VC—O

ist. Verwendet man (vgl. [3: S. 23, Satz 6])

1\ B : N
V(z, {) = a,(j)l + 2 (——l|),,fl k(C) («(z), B(C) hol. in @ bzw. G),  (44)

8o erhilt man durch'(43) Y(z C) gemiB (vgl. (37))
' ¥(z0) = Da(2) + + D*(2): 4 . (45!

Damit 1iBt sich die in (40) gegebene Erzeugende g(t) mtegralfrel machen, und man’

" erhalt
- (t + O :
g(t)y= BATE {V(t, %) 8§) o D V(z, )
iR (CYS) [t —z ",:‘ (=1 — z)']}
nly t4+¢ e

mit V{(z, {) gemaB (44) und Y(z, ¢) gema.B (45)2) In entsprechender Weise 1Bt sich
die Riemannfunktion in Satz 7 integralfrei machen. Man erhilt fiir die in U* auf-
tretenden Terme 1%~ ’Q die Darstellung . :

n— l(t )

In- ’Q DAV b) — o D#*V(z, 2)
w0
(=) Y () 8! na=1 (— 1) (¢ — 2)# (s + )!
+ o :

(t + ;)l#l Pyt /4' nhy+1
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