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Riemannfunktionen and Differentialoperatoren 

K. W. BAUKR 

Es with gezeigt, dali die komplexe Riemannfunktion einer formal hyperbolischen Differential-
gleichung durch einen Diiferentialoperator dargestelit werden kann, wenn für.die Losungen der 
Differentialgleichung sine eingliedrige Darstellung mit Hilfe eines . Differentialoperators 
moglich ist. Die Anwendungsmoglichkeiten für die explizite Beatimmung von Riemann-
funktionen bzw. deren Erzeugenden werden an verschiedenen Beispielen demonstriert. 

floicasano, 'iTo xoMllJleKcHas 4yiiicien PeMaHa-FpHHa 4rnpMaJmHo reriep60niecicoro 1uu -
4epeeusa.imaor0 YBHHHH Mo)ee'r 6arri- npegcanea JuultepeHueaJnHaLM onepaTopoM, 
ecjrn AAR pemeHHm aroro gH4$epeHueambHoro ypaeeus BO3M0)eHo npeAcTaBjieHme C 
HOMOnU.iO RaI(oro - To AH44epeHixnaHbHoro onepaTopa. Ha HeckonbKnx npeepax eMoa-
cTpMpyeTck npeneøe aTOro MeToa Ann onpegenen llyniiinn PHMaHa-rpaua ii MX 
o6paayionnx. 

It is shown that the complex Riemann funktion of a formally hyperbolic differential equation 
can be repreeenteclby a differential operator if a representation of solutions is possible by at 
least one differential operator. The application of this method is illustrated by several examples. 

1. Einfühiung 

In [8] hat E. T&cE.&u die Bedeutung and breite Anwendbarkeit der Riemann-
funktionen herausge8tellt und einen Uberblick uber die his dahin bekannten . der-
artigen Funktionen gegeben. Beziehingen zwischen Riemannfunktionen und 
Bergman-Operatoren wurden in [6, 7, 12] . untersucht; in [9] wurden Relationen 
zwischen den Riemannfunktionen assoziierter Gleichungen herausgesteilt. Au Bexdeni 
wurden Riemannfunktionen seibstadjungierter Differentialgleichungen als Lösungen 
gewohnhicher Differentialgleichungen [5]\ bzw. partieller Differentialgleichungs-
systeme [11] bestimrnt. Da bisher - speziell bei nicht seibstadjungierten Differential-
gleichungen - nur wenige Riemannfunktionen explizit bekaunt sind, ist die Be-
stimlnung weiterer Funktionen dieser Art von besonderem Interesse. 

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB aligemein die Riemannfunkt.ion 
einer' formal hyperbolischen Differentialgleichung mit Hilfe eines Differential-
operators dargesteJit werden kann, wenn es zumindest eine eingliedrige Losungs-
darstellung durch einen linearen Differentialoperator der Ordnung n gibt. Die An-
wendung dieses Verfahrens zur expliziten Bestimmung von Riemannfunktionen 
hzw. deren Erzeugenden wird an einer Reihe von charakteristischen Beispielen 
(lemonstriert.
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2. Em ailgemeiner Darstellungssatz 

Ohne Beschränkung der Allgenieinheit kann eine formal hyperbolische Differential-
gleichung in der Form 

w + A(z, C) w + B(z, C) w = 0	 (1) 

angenominen werden. Dabei wird vorausgesetzt, daB die Koeffizienten A und B im 
Zylindergebiet G x G holomorph sind, wobei U ein Fundamentalgebiet im Sinne von 
I. N. VEKUA [10] bezeichnet. Für Losungen der Different ialgleich ung (1) gehe es 
zumindet eineeihgliedrige Darstellung der Form	- 

w = .5" ak(z, )g(k)(z),	g(z) hol. in U,	 (2) 

bzw.

w = E bk(z, C) JL(C)	h() hol. in 0, 
k=O	 (3) 

ak(z,C),	b*(z,C) hol. inGxO,	an , bin +0. 

Dann gilt notwendig 

a(z, C) = y(z)	.und	bm(Z, C) = (z,C)'.	 (4) 

y(z) hol. in 0,	6(C) hol. in ig ,	yâ + 0, 

wobei A = (log x)x, x(z, C) hol., a + 0 in U x 6, verwendet wird. 

Satz 1: a) Wenn zu (1) ems LosungèdarsteUung gemd/3 (2) existiert, 80 la/it sich die 
Riemann/unktion zu (1) durch 

B(z, C; t, r)
:k=O	

r) g (k)(t)	 (5) 

mit einer eindeutig bestimrnIen in U holomorphen Erzeugenden g(t) mit g(k)(z) = 0 
für k = 0, 1, ..., n - 1 darsteflen. 

b) Wenn zu (1) sine Losungsdarstellung gernd/i (3) existiert, so id/it sich die Riemann-
funlaion zu (1) dutch 

.R(z, C; t, r) ='bk(t, v) hR(k)(t) (6) 

mit einer eindeutig bestimmien in 0 holomorphen Erzeugenden hR(t) mit hR(k)(C) = 0 
für k = 0, 1, ..., in - 1 darstellen. 

Beweis: a) R(z, C; t, r) ist Riemannfunktion zu (1) (vgl. [101), wenn die folgenden 
Bedingungen erfUllt sind: 

(i) B ist beziiglich I und r Lasung von (1). 
(ii) R(t, ; I, r) = 1. 

(iii) R(z, t; I, )	
a(z, r) 

(t. r) 
Die Bedingung (i) ist durch den Ansatz (5) erfüllt. Zur Realisierung von (iii) setzt. 
man r = C und erhält 

a(I, C) 9R(k)(t)	
a(z, C)	 ' (7) 

-	kO	 a(f, .,)



-

Riemannfu nktionen und Differentialoperatoren	S 9 

Damit legt eine lineare inhomogene Differcntialgleicliung n-ter Ordnung für die 
gesuchte Erzeugende g(t) vor. Fordert. man nun 

911 
(k)(z	0 für k = 0, 1, ..., n— 1,	 (8) 

so liegt em Anfangswertproblem mit einer in U1 (z) : G eindeutig bestimmten 
holomorphen Losung g(t) vor (vgl. [41). Diese kann ins ganze Gehiét 0 fortgeset.zt 
werden kind stelit dort, da 0 einfach zusanunenhängend ist, eine cindeutige holo-
morphe Funktion dar. Für these Lösung gilt wegen (7), (8) und (4) mit t = z 

=	womit wegen (5) auch die Bedingung (ii) erfitilt ist. 

b) Existiert eine Losungsdarstellung der Form (3), so set.zt man R geniB (6) an 
und erhält wegen (ii) mit t = z für hft(t) die lineare inhomogene Differentialgleichung 

k O 

	= 1. C) hR(k)(t)
	 (9 

Mit
hR(k)(C)= 0 für k = 0, 1, i.., m - 1	 (10)

liegt wieder ein eindeutig lösbares Anfangswertproblem für (9) vor. Für die Losung 

	

gilt wegen (9), (10) and (4) mit r = hR(m )	,womit we (6) auch. die 
Bedingung (iii) erfuilt wird I 

Wenn für eine Differentialgleichung (1) eine zweigliedrige Losungsdarstellung mit 
• Differentialoperatoren 

= O	

) g(k)(Z) + Eh(z, ) h)(t) 
k  

ak(z, 01 bk(z, ) hol. in -0 X&
(11) 

U=y(Z)=irO,	b,.	
(Z 
b(C)

C )
 

#rO	A= (log .x), 

g(z) und h() hol. in U bzw. G, 

existiert, so lassen sich weitergehende Aussagen forniulieren. 
Bezeichnet N die Menge aller Funktionenpaare (q(z), p()) q(z) U. v(C) hol. in U 

bzw. U, die die Null-Losung liefern, wenn man sie in (11) als Erzeugende verwendet, 
so gilt des folgende 

• Korollar: Wean /ür die Dif/erentiolgleichung (1) eine Losungsdarste1lun der 
Form (11) existiert, so LaIit sich die Riernann/wktion zu (1) stets in der For,,z 

R(z, : t, r)	
0	

r) g,(k)(t) ='b(t, r) hR < '(t)	 (12) 
k  

mit
(gu( t ), —hR(t)) E N
	 (13) 

darste.Uev. 

Beweis: Unt.er der bier geniachten Voraussetzung läBt sich die Riemannfunktion 
nach Satz I gen'iiifl (5) und (6) darsteilen I	-
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3. Explizite Bestimmimg von Riemannfunktjo,ien 

Die im Satz 1 und im Korollar gewonnenen Aussagen lassen sich in vielfacher Weise 
zur expliziten Bestimmung von Riemannfunktionen anwenden. 

a) In [3] wurde gezeigt, daB die Differentialgleichung (1) im Fall B 0 in  x gensu dann eine Losung der Form 
w = g'(z) + a0(z, C)g(z),	g(z) hol. in U,	 (14) 

besitzt, wenn die Koeffizjenten A und B der Relation

(15) 
genügen. Für a0 gilt sodann 

ao=A+ (Jog B).	 (16 
Mit (7) und A = (log	folgt sodann 

g'(t) -4-. [ log x(t, C) B(t, C)], g(t)  

und durch Integration hei Berucksichtigung von (8) 

g(t)= - 1_/B(. C)d. 

Unter Verwendung von (5) erhält man 
Satz 2: a(z, C) und B(z, seien in U x holonw'rph, und es gelte 

a(z, B(z, C) = 0 und (log aB) ± B = 0.	 (17)
Dann i8i 

R(z, C;', r)= :
	+	 ['pg	

:	:	 C) d	(18) 

die kompleze Riemann/unjjon der Diflerentialgleichung 
wzc+(logx).wBw=o	 (19)

Dieses Ergebnis ist für die Anwendungen von Interesse, wenn es gelingt, Funk-tionen a und B zu bestjmrnen, die den Bedingungen (17) genUgen. Setzt. man	1,so mut3 B der Differentialgleichung 

(log B)c ± B = 0	 .	 (20) 
genügen, und es folgt 

B— _iY'() 
-	(+'	

.	 (21) 
ç(z) und	) hol. in U bzw. U, ''( ± )	0. 

Die Riemannfunktjon der zugehorigen Differentialg1eichung (19) ist bekannt.
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Falls	1 1st, lassen sich in verschiedener Weise . Funktionen und B bestimmen,
die (17) genugen.1) 

(i) Geht man von der Potentialgleichung U = 0 aus, sind 9'(z) und (C) in G 
bzw. U holornorph mit 91 + v' + 0, so erhält man mit U = (q' + p ) V die Differential-
gleichung

V ± [log (9, ± V')]C V2 + [ log (q + 0]2 V = 0. 

Verwendet man die partikuläre Losung 

= y(z) +	y(z), 5(C) hol. in U bzw. G, p2p	0 in C X 

so folgt (vgl. [1]), daB mit W = pV. - pVc eine Loaung der Differentialgleichung 

wZC + [log 9' I c w2 + [log 9'	+ EW =

V'PZZE = PXZ - __ 	-	
+ 2' [log ( + v')]c, 

PzPC	Pz(9' + i")	Pc(9' + ip) 

vorliegt. Transfornuert man 'noch gemaf3 W = Pc(q) + 'Y 1 w, so folgt 

+ [log

 

WC + [log Pc(9' + V')2]zC tO 
 Pzjz 

mit der Losung  

w =	+ PxV	 (g + is), g(z), h(C) hol. in U bzw. 

Damit liegt eine Differentialgleichung des Type (19) mit (log xB) 2 + B = 0 vor, 
und es gilt  

Satz 3: Die Funktionen 9'(z), y(z) und o(C), 5(C) 8eiefl in 0 bzw. G holomorpis, und 
esgelte

Mil (9'+p)ppc+0in0XG. 

1)an'n i8t

R	
- x(z, )	a(z, C)	[	(€, ) B(t,	1110	C).] ,t	(t,C) + (t,C)B(t,C)	 (z,C)Jc

mt

(z, C) = 
pc(z, ),	(z, C) = pc(z, C) ((z) ± (C)) 
pz\z, ) 

B(z, C) = [ log fl(z, C)]c 

') Auch im Fall	1 sind die Riemannfunktionen zu gewissen Cleichungen der Form (19)
bekannt. Setzt man z. B. 

n=e, B=(1+v)'oder oc=(9'+c'), B	 +2 (q+') 
q)(z), '(C) hol. in 0 bzw. 6, 9'(z) + v(C)	0, 

so erhält man Differentialgleichungen, deren Riemannfunktionen in [5: Satz 6 bzw. Satz 7] 
zitiert werden. Verwendet man hier v = —2 bzw. x = 1 oder ) = —2, so ist die Bedingung 
(17) erfüllt, und man erhält die Riemannfunktionen für these Spezialfalle durch (18).
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Riemann/unldion der °1)i//erenialgleichung w ± ( log a): WC + Bw = 0. 
(ii) Geht man von der 1)ifferentialgleichung 

U2+(loga)2U+bU=O,	
(22 

a(z,	b(z, 0 hol. in 0 x,	a(z, C) 
aus, und versucht man die Losungen U von (22) vermoge u' = U + X(z. C)U aiif 
Losungen der Differentialgleichung w + Aw + Bw = 0 abzubilden, so erhlt man 
das System 

•	 B=b—X,	 (3a) 
(A - (log a):) ((log a) 2	X) + ((log a) 2 - X) 2 == 0,	 '(23b) 
X + AX + X(B - b) = b L - b(log a) 2 + AB.	 (230

Die Relation (23b) wird mit X = (log a) 2 erfifilt. Mi (23a) und (23c) folgt sodann 

B = b— (loga)2t ,	A	[iogac - 

Hi Ifs s a t.z 1: Bezeichnet U eine Losung der Differential gleichuiig 

U + (log a) 2 Uc + bU = 0	(a(z, C) hot., a = 0 in 0 x-

so erhtUt man durch w = U. + U (log a) 2 eine Lösung der Differential gleichung 

w+(Ioga)2w+Bw=0 

tflZt a = (log a) - b' B = b - (log a)zc 0. 

Setzt man in Hilfssatz 1 b = 0 und U = g(z), g(z) hol. in 0, so erhält man mit 
w = g' + g(Iog a) eine Losung der Differentialgleiehung 

W. + [log (Ia)]WC - (log a) 2ç w = 0. 

Mit
a 

a =

	

	und B = — ( log a)t	 (2)
(log 

folgt sodann  
Sat.z 4: a(z, C) sci in 0 x  holomorph, und e 9 gelte a(log a)2 C + 0. Dann ist 

cx(z, C)	ct(z, C	F	(t, r B(t, -r)] 
[log, 

a(z, C)i 
R, C; t)	a(t, C) + a(t, C) B(t, C) [log a(€, C) B(t, C) j 1	 a(!, C) 

mit a und B gema/3 (25) Riemann/uñktion der Differential gleichung (24). 
(iii) Geht man zunächst wie unter (ii) vor, und setzt man zur Bestimniung einer 

Losiing des S ystems (23) 

I = —(Jog Y) 2 ,	1' =1= 

mit einer vorerst beliehigen in 0 x G nicht verschwindenden Funktion Y, SO folgt 
mit. (23a) und (23h) 

B=h --(log Y),,	A = I IOL

(IogaY)],
(log a.Y)±O.
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Wenn man in (23c) einsetzt, so folgt nach geeigncter Zusammenfassung 

(log aY) {b + ( log 1' )zC + ( log Y) (log aY)} 

= (log aY) {b + ( log Y) ± (log Y) (log aY)). 

Die hier zu unterscheidenden Fälle lassen sich	nach Integration - durch 

Nc+ (log a)c + bN = 0 

zusammenfassen, wobei Y = y(C) N (y(C) beliebig holomorph in U, y + 0) verwendet 
wird. Das System (23) ist also erfüllt, wenn N eine partikulare Losung von (22) 
bezeichnet. Mit Rjjcksicht auf den Aufhau der Koeffizien ten A und B kann bhne 
Beschrankung der Allgemeinheit y(C)	1 gesetzt werden. 

Hilfssatz 2: Bezeichnet U eiñe Losung von (22), so erhdlt man durch w = U 
- U (log Y) eine Losung der Di//eren.tialgleichtng 

w ± (log a) 2 wc + [b ± ( log .Y) 2c] w = 0 mit a = ( logaY)	
(26) 

wenn Y eine heliebige partikulãre Losing von (22) in 0 x mit (log a Y) 2 0 be-
zeichnet. 

Setzt man in Hilfssatz 2 wieder b = 0 und U = g(z), g(z) hol. in 0, so erhält man 
mit w = g' T g (log Y) 2 eine Losung der Differentialgleichung 

+ (log CO. WC + ( log -Y)g w = 0.	 (27)

Mit Hilfe von Satz 2 folgt sodann 

Satz 5: a(z, C) sei in Ox 0 holomorph, Y(z, C) sei eine in 0 x de/inierte parti-
kulãre Lösizng der Di//erentiaigleichung U ± ( log a) 2 U = 0, und es gelte a Y (tog a 
+0. Dann ist	S	 - 

R	
- a(z, C)	a(z, C)	[log 	t) B(t, t)1 [I	Y(t, C) 1 (z, ' ,	a(t, C) + a(t, C) B(t, C) 

og	
C) B(t, C)j log Y(z, C)jc 

Riemann/unktion zu (27) mit a gemafi (26) und B =z (log Y)c.	 'I 

b) Die geschilderte Methode 163t sich auch zur Bestimmung der Riemannfunktion 
bei Differentialgleichungen anwenden, bei denen Losungsdarstelluxigen mit linearen 
Differentialoperatoren höherer Ordnung bekaant sind. 

(i) Verwendet man a 1 in Hilfssatz 2, und setzt man voraus, da3 b der Diffe-
rentialgleichung (20) genugt, so folgt 

U2±bU=0,	 (28) 

w = U 2 '— U (log Y) 2 ,	 ( 29 

W - [ log (log Y)2]2 w ± lb + (log Y)] w 0	 (30) 
und

Y + bY = 0.	 (31) 

Mit Riicksieht auf (14)—(16) wird die Riemannfunktion zu (30) in der Form 

R = S, - S[log Y(t, t)]	 (32) 
mit

S(t, r) = g'(t) + g(t) flog b(t, r)},	g(t) hol. in 0,	 (33)
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angesetzt. Wegen .R(z, T; t	= Y(z, r) Y,(t, r) 
 Y(t, r) Y2(z, r) folgt zunachst  

8(4 ,0 [log Y(t, 01. = 
und durch Integration 

s	- Y(z, 0 ( _Y(i, )	1 
- Y(z, ) lY(z,.) - 

Unter Verwendung von (33) mit t = bestimmt man sodann die Erzeugende g(t), 
die sich wegen R(t, ; 1, r) = I aüf 

g(t) = b(t,) Y(z, {f Y(, ) b(, ) d + Y(z, ) [log :4]} 

reduziert. Mit (32) und (33) erhält man.schljeIjch 

Satz 6: b(z, C)sei eine Lösting der Di//erentialgleichung (20), Y(z, ) cci eine Lös'ung von (31) in Ox U mit bYYZ 0. Dann jet 

	

CD.	Y(t, ) - Y(z, ) [	b(€, r)1 R(z,	1,	
= b(t; ) Y2  (z, ) +	Y(z, )	

[1	
b(t, )j1 

Y(€, r) Y,(t, 0 - Y(t, r) Y(t, ) ± YO, r) Y(z, ) +	 Y(t, t) Y2(z, ) 
mit

= [log: ],, - [log : j [log b(€, ) Y(t, 
und

D = Y(z, ) [iog 
	
+f Y(, b(, ) d 

Riemann/unktion der Different ialgleichvng (30). 
(ii) Setzt man in Hilfssatz 2 

a 	
1i=z±,	nEN, 

so wird eine Lösung U der Dilferentialgleichung 
772U c —n.(n ±1)U0 S	 -	

.	 ( 34) 
durch.

IV = U - U (log Y),	772Yzc - n(n + 1) Y = 0,	 (35) 

auf cine Losung der Differentialgleiehung 

	

w+ (log YY')wc - YYYw = 0	 (36) 
abgebildet. Für die in C x 6 definierten Losungen von (34) gilt (vgl. [3]) 

U	Dg(z) +D*h(C),	g(z),	h() hol. in 0 bzw. ,	 (37)
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mit 

•_E----± D*	
- kO 77'	

kO un-k	Ck k!(n - k)!. 

Wegen Satz 1 a) läBt sich die Riemannfunktion zu (36) mit einer eindeutig bestimmten 
Erzeugenden g(t) in der Form 

R(z, C; t, r) = U(t, T) - U(t, r) [log Y(t, z-)]g, (38) 

(t	n—k 
g(k)(\ 

=o
(39) 

darstellen. Beruck8ichtigt man noch - 

•n 
r	kg(k)() = K"g	

K = - - _____ 
t	t+C' 

Y(t C)— Y(z C) so folgt mit (38) mid -t = C zunächst K"g =
-

Verwendet man so- 
' dann den Integraloperator - 

JH(t;z,C=fH(;z,C)d, 

so folgt
— (t + C)'	Y(t, C) — Y(z, C) g	
—

40  (	) Y(z,	(t ± C)' C) 

Setzt man g(t) in (39) em, so erhält man 

-- Y(1, C) — Y(z, C) + --
• Y(z, C) 

mit	 - 
(t .4- t' j	''	 "	a 37 a____	V'b	

)J.,
 '	'  -	 8 ' .,	(	• Y(z, C)	o	a	o	\t -r- C 

Y(t, C) - Y(z, C)	— (-1 )	(n ± 1)! —
a8

— (t + C)1	 s! (n - s)!	' (41) 

p 	a=t+t. 
Ii	/(n+l—iz)' 

Satz 7: Y(z,	) sei eine beliebige in 0 x G de/inierte Lösung der Di//erentialgleichung 

• 	17 2Yc—nCn+1)Y0,	i =z ±C,	n€N, 

mit Y .Y.	1 0. Dann ist 

R(z	t t) - 
— Y(t, C) — Y,(t, t) [Y(t, C	- Y(z, C)] 

 Y(z, C)	Y(t, r) Y(z, C) 

Y(t, r) 
+	 U* (42) Y(t,
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Ricrnann/unktion der Di//erentiaigleichüng (36) mit U* genu,8 (41), wobei

- Y1 (t, r) (7* = 0 Air z = I und C = 
Y(t,r) 

3t.
Bezeichnet V cine Losung der Differentialgleichung 7 11 C + AV + vV = 0, so 

ist W = V Losung von iW ± 1W + (v + 1) W = 0. 1st Y Losung von (34), 
dann istv = "'Y(z, C) Losung der Differentialgleichung i/v C + (ii 1) (v + v) 

= 0. Verwendet man D, =- ., so folgt damit, daB 

Y = ,f ''DV	 (43)

eine Losung der Differentialgleichung (34) darstellt, wenn V Losung von 

+ (n ± 1) V ± V= 0 

ist. Verwendet man (vgl. [3: S. 23, Satz 6]) 

	

( 1)k p(k)(C)	 - 
V(z, C) = -- j- + 	(C) ho!. in G bzw. G),	(44)

so erhält man durch(43) Y(z, C) gemaB (vgl. (37)) 

(z, C) = Da(z) + D*fl(). (45 

Damit !äBt sich die in (40) gegebene Erzeugende g(t) integralfrei machen, und man 
erhält

(1+  
Y(z, C) 

{v(t C) f	D28V(z, C) 

+
	1 ) " Y(z, C)

 

	

Itt_z	 (-1) ( 1 - z)
 + C a=1 

mit V(z, C) gemaB (44) 'und Y(z, C) gemaB (45)2). In qntsprechender Weise läBt sich 
die Riemannfunktion in Satz 7 integra!frei machen. Man erhält für die in U" auf-
tretenden Terme I 8Q die Darstel!ung 

fl-8-1 (1 - 
I"- 8Q = D,8 V(t, C) -	 D8'PV(z, C) 

u=o 

	

1)t_8+1 Y(z, C) f	s'!	n-a-' (-1) (I - z)' (s + au)! +	
l( + C)'" -	 84l+1 
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