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Eine Realisierung der Theorie der abstrakten Besov-Riaume Bg*(A4)
(s > 0,1 = q < oo) und der Lebesgue-Riaume H; , auf der Grundlage
Besselscher Differentialoperatoren ' :

- 'G. ALTENBURG

Die Arbeit behandelt die von H. TRIEBEL entwnckeltc Theorie der abstrakten Besov-Riume
am Beispiel gewichteter L,-Riume auf der Grundlage Besselscher Differentialoperatoren.
AuBerdem werden Riume vom Lebesgue-Typ untersucht, die auf derselben Grundlage defi- .

. niert sind, und es werden Interpolationssitze far alle diese Rédume &ngegeben

B arofi pabore nayuaerca passuran X. Tpudenom Teopua abCTPaKTHHX npocrpanc'rn
Becosa Ha nprMepe BECOBHX MPOCTPAHCTB THNA L, HA ocHoBe AnpdepeHUNATILRHX omepa-
TopoB Beccens. Kpome atoro uccnenytorcs npoc'rpaucma tuna JleGera, onmpexeneHHHX Ha
TOM e OCHOBE, H IOKA3HBAIOTCA ﬂﬂ‘l‘epnonﬂuHOHHHe TeOpeMH LA BCEX ITUX MPOCTPAHCTB.

The paper’ deals with the theory of abstract Besov-spaces, defined by H. TBIEBEL in the

concrete case of weighted L,-spaces on the base of Bessel-type-differential-operators. Also

.spaces of Lebesgue- type on t,he same base are defined and treated here Furthermore inter-

polation theorems are given. -

0.. Einfiihrang

Die Arbelt beinhaltet die von H. TRIEBEL in [5] entwickelte Theorie der abstrakten
Besov-Raume an einem konkreten Beispiel. Als Hilbertraum H dieser Theorie
fungiert hier der Raum L, , und als Banachraum 4 einer der Riume L,,,. Die Stelle
des posltlv-deflmten selbsta.djunglerten Operators A4 nimmt hier- der Operator

B,.(1 4 2%) B, ein, wobei B, die in L,, unitire Besseltransformation ist (modi-
fizierte Hankeltramformatlon) In [2] wurde B, auf einen linearen Hausdorffraum
H'(2) ausgedehnt, in dem die Funktion (1 + z2) ein Multiplikator ist und alle
Réume L, , stetig eingebettet sind. Es stellt sich heraus, da man H'(Q) als Kon-
kretisierung des in der abstrakten Theorie verwendeten Raumes 5# verwenden
kann. Der Beweis der Zugehorigkeit des Tripels {L, ,, 4, L, ,] zu einer geeigneten
Klasse R' beruht wesentlich auf der Arbelt, von -P. L. BuTzer; R. J. NESSEL und

" W. TrEBELS [3].

N

1. Abstrakte Besov-Riaume
1.1. Definitionen
Sei A ein positiv-definiter selbstadjungierter Operator in einem Hilbertraum H und

Aa = [ sdEa, ac D(A),

Q\S
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\

seine Spektraldarstellung (d > 0). Dann sind durch

) N .~ o ’ . *
Ry o(A)a = [(1 - i) dE a, (1 — i) := max (0, 1 — i),.
‘ . 3 e + 4] + e

die Riesz-Mittel des Operators A definiert, wobei g komplex, Re = 0, ¢ > 0 sind. '

Definition 1: Sei ! eine mchtnegatlve ganze Zahl. Dann ist m' die Menge aller
'I‘npel [H, A, A}, die folgende Bedingungen erfiillen:

(i) H ist ein komp]exer Hilbertraum, A ein posmv -definiter selbsbadjunglerter
Operator in. H und A ein komplexer Banachraum. Weiterhin existiert ein linearer
Hausdorffraum 5%, in dem H und A stetig eingebettet sind. 4 n H ist dicht in A
und H.

(ii) Fira € 4 n H ist R, ,(A) a beziiglich ¢ € (0, co) stets eine A4- Lebesgue meBbare
Funktion, und es gilt

supllR,,(A)aIA] cla]Al, aeAnH, '

e>0

mit einer von & unabhingigen Konstanten ¢ > 0.
(iii) Fir alle reellen Zahlen g = !+ 1undalleac€ 4nH gilt

"Ryy(d)a-+a fir ¢—oo.

.

Bemerkung 1: (ii) bedeutet, daB die Riesz-Mittel R, (A stetig auf ganz A fort-
setzbar sind und in der Operatorennorm gleichmé‘.Big (bez. ¢) beschrinkt sind.

Definition 2: & ist die Menge aller Funktlonenfolgen @ = {@jl2o mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Alle ¢;{z) sind auf R, definierte reellwertige, unendllch oft differenzierbare
Funktionen mit ‘ A . .

supp g6 S (—2.2), supp gy S (274,20, =1, 2,3;..

(i) Fir ]ede nichtnegative ganze Zahl k existiert eine Zahl a > 0,80 daB fiir alle
§=0,1,...undallex ¢ Rl die Abschéitzung

I i""(x)l S 270k
 erfiillt ist. ‘

(iii) Es existieren zwei positive Konstanten Cy und C, mit

Co <

"'l"le

,(9:) = C’l fiir allez = 0.
. ]
Definition 3: Ist A ein Banachraum {a,t,_o c A, ég 0,1=¢g< Aoo, 80 setzen

wir. )

-

: ® 1
ll{a;} | LA := ( 2 21, | AII") ’ et 1 (A= SUP (2 lla; | AII)

, Defmltlon 4:Ist [H, A, A] fiir ein pascendesl zu einer K'asse R gehorig, s > 0,
1 < ¢ =< o0, ¢ € P, so definieren wir

B, ‘(A) 1o € 4: |l{gi(4) al | L(4)] < ool
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Bemerkung 2: Die\ Funktionen ¢;(A4) des Operators A sind wie iiblich durth
@M a = [gis)dEa,  ac DlpiA),
. d

gegeben. In [5: Prop. 3.2.li wurde gezeigt, daB die Operatoren g;(4) stets beschrinkt
in A sind, d. h., fiir a € 4 gehért g;(A4) @ auf jeden Fall wieder zu 4, so dafl der
Ausdruck : . '

lla | BA(ANP:= gid) al | (A - o ‘ .
fiir jedes @ € @ sinnvoll ist. o '

Bemerkung 3: Nach [5: Th. 3.2.2] ist B,(4) im gesamten Parameterbereich von
s und ¢ stets ein Banachraum mit der Norm lla | B(4)!°, ¢ € D. Durchliuft ¢ die
gesamte Menge & bei festem s und g, so sind alle diese Normen dquivalent. Fiir den
Beweis von Th. 3.2.2 und Prop. 3.2.1 in [5) werden nur die Riesz-Mittel R ,(4) mit
reellem g benutzt, so d,aB»die_Beschriinkung auf diese in Def. 1 (iii) ausreichend ist.

~

1.2. Die Riume H, 4 und k4

. De_finitiqn 1:Firt<p<oound g = —3 setzen wir L, ,:= {f: f(z) ist eine
in (0, co) definierte, komplexwertige Funktion (Lebesgue-meBbar) mit |f | Ly ,ii < oo},

1p

» lIV Ly ulii= ( / lf(=)? xz“*‘vkdz) .
0 ‘

Bemerkung 1: Die Riaume L, , sind Banachrdume, L, , ist ein Hilbertraum mit
dem Skalarprodukt ’ ' .

(hr 9)1,, = [ H(2) - g(z) 241 dz.
. [

Definition 2: H($) ist der Raum aller‘in.(O, éo) definierten, unendlich oft
differenzierbaren, komplexwertigen Funktionen g(z), fiir die alle Normen

L . :
“¢”k.’ = SU(})) (1 + zk) ."ZO |($_1D)’ ‘P(x)| (k’l = 01 1) 2) "')
. z> = .

endlich sind. Dabei ist (z~1D) die Hintereinanderausfiihrung von Differentiation
nach z und Multiplikation mit 2=, (z~1D) die j-fache Anwendung dieses Operators
mit (z~1D)? := I (Identitdt). S .
Bemerkung 2: Nach [2] ist H(Q) ein Fréchet-Raum und dicht in allen Ly ,.
AuBerdem lassen sich alle Rdume L, , als Teilrdume des zu H(2) dualen Raumes
H'(Q) interpretieren, realisiert durch _ . :

f @) = [ @) plz) 21 dz, [ € Lpur 9 € HQ),
P 0 .

und die Einbettung der Réume Ly, in H'(2) ist st-et:lg in bezug auf die starke Topo-
logie von H'(Q). : -
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4

Wir®ihlen nun fiir H in Def. 1.1/1 den Raum L, ,, fiir 4 den Raum L,, « und fir
> dén Raum H'(Q). Damit ist (1) aus Definition 1.1/1 erfiillt, wenn man Bemerkung 2
benutzt. .

1.3. Der Differentialoperator M, in L,

Défini.tion 1: Esseiu= —%, M, = (2u + 2) (z7'D) + ¥z~ 'D)2,

CAfi=—Mp, ])(A)=H(Q) -
Af:= B,28,f, D4) =W},

- Bemerkung 1: Nach [2] ist der Differentialoperator M ein stetiger Operator in
H(Q). Fir nichtnegative qanzzahhge list w7, dic Vervollsta,ndlglmg von H(Q) in’
der Norm. '

I #78 = (1 | Lo J# + 1a(aDY £ £ Ly o

2,0l

und nach [1] ein Hilbertraum.

Bemerkung 2: 9, ist die Besseltransformation (modifizierte Hankeltrans-
formation), definiert in L, , durch - h

' _. I‘(xy) +
(B.f) (y) = (x = -z )zzu 1dz,

wobei J(t) die Besselfunktion 1. Art der Ordnung u ist. Nach [1] ist B, eine unitire
»’I&'ansformatnon in L, , mit B,7! = B,. AuBerdem ist

L =(f9n,, + (4, Ag).,,
" ein Skalarprodukt in %2 . das die zu [[f | w3 )| 4quivalente Norm
U = (I | Ly W2 4 JAS | Ly M2

erzeugt.

Im’ folgenden bezeichnet &, die Menge aller Eigenwerte des Operators 4, 2,
die Menge der Eigenwerte endhcher Vielfachheit und .9" ., das Spektrum des Opera-
tors 4.

Satz 1: Der Operator A ist wesentlwh selbstadyungtert tm Raum L, ,, sein Abcchluﬁ
A ist der Operator A mit D(4) = .. Der energetische Raum des Operators, A ist
H, =W}, die Spektren D, und 94 smd leer und &, < [0, oo).

Beweis: 1. Schritt: Wir beweisen, dafl 4 solhstad]unmert und der Abschlull von
A ist. Der Raum H(Q) ist stetig eingebettet in allen Raumen w7 , und dicht nach
Definition der Riume, woraus D(4) S D(4) folgt. Aublerdem gllt, ‘nach [2: 4.2] die
Tdentitit Af = Af fiir f ¢ H(Q) = D(A) Damit ist A eine Erweiterung von 4. Da
B, eine unitire Transformation in L, , ist, gilt fir f, g € D(4)

(Af; D)es, = [ (Bu22B,0) (4) 9(¥) v dy = [ 22(B.) (x) (B.g) (x) 21 dx

0

= [1)(B2*B,9) (9) > dy = (, A@)p.,- (D
; |
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- Folglich ist 4 und damit auch A ein symmetrischer Operator, wobei die Dichtheit
von D(4)in L, , aus H(Q) € D(A) S L, , und der Dichtheit von H(R) in L, folgt.
Nach Definition ist %73, vollstindig in der Norm ||f | %2 || und nach Bemerkung 1
“bzw. Bemerkung 2 dann auch vollstindig in der dquivalenten Norm ||f{l = |if | L, |
+ 4/ | L, ). Mit [6: Satz 17.2] ist A4 folglich ein abgeschlossener Operator 'und
somit eine Erweiterung von 4. Da D(A4) der AbschluB von D(A4) in der Norm |if|;;
= If | L, Il + 1Af | L, )} = |Ifll, und H(2) dicht in D(A4) ist, stimmt D(4) folglich
mit D(4) iiberein, und damit ist 4 = A4. o : o . p ‘
) Wir beweisen nun, dal 4 selbstadjungiert ist, woraus die wesentliche Selbst-
adjungiertheit von 4 folgt. Es gilt.

(Afs Nia = [ (BBuf) (9) ) 3741 dy = [ 22 [(B,f) (2)2 2%+ do
0. o .

20-1f| L2, - feD(d).

Damit ist A halbbeschrinkt (nach unten), woraus mit {6: Satz 17.6] fiir beliebige
2 < 0 die Gleichung . v . o :

. R(A — AE) = R(A — 1K)

- folgt. E ist hierbei der identische Operator in L, ,, %(B) bezeichnet den Werte-
- bereich eines Operators B, der Querstrich den AbschluB in L, . Sei 4* der adjun-

gierte Operator zn 4, D(4*) & L, ,. Wegen L, , S H'(R2) konnen wir jedes Element
g von D(A4*) folglich durch die Interpretation ‘ A :

9(9) = [ 9(z) p(z) 2 dz, € H(Q).
S .

-als Element von H "(2) auffassen. Nach [2] ist B, ein Automorphismus m H(Q) und
auch in H'(Q), wenn man B, durch : ‘

(Bu) (9):=(B,9) [ H'(Q), geHQ),

auf den Raum H'(®) iibertrigt. Die Multiplikation in H(Q)- mit einer in (0, oo)
definierten, unendlich oft differenzierbaren geraden Funktion a(z) héchstens poly-
~nomialen Wachstums fiir z — oo, deren Ableitungen (z-1D)*a simtlich bei Null
. beschriinkt sind, ist eine stetige Abbildung in H(Q) (die Funktion a(z) heiBt dann
Multiplikator in H()). Fiir einen Multiplikator a(z) in H({) ist dann die Multi-
plikation a - f, definiert fiir f € H'(R2) durch (a - f) (¢) := f(a - @) (q) € H(.Q)), ebenfalls
eine stetige Abbildung in H'(2) (a(z) heiBt dann Multiplikator in H'(2)). Da die
. Funktion e(x) = 22 ein Multiplikator in H(Q) und in H'(Q) ist, erhalten wir fiir
" obige Funktion g € D(4*) . S .

(B,2*B.9) () = 9(B2?B.p) = [ 9(y) (B,2?B,9) (y) y2+*1 dy
. 0

= (g, A‘?’)L:,,‘ = (Afg, ‘7’)L2_,, = (A*g) (%), VA H(Q)’

wobei wir die Funktion A*g, die zu L, , gehért, wieder als Element von H'(Q) auf-
fassen. Die in H'(Q) gebildete verallgemeinerte Funktion B,.22B,g stimmt also in’
H'(£2) mit der Funktion A*g aus L,, iiberein. Wendet man die verallgemeinerte
Besseltransformation in H'(2) auf beide an, so erhialt man die Identitit von z*B.g
und B,(A4*g) in H'(2). Da B, unitér in L, , ist, gehort B.(4*g) zu L, , und folglich
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auch x28,g. Andererscits stimmt die verallgemeinerte Funktion z?%8,g aber mit der -
gewohnlichen Funktion x28,g (Multiplikation der gewdhnlichen Besseltransformier-
ten B,g mit der Funktion z?) iiberein bzw. wird von dieser crzeugt. Daraus folgt,
daB die Funktion 8,22B,g zu L, , gehort und g folglich zu #7 . Daraus ergibt sich
D(A) 2 D(4*), und da A* eine Erweiterung von 4 ist, daB ‘A selbstadjungiert,
d. h. A* = A4 ist. : » :

. 2. Schritt: Wir beweisen H, = #7} . Nach [6: Satz 17.10) ist der zu A gehorende
energetische Raum H , vollstindig in der Norm 3 '

 ||/ VHA = ((F Diay + (AF Do )12 = (B0 + 23 Buf, N,
- hod 12 b
- (f (1429 [B) (27 220 dx) ',
(1] .

und D(A4) ist dicht in H,, d. h., H  ist die Vervollstindigung von #7% , in der Norm
If | H,4l|. Andrerseits ist H(2) S #3%, S #7},, und aus der Dichtheit von H(Q) in
- W}, folgt die Dichtheit von W3, in %}, In (1} wurde gezeigt, daB |if | H,}} eine °

dquivalente Norm in %7}, ist. Damit sind H, und %7} , identisch. . »

3. Schritt: Die Behauptung &4 S [0, co) folgt sofort aus (A4f, )1z, = 0.

4. Schritt: Wir beweisen, da8 9, und 2, leer sind. Wegen 2, & 9, geniigt es, dies
“ fiir &4 zu zeigen. Wir nehmen an, es gibe ein Element 2 in 9,. Wegen 9, & L4
- muB dann A = O gelten. Dann gibt es nach Definition von 9 , (siehe [6)) ein von Null
verschiedenes Element g € L, , (0. B.d. A. sei ||g | Ly |l = 1) mit Ag = 4.g, d. h.
~ konkret: mit (Bu(z2 — 2) B,9) = 0 in L, ,. Da.B, unitir ist in L, ,, gilt folglich -

(z® — 2) B.g = 0. Die Funktion 22 — 2 verschwindet in [0, co) jedoch nur an der
Stelle z = }/}_, woraus sich B, = 0 und damit ¢ = O ergibt, was ein Widerspruch
zu |lg | Lyl = 1 ist. Die Annahme ist folglich falsch, womit die Behauptung 2,
= 9, = O und damit auch der Satz bewiesen ist ¥ : : )

Bemerkung 3: Mit 4 sind somit auch alle positiven Potenzen 4° definiert. und
ebenfalls selbstadjungiert in L, ,. Speziell gilt V4 = 8,298, mit dem Definitions-
gebiet w7} ,, wie man leicht sieht. , : .

_ Satz 2: Es seien /1 = —%-, s§>0, % dig charakteristische Funktion der Merige
[0, s). Definiert man E, := B,%,B,, dann ist {E,},>o eine Spektralschar im Raum
L,, und erzeugt den selbstadjungierten Operator ]/Z, d. h., }Ci hat die Spektral-
- darstellung Y4 = [sdE,. ' A
) : .

Beweis: 1. Schritt: Wir zeigen, daB alle E, stetig in Lz,;'sipd. Es gilt.
B Ll = 18,28 | Loyl = 2B | Lol

8
= [1(B) (@ P a1 dx S Bf | Lol = W 1 Losll®s € Lyye
o X ] o
2. Schritt: Fir beliebige Funktionen f, g aus L, , gilt stets _
(Esf: g)L-_»_,, = (%#xl%p/, g)L:,y = (Xa%/x/: %pg)lz:‘, = (f: Ecg)l.-g.p: (3)

- woraus die Selbstadjungiertheit der Operatoren E, folgt. Hicrbei wurde benutzt,
daB B, unitir in L, , ist mit B,% = F (Identitat in L, ). Auf Grund dieser Tatsache

Damit sind alle E, beschrinkte Operatoren in L, , mit |E, | L(L, ,, L._.J,).ll =1.
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_gilt auch die Beziehung
‘ =E,, wobe1 zusatzlich y,2 = x, verwendet wird. (4)

Mit (3), (4) und dem 1. Schritt haben wir bewnesen, daB-alle £, Prolektoren in L, ,
- sind.

3. Schritt: Aus Lo * To, = Tminaus erhalt man die Beuehuno
Ea.En. = Emin(a. 8) * . I ’ . » (5)

Leicht sieht man auch, daB firfe L, ,

" lmEf=0 (Konvergenz in L,,) ' o (6)
slo ' .
gilt. Fir )ede Funktxon € L2 i gllt weiterhin ' .

IIE.f — 1L ,.ll2 fl(% f) (?C)Iz-"«'z"*’1 dx

wobei die rechte Selte gegen. 0 konverglert wenn s gegen oo 'strebt, da %,‘/ zu L, "
- gehort. Dies ist die Aussage A

" lmEf=f (Konvergenz in Lz,,,)’. A - , (7
Analog erhiilt man fiir s, > 0 die Aussage .
1im‘E‘f=E,~,/ 'V f€ Ly, ‘ (8)
8)a, ' :

Mit (5) bis (8) smd nun fiir die Opelatoren E,alle Bedlngungen einer Spektralschar
in L, , erfiillt. ‘

4. Schritt: Sei G der von der Spektralschar F rzeugte Spektraloperator

e= fsdlf.’,, (G ist selbstadjungiert) mit
o : : .

0

D@ = {/ € Loy [ A |Ef| Ly 2 < oo}.
Dann ist G* ebenfalls selbstadjungiert mit dem Definitionsgebiet

D(6*) = {/ € Loy: [ 000 |Bf | Lo, < oo}, ;

0

Nach [3: S. 354] stimmt ¢? auf dem Raum H(R) mit dem Different-ik;loperator'

y 2u + 1 . . d : ’
M = — D — =
G BED, (52 W

tiberein (man setze dort v:= = px + 1/2). Na.ch einer leichten ‘Umformung von (9) -
sicht man jedoch, dal dies der Differentialoperator , A aus Definition' 1.3/1 ist, d. h.,

(32 ist eine selbstadjungierte Erweiterung von A. Da der Operator 4 aus Dcfmltlon
1.3 nach Satz 1-'die kleinste selbstadjungierte Erweiterung von. 4 ist und keine
weiteren echten selbstadjunglerten Erweiterungen existieren konnen -(siehe 16)).

EY Anal)ais Bd. 3, Heft 1 (1984)
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mul G* folglich mit A iibereinstimmen, d. h., es gilt
B,229, — }os2dE', =6, DEB=wL,. - ' (103
0 .
Mit Bemerkung 1.3/3 haben wir scHlieBlich das gewijnschte Resultat
B,zB, = j?sdE, = (.v'.,' DG = W#},.,
: 0

-womit-der Beweis des Satzes heendet ist §-

1.4, Def Operator VA in L,

Nach [3:8.353] gilt fir l <p < o0, ¢>0, > (2u + 1) ‘— — —| die Abschét-
: . p 2]

zung . . .

Ve o

[(1 — s dEf | Ly,

0

<c-lfl Lp.u“v - fe L;:.p n Lz,p- . (1)

wobei die positive Konstante ¢ weder von ¢ noch von f abhiingt. Betrachten wir die
Riesz-Mittel des Operators A aus Definition 1.3, so erhalten wir ‘

e v
32 e - 82 a
R. () = f (1 —?)+ dE, = ] (} —;) dE,
.0 )

0

und mit (1) folglich fiir x > (2u + 1) l% — _;_‘ .

" sup [[Rald) f I Lpu 1< ¢ W | Lpull, . f€ Lput Lape (2)
Bemerkung 1: Wahlen wir l.= [(2;1 + 1 ‘% — %H + 1, wobei [b] den ganz-

zahligen Teil der reellen Zahl b bezeichnet, so ist die Bedingung (ii) aus Definition
1.1/1 fiir die Riesz-Mittel des Operators A erfiillt. Es ist bei der Wahl von [ zu beach-

: 1
ten, daBl I von x und p abhingt, daB man bei festem u = — - jedoch ein von p
. : ; 1] “
unabhingiges l findet, namlich ! :== [/A + 5—] + 1.
Definition: Es sei ¢ der von der Spéktralschar {E,! erzeugte Spektraloperator

2 ,
[0, co) stetige, streng monoton wachsende Funktion, die folgende Bedingungen
erfiillt: co : S

1 1
aus Satz 1.3/2, 1 <p oo, 4 = —o, &« > (2u + 1) l-z; — 5‘ und P(¢) eine auf

(i) lim'P@) =0, . lim¥() = oo;

tlo t—oo | . )
“(1i) ¥ besitze [«] + 2 Ableitungen Y, 0 <k = [x] + 2, mit
(k)] < g - W) fir 02k S [o] 41,

wobei ¢, von ¢ unabhiingige Konstanten sind und ¥’(¢) monoton fir ¢ = to>0 ist.
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Dann heiBen fiir x > «, ¢ > 0, 8 > 0 die Operatoren

| S rater o
(R, x)o o(6) = ] (1 - ,,fo;)+ dE, o ’
o |

verallgemeinerte Riesz-Mittel von G der Ordnung x, und.

\

Ly p.e (@) —"f( + Sl’(.s) dE, . /
/] .

¥(e)

heiBen Besselpbtémiale von G der Ordnung 8.

Bemerkung 2: In [3] wurden verallgememerte Riesz-Mittel von G und Bessel-

potentiale von @ speziell fiir die Funktion ¥(f) = ¢2 untersucht, die alle in der Defi-
nition geforderten Bedingungen mit beliebigem « = 0 erfullt (ta =0 belleblg wihl-
.bar).

1 1

Satzl Esseren ,uZ—— 1<p<oo, ﬁ>a>(u+1)——— A der

Operato: aus Definition 1.3. Dtmn existiert eime positive Konstante c, ) da,B /ur alle
. Funktionen f € L, , n L, , die Abschitzung ' .

an.e(A)/—'/lL,.yugc;nA/,tbp.,,u, e>0, | )
gilt. ' '

4 allef€ L, ,nL,, und alle o > 0 die Abschitzung

O Motinsoel®) | — f 1 Lp,ll 5 U(R, Blorg (Y f — f1 Lp i o

S & [LouraedG) f — /| Lyl , . NG
gilt. AuRerdem gilt die Beziehung

oo

(R 10y (0) = [ (1 —e—) dE, = Ry p(d). e

Setzt man (3) in (4) ein, substituiert o? 0? = g, und fiihrt hinterher eine Umbenennung

. von ¢, in ¢ durch, so erhalt man dle Ungleichung

IRsold) f —f 1 Lpull S €2 - iLgruraroye(C) f — f | Ly di- (6)

Unter Verwendung von'[3: Cor. 5.2] erhilt man aus (6) die gewunschte Ungleich;uig
(3), womit der Beweis beendet. ist # ’

Bemerkung 3: Verwendet man i aus Bemerkung 1.4/1 und wihlt 8 > 1+ 1,80 |

sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt und damlt dann auch die Bedmgung (iii)
der Definition 1.1/1 fiir den Operator A. ) -

1
" Satz 2: Es se: = — 5 l<p<oo, l:= [(2// + 1) l— —EH -1, 4 der
: . P
Operator aus Definition 1.3 und n
c=A+E=9B,01+42%)9,. . ’ -
D(mn gehor( L, ,., A, L., ,,] zvr Klasse N, :

~1
~—

4%

Beweis: Nach [3: Cor. 4. 4] existieren posmve Konstanten ¢, und c;, so daB firr
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Beweis: 1. Schritt: Wir zeigen, daB A ein positiv-definiter selbstadjungicrter
Operator in L, ist. Wir wissen, dafl der Operator 4 mit D(4) = W3, selbstadjun-
giert ist. Da der identische Operator E in Ly, symmetrisch ist und D(4) S D(E)
=L, gilt, konnen wir Satz 17.8 aus [6] anwenden (man setze dort B:= E,c =1,
6= 0). Daraus folgt, daB A ein selbstadjungierter Operator in L, , mit D(A)Y = D(A)
= W3, ist. Unter Verwendung der Abschitzung {1 4 22) = 1 erhalten wir

(Af; /)Lz,p"‘__ (?B“(l + zZ) SBI‘/' /)Lt.y = ((1 + x2) ‘B;J! SB,-I)L'.:.P |
= [ (2P (B (@) a2t de Z [ {B) () ¥ da
< e . ‘

= I8, | Ll = I/ | Li®s | [ € D). ,

Damit ist gezeigt, daB der Operator A positiv-definit ist., Die Betrachtungen in
Abschnitt 1.2 zeigen nun, daB das Tripel | L, 4, Ly, mit 1 < p < oo stets die
Bedingung (i) der Definition 1.1/1 erfiillt. o '

2. Schrstt: Wir zeigen, qu (ii) aus Def. 1.1/1 erfiillt ist. Nach Satz 1.3/2 hat A4 die
Spektraldarstellung 4 = [ s?dE,, woraus fiir A diebDarstellung' A= [(1+s*dE,
) : ; 0 ) . 0

folgt. Betrachten wir nun die Riesz-Mittel Ry o(A) mit § = 0, 0 > 0, so gilt
) oo 1 - 0 g
Ry o(4) =f(1 - *;8) dE,.

o .

<+

. . ) . i . 14 s [
Im Fall p < 1ist 1 + s = ¢ und somit die Funktion {1 -

) identisch Null
. e +

firs = 0, § = 0, d. h., die Riesz-Mittel Ry ,(A) sind im Fall ¢ =1 die Nulopera™
toren in L, . Im Fall ¢ > 1 haben wir die Beziehung

ram = [l -5 a5 -2 o

g . b4 + 9‘ s [4 + .
— 1\

o = (9 ) Ry, 1(4). (8)
e . )

Unter Verwendung von (2) erhalten wir folglich aus (8)

: © o fe— 1\ . .
sup 1Bs4(A) | Ly, < sup (9 ) sup IR A) | Lyt S 01 | Lyl ©)
e>1 e>1 e >0 ' ) .

fir alle f € L, ; n L, ,, wobei ¢ > 0 unabhiingig von f ist. Damit ist (ii)-aus Def. 1.1/1
gezeigt. : ‘ : ' . ’
3. Schritt: Wir beweisen (iii) der Def.-1.1/1 fiir den Operator A. Mit (3) und (8)

. erhalten wir die Abschitzung o

1\ L
(B Bnemstarf =11y

it (5o

fe—1¢ ¢ L o — 1\ . .
() e i+ () = 1)t

R ed) | =11 Lyl =

7
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-lie fiir alle f€ L, ,n L, rlchhg ist. Dabei wurde ¢ > 1 und = [ + 1 voraus-
gesetzt. Da die rechte Seite gegen Null konvergiert, wenn ¢ gegen Unendlich st,rebt
folgt hieraus bereits (1 i)-aus Def. 1. 1/1 fiir den Opera.tor A8 _

L.5. Die Operatoren Ap®, die Raume Hj, ,

Fir den pomtlv-deﬁmten, selbstadjungierten Operator A sind bekannthch\allc

" . reellen Potenzen A*(s € Ry) definiert und ebenfalls wieder posmv -definite selbst-

oo
adjx.nglertn Opera.t,oren in L, ,. Sie haben die Spektraldarstellung A% == f (1 + 12 dE,
mit den in L, , dichten Definitionsgebieten : : 0 )

- DAY = {f €Ly, f (1 + @) d Bt < °°}'
. . 0 :

Bekannthch sind die Definitionsgebicte D( (A*/%), ausgeriistet mit dem Skala.rprodukt ’
(/, g)x, = (A2}, A‘/"’g)Lz und der daraus eneugten Norm ||f |53 |l = {lA%*f | L, i}
Hxlbertruume Ferner sind le Opera.toren A¢ fir s'< 0 beschrinkt im Raum L, ”
d. h. esgnltD(A)*L.“,furs 0.

: Bemerkung 1: Fiir s € R, ist die Funktion (I 4 z%)*/2 stets ein Multlpllkator in
H(Q), denb sie gehort zum Raum O(Q) (siehe [2]). Dann nt aber auch der Qperator
Bu(1 + 2?)2 B, stetig in H(Q) und wegen

(Bu(1 + 2212 B,) - (Bu(1 + 2?)-42 B W) =E (Identitit in H($Q))
sogar ‘ein Automorphisius in H(£2). Der Opera.tor Ad? stimmat auf H(2) mit dem
Operator B,(1 + %)/ %, iiberein. .
Definition 1: Fir s =20, p = —-% ist 3¢5, der Hilbertraum D(A°2) mit dem

. Skalarprodukt (f,g ).#. und der Norm Wil

1 '.
Dt.fmltlon 2: Firl<p<oo, uz — 5 s = 0 definieren wir

D(Ay2) :={fe #P nL,,: (%) € Lyubs A= A, fe D(4,)..

Bemprkung 2: Nach [5: Prop. 3.3.1] sind dxe Operatoren 4,* abschlieBbar in
L, , und D(A *) ist dicht in L, ,, was aus H(Q) S D(A HEL,, und der Dichtheit
von H(Q)in L, , folgt. Aus Bemerkung 1 folgt auBerdem daB A,* auf H/.Q) mit dem
Operator B,(1 + z2)* B, ibereinstimmt.

1 .
Definition 3: Firs 20, p = — 4, 1 < p < oo bezeichne At den Abschlufl
des Operators A fim Raum L, , : ..

Bemerkung 3: D(A1,?), ausgerusfet mit der Norm
W 5N = (|- Lyl 4 il4,%f | Ly o),

ist nach [5: Prop. 3.3.1] ein Banachraum.

[ -
Bemerkung 4: Man kornte die Operatoren A, auch fu" §-< 0 definieren; dabei
stellt sich aber heraus, daf sie heschrinkt in L,, smd d. h., 1|'u'e Definitionsgebiete
stimmen mit ganz L, . iiberein (siehe [5: remark 3.3.10\.
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1
szfin‘itior? 4: Fir s =0, p = -3 1< p<ooist .9?;'” der Banachraumi
D(A,*1?), ausgeriistet mut der Norw |If | A _
: 1 . o .
Satz 1: Firalles 20,1 <p<oo,pz=—73 ist der' Raum H() dicht und stetig

eingebettet in #*, ,. Die Riume 37, , stimmen mit den in [1] untersuchten Raumen 4 ,
tiberein (dquivalente Normen). ’

Beweis: 1. Schritt: Wir beweisen, dafl H((2) stetig in allen 57, , eingebettet ist.
Nach Bemerkung 2 stimmt der Operator 4,2/ auf H(Q) mit B,(1 -+ %2 B, iber-
ein. Fiir f ¢ H(Q) gilt folglich” ‘ ’

W 1 3P = if | Ll o+ 1B(1 -+ 2212 B | Ly P
S o I+ ¢ - 1B + 2 B, filha < ¢ - Wl

wobei benutzt wurde, daB B,(1 4- z2)*/2 B, cine stetige Transformation in H(Q) ist.
Die auftretenden Konstanten hingen nicht von f ab, ebenso nicht die 1n den H(£)-
Normmen auftretenden Indizes k, I, m, », M, N, womit die Stetigkeit der Einbettung
. von H(Q) in H} , bewiesen ist. . '

2. Schritt: Wir beweisen die Dichtheit von H(Q) in 5#% ,. Nach Definition von
%, ist D(A,*/?) dicht in 5, ,; es geniigt also zu zeigen, daB Funktionen aus D(4,*/?)
in 3%, , helicbig gut durch Funktionen aus H(Q) approximiert. werden kénnen. Sei
f € D(A,*?). Nach Definition gehért f dann zu 57, und /i,,"zj = As2f zu L, ,. Da
H(Q) dicht ist in L, ,, so existiert zu jedem ¢ >- 0 eine Funktion g, € H(2) mit
g, — A%lf | L, i < &. Wahlt man f.:= B,(1 + z?)-#2 B g, so gehort f, nach Be-
merkung 1 ebenfalls zu H(2), und es gilt 4%?%f, = g,. Somit haben wir >

YAf, — f) i Lyl = llge = A2 | Lyl < e oM

Andérerseit’_s gilt fur f € 3, die Gleic’hung A2, A%2f == f, 50 dafl aus der Stetig-
keit des Operators A4,7%2in L, ., . o :

"f: — Ly = "A—alz(Ac/‘Z(/‘ - n) ! Ly.y” = ”Ap—a/2(g‘ — AsPfy | Lpuil <c-& (2)

folgt, wobe (1) verwendet wurde und die Tatsache, dal A, = A4 auf D(A21?)
. gilt. Die Konstante ¢ hiingt hierbei aicht von f und € ab. Aus (1) und (2) folgt die
Abschitzung |if, — f | #% ]l = ¢’ - ¢, man kann also f beliebig gut in 575, durch
H(£2)-Funktionen approximieren. : B : .
3. Schritt: Nach [1] ist

' ' ) o . 1/2 . ‘
175 = ('f (1 + 22) | (B,f) (z)|* 22 +? dx) ,  feHD,
[} ’ !
eine dquivalente Norm in .W';_”, und H(Q) ist dicht in %7 . Nach dem 2. Schritt

geniigt es folglich zu zeigen, dali es positive Konstanten ¢, und ¢, gibt, so daf fiir
alle { € H(9) gilt : ‘ : o

e - I # LM S WAL S - WTHLL (3)
~ gilt. Nach Bemerkung 1 gilt aber fiir f ¢ H(Q)

If | 5 12 = f(.l 22 [(B,f) (2)2 22+ dx,
0
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wobei gleichzeitig benutzt wurde, daB 9B, eine unitire Transformation in L, , ist.
Nun ist aber wegen § 2 0 leicht zu sehen, dal} es positive Konstanten b, und b,
-gibt mit b, - (1 4 22) < (1 4+ 223 < &, - (1 + z¥), z = 0, womit (3) und somit der
Satz bewiesen ist 8 , , :

Bemerkung 5: Die Riume 5%, sind Riume vom Lebesgue- bzw. Bessel-
Potential-Typ. In Analogie zur Definition der Riume H,R,) in [5] bzw. [6] kann,
man auch hier die Riume HY , iiber.den Raum H'(Q2) der verallgemeinerten Funk-.
tionen einfithren. Nach Bemerkung 1 ist der Operator B,(1 + z%)* B, fiir jede reelle
Zahl s ein- Automorphismus in H(2). Durch die Definition

(B + 22 B) (9):= (Bl + 22 Bg), fe HIQ), e HE),

wird der Operator B,(1 -+ 22)* B, in iiblicher Weise auf H'(Q) iibertragen und ist
folglich auch dort ein Automorphismus (bez. der starken Topologie).

D_efinition 5:Firse R,, 1 <}) < oo, u = — 1/2, setzen wir
Hy o= {f € H'(Q):(Bu(1 + 232 B,f) € L},
Wlls.pn 2= [1Bu(l + 222 B,f | Ly, .|l

: Satz 2: Die Riume H , sind Banachraume mit den Normen flle.p.u- Der Raum H(S2)

U8t stetig und dicht eingebettet in allen Réaumen HS,, diese wiederum sind in H'(R)
beziiglich der starken Topologie stetig eingebettet. Der Operator T, := B,(1 + %2 B,
definvert in H'(Q), ist evn Liftoperator in der Skala der Riume HY,, mit T.(H,)
C=HE M seR, reR, 1 <p < oo : E . .
Auperdem gelten die stetigen Einbettungen

\

H;"”‘ S Hy, fir s,; =28 l<p< oo, ' N . (4)
Beweis: 1. Schritt: Nach Bemerkung 5 ist der Operator T, fiir beliebige r € R,
ein Automorphismus in H'(2) mit 7,7 = T'_,. Fiir f ¢ H; , gilt folglich

ITefla=rrpn = IBu(l + 2= B(T,f) | Lyull = IBu(L + 2992 B | Lyl

= ”/”a.;m‘ ’

- wobei benutzt wurde, daB 8,2 = E (Identitiit in H'(2)) gilt. Damit ist T, ein Lift-
operator in der Skala der Riume H} ,; bei festem p und u sind somit alle Réume .
. Hj,, untereinander isometrisch-isomorph. Damit geniigt es, fiir einen einzigen der.

‘Raume H? , zu zeigen, daB er ein Banachraum ist. Da der Raum H‘,’,,y mit L, ,

L pon
zusammenfillt, wie man sieht, gibt es folglich nichts mehr zu beweisen.

2. Schritt: Die Dichtheit von H(R) in den Réumen Hj , folgt daraus, daB H(R)
dichtin L, , = HY, ist und T, einen Automorphismus in H(®) darstellt. Fiir gegebe-
nes f € HY , approximiert man 7',f in L, ,. durch Funktionen g; aus H(Q). Dann ist f-
in HY , automatisch durch ‘die Funktionen fi = T .9, (welche zu H(Q) gehoren)
approximiert. Die Stetigkeit der Einbettung H(2) & L, ., die in [2] bewiesen wurde,
und die Stetigkeit des Operators T, in H(R) liefern zusammen die Stetigkeit der

- Einbettung von H(Q) in H?,,. Es gelte jetzt 1 < p < oo, %-}- l, =1, und B sei

~ eine beschrinkte Menge in H(Q). Aus der Stetigkeit der Einbettung H(2) & H3?,
folgt, daB B dann auch in H;?, beschrinkt ist. Fir f € H , folgt hieraus unter An-

M



56 G. ALTENBURG

wendung der Hoélder-Ungleichung
S y

sup If(g)] = sup (Tu)) (T _,0)| = sing [ (@) (@) - (o) (@) 22+ d

. @€B ¢€B FEB 1o
< liffls s - sup Iels.pu < (B) - Uflls.pos>
L4 .

wobei die Konstante ¢(B) nicht von f abhingt. Damit ist H3 , stetig eingcbettet in
. H'(Q) beziiglich der starken Topologie (gleichmiBige Konvergenz auf beschrinkten
- Mengen). : ' ' :
3. Schritt: Wir beweisen (4). Da H{Q) dicht in allen H} , ist, geniigt es, fiir s, < s,
die Ungleichung [[flsp.u < €. flley.p.0 f € H(R), zu beweisen. Wegen s, — s, = 0,
. Bemerkung. 4, Bemerkung 2 und der Beziehung ‘ ’

T‘J = T‘l_‘l(q"lf) = Ap(“l—sl)lz)(Tlll)’ . I £ H(Q)’
ist: dies aber offensichtlich erfiillt § \
Satz 3: Fiir s =0, 1 < p < oo stimmen die Raume Hj, , mat den Raumen E 4
 iiberetn, d.h., die identische Abbildung ist eine topologische Isomorphie von HS ,
nach 7 . . A B

Beweis: Nach Satz 1 und Satz 2 ist H(Q) dicbt in HE , und 5}, ,. Wir beweisen zu-
erst die Aquivalenz der Normen. Da der Operator T, auf H(£2) mit Ay*? zusammen-
- fallt, haben wir S :

MWihers = VT | Lyl = 14 L L NS W1 55,0, f€ HRQ). (5)

Wegen f = T_,(T.f) und der Beschrinktheit. des Operators 7', in Ly, haben vnr o
andererseits : o )

I 1 ) = GF | Ll -+ T | Ly P2
Sc- 1T Lp.p“'_—- c Wlepyer fe HQ). ’ (6)

- Aus (5) und (8) ergibt sich nun die gewiinschte Norméquivalenz. Sei f € Hy ,, {f;!

eine approximierende Folge aus H(2). Aus (4) und L, , = H}, folgt dann, daB die’
Folge {f;} auch in L, , gegen { konvergiert, insbesondere also f zu L, , gehort. Aus.
- obiger Normiquivalenz folgt, daB {f;} in %, eine Cauchyfolge ist, die wegen der

Vollstandigkeit von 5%, im Raum #% , gegen eine Funktion g € L, , konvergiert.

Aus der Eindeutigkeit. des Grenzwertes in L, , folgt f = g und durch Grenziibergang

in (5) und (6) die Behauptung des Satzes 1 -

Satz 4: Der duale Raum (H% ) ist isometrisch isomorph zum Raum H;’,‘fp, wobet
1,1 . ’
SER,1 < p<Coo,—+— =11t
. PP

Beweis: 1. Schritt:‘Fiir[ € H;,f# gilt

o

@)= (TLT-uh) t9)] = NT-oN (o)l = | [ (T-f) (z) - Tugla) - 2%+ da

0

’ —_< ”T—nf ' Lp'.p” ° !ITAP l Lu.p” = iifﬂ-s,p'.,u N !:lq’”:t.n.u’ ¢ € I]('Q)’

I
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wobei die Hélder- Unglelchung benutzt - wurde. Da H(£) dicht in H . ist, folgt Hier-
aus, daB f ein stetiges lineares Funktional auf dem Raum H erveugt,, und es gilt

I 1 (H3,,)8 = Wiloapra- . (7)

pal b
2. Schritt: Sei f € (Hj ). Auf Grund der dnchten stetigen Embettung von H(R)
~in H}, kénnen wir (H4 ) als linearen Teilraum von H'(Q) auffassen, somit { als
Element von H'(2). Dann gilt
| (T-) (Tep)l = (@) < If | (HEYT - iplpn
_ = If [(H3)l - ITsp | Ly,ll, - @€ HK).
" Da T, ein Automorphismus in H(£2) ist, andererseits H(Q) dicht in L, , ist, erzeugt
T_.f folglich ein lineares, stetiges Funktional auf L, ,, gehort folglich auf Grund der

Dualitédt der L, ,-Réume zum Raum L . Das bedeutet aber daB f zu H“ gehort,
-und a.us der obigen Abschitzung folgt

Moy = WTf | L, S UFLCAEY. . (8)

Mit (7) und (8) hat man die Gieichheit der Normen, womit der Satz bewiesen ist §

- 2. Interpolationssitze
2.1. Die Riume Bg*(L, ) und H,',,,,

Ist & das System von Funktionenfolgen, das in Def. 1.1/2 gegeben wurde, und setzt
man 4 = L, ,, so erhilt man die Rdume

B;,“._B(Lpp), >0, 1<p<oo ISqSoo u=—1/2.

aus Def 1. 1/4 wohei A der in Satz 1.4/2 behandelte Onerator ist (dort wurde auch
die Zugehorlgkelt des Tripels [L, ,, 4, L, ,] zu einer geeigneten Klasse R' beWIesen) :
Mit ¢ = {@;l72o € P haben die Operatoren ¢(4) die. Form @A) = B,p;(1 + 2?) B,.
Nach Bemerkung 1.1/3 sind die Raume B}, , im gesamten Parameterbereich Banach-
ridurne, ausgestattet mit den untereinander aqmvalenten Normen :

/i
If | BygullPf = ( 2 2 ”iBF(wl(l ‘I' z?) %ﬂ/) I Lv ul ) )

Auf Grund der Aqulva.lenz der Normen kénnen wir im weiteren @ in der Bezexchnung
der Normen weglassen. - ’

Satz1:Esseiens>¢> 0,1 < p < o0, lSqu 12 =q <oo P —1/2
Dann gelten folgende stetige Einbettungen:

‘H(Q) € B, . = H'(Q), wobei H() dicht in B, , fiir q <'ooist; AN
B;’t’;# EB;G-#—B;W#—BPI#=LF# : ’ . ’ (2)
Beweis: 1. Schritt: Die Stetigkeit der Einbettung B}, , in B erglbt sich aus

der Monotonie der l,, Raumo Wir beweisen )etzt die letzte InLlusnon in (2). In [5:
Th. 3.2. 2] wurde gezeigt, daB fiir izp,,,_o € @ mit qo,(t) =1{= 0) fiir jede ]!unk

tion f € L, , die Bezichung f = 3_' pi(A) f (Konvergenz in Ly, ) gilt. I)araus folgt fur
i=o
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,e Ba-—c

Py

W 1 Lyl = “.Zo'%(/,ﬂf | Ly,
, 2 Pl

\

; =2 oA | Lyl

= X oniema . gie-a g A) 1 L Lyl = (Sup 2—ﬂa—‘?) | Byl
j=o . i

2. Schritt: Wir beweisen die erste und vorletzte Inklusion in (2). Aus der Monotonie
der [,-Raume folgen die Einbettungen :

- B c B* und B? B

plu = PGeps Py =
Damit ist es ausreiéhend die Einbettungen

Bty C B und By, S Byt

P00, Py Ly

zu beweisen, wobei die zweite aus der ersten hervorgeht, wenn man dort s durch
8 —- ¢ ersetzt. Die erste Kinbettung folgt aus

,Z 21 |ip(A) f | L, ='Z(; 2-ie Qe +0 |igyi(A) .| L, .
j=0 . 1=
é( 2 ") sup 216+ |lgy(1) f | Ly L.
j=o’ i

. 8. Schritt: Wir heweisen (1). Aus (2) folgt, da.B' es ausreichend ist, die Einbettu'ng'
H(Q) € B}, zu beweisen, aus der dann automatisch H(Q)C B . folgt. Fiir
fe H(.Q) gilt .

2;u+n lipi(A) | Lp.ull = 27+ ||Bugpi(1 + 27) »/ | Lp.ult
<. 2it+o M1 + y2¥) B,e;(1 + 22) B,/ | Lool'

wobei L, der iibliche Raum der in (0, o0) wesentlich beschrinkten Funktionen mit
der iiblichen esssup-Norm ist. Die oben auftretende natiirliche Zahl N muB die Be-

oo

. rEL e . | ildr :
dingung N > - _erfiillen, damit das Integra Ty anvergler_p. In
[2] wurde die Beziehung
(14 229) B9 = B,((1+ (—M)¥)g), g€ HQ). (3) . .

_bewiesen, wdbei M, der in 1.3 definierte Differentialoperator ist. AuBerdem ist B,
eine stetige Abbildung von L, , nach Ly, was sich aus der Beschranktheit der Funk-
tion t"‘J‘,(t) in [0, oo) ergibt. In der obigen Ungleichung folgt also mit 3

216+ gAY £ | Lyl o - |IB,{(1 + (—M,0%) (1 -+ 27) B, /)1 Ll - 20+
< o [I(1+ (=M g1 + 2% Bf | Ly, || - 26+, (4)

Der Triger der Funktion ¢;(1 + 2% ist in der Menge (Y2i-1 — 1, /2i*1 — 1) ent-
halten (Modifikation fur ¢,), so daB fir =z € supp ((p,(l 2:2) die Beuehung
2jte+a < 2’*‘(1 + 2+ erfiillt ist, “odurch sich in  (4) die Abschitzung

20+ g (A) f | Lp.pllé ¢ 1+ a%te (1 4- (—=M)¥) pi(1 + 22) B,f | Ly |
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ergibt. e Stetigkeit der Einbettung H(Q) < B folgt‘ nun aus den folgenden

" Tatsachen:

— B, ist ein' Automorphismus in H(Q), .

— @i(1 + z?) gehért zum Raum @(R), ist also ein Multiplikator in H(R),
- (1+ (—M,)¥) ist ein stetiger Operator in H(R), :

— (1 + z%)**« gehort zu O(Q), ist also ein Multiplikator in H(R),

— H(Q) ist stetig in L, , eingebettet.

~ Somit gibt es natirliche Zahlen k, ! und eine positive Konstante ¢, so daB

200+ flpi(A) f | Lyl S ¢ - sup (T + 2% 3 |(z2D)® f(z)] - (5)
) . x>0 n=0 .

ist. Die Zahlen ¢, k, L hiingen hierbei nicht von f und j ab,' wobei die Unabhingigkeit .

der Zah! ¢ von j aus den Eigenschaften der Ableitungen der Funktionen g; folgt. Der
Ubergang zum Supremum iiber j auf der linken Seite in (5) liefert die gewiinschte
Einbettung. Aus (2) ergibt sich die stetige Einbettung

B..cL,,. _ : . (6

W UPgs = ) .
In [2] wurde weiterhin die Stetigkeit der Einbettung L,, S H'(R2) bewiesen,
realisiert durch die Interpretation ' ' : , '

f@) = [ f(2) - plz) 2%+ dz.
. 0

Zusammen mit (6) liefert dies die stetige Einbettung B, < l\{'(Q). .

4. Schritt: Wir beweisen. daB8 H(Q) dicht ist in B w Wenn g < oo ist. Nach dem.

1. Schritt konvergiert die Folge fyy (M =1,2,..), dpg'finiert durch

M oo '
fus B ) 1€ Ly, (piEec @ mit =1 (@20,
: <= i=0 : ~
~im Raum L, , gegen die Funktion f. Sei f ¢ B, und {y;}2, € @. Dann gilt
' : o - - .- \le :
= o1 B = ( 2t 0 = o)1 2,,0)" o
~ Aus der Darstellung ' '

f—fu= Zo'o ¢i(A)f (Konvergenz in L, )

J=M+1 - : =
nnd der Stetigkeit der'Operatoren.y;,,(A) in L, folgt die Darsteliung

o . 1.
D= T) = 5wl ) o)) [ = X gl Ay gey (A |, . (8)
. . =M+l - . r=—1

wobel die rechte Seite von (8) aus der Lage der Triger der Funktionen y, und @;
folgt und fiir £ = M — 1gilt. Im Fallk << M — 1 hat der Triger von y, einen leeren
Schnitt mit allen Trigern der Funktionen @; fiir § = M + 1, so daB sich in diesem
Fall y,(4) (f — fs) == 0 ergibt. In (8) eingesetzt ergibt dies ‘

’ tlq

( 2 2k ”‘Pk(A) ¢k+r(A)/ I LP.#”q)

1
IV — far | Byoull = X%
Soi\k=M—1 .

r=—1

ol \lg
§ C- ( »_‘,— 2k‘q.;!¢k(,‘4)/ I Lp.p”q) s . (9)
k=02 ) .
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\

* wobei benutzt wurde, da die Operatoren y,(A) gleichmaBig beschrinkt sind in-Ly, ,,
d. h. gleichméBig beschrinkte Operatorennormen besitzen. Die Zahl ¢ ist nicht von f
und M abhingig. Die rechte Seite von (9) konvergiert fiir M — oo gegen 0. Dies
bedeutet aber, daB f — fa fiir jedes M zu B:,, gehort (und damit auch f, selbst)
und f,, fiir M — oo in B}, , gegen f konvergiert. Um f durch Funktionen aus H(£)
zu approximieren, geniigt es folglich, fy.zu approximieren, und zwar in der B}, -

Norm. Da f € BS ., zu L, , gehort und H() dicht in L, , ist, gibt es also zu jedem

& > 0-eine Funktion f, € H(Q) mit
Sei jetzt ¢ > 0 fest und : )
Cyp = B‘ip e Dilzy, Ly, Cp 1= 8UP e Alzp, y—Lp.-
. } i .
Man wihle M = M(¢) 80, daB [[f — [y | Bjg,ll < ¢/2 gilt. Setzt man nun |
e (M2 —ie ,
0= gm————— (}: 2“") ,
, k=0

" e, oM + 1)
"so ergibt sich ‘

B .
f— X oA fa | Bygu|| S W — far | Byl +

j=0

<z (g

k=0

) |
|f,, ~ ) fs| By
1= .

v_)w
)y

£ , ) M+2 e
S E e A DI~ L (2] <

LP-F

M ’
pl ) ( 5 oA —m)
2

LP-I‘

ué M+2 - M '
<2+ (Zom( £ frutroiro =1

k=0 j=0

Dabei wurde wieder die’ Lage der Triger der Funktionen y; und ¢; zueinander be-
nutzt. Da @;(4) = B,i(l + 2?) B, ein stetiger Operator in H(9) ist, gehort die
o8 i } ; V] el
Funktion Y @;(4) fs zu H(Q). Da & > 0 beliebig war, findet man nach obigem Ver-
j=0 .
fahren also stets eine Funktionenfolge aus H(Q), die die vorgegebene Funktion
f € B:,, im Raum Bj _, approximiert. Damit ist H(Q) dicht in B}, firg < oo B

Satz 2: (i) Es seien 0 < 89,8 < 00,1 < Por D1 < 00, o, i1 = —1/2, 1 S g0, @1
]

— 1 — .0
éw’ 0<6<1,8=(1—0)80+081,—1-=1 o+—-’i=-_— 0 —_
Dann gilt - S | 9o P ~Po 2!

. [‘B;I.--q-.m' B;"hqﬂ‘llo = B;a.ﬂ’ (11)
wobet ’ . ‘
(1= 8) 0#1) o ion
puri=pl— 1 — 12)
# : p( - Po P1 . (
st Ist zus«itzlich' p = q, so gilt .
(B:,'..q.',“, B;‘..&..p.)o.p _—;_ B;_m‘. mit g aus (12). (13)
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(i) Fiir 0 < s, < 8 < 00,1 S o, g g S 00,1 <p<oo,pu=—1/2,0<6<1,
s = (1 — 0)so+ 0s, gilt

Yo.q = B - (14}

o (BRaew Bigude P’
(iii) Piir s, > s> 0, p = —1/2, ' < p < 00,1 £ ¢ < o0, 0<6<lgzlt
. (Hy,, H)eo = B2, : . (15) .
und ' .
(Hy., Hy e =H:,, . 4 S . (18).

wobei s = (1 — 0) s, + 05, in (15) und (16) ist. ~
 Beweis: 1. Schritt: Wir beweiseil (i). Aus [7: Th. 1.18.5] erhalten wir

[L}’C He Px l‘:]o = (LPO He? LP: Pl)a » = L ) ) - !

mit 1/p = (1 — 0)/p, + G/pl und g aus (12). Die Beziehungen (11) und (13) folgen
nun sofort hieraus, wenn man [5. Th. 3.3.2 (i)] zur Anwendung bringt.
2. Schritt: Wir bewelsen (ii). Setzt man A L,, » in [5: Th. 3.3.2 (ii)], so ist (14)
bewiesen.
3. Schritt: Z_.um Beweis von (15) und (16) ist es ausreichend, d1e Beznehungen
(LP-I" vn)o [ Bo‘lz und [LP-F’ . p.n]f’ - Hg'.y : (17)

p4.p

fiir 8 > 0 zu beweisen,-da der Operator A,*/2 eine eineindeutige stetige Abbildung von
L, , auf H%,, von Hy * auf H%, und von B}% V2 auf ByZ 'mit s = (1 — 6) s,
+ ()s1 realistert. (Slehe hierzu auch [7: Th. 1.15.3).) Die Beziehungen (17) folgen
aber sofort aus [5: Th. 3.3.2 (iii)], wenn man die Definition von H} , benutzt

2.2. Die Riume Wj,

Definition: Fiir s =20,u=—-12,1< p < oo setzen wir

we — ;w’ ce 'fa.l]sl‘3='0, 1,F2,...ist
P = B‘plﬁ, .o - falls s > 0 nicht ga.nzza,hlig ist.

Satz 1: Sind w73, die in [1] definierten Sobolev Slobodeckty-Raume, so gilt w35,
/uralleszo u = —1/2 _

Beweis: Nach Satz 1.5/1 gilt #7§ —‘H;_,, fir alle 8 = 0. Mit obiger Definition
haben wir folglich die Beziehung ' -

W, = Wi, fir s=0,1,2... o S (1)
Wenn wir nun noch zeigen, daB fiir nichtganze s > 0 die Bezichung . -

HS, = B2 - A _ B L (2)

stets erfiillt ist, so folgt die Behauptung des Satzes aus der Definition fir W;,, und -

1/’;,.# = H$ (s > 0. nicht ganz). Wir beweisen jetzt (2). Sei {g;} € @ mit;_zo'(q;i(z))2= 1,
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¢ = 0. Dann gilt fiir f € H(Q)
IIf 1 H3 P = 11B,(1 + xz)”z 53;:/ ! L, #F =11 + xz),/z Bl | Lo 4l

= f (1 +z’)'):’(%(l + 22))2 i(%ﬂ/) (@)[2 2%+ dz

j=0

Sc 20 Bup (1 + 7). Buf | Ly,lP = c- IIf | BEEE,

j=0

wobei wieder die Elgenschaften der Triger der Funktionen ¢; ausgenutzt wurden.
Da H(Q) dicht in Bj?Z, ist, folgt hieraus die Embet,tung

B SH, B B

‘Analog gllt mit einem Sysbem @ € P mit Z‘(p,(t) =1(=0)firfe H(.Q die Be- .
ziehung v

Y]

i lBé’%,.IF = ,_202"' IB,pi(1 + 22) B,f | Ly |2
]n .
= 2 2 lgy(1 + 22) B,f | Ly )2
= . -

o So [+ (Bf) @Na%tdz

= ¢+ 1Bu(1 + 2272 B,f | Ly, P = c - IIf | Hy I,

was man unter Aﬁsnutzung -der Beziehungen 2ft = 21 + 2%° fiir 2 mit (1 + _xz).
€ supp @; und der Tatsache, daB ¢;(¢) <1 ist, erhidlt. Wegen der Dichtheit von .
H(Q) in H} , folgt aus der obigen Abschitzung die stetige Einbettung

B, S B, | T (4)
Aus (3) und (4) folgt (2) und damit der Satz ' ‘

Satz 2: (i) Fir O<so,s,<oo n=—12 0<0<1, s=(1 —0)so+6.s,,
1 < p < oo, wobei s,, s,, 8 nicht ganzzahlig sind, gilt

[ P p'.u]" = WP-# (5) -
und, firm =0, 1,2, ..., gilt ) .
[Lv “ p#]o = Hom ' (6) -

(i) Fiir 0 < s¢ < 8, < 00, l<p<oo 0<0<1 s—(l—B)so—{—Os,,,u>—1/2
gilt bex nzchtganzem s :

(Hﬂn’ H;‘.n)e'ﬁ‘—-_ W;-F . | . B . \(7)
(W:;#' W;,‘_-,‘)o,p = Wi . - . A (8)

 wobei 8y, s, gleichzeitig ganz bzw. nicktganz seien.

Beweis: Aus Satz 2.1/2 (i) ergibt sich mit py = p, = Jo=q =pundu,=p, =pu
fir nichtganze sy, 8,, s die Beziehung (5). Setzen wir in Formel 2. 1/(16) S = 0,
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8 = m, so erhalten wir wegen L, , = = HY , die Beziehung (6). Setzt man ¢ = p in
. Formel 2.1/(15), so erhélt man (7). Sind s, und s, ganz, so folgt (8) aus Formel 2.1/
. (13), wenn man dort py = p, = ¢o = ¢; = P, o = u, = p wihlt und s, durch $o/2,
.8y durch s,/2, s durch s/2 ersetzt l
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