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Eine Realisierung der Theorie der abstrakten Besov-Räume Ba(A) 
(S > 0, 1 q no) und der Lebesgue-RAume HI au! der Grundlage 
Besselseher Differentialoperatoren 

G. ALTENBURO 

Die Arbeit behandelt die von H. TIUEBEL entwickelte Theorie der abstrakten Besov-Räume 
am Bei8piel gewichteter L.Räume auf der Grundiage Besselacher Differentialoperatoren. 
Aul3erdem werden Räume vom Lebesgue-Typ untersucht, die auf derselben Grundlage def i- 
niert 8ind, und 88 werden Interpolationssa.tze für nile diese Räume angegeben. 

B aTot pa60Te uayaercs paasas X. TPII6E.IIOM TeopHR a6crpairrHazx \npoc'rpaHcTn 
Becosa iia npnepe BecoBux flOCTHCTB TMnaL9 Ha OCHOBe AH44epeHLtHaabHLlX onepa-
TOOB Beccejui. KpoMe aToro MCCJ1IOTCH npOCTpaHCTBa THna Jle6era, onpeaeiieninsx na 
TOM me ocHoBe, H AoHa3EJBaFOT6FI 1IHTepHOJ1RIHOHHUe TO8MIJJJIR BCeX THX llpOCTpaUCTB. 

The paper deals with the theory of abstract B.esov-spaces, defined by H. TRIEBEL, in the 
concrete case of weighted L,-spaces on the base of Bessel-type-differential-operators. Also 

- spaces of Lebesgue-type on the same base are defined and treated here. Furthermore inter-
polation theorems are given.	 - 

0. Einfiihrung 

Die Arbeit bejnhaltet die von H. TRIEBEL in [5] entwickeite Theorie der abstrakten 
Besov-Räume an einem konkreten Beispiel. Als Hilbertraum H dieser Theorie 
fungiert hier der Raum L2 , und als Banachraum A einer der Räum&L ,,. ie Stelle 
des positiv-definiten, seibstadjungierten Operators A nimmt hier der Operator 
58(l + ad) 18, em, wobei Z, die in L2 unitäre Besseltransformation ist (modi-
fizierte Hankeltransformation). In [2] wurde ik auf einen linearen Hausdorffrauin 
H'(S2) ausgedehnt, in dem die Funktion (1 + ad) ein Multiplikator ist und alle 
Rume Lv ,, stetig eingebettet 8ind. Es steilt sich heraus, daB man H'(Q) als Kon-
kretisierung des in der abstrakten Theorie verwendeten Raumes .f" verwenden 
kann. Der Beweis der Zugehorigkeit des Tripels [L2 , A, L,4] zu einer geeigneten 
Masse 91' beruht wesentlich auf der Arbeit von P. L. Bu'rzER, R. J. NESSEL und 
W. This [3]. 

1. Abstrakte Besov-RAuine 

I.I. Definitionen 

Sei .4 ein positiv-definiter seibstadjungierter Operator in einein Hilbertraum H und 

Aa=fsdE3a,	aED(A),
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seine Spektra!darstellung (d> 0). Dann sind durch 

co 

R .e(A)a=f(1__)dEaa (i _L) :=max(0i _--),


die Riesz-Mittel des Operators A definiert, wobei fi komplex, Re fi 0, e > 0 sind. 

Definition 1: Sei 1 eine nichtnegative ganze Zahi. Dann ist R' die Menge aller 
Tripel [H, A, A], die folgende Bedingungen erfullen: 

(i) H ist ein komplexer Hilbertraum, A ein positiv-definiter selbst.adjungierter 
Operator in .H und A ein komplexer Bánachraum. Weiterhin existiert ein linearer 
Hausdorffraurn aY, in dem H und A stetig eingebettet. sind. A n H ist dicht in A 
undH. 

(ii) Für a. E A r' H ist R1. (A) a bezuglich Lo E (0, oo) stets eine A-Lebesgue-mel3bare 
Funktion, und es gilt 

sup llRz e(A) a I Al!	c la I All,	a € A 'H, 
Q>O 

mit einer von a unabhangigen Konstanten c> 0. 
(iii) Für alle reellen Zahien fi 1 + 1 und alle a € A n H gilt. 

R 9(A)a 7+a für e-+oo. 

Bemerkung 1: (ii) bedeutet, daB die Riesz-Mittel B1. (A'i stetig auf ganz A fort- 
setzbar sind und in der Operatorennorm gleichmaBig (bez. e) beschränkt sind. 

Definition 2: ci) ist die Menge aller Funktionenfolgen c =	mit folgenden
Eigenschaf ten: 

(i) Alle q,(z) sind auf R 1 definierte reeliwertige, unendlich oft differenzierbare 
Funktionen mit 

supp q	(-2,2),	supp q,	(2i ', 201),	j = 1, 2, 3,,.. 

(ii) Für jede nichtnegative ganze Zahi k existiert. eine Zahi Ck> 0, so dalI für a.Ile 
j = 0, 1, ... und alle z € R 1 die Abschat.zung 

I . (k)(x)I ^ C . 2ik 

erfüllt ist. 
(iii) Es existieren zwei positive Konstanten C0 und C1 mit 

•	co !S_^L'g,1(x) ( C für alle x	0.	- 

Definition 3: 1st A ein Banachraum, {a1 0 c: A, s 0, 1 q <.o0 , so setzen 
wir

I	 \ 

ll{ a,l I lq8(A) ll : = (	'	1Iq 

la, J Al) 	ll{a ,} I l(A)jl := sup (2i8 l!a, I All). 
\i= 0	 F	 i 

Definition 4: 1st IH, A, Al ffirein passendes 1 zu einer K!asse 9' gehorig, s > 0, 
1	q	00, q' € (J), so definieren wir 

B,, s(A) := la € A: ll{q',(A) al I l'(A) i l < 00).
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Bemerkung 2: Die Funktionen q 1 (A) des Operators A sind wie üblich durh 

9 1(A) a	 dEja,	a € D(çv(A)), 
d  

gegeben. In [5: Prop. 3.2.11 wurde gezeigt, daB die Operatoren 9,(A) stets beschränkt 
in A sind, d. h., fur a € A gehort q 1(A) a auf jeden Fall wieder zu A, so daB der 
Ausdruck

Ia I Bq8(A)II9':	1I{q'1(A) a} I 1(A)II

für jedes q' E (J) siunvoll ist. 

Bemerkung 3: Nach [5: Th.3.2.2] ist B 8(A) im gesamten Parameterbereich von 
s und q stets em Banachraum mit der Norm Ila I Bg8(A)! 9', 97 E 0 . Durchläuft ç die 
gesa]nte Menge 0 hei festem a und q, so sind alle these Normen aquivalent. Far den 
Bewéis von Th. 3.2.2 und Prop. 3.2.1 in [5] werden nur die Riesz-Mittel R(A) mit 
reellem fi benutzt, so daB die Beschrankung auf these in Def. I (iii) ausreichend ist. 

1.2. Die Räume H, A und .* 

	

Definition 1: Für 1 <p < no und a	setzen wir L,:= {/: /(x) ist eine

in(O, oo)definierte, komplexwertigeFunktion(LebeSgUe-meBbar) mitll/ lL . i < oo}, 

	

•	 1/p 

If LI:= (i I/(x)I x21 dx) 

Bemerkung 1: Die Räume Lp, sind Banachräume, L2 1st ein Hilbertraum mit 
dem Skalarprodukt 

(I, 9) 2 =f /(x) g(x) x2' dx. 

Definition 2: H(D) ist der Raum aller in (0, no) definierten, unendlich oft 
dilferenzierbaren, komplexwertigen Funktionen q(x), für die alle Normen 

	

IlIIk.l = sup (1 + xk) .	(xD)c(x)I	(k, 1 = 0, 1,2,...) 
x>O	 j=O 

endlich sind. Dabei ist (xD) die Rintereinanderausfuhrung von Differentiation 
naeh'x und Multiplikation mit x', (xD) die j-fache Anwendung dieses Operators 
mit (x 1D)° := 1 (Identität). 

Bemerkung 2: Nach [2] ist H(2) ein Fréchet-Raum und dic1t in alien L1,,. 
Aul3erdem iassen sich aile Räume L,,,, als Teilräume des zu H(Q) dualen Raumes 
H'(Q) interpretieren, realisiert durch 

= f /(x) q(x) x21 dx,'	/ €	q' € H(-Q), 
0 

	

und die Einbettung der Räume	in H'(Q) ist stetig in bezug auf die starke Topo-
logie von H'(Q).
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Wirwäh1en nun für H in Def. 1.1/1 den Raum L21 , für A den Raum	und für
O den Raum H'(Q). 1)amit ist (i) aus Definition 1.1/1 erfilIlt, wenn man Bemerkung 2 

benutzt. 

1.3. Der Differe ntialop erator M. in L.,,, 

Definition 1: Es sd 4u	, M. := (2u + 2) (xD) ± x2(xD2, 

A/:= —M/,	D(A)= 
Al :=	 D(A) = 

Bemerkung 1: Nach [21 istder Differentialoperator M. ein stetiger Operator in 
H(Q). Für nichtnegative garizzahlige 1 ist die Vervollstandigung von 11(Q) in 
der North. 

Il/I = (Ill L 2 U 2 -+- Ix'(x'Dl' / 
und nach [1j , ein Hilbertrautn. 

Bemerkung 2; 8, ist die Besseltransformation (modifizierte Hankeltrans-
formation), definiert in L2 . durch 

co 

(uf)(Y)f /(x)z21dx, 

wobei Ja(t) die BesselfuiIktion 1. Art der Ordnung i ist;. Nach [1 ist	eine unitäre 
Transformation in L2 mit	=	AuBerdem ist 

(/, g)* = (I,	+ (A/, A942 

ein Skalarprodukt in	das die zu	aquivalente Norm 
= (Il/ I L2 ."112+ IIAf I L21I2)U2 

erzeugt. 
Im folgenden bezeichnet	die Menge aller . Eigenwerte des Operators A, 34

die Menge der Eigenwerte endlicher Vielfachheit und .9' das Spektrum des Opera-
tors A.	 - 

Sat z 1: Der Operator A 28t weserdlich selbstadjun.giert irn Raum L2 ,, sein Abschluf3 
A ist der Operator A in-it D(A) =	Der energetische Rau,n des Operators A ist 
HA =YVI. 

2 p, die Spektren 0A ttnd 21A sind leer und 5 A SG [0, ooL 
Beweis: 1. &hritt: Wir beweisen, daB A seibstadjungiert und der AbsehiuB von 

A ist. Per Raum 11(Q) ist stetig eingebettet in alien Rkurnen *'I. mid dicht nach 
Definition der Räume, woraus D(A) El D(A) folgt. Aiil3erdem gilt nach [2: 4.21 die 
Tdentitiit. 4/ = Al für / € 11(Q) = D(A). Damit, 1st A eine Erweiterung von A. Pa 
58, eine unit.äre Transformation in L2 ist, gilt für I, g E D(A) 

CIO 

( All g)	=f(x28./) (y) g(y) y' dy =fx2(j) (x) (g) (x) X2j. dx 

• 

= [1(y )	 ( y) y21 dy = (I, Ag)L.	 . ('



Theorie der abstrakten Bcsov-Räume	47 

Foiglich ist A und damit auch A em symmctrischer Operator, wbei die Dichtheit 
von D(4) in L2. aus H(Q) 9 D(A) 9 L2 , und der Dichtheit von H(Q) in	folgt. 
Nach Definition jet	vollstandig in der Norm J/ I	und nach Bemerkung 1
hzw. Bemerkung 2 dann auch vollständig in der aquivalenten Norm IIIIIA . = lit I 
+ IIA1	Mit [6: Satz 17.21 ist A foiglich ein abgeschlossener Operator und 
soinit eine Erweiterung von A. Da D(A) der Abschlufl von D(A) in der Norm IfIA 
= litI L2 P II ± !A/ 42,J1 = H/I& und H(Q) dicht in D(A) ist, stimmt. D(A) foiglich 
mit D(A) uberein, und damit ist. A = A: 

Wir beweisen nun, daB A seibstadjungiert ist, woraus die wesentliche Selbst-
adjungiertheit von A folgt. Es gilt 

(Af, /)L! =	8x5f) (y) 1(y ) y2+ ' (ly = fx2 I( 8/) (x)12 x2, dx 

	

O f I	-. / E D(A). 
I)amit. ist A halbbeschränkt (nach unten, woraus mit [6: Satz 17.61 für heliebige 
2 <0 die Gleichung 

folgt. E ist hierbei der identische Operator inL 2 , M(B) , bezeichnet den Werte-
bereich eines Operators B der Querstrich den AbsehiuB in	Sei A der adjun-
gierte Operator zu A. D(A*) 9 L. Wegen L2	H'(Q) können wir jedes Element
9 von D(A') folglich durch die Interpretation 

g(q) =fg(x) ç(x) x2j,+1 'dx,	q, E 11(Q). 

aLs Element von H'(Q) auffassen. Nach [2] ist	ein Automorphismus in 11(Q) und 
such in H'(.Q), wenn man i8, durch	 - 

	

(ç):=/(8,q)	IEH'(Q),	97EH(Q), 

auf den Raum H'(Q) ubertragt. Die Multiplikation in 11(Q) mit einer in (0, no) 
definierten, unendlich oft differenzierbaren geraden Funktion a(x) höchstens poly-
nomialen Wachstums für x - no, deren Ableitungen (xD)ka sämtlich bei Null 
beschränkt sind, jet eine stetige Abbildung in 11(Q) (die Funktion a(x) heiBt danxm 
Mul.ipli/ca.tor in H(Q). Für einen Multiplikator a(x) in H(12) jet dann die Multi-
plikation a /, definiert furl E H'(Q) durch (a . /) () := f(a . q) (q' E 11(Q)), ehenfalls 
eine atetige Abbildung in H'(Q) (a(x) heiflt dann Multiplikator in H'(Q)). Da die 
Funktion a(x) = x2 ein Multip!ikator in 11(Q) und in H'(Q) jet, erhalten wir für 
obige Fnnktion g € D(A) 

x2 g (99) = g(25,) 
=-fg(y) (,x2 ç,) (y) y241 dy 

(g, A)L	= (A*.q, )L2.0 = (A*g) (q'),	'' E H(Q), 
wobei wirdie Funktion A*g, die zu L2 gehort, wieder als Element von H'(-Q) auf-
fassen. Die in H'(Q) gebildete veraligerneinerte Funkt.ion i X258 g stinimt also in 
H'(Q) mit der Funktion A*g aus L24 ubérein. Wendet man die veraligemeinerte 
Besseltransformation in J1'(Q) auf beide an, so erhält man die Identität von x2g 
und	(A*g) in I1'(Q). Da 93, ur.itär in L2 ist, gehort ,.(A*y) zu L2, und foiglich
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auch x2 1g. Andererscits stimmt die veraligemeinerte Fnnktion x2 89 aber mit der 
gewohnl ichen Funktion x2 8,g (Mu)lip1ikation der gewohnlichen Bessel transform ier-
ten Z1,g mit der Funktion x2) überein bzw. wird von dieser erzeugt.. Daraus folgt, 
daB die Funktion 93,X2Zg zu L2 ,, gehort und g foiglich zu 'L• Daraus ergibt sich 
D(A) D(A 5); und da AS eine Erweiterung von A ist, daB A seibstadjungiert, 
d. h. A* = A ist. 

2. SchriU: Wir beweisen HA -- V" Nach [6: Satz 17.101 ist der zu A gehorende 
energetische Raum H4 vollständig in der Norm 
•	

Ill I HAII((I, I)L. + (Al, f)L 2.u) 112 
= ((1 + x2) 8f I)L2 

=
 (

00	 1/2 

(1 + x2 ) I(/) (x) 1 2 x2	dx) 

und D(A) ist dicht in HA , d. h., 11 ist die Vervollstandigung von '• in der Norm 
It I HAIl. Andrerseits ist H(Q) und aus der Dichtheit von 11(Q) in 

folgt die Dichtheit von 'L. in	In [1] wurde gezeigt, daB IV I H4 eine
äquivalente Norm in'j,, ist. Damit sind 114 und #' identisch. 

3. Schritt: Die Behauptung .5"	[0,' 00) fo)gt sofort aus (Af,	^ 0. 
4. &hritt: Wir beweisen, daB P14 undP1A leer sind. Wegen -9A 5- 21A geniigt es, dies 

fur PPA zu zeigen. Wir nehmen an, es gabe ein Element A in P1 4 . Wegen P14 
muB dann A 0 gelten. Dann gibt es nach Definition von	(siehe [61) ein von Null 
versehiedenes Element g E L2 ,. (o. B. d. A. sei IIg I L2 = 1) mit Ag = A . g, d. h. 
konkret: mit ((x2 - A) 8,g) = 0 in L21 . Da.. unitär ist in L2 ,,, gilt foiglich 
(x2 - A) 'i8,.g = 0. Die Funktion x2 - A versehwindet in [0, oo) jedoch nur an der 
Stelle x =	woraus sich OW = 0 und dam it g = 0 ergibt, was ein Widerspruch
zu l!g I L211 = 1 ist. Die Annahme ist foiglich falsch, womit die Behauptung 
= P1 4 = 0 und damit auch der Satz bewiesen ist I 

Bemerkung 3: Mit'A sind somit such alle positisren Potenzen All definiert und 
ebenfalls seibstadjungiert in	Speziell gilt /A =	mit dem Definitions- 
gebiet	wie man leicht sieht. 

Satz 2: Es seien p _--, s > 0, x, die charakteristiche Funktion der Menge 

[0, s). De/iniert man E, :=	dann ist {E,18>0 eine Spektralschar irn Raum 
L2 1 und erzeugt den seibstadjungierten Operator	d. h., FA hat die Spektril-



darstellung FA f s• dE8. 

Beweis: 1. Schritt: Wir zeigen, daB alle E8 stetig in L2 ,sind. Es gilt 

lEd I L2 ,j12	18,Xa8j f I L2p1I.	llz81 I 

=1 I (/) (XI l2x24' dx 	f I L2ll 2	If L2 2 ,	/ E L2. 

Damit sind alto E3 beschränkte Operatoren in L2 mit 1IE3 L(L2 , L0 1 )lI	I. 
2. $chritt: For beliebige Funktionen f, g aiis L2 ,. gilt. stets 

(Ej, 9) 2 = (z81J, 942 = (x.,f,	= (I, E) 	(3) 

woraus die Seibstadjungiertheit der Operatoren E8 folgt. Hicrbei wurde benutzt, 
daB . iinitär inL 1st ,,it 2 = E (Identität in	Auf Griind dieser Tatsache
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gilt aiich die Beziehung 

= E8 , wobei zusätzlich x.2	xs verwendet, wird.	 (4) 
Mit (3), (4) urid dem 1. Schritt habén wir bewiesén, daB'alle E5 Projektoren in L2. 
sind.

3. Schritt: Aiis Xs,	= Xmln(a,.s,) erhält. man die Beziehung 
E8 E8	Em i n (ag )	 ( 5) 

Leicht sieht man auch, daB für I E L21 

urn EJ = 0 (Konvergenz in L 2 )	 (6) 

gilt. Für jede Funktion f E L2 gilt weiterhiñ 

liEd - 	L2 1 11 2 =fI(/) (x)1 2 x2,1 dx, 

wobei die rechte Seite gegen 0 konvergiert, wean i gegen	strebt, da 93,,,f zu L2 
gehort. Dies ist die Aussage 

lim EJ = /	( Konvergenz in L2 ).	 (7) 

Analog erhält man für 80 > 0 die Aussage 

limEJ=E1j,' /E L2, .	 ( 8 8a•	 - 
Mit (5) bis (8) sind mm für die Operatoren E, alle Bedingungen einer Spektralschar 
in L2 erfultt. 

4. Schritt: Sei G der von der Spekt .ralschar E rzeugte Spektraloperator 

G =f  dE8 (0 ist seibstadjungiert) mit 

D(0) = {t E L2:fs2d HEll L2 112 < 

Dann ist 02 ebenlalls seibstadjungiert mit dem Definitionsgebiet 

D(G2 ) = { i E 12 : f 84 liEd L21,112 < }. 

Nach [3: S. 3541 stimmt 02 auf dem Baum H(.Q) mit dem Differentialoperator 

_fl=_D2_2±ID (D=)	 (9) dx 

überein (than setze dort v:= a + 1/2). Nach einer leichten Umforrnuug von (9) 
sieht man jedoch, daB dies der Differentialoperator A aus Definition 1.3/1 ist, d. h., 
02 ist eine seibstadjungierte Erweilerung von A. Da der Operator A aus Definition 
1.3 nach Sat 1 'die kleinste selb'stadjungierte Erweite.rung von. A 1st und keine 
weiteren echten seibstadjungierten Erweiterungen existieren können (siehe 16]), 

4 Analysis Ed. 3, Heft 1 (1984)
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Mue G2 foiglich mit A ubereinstinuiien, d h., es gilt. 

= f 82dE	 2= D(2) =	 (10) 

Mit Benierkung 1.3/3 haben wir schlieflhich das gewünschte Resultat 

= f sdE8 = G,	D(G) = 
0 

womit-der Beweis des Satzes heendetist I 
1.4. Der Operator A in L2, 

Nach [3: S. 353] gilt für 1 <p < cc, e> 0, ex > (2 ± 1)	-	die Abschät-



zung

(1 - S2/9%, dEj I	c.	LPUII,	/€ L, , ,A n L2 ,	 (1) 

wobel die positive Konst.ante c weder von 9 noch von / abhangt.. Betrachten wir die 
Riesz-Mittel desOperat.ors A aus Definition 1.3, so erhalten wir 

oo	 Fe 

R(A) =1 (i	) 
dE f (1 - 

und mit (1) folglich für a > (2u + 1)	- 

sup IR Q(A) I L	c / I	E Lp, n L2 .	 (2) 

Bemerkung 1: Wählen wir 1 := 1(21A + 1)	
-	

+ 1, wobei [b) den ganz- 

zahligen Teil der reellen Zahi b hezeichnet, so ist die Bedingung (ii) aus Definition 
1.1/1 für die Riesz-Mittel des Operators A erfüllt. Es ist bei der Wahl von I in beach-

ten, daB 1 von und p abhangt, daB man bei festem u ---- jedoch ein von p 

unabhngiges I findet, nämlich 1 :=	+ --] + i; 

Definition: Es sei G dervon der Spektralschar JE, I. erzeugte Spektraloperator 

aus Satz 1.3/2, 1 <p <cc, ^ _--, > (2i ± 1)	-	und W(t) eine auf 

[0, co) stetige, streng nionoton wachsende Funktion, die folgende Bedingungeh 
erfiillt: 

(i) lim 4 1'(1) = 0,	urn W(t) = cc; 
tb	 t-. 

(ii) 1' besitze [x] + 2 Ableitungen J/k), 0	k < [cr] + 2, mit 

1k IVJ(k+i) ( t I  	"(t) für 0	k < [a ] ± 1, 

wobei Ck 'on t unahhängige Konstanten sind und 1"(t) monoton für t t > 0 ist..
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Dann heiBen fur.- >a, 6 > 0, fi> 0 die Operatoren 

(R, x)(G)	-	
)" dE

8	 * 

veraflgerneinerte Riesz-.Mittel von G der Ordnung x, und 

(0) f(1 +	dE 

heil3en Bessel potenliale von 0 der Ordnung fl. 
Bemerkung 2: In [3] wurden verailgemeinerte Riesz-Mittel von 0 und Bessel-

potentiale von 0 speziell für die }'unktion '(t) = t2 untersucht, die alle in der Defi-
nition geforderten Bedingungen mit beliebigem 0 erfUlit (t, 0 beliebig wähl-
bar). 

Sat z 1: Esseien s^—±., l .<p<oo, fl>>(2Lz+1)±_4., A der 
Operator au.s Definition 1.3. Dann existiert cine positive Konstan4e c, so dafi für alle 
Funklionen f € I n L2 die Abschatzung 

II Rp.(A ) / - / Lp	^ C	IA/I L II, e > 0,	 (3)
gilt. 

Beweis: Nach [3: Cor. 4.41existieren positive Konstanten c1 und c2 , so dal fur 
alle / €	n L21 und alle e > 0 die Ahschatzung 

C l. . IL8.+3120(G) / - I I 1'pII	(R, fl)s.e (0)/ - /	 • 

	

. L8 ,+ 312 (0) - / I	 (4)
gilt. Aut3erdem gilt, die Beziehung 

P(0) dE8 B51(A).=	 (5) e-- 
0 

Setzt man (5) in (4) ein, substituiert ' e2 = e, und führt hiñterher eine Umbenennu'ng 
von 9 1 in Lo durch, so erhält man die Ungleichung 

!Rp.e(A) / —. 1 L9 .IJ ^ C	IL3.,+3j2y(G) / - / L,j;.	 (6) 
Unter Verwendung von [3: Cor. 5.21 erhält man aus (6) die gewiinschte Ungleichung 
(3), womit der Beweis beendet ist I 

Bemerkung 3: Verwendet man £ aus Bemerkung 1.4/1 und wählt 8> 1 ± 1, so 
sind die Voraussetzungen des Satzes erfüllt und damit dann auch die Bedingung (iii) 
der Definition 1.1/1 für den Operator A. 

Satz 2:Essei jz^—, 1<P<ool:[(2P+J)i_±J±1,Ader 

Operator aus De/inition 1.3 und 

	

A ± E= 8(1 + x2 )	 (7) 

Daun gehört iL21 , A,L.,] zr Kla,sse P. 
4*
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Beweis: 1. SchriU: Wir zeigen, dalI A ein positiv-definiter seibstadjungierter 
Operator in L,. ist. Wir.wissen, dalI der Operator A mit D(A) = seibstadjun- 
giert 1st. Da der identische Operator E in L2 syrnrnet.risch ist und D(A) 9 D(E) 
=L2 , gilt, können wir Satz 17.8 aus [6] anwenden (man setze dort B := E, c := 1, 
o := 0). Daraus folgt, dalI A ein seibstadjungierter Operator in L2 ,. mit D(A) = D(A) 
=	ist. Unter Verwendung der Abschatzung (1 + x2 )	1 erhalten wir 

(Al, /)L,= (8(1 + z2)	1)L2.0 = ((1 + x2) I,j, 
00	

00 +1 x	I() (x)! 2 x21 dx	fJ(J) (7)12 x21 

= Il/ I	=	j LI2 ,	/ E D(A). 
Damit ist gezeigt, daLI der Operator A positiv-definit. ist. Die Bet.rachtungen in 
Ahschnitt 1.2 zeigen nun, daB das Tripel [L21 , A, L] mit 1 <p < oo stets die 
Bedingung (i) der Definition 1.1/1 erfullt. 

2. Schritt: Wir zeigen, daB (ii) SUB Def. 1.1/1 erfullt ist. Nach Satz 1.3/2 hat A die 
06	 co 

Spektraldarstellung A =f82dE8, woraus für A die Darstellung A = f(1 + 82) dE 

folgt. Betrachten wir nun die Riesz-Mittel R5 (A) mit.	0, e > 0, so gilt 

R5.(A)=f(1_. )' dE,.

I 82 P 

Im Fall Lo ^5 1 ist 1 ± 82	und somit die Funktion (1 --	
e 1 

) identisch Null 
. ^ 

für s	0,	0, d. h., die Riesz-Mittel R5 (A) sind int Fall 	I die Nullopera 
toren in	Tm Fall > I haben wir die Beziehung 

00	 00 =f(i - 1 ± 87 dE8 = ( )' f (1 - 
82	dE8 

-	
= (	

B1_i(A).	
0	

(8)

Unter Verwendung von (2) erhalten wir folglich aus (8) 

sup 	/ I	^sup( 
—_91 

SUp IiRie(A) / Lp.,J1	C	 (9) 
Q)•1	0 / Q>O 

für alle / E L2 n L9 ,wobei c > 0 unabhangig von fist. Daniit ist (ii)aus Def. 1.1/1 
gezeigi.. 

3. Schrill: Wir beweisen (iii) der Def.-I.1/1 für den Operator A. Mit (3) und (8) 
erhalten wir die Abschatzung 

R5 (11) / - 11 L.'I = (e - 1)5 R51 (A) I-- ILp., - 

=	
1)5 (R51(A) I	I) 

+ ((0	
1)-- 

i) /

(o - 1)5 c . 
1 ± 

((o - 1)5 - )
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die für alle /E L20 nL . .richtig 1st. Dabei wurde p > 1 und fl> 1+ 1 voraus-
gesetzt.. Pa die reebte Seite gegen Null konvergiert, wenn 0 gegen Unendlich strebt, 
folgt hieraus bereits (iii) aus Def. 1.1/1 für den Operator A A 

1.5. Die Operateren 4,5, die Rãume 11,, 

Für den positiv-definiten, seibstadjungierten Operator A sind bekanntlich alle 
reellen .Potenzen A'(s € R1 ) definiert und eheafalls wieder positiv-definite selhst-

adjungitrte Operatoren in L2 . Ste haben die SpektraldarstellungA	f(1 + 12)8 dE1
mit den in L21 dichten Definitionsgebieten 

D(A8) = {t € L2 :f(1 + t2 ) 21 d E11I 2 < 

Bekanntlich sind die Definitionsgebicte D(A l2 ), ausgerustet mit dem Skalarprodukt 
(f, g) := (A8121, A8I29)L2 und der daraus eirzeugtoen Norm J/ = 108 /2/1 L2.,;. 
Hilbertiiume. Ferner sind die Operatoren A8 für s 0 beschränkt im Raum 
d. h., es gilt D(A) = L2,1 für 8	0. 

Bemerkung 1: Für s € R1 1st die Funktion (1 + 2 ) 12 stets ein Multiplikator in 
H(D), deno sie gehort zum Raum !)(Q) (siehe [2]). Dann ist aber auch der Operator 

(! + X2)812 i8, stètig in 11(Q) und wegen 

(8(1 + x2 ) 12	. (18J + X2)812	=E	(Identität in H(Q)) 
sogar .,ein Autoinorphismus in 11(Q). Per Operator A l2 stinimt auf 11(Q) mit dern 
Operator 8(1 + X2 ) 12 '8,. üherein. 

Definition 1: Für s	0, u	-•....

	

i s t	der Hilbertraum D(A812) mit dern 
$kalarprodukt (f,.g)	und der Norm f/ 

Definition 2: Für 1 <p <. o, 	s Odefinieren wir 

D(A98) := {f € .*',. r	(A'/) € L ,,.),	A'/ := A81,	/ € D(A8)., 

Bemerkung 2: Nach [5: Prop. 3.3.11 sind die Operatoren A' abschtie0bar in 
La,,. and D(A) it dicht in	was aus H(D) D(A98) L,, ,, und der Dichtheit 
von H(Q) in	folgt. Aus Benierung I folgt auBerdem, daB Ape auf 11(Q) mit dent 
,Operator 8(1 + X2 ) 8 ill, übereinstimmt. 

Definition 3: Für s ^ 0, u	--h-, 1 <p < cc bezeichne A 8 (len AbsehiuB 
des Operators A' mi Raum 

Bemerkung 3: D(A8), ausgerüstet mit der Norm 

It .°II = (Ill I Lp.,IIP ± jIA,,'/ 

ist nach [5: Prop. 3.3.11 ein Banachraurn.	
I 

Bemerkung 4: Man k6nnte die Operatoren A 8 auchfiir S<. 0 definieren; dabei 
stelit. &ch aber heraus, dalI sic heschraTIkt in L p. , sind, d. h., ihreDefinitionsgebietc 
stiinn-icri mit ganz	ilberein (siehe [5. remark 3.3.1]).
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Definition 4: Für s _> O,. ;^:	I <p <00 ist ° ,,. der Banachraun'

D(A 8I2), ausgcrüstet mit der Norm 1/ 

Satz 1: Füralle s ^-O, 1 <p <00, 1j,	---it der.Raum H(Q) diclzt und stetig 

eingebcttel in	Die Rãume	stimnit mit den in [I] un4ersuchten Rãumen #',. 
überein, (aqvivaiente Norrnen). 

Beweis: 1. ,S'chritt: Wir beweisen, daf 11(Q) stetig in alien eingebettet ist. 
Nach Bemerkung 2 stimmt der Operator A,812 ;tuf H(Q) mit 93,.(1 ± X212 93, über 
em. Fürj E H(Q) gilt foiglich 

'I I	= if I Lp. ,11 P ± 1 193,.(1 l x I 93/ I LP.,.Ii 

e II/!I	+ c' Ii,.(' + x2 ) 812 93,,/jt,,, ^ C" IIII.N' 

;vobei benutzt wurde, daB 58,0 -j- x2)'/2 93,. cine stetige Transformation in H(Q) ist. 
Die auftretenden Konstnten hangen nicht von / ab, ehenso nicht die in den 11(Q)-
Normen auftret.enden Indizes.k, 1, m, n, ut, N, womit die Stetigkeit der Einbettung 
von H(.Q) in H8 hewiesen ist. 

2. ,Schritt: Wjr beweisen die Dichtheit von H(fI) in	Nach Definition von 

	

ist, D(A9812) dichtin .t°.,.; es genügt also zu zeigen. 	daB Funktionen aus D(AI2) 
in	beliebig gut durch Funktionen aus H(Q) approximiert. werden können. Sei 

I € D(A"2 ). Nach Definition gehort / dann zu	und A ,,8/2/ = /18121 zu Lv.,.. Pa 
11(92) dicht ist in	so existiert zu jedeni t 0 cine Funktion g € 11(Q) mit

-- A8121  L,,.,I < e. Wählt man /:= 93,.(l + x2)-8!2 93,.g, so gehort f nach Be-
• inerkung 1 ebenfalls zu 11(Q), und es gilt A I2/, = g. Soiiit hahen wit' 

11/18/2(/,	/) L.,.11 = hg. -. /13/2/ I	< t	 .	(1) 

Andererseits gilt für f €	die Gleichung 1- uI 2 . A8!21	f, so daB aus der Stetig-



keit des Operators A_8I2 in 

- / I	= IIA_82 (A8/2(/,	f)	= ,1_8'2(q, - i1812/) I L,, < c • e	(2) 

folgt, wobei (1) verwendet wurde und die Tatsache, daB A_8I2 = fl42 auf D(A812j 
gilt. Die Koiistante c hangt hierbei nicht von / und c ab. Aus (I) und (2) folgt die 
Abschätzung if, - / I JYp.,11 5 c' e, man kaun also / beliebig gut in	durch 
H(92)-Funktionen approxintieren.	 - 

3. &hritt: Nach [1] ist
112 

It = (i (1 + x28) I (931) (X) 1 2 X28 1 dx) ,	/ E 11(Q), 

eine aquivalente Norm in 'L uiid 11(Q) ist dicht in *,.. Nach dein 2. Schritt 
genugt es foiglich zu zeigen, daLi es positive Konstanten c 3 iind c2 gibt, so dB fur 
alle / € 11(Q) gilt	 S 

c i Ij I #1,.II ' I I!	°U < C 2 	I	 (3) 

gilt. Nach iBemerkung 1 gilt abér für / E H(Q) 

Il11 .;,.II2 = 1( 1 + x2)8 I(,.I) (x)! 2 t2,. +1 dx,
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wobei gleichzeit.ig benutzt, wurde, daB i8, eine unitäre Transformation in L2 ist. 
Nun ist aber wegen s _2^ 0 leicht zu sehen, daB es positive Konstanten b 1 und b2 
gibtmitb 1 (1 + x28 ) (1 + XT :S ,2 (I + z'), x _> 0, womit(3) und so'mit der 
Satz bewiesen ist I 

Bemerkung 5: Die R.äume	sind Räume vom Lehesgue- bzw. Bessel-
Potential-Typ. In Analogie zur Definition der Räume H 8(R4 ) in [5] bzw. [6] kann, 
man auch hier die Raurne über.den Raum H'(Q) der veraligemeinerten Funk-, 
tionen einführen. Nach Bemerkung list der Operator 8,(1 + X2)1 8.,, für jede reelle 
Zahi .s ein Automor phismus in H(D). Durch die Definition 

((1 + x2)8 Y1/) (9,):= 1(8(1 -( x)	 1€ H'(Q),	q EH(Q), 

wird der Operator %1,, ( l 4- X2) 8, in ublicher Weise auf 11'() ubertragen und ist 
foiglich auch dort ein Automorphismus (hez. der starken Topologie). 

Definition 5: Für s E R 1 , 1 <p < no, ji	- 1/2, setzen wir 

:= (I E H'(Q): (s(l + X2)8I2	E 

:= II( l + 2) I2 8/ I 

Satz 2: Die Räume sind Banachraunw mit denNormenftfjj 89 . Der Baum H(Q) 
ist stetig und diht eingebettet in alien Räumen H, these wic4erum sind in H'(f?) 
bezuglich der starken Topologie stetig eingebeltet. Der Operator T, : = B'( 1 + X2)T12 B, 
de/iniert in H'(Q), jet ein Liftoperator in der Skala der Räume H 8P., mit Tr(H,,) 
=H1,8E R1 r ER1 , l<p<oo; 

Au/ierdem gelten die stetigen Einbettungen 

für s	2, <p < no.	 (4) 
Beweis: 1. Schritt: Nach Bemerkung 5 ist der Operator T, für beliebige r E R 

ein Automorphismus in H'(Q) mit T 1 = T_,. Für / € H8P, gilt foiglich 

IITr1II(8_r),p,. = II58(1 + x2)(8t)/2 5(T,/) I LP.,11 = II( l + x2) 12 8/ I 

= 
wobei benutzt wurde, daf3 0J. 

2 = E (Identitiit in H'(Q)) gilt. Damit ist T ein Lift. 
operator in der Skala der Räume H; bei festem p und y sind somit alle R.äume 
H untereinander isometrisch-isomorph. Damit genugt es, für einen einzigeñ der. 
Räume HS . zu zeigen, daB er ein Banachraum ist. Da der Raum 11 mit 
zusamménfällt, wie mn sieht, gibt es folglich nichts mehr zu beweisen. 

2. Schritt: Die Pichtheit von H(Q) in den Räumen HIP, folgt daraus, daB 11(Q) 
dicht in L

P.I.
= ist und T,einen Automorphisinus in H(Q) darstelit. Für gegebe-

nes / E H approximiert man T8/ in L,,,, durch Funktionen gj aus 11(Q). Dann ist 
in HI autoniatiseh dureh die Funktionen 1, = T. 8g, (weiche zu 11(Q) gehoren)XIA

 approximiert. Die Stetigkeit der Einbettung H(Q) 9 L,,,, die in [2] bewiesen wurde, 
und die Stetigkeit des Operators T. in 11(Q) liefern zusammen die Stetigkeit der 
Einhettung von 11(Q) iziH,.. Es gelte jetzt 1 <z p < no,	+	= I, und B sei 
eine beschränkte Menge in 11(Q). Aus der Stetigkeit. der Einhettung 11(Q) 
folgt, daB B dann auch in	heschränkt 1st. Für I € H folgt hieraus unter An-
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wendung der H61der-1ngIeichung
/ 

sup !/()I= sup (T3/) (T)I = sup f(I'J)(x) (T_8 ) (x) x21 dx 

	

97E 	 TEB o 

• sup IIlI_. ^ c(B) 
,EB 

wobei die Konstante c(B) nicht von / abhngt. Damit ist Hs stetig eingebettet in 
H'(Q) bezuglich der starken Topologie (gleichniáI3ige Konvergenz auf beschränktei 
Mengen). 

3. ,S'chritt: Wir beweisen (4). Da H(Q) dieht in alien II,., ist, geniigt. es , für 82 

die Ungleichung	c.• [/I . ,., / € H(Q), zu beweisen. Wegen 82 —. 81 . :S 01
Bemerkung 4, Benierkung 2 und der Beziehung 

T1J = T8,_8,(T8,1) = /j( (s.—s./2)(T/)	I € 11(Q), 

1st, dies aber offensichtlich erfullt U 

Satz 3: Für 8 ^ 0, 1 <p < oo ,stimnien die Rdume H mit den Rãumen 
üI,ereia, d. h., die iden.tisehe Abbildung i8t eine topologische I8onwrphie von 
nach 

Beweis: Nach Satz 1 und Satz 2 ist H(Q) dicbt inH,,, und )f°,,,,. Wirbeweisen zu- 
erst die Aquivalenz der Nornien. Da der Operator T. auf H(Q) mit 4,812 zusammen-
fällt, haben wir

=	I LP.j = II4, 121 L9 .II	11/I	 /.E H(Q).	 (5) 

Wegen / = T..8(T81) und der Beschränktheit des Operators T_8 in Lp., haben wir 
andererseits 

Ill .$°II = (t I	± lIT81 ! 
• JIT.1 I L .II = C. /J8••1' ,	1€ H(Q).	 (6) 

Aus (5) und (6) ergibt sich nun die gewiinschte Normaquivalenz. Sei I € {/, 
eine approximierende Folge aus H(Q) Aus (4) und L,. = HOP.,. folgt dann, daB die 
Folge (/) auch in LP., gegen / konvergiert, insbesondere also / zu Lp , gehort. Aus 
obiger Norrnäquivalenz folgt, daB {/,} in YIP,, eine Cauchyfolge ist, die wegen der 
Vollstandigkeit von im Raum gegen eine Funktion g € Lu.,. konvergiert. 
Aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes in Lu,,. folgt / = g und durch Grenzubergang 
in (5) und (6) die Behauptung des Satzes I 

.Satz 4: Der duck Raum (H,.)' i8t isomelrisch isornorph zum Raum H, wobei 

sE1t1,1<p<oo,—+--.lt. 

Beweis: 1. Schritt:Fiir / €	gilt 

I(TTM) )I	I(T3/)(7'8)I 
= !'-' 

(x)• T3 (r) .	dx 

	

t I T_J I	• 1T89 I LV .P II = /IL8. 9'. • !!IR.P. '	€ 11(Q),
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wobei die Holder-tJngleichung benutzt wurde. Da H(Q) dicht in	ist, folgt hier-



aus, daB / cin stetiges lineares Funktional auf dem R .aum H' erzeugt, und es gilt. 

Ill I (11,p)'	IItiI-a.p'.b-	. 

2. &hrit: Sei / E(H,)'. Auf Grund der dichten, stetigen Einbettun von 11(92) 
in H8 können wir (H)' als linearen Teilraum von H'(Q) auffassen, somit / als 

PJA 
Element. von H'(Q). Dann gilt 

l(T_j) ( T897)! = If(c')I	II I (11,,)' 

= Ill (H•,)')	I L,,JI,	'p E 11(Q). 

Da T3 ein Automorphismus in 11(Q) ist, andererseits 11(Q) dicht in L ist, erzeugt. 
T_j foiglich ein lineares, stetiges Funktional auf	gehört foiglich auf Grund der 
Dualität der L-Räume zum Raurn	1)as bedeutet aber, daB / zu	gehort,
und ails der obigen Abschätzung folgt 

= T_3/ J	5 If I	 .	 .	. ( 8)

Mit (7) und (8) hat man die Gieichheit der Normen, womit der Satz hewiesen ist. I 

2. Interpolationssätze 

2.1. Die Räume Bq'(Lp,p) und H,p 
let 0 da.s System von F'unktionenfolgen, das in Def. 1.1/2 gegeben wurde, und setzt 
man A =	so erhält man die Räume 

Bq (Lp. ), s . > 0, 1 <p < co.	q 5 00, u > —1/2. 

ausDef. 1.1/4, wobei A der in Satz 1.4/2 behandelte Operator ist (dort wurde such 
die Zugehorigkeit des Tripels [L2,,, A, L] zu einer geeigneten Masse R' bewiesen). 
Mit q, = {q) E 0 haben die Operatoren p,(A) die Form pi(A) = 8, q'( l + x2) 
Nach Bernerkung 1.1/3 sind die Räume	im gesamten Parameterbereich Banach
räume, ausgestattet mit den untereinandér aquivalenten Normen 

I1/q 
1/ I	= j—L' 2i'7 II(9,( 1 ± z2) 8,f) Lll7) 

Au.f Grund der Aquivalenz der Norrnen können wir un weiteren 'p in der Bezeichnung 
der Normen weglassen. 

Satz l:Esseiens> e >0,1 <p <00,1 q 00,1 q :&-- q 1	oo, 4u	—1/2.
Dann geUen folgeiuk stetige Eiabettungen: 

IliQ)	B,,	H'(Q), wobei 11(Q) dicht in B,.4 für q <'ooist;	. (I 

B;,q,j,.	BB-0	L9 .	 .	 (2)  

Beweis: 1. ,9chritt: Die Stetigkeit der Einbettiung	in	ergiht sichaus
der Monotonie der lq-Räiime. Wir beweisen jetzt die letzte Inklusion in (2). In [5: 

Th. 3.2.21 wurde gezeigt ., daB für I 
, 
qqj : 7'?-' O € 0 mit E 'p 1(t) = 1 (t	0)fiir jede Funk-

tion / E L,,, die Beziehung / = !' cp(A) / (Konvergenz in L 5) gilt. I)araus folgt fiji 
i=o
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1/	= Ec?,(/1) /I L	^!' IJq,(A)/ 

co 

=	
2i	2i	,(A) / LpJJ	(sup 2-P	Ill 1 Bp 

2. Schritt: Wir beweisen die erste und vorletzte Inkiusion in (2). Aus der Monotonie 
der l-Raume folgen die Einbettungen 

und 

Dämit ist es ausreichend, die Einbettungen 

und	c B- 

zu beweisen, wobei die zweite aus der ersten hervorgeht, wenn man dort .s durch 
8 -- ersetzt .. Die erste Einbettung'folgt aus 

00	 w 

L' 211 11pi(A) / I L,,,,.I 
=	

2	21(8+1) !Iq,(A) /. I L,11 

co

2-!

, 

. sup 2i	I(A ) / I LP,II. 

3. Schritt: Wir heweisen (1). Aus (2) folgt, daB es ausreichend ist; die Einbettung 
H(Q) c	zu beweiaen, aiis der dann automatisch H(Q)	folgt. Für 
/ E H(Q) gilt 

21(8 +) q j(A) / I L,,.III =	IIc'(l	a:3) 8/ I 
5: c . 2i'4) Vi +	q,(1 + x2) 8/ 

wobei Lco der ühhche Raum der in (0, co) wesentlich beschränkten Funktionen mit 
der ublichen esssup-Norm ist. Die ohen auftretende naturlic.he Zahi N muB die Be-

-4-- 1	 x2'dx 
dinguxig N >	 erfullen, damit das Integral 1(1 + r2)P 

konvergiert. In 

[2] wurde die Beziehung 

(1+ x2N) Zg = 8((1 ± (—M)') g),	g E H(Q).	 (3) 

bewiesen, wobei M der in 1.3 definierte Differentialoperator 1st. AuBerdem ist ¶8, 
eine stetige Abbildung von L13. nach L, was sich aus der Beschränktheit der Funk-
tion tJ(t) in [0, 00) ergibt. In der ohigen Ungleichung folgt also mit (3) 

21(8+ 1) j(A)/	:L-- c II 58 (( 1 ± (—.M)') q,(l f y2) ¶8,f) 1 L041 . 

	

•	 ^ c• 11( 1 ± (_M)(l ± x2 ) ¶8/ I LiII . j(s+) (4) 

Der Trager der Funktion q' j (I + X21 ist . in der Menge (}/2'-' --I, /2'' - i) ent-
halten (Modifikation für so daB für x E supp ((l ± x2)) die Beziehung 
21(3+ 1) :^,- 2 1(1 + x)8+1 erfullt ist, wodurch sich in (4) die Abschat.zung 

	

•	 21(8+1) llc'(4 ) I I L.11 ;5 C. 11(1 -4-c 9)' (1 + (_M) q' j(l 4 x2)	/I L1II
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ergiht. Die Stetigkeit der Einbettung 11(D)	 folgt nun atis den folgenden 
Tatsachen: 

—Z, ist ein Automorphismus in 11(Q), 
— q,(1 ± x2) gehort zum Raurn (9(Q), 1st also ein Multiplikator in 11(Q), 
— (1 + (_M)N) ist ein stetiger Operator in 11(Q), 
— (1 + X2-' gehart zu (9(D), ist also ein Multi plika.tor 'in 11(Q), 
— H(Q) 1st stetig in L1. eingebettet. 
Somit gibt es natürliche Zahien k, 1 urid eine positive Konstante c, so daB 

2i(a+t) J( fl ) I I L II	C SU (I + x2)k ± I(z'	/()I	 (5) 

	

x>O	 n=O 

ist. Die Zahien c, Ic, I hangen hierbei nicht von / und j ab, wobei die Unabhangigkeit. 
der Zahl c von j aus den Eigenschaften der Ableitungen der Funktionen T j folgt. Der 
Uhergang zum Supremum über j auf der linken Seite in (5) liefert die gewiinschte 
Einbettung. Atis (2) ergibt sich die stetige Einbettung 

B•q•p'Lpp.	 (6) 
In [2] wurde weiterhin die Stetigkeit der Einbettung L p., 9 H'(Q) bewiesen, 

realisiert durch die Interpretation 

/()= f/(x) . 92(x) x2+1 dx. 

Zusammen mit (6) liefert dies die stetige Einbettung	H'- A. 
4. Schritt: Wir beweisen. daB 11(Q) 'dicht ist in B,4 , wenn q' 7< oo 1st. Nachdern 

1. Schritt konvergiert die Folge /M (M = 1, 2, . . .), definiert durch 

/11 :==ç(A) f,	f,€ L,,,,	{q	€ 0 mit Eç j(t) = I	(€	0), 

im Raum L., gegen die F'unktion I . Sei / E	und { pj J 0 € 0. Dann gilt 
.	\iq  

It —	I B,qjj 
=U000

 2k8Q IIv(4) (I — IM) I	 (7)  I Aus der Darstellung

A) / (Konvergenz in	' 
jM+i 

iind der Stetigkeit der Operatoren p(A) in L 	die Darsteliung 
oo	 1, 

PL(A) (I	t.,) = E t/)k(A) p i (A)	p(A) pk (A) I,	 (8) 

	

j=M+i	 r—i 

wohei die reehte Seite von (8) aiis Her Lage der Träger der Funktionen 'Pk und q, 
folgt und fur Ic M — 1 gilt. Im Fall Ic < M — I hat der Trager von einen leeren 
Schnitt init . alien Tr&igern der Funktionen p i für j M + I, so daB sich in dieseni 
Fall Wk(A ) (/ — /M) = 0 ergiht. In (8) eingesetzt ergibt dies

\l/q 
- IM I B,JI	 2k8g I k (A) -pk+,(A) / I LIjQ 

T—1 k=M—I 

	

/	 ' 

	

^ c . (	2kaQ;1,k(A) / L.,11 
IN 

)	,	 (9) \k =M-2	 /
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wobei benutzt wurde, daB die Operatoren W(A) gieichmaBig beschriinkt sind in 
d. h. gleichmäBig beschränkte Operatorennormen besitzen. Die Zahi c ist nicht von / 
und M abhangig. Die rechte Seite von (9) konvergiert für M —> 00 gegen 0. Dies 
bedeutet aber, daB / — /A1 für jedes M zu B qp gehort (und damit auch /M selbst) 
und /M für M -> Co in B' 41 gegen / konvergiert. Urn / durch Funktionen aus H(Q) 
zu approximieren, genugt Cs foiglich, IM. zu approximieren, und zwar in der B •,-
Norm. Da / E B,•q ,, zu L,, gehort und H(Q) dicht in L, ist, gibt es also zu jedem 
ci> 0eine Funktion ta E H(.Q) mit	 - 

lit - 1 6 I LII <ci.	 .	 (10)

Sei jötzt s > 0 fest und 

	

:= sup II'k(')hILp ,_Lp M ,	Cc	sup	 S 

Man wähle M = M(s) 80, daB Ill — /M B,4 ,II <e/2 gilt. Setzt man nun 

	

IM+2	".-i/q 
.1 r2 

2c,.c(M+1) \to 

so ergibt sich
ii	 M 

/ - E ip(A' to B' 4 ,	lit - IM B,4 J1 + /t - E c',('t ) to I BIPI 

( =0

M	 11q)11q 

<-- + (	' 2	tpk(A) 	' ç,(A)
'k0 	 I 

	

'e (W+2	/ M	 q  

-- + E2(	' o(A)q?,(A)(/ —/) L,,• 
"	 o	\j0

/M+2	\i /g
<C. 

\k=0	/ 

Dabei wurde wieder die Lage der Trager der Funktionen Vk und q', zueinander be-
nutzt. Da q,(A) =ffl'q,,(l + z2) 58, ein stetiger Operator in H(Q) ist, gehort die 

M	 - 

Funktion E 97j (A) la zu H(Q). Da e > 0 beliebig war, findet man nach obigem Ver-
j0 

fahren also stets eine Funktionenfolge aus H(Q), die die vorgegebene Funktion 
/ E Blpq, im Raum B' 1. approximiert. Dainit ist H(Q) dicht in	für q < 0O I 

Satz 2: (i) Es seien 0<80,81<00, 1 < Po ' Pi <00, po,/' 
1	

—1/2, 1	q0 , q1 
1-0	0 1	1-0 0 

^ oo, 0 < 0 < 1, s = (1 — 0)s0 + 0s, — =	+ —, —	+—. 
Dann gilt	 q	q0	P	Po	Pi 

I PS.	B1	1 - B' I. P.4..U.'	— 
wobei

1(1 — 0)u0	0/Li 
JA P	 +— 

Po	P1
ist. 1st zusdtzlich p = q, so gilt 

B'p•,q,...)o.p = B'.p. M ?)ilt i. aiis (12). 
P.

(11)

(12) 

(1.3)
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(ii) Für 0 <s0 <s <oo, 1 q0 , q 1 q :5 oo, 1 <p < oo, ju IL- —1/2, 0 <0 < 1, 
s=(l-0)so+Os, gilt 

	

'B8	L'S,	—B8	 -	 14 p.q..' '-'p4,j418.q 

(iii) Für s 1 >s0 > 0,z ^t —1/2, l<p< 00,1 :E^:q ;5oo, 0<0<1 gilt 

(H,, H)8 =	 (15)
P.P.

un4
[H,,, H,'.,,]9 = H,,,,,	 (16), 

wobei s = (1 - 0) S + 0s in (15) und (16) ist. 

Beweis: 1. &hritt: Wir bewei8en (1). Aus [7:Th. 1.18.51 erhalten wir 

= (L•,L PI.jAJ8 .P = 

	

mit l/p = (1	°)/Po + O/Pj und j aus (12'. Die Beziehungen (11) und (13) folgen 
nun sofort hieraus, wenn man [5. Th. 3.3.2 (i)] zur Anwendung bririgt. 

2.-Schritt: Wir beweisen (ii). Setzt man A = Lp. , in [5: Th. 3.3.2 (ii)], so 1st (14) 
bewie8en. 

3. &hritt: Zum Beweis von (15) und (16) ist es ausreichend, die Beziehungen 

-  .LlP88/2

	

88	 (17) p q,p und	 - — Hp,p 

für 8> 0 zu beweisen,da der Operator A I2 eine eineindeutige stetige Abbildung von 
L,,,,, auf H, von H" aul H';,,, und von B° 12 auf B'mit s = (1 - 0) 8 

•+ 0s realisiert. (Siehe hierzu such [7: Th. 1.15.3].) Die Beziehungen (17) folgen 
aber sofort aus [5: Th. 3.3.2 (iii)], wenn man die Definition von H, benutzt U 

2.2. Die Räume W,,,, 

Definition: Für s 0,.0	—1/2, 1 <p < 00 setzen wir 

= JH,,,	falls a -'0, 1, 2, ... ist, 

	

P.P	IB i.	falls s > 0 nicht ganzzahlig ist. 

Sat z 1: Sind	die in [1] de/inierten Sobolev-Slobodeckij-Rdume, so gilt 
= W /fir a2le s :^>- 0, It	1/2. 

Beweis: Nach Satz 1.5/1 gilt *" = H.,, für alle a	0. Mit obiger Definition
haben wir foiglich die Beziehung 

	

= W	für a =0, 1, 2, ...	 (1)

Wenn wir nun noch zeigen, daB für nichtganze°s > 0 die Beziehung 

1188 /2 

	

= B,,	 (2)

stets erfillit ist, so folgt die Behauptung des Satzes aus der Definition für W , ,, und 

co H,, (s > 0. nicht ganz). Wir beweisen jetzt. (2). Sei {q,} € 0 mit	(q,(t))2 = 1,
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I	O. Dann gilt fur/ € H(Q) 

II/ I H2.,jjI = 11 18 ,J 1 + Z2)1112 j8d I L2 . ,112 = 11( 1 + x2)812	/ 1 L2 . ,112 

= f( 1 + x2)	(( 1 + x2)) 2 I ( Z,/) (x )1 2 x2' 1 dx 

^ c .E 2 :,( l + x2),S/ I	= c• J/ B2111 II2, 

wobei wieder die Eigenschaft.en der Trager der Funktionen 4p i ausgenutzt wurden. 
Da H(Q) dicht in B2"2,, 1st, folt hieraus die Einbettung 

B'	
/	 (3) 

Analog gilt mit einem System q' € 4) mit , ' q,(l) = 1 (1	0) für / E H(Q) die Be-
ziehung	 jo	 - 

812 112 = L'20 II8'(l + x2) 0/ I L2II2 

= 2 j8 119, ? .(I + x2) 18,f I L22 
j=o 

<c . f(1 + x2)' I (8f)(x)I 2x2P+ ' dx 

= C II( 1 + X2 )81 2	12.,sII2 = c	HI2, 

was man unter Ausnutzung der Beziehungen 2' 28(1 + Z2)8 für x mit (1 + x2) 
• E supp pi und ' der Tatsache, daB T(t) ;5 1 ist, erhält. Wegen der Dichtheit Von'. 
H(Q) in H folgt aus der obigen Abschatzung die stetige Einbettung 

H28 .m	B812 .	,	.	 (4) 

Aus (3) und (4) folgt (2) und damit der Satz I 

	

Satz 2: (i) Für 0 <se, Si < oo, ,u	—1/2. 0 < 0 <  1, 8 = (I  - 6) so + Os1,
1 <p < 00, wobei so, s, s nicht ganzzahlig-sind, gill 

[W, W10 =	 (5) 
und, für m = 0, 1, 2, ..., gilt	- 

[L,,., , W]9 =HOm .	 (6)P.m

	

(ii)FürO -_::^S < -s <00,1< p <00,0 < * 0 <1,s = (1— 0) so + 0s 1 , p	1/2
gilt bei nichtganzern s

	

W;,	 -	-	(7)
und

(W, W)9 =	.	 (8) 

	

wobei s , s 1 gleichzeilig ganz bzw. nichtganz seien.	 - 

Beweis: Aus Satz 2.1/2 (i)ergibt sich mit Po = ,=qo=q, = p und zo =p, =
für nichtganze 80 81,8 die Beziehung (5). Setzen wir in Formel 2.1/(16) s 0 = 0.



Theorie der abstrakten Besov-Raume	63 

= m, go erhalten wir wegen = H° die Beziehung (6). Setzt man q = p in 
Formel 2.1/(15), so erhält man (7). Sind s und 8 ganz, so folgt (8) atis Formel 2.1/ 
(13), wenn man dort Po =p, = qo =q,= r uo = p 1 = iL wählt und so durch s/2, 
S 1 durch s 112, s durch s12 ersetzt U 
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