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’ Lageabschiit‘zung fiir einen Kondensator mirijmaler Kaﬁazitﬁt -

“

S. Kmmscr

Mit Hilfe der Methode der inneren Variation ‘werden die geometrische Gestalt und Lage von
demjenigen Kontinuum untersucht, das » = 2 fest und verschieden vorgegebene Punkte ent-
hilt und dessen verallgemeinerter transfiniter Durchmesser im Zusammenhang mit einer
Fundamentallésung fir ein verallgemeinertes Cauchy- Rlemannschcs . Differentialgleichungs-
.system minimal ausfillt.

C noMoubio Me'rona BHYTPCHHOI BapHaIll HCCAECAYIOTCA reomeTpu'qccxun BHJI U C€OMETpH-
YeCcKOe MOJOKeHHE KOHTHHYYMA, COJlepHaulero n = 2 pasyiMuHBX (HKCHPOBAHHHX TOYEK
IJIOCKOCTH HAHMEHbLIEro 0000lenHoro quaMeTpa, B CBA3M ¢ PyHAAMEHTAILHHM PeIICHUEN
0600weHHoilt clcTeMH umbq)epeuuuanbuux ypaBHennit Hown-Pumana.

With the help of the method of interior variation we get informations about the geometrical
form and locus from that continuum, which contains n = 2 various points and has minimal
generalized transfinite diameter connected with a fundamental solution for generallzed
Cauchy-Riemann equations.

1. Einleitung , .
1968 behandelte R. KGuxau [7] ein Extremalproblem, das, als ebenes elektrostati- -
sches Problem gedeutet' in physikalischer Sprechweise folgendermaBlen lautet. Zu-

" nichst heiBe ein zweifach zusammenhingendes Gebict zuldssiger Kondensator, wenn
dessen Komplenient aus dem unendlich fernen Punkt und einem Kontinuum & be- -

. steht, das » = 2 fest und verschieden vorgegebene Punkte 2,, 2,, ..., 2, enthilt. (Zu®
charakterisieren ist die geometrische Gestalt und Lage der in einem mhomogcnen
Medium mit der Dielektrizititskonstante p(z), 1/Q < p(2) < @, emgelagerten Zu-
lissigen Kondensatoren minimaler reduzierter Kapazitit der Ladung 1 mit einer

- Gegenladung im unendlich fernen Punkt. .
" Hier ist folgendes Prinzip erfiilllt. Es gibt genau einen zulissigen Kondensator
minimaler reduzierter Kapazitit. Das zugehérige, aus endlich vielen Jordankurven-
bégen bestchende Extremalkontinuum ® besitzt die Eigenschaft (E), dal in jedem
Punkt von ® die sich einstellende Ladungsdlchte anf beiden Uferniibereinstimmt.

Tm Fall p(z) = 1 handelt es sich um ein bekanntes, auf Tschebotaréw und Polya
zuriickgehendes klassisches Problem, das 1930 von H. GrRorzsch {4] it der Flichen-
streifenmethode und der Kontinuitidtsmethode dahingehend geldst wurde, dafl-das
Extremalkontinuum aus einem HKdchstens (2rn — 3)-fach veridstelten analytischen
Schlitz mit der Eigenschaft (E) besteht; vgl. [15] und dort genannte Literatur. Ein-
fache a-priori-Schranken fiir die Lage des Extremalkontinuums im Fall p= 1 sind
aus der Literatur bekannt; z. B. [8, 18], wonach dieses ganz in der abgeschlossenen
konvexen Hiille der Punkte z,, ..., 2, liegt.

.Tn [7] wurde fiir p(z) %=1 dle Extremalitdt und eindeutige Bestimmtheit des
Extremalkontinuums ‘mit der Eigenschaft (E) mittels Flichenstreifenmethode be-
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wiesen, wahrend seine Existenz nur fiir den Fall » = 2 durch Konstruktion einer
gewissen Riemannschen Mannigfaltigkeit sichergestellt wurde. Das Hauptanliegen
dieser Mitteilung:besteht einerscits darin, die Existenz des Extremalkontinuums fiir
den Fall n > 2 und ortsabhanglger Dlelektnzltatskonstante p(2) zu erbringen und
andererseits cine a-priori-Schranke fiir dic Lage des Extremalkontinuums iiber seine
Eigenschaft (E) abzuleiten. Fiir den Existenzbeweis eines Extremalkontinuums mit
. 1

der Eigenschaft' (E) wird allerdings vorausgesetzt, daB in einer gewissen Umgebung
des Extremalkontinuums p(z) = 1 ist. Auch ohne diese Voraussetzung gilt die im:
Satz 1 a.ngegebene Lageemschrankung bei Kenntnis der Existenz des thremal-
kontinuums mit der Eigenschaft (E) wie im Fall n = 2.

2. Bezeichnungen, Definitionen und Hilfssiitze
Mit p(z) bezeichnen wir eine in der gesamten z-Ebenc C definierte reellwertige und
glatte Funktion bis auf eine Ausnahmemenge S, die aus endlich vielen analytischen
Jordankurvenb(’igen bestehen moge, mit

l/QSp()SQ

die in einer gew1ssen Umgebung des unendlich fernen Punktes identisch 1. sei. Wir
setzen noch

~

) — 1 Q-1
(z) 1 [»(2)] SQ < 1.
T(v) sei der Tragcr von ¥(z), mit D(R) bzw. |R®] bezeichnen wir den Durchmesser bzw.
den duBeren ‘Jordanschen Flicheninhalt des Kontinuums &. Von den hochstens
- abzahlbar unendlich vielen Gebicten, die € \ § ausmachen, bezeichnen wir dasjenige
mit @, das den-unendlich femen Punkt im Inneren entha]t

Wir betrachten weiterhin die Klasse 9 aller quasikonformen Abblldungen der
Vollebene duf sich, deren Dilatation kleiner oder gleich Q und identisch 1in €\ 7'(»)
ist und die in einer Umgebung des unendlich fernen Punktes, wo zwangsmiBig Kon-
formitét vorliegt, gemédB z + a,27! +,--- normiert sind.

In der Klasse A gelten nach [11] fiir z € C, 2, 2, € C\ T'(») die Verzerrungsunglel-
chungen -

1’(2)

jw(z) — 21 < min {2— @= 1T aE, @— D areia),
log XELZYED | o L (g — 1) 16 a0 ), )
)] S g (Q = 1) 1T d¥e, . ®

mit ) . . ‘ .o
d(z) = min {|z —-'C|: €T} und d(z),2) = min {lz; — ||z, — }: °

te T)}.

Mit w(z) bezeichnen wir die eindeutig bestimmte stetige : schlichte Abblldung des
einfach zusammenhingenden Gebietes G auf das AuBere eines zu Null konzentrischen
Kreises mit dem Radius R(G’ ), die w(oo) = oo und fiir die log w(z) die leferentla,l-
glelchung P

fe=vaf. o o - @

’



' Kondensatoren minimaler Kapazitit - 121

erfiillt, wobei in z = oo die Entwicklung
w(z) =2z + ap + oy - 271 A -
,Vorhegt (vgl. [17]). : A
Definition 1: R(G, p) heillt quaszkon/mmer Abbildungsradius von G.
Weiter bezeichnen wir mit t(z, ¢) die cindeutig bestimmte stetige schlichte Ab-

_ bildung der/Vollebene auf sich mit t(£, £) = 0 und (o0, {) = oo, wobei log t(z, {)
- fiir z & { die Differentialgleichung (4) erfiillt und in z = oo die Enwacklung

- logr(z,0) =logz + &'(2, {)

bzw.inz = ¢ ¢ S die Entwicklung ;

logt(z, ¢) = (I—NMIW%Z—C%+N)MUZ—O) +c(t) + ez, 0)

aufweist mit. nach Null strebenden Funktionen .&'(z, &) (fiir z — o) und &(z, 7).
(fiir z > ) (vgl. [10, 21]).

Wir setzen noch

N

(2, 2] = |t(z )] : D .

Diese Abstandsfunktion ist symmetrisch und stetig in z und f(vgl. {12]). Firp(z) =1
- ist [2,¢] = |z — {] und fiir im Tnnern und AuBeren des Einheitskreises stiickweise '
l\onstantes p(2) ist [z, {] in [12] angegeben worden.

Deflmt,lon 2: Unter der p-Kapazitit von § verstehen wir die mchtnegablve reelle
Zahl -

cap (R, pj — exp (—V)
mit

V=inf(u,p), (nu)=—[[loglz ] dulz) du(t),

wobel das Infimum iiber der Menge M*(R) aller positiven s-additiven Ladungen .

.(= Méngenfunktionen), die auf § emgcschrankt smd und die Gesamtladung (&) = 1
aufweisen, genommen wird.

Da das Funktional (@, @) nach unten halbstetig ist beziiglich der schwachen
Konvergenz.auf M*(R) X M*(]), existiert eine sogenannte Gleichgewichtsladung
u € MHR), fur die V = (u, p) gilt. . .

Wir setzen weiter .

’

v, d, maxH[z, z,]/ ) fur 2.69 b(i=1,...,n;n22).

Wie im klassischen kqnformen Fall (p(z) == ) kann man zeigen (vgl. [6 22]), daB d,
~mit wachsendem z nicht zunimmt.

" Definition 3: d(R, p) = limd, heilt oerallgememerter lmns/zmter Durchmesser
von K. o0

- Fiir unsere weiteren Uberlegungen benotlgen wir fiir die Abstandsfunktion [z, ¢}
eine Verzerrungsaussage, die wir gleich allgemeiner fiir Abbildunge aus ‘2[ formu-
lieren werden.

Mit der Hilfsfunktion = - : .

H(z,y,t) = (x + 2y + 2(zy + y2)l/2)1—1/t
gilt das ' . | .

*
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Lemma 1: Fir f(z) € % undvé tecC gz'lt,
B [z — ¢ = |/=2) —/(C | =4 |z~ CI”Q

mat R R
A’ = H(jz — t], D(T(%)), Q)

und . o
B’ = H(jz — {]R 4’, (3 4 82110 D(T(»)), Q) €.

“Bemerkung 1: (5)ist asymptotisch scharf in dem Smnc daB die linke und rechte 3
- Seite von (5) nach |z — (] streben fiir @ — 1 bei festen z, C €C.

~Folgerqng,1. Wenn lz.—- C[ = D st so gzlt[ur/(z) €A
' Blz—{RQ = 1/(z) — [ = 4 |z — L , , . (6)

mit . ‘ )
| A=H(D,D(TK), Q) < (2D + 2D(T())i-1e

“und

B = H(ADYe, (3 + 8Y2)-1R D(T(»)), Q)¢ .
> [2(D1/Q(2(1) + 2D(TEN) M 4 2(3 + 8ikp-e D7) |12,

.Beweis zu Lemma 1: Sei I' die die endlichen und verschjedenen Punkte z und ¢
der z’-Ebene verbindende Strecke. Wir verwenden eine Aussage von A.PFLUGER
(vgl.-[14: S. 49)) iiber die Veranderung des transfiniten Durchmessers von I" gegen-
iiber emem quasikonformen Homoomorphlsmus f(z) €U, derzufolge

d(f(I"), 1) < d(T, 1y expf (1— 1/K)di - o ‘ ' (7)

- gilt. Dabei ist K; = max H < Q und .7 die-Niveaulinie g(2’, c0) = 2 (zu 2z
und ¢ konfokale Elhi)s:;) der Greenschen Funktion g(z', co) des AuBeren von T,
-die mit der Riemannschen Abbildungsfunktion F(z) fir da,s AuBere von I' durch
g(2','00) = log |F(2)| zusammenhiingt, wobei F(z') = (i(z')/2) + ((1(z)/2)2 — 1)
mit I(z') = (42'/(2; — 2)) + 2((z. + O)/(z — 0)) gilt. .

Die rechte Seite von (7) weiter abgeschitzt liefert

d{f(), 1) S A 1) - exp (1 = 1/Q) (s — 2 ) = AL, (rafrap i, (®).

wobei die reellen Zahlen 4;, 2, > 4, = 0, derart sind, daBl d1e konfokalen Flllpsen
r,, I;, die den zu Null konzentrischen Kreisen: mit den Radien 7, und 7, in der
F(z')-Ebene entsprechen, den Triger 7'(v) einschlieBen und beriihren. Falls 7(v) und .
I' gemeinsame Punkte haben, setzt man I, = I

. Die groBe Halbachse von F;, seia; =z — ¢ (i + 1r)ld(z =1, 2) mit

2u1 |z—21|+|C—z1|_mm(|z—z|+|C~Z|\
LYETM

und S .
2a; = |z — 2| + | — 2| = max (jz — 2| +|§ — 2"}
2’ET ()"

N
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o

erd im Zéhler des Ausdruckes
e _ (2= 2l + [0 — zl) + [(12 = 2| + 1L — 2)® — |z — L
™o =zl + 10—zl + [z =zl + 1§ —2aD* = |z — e
jeweils der Summa.nd in runden Klammern durch jz — z,| + |z, — ¢| + 2D(’1'(v))

vergréBert, so entsteht ein Ausdruck, der als Funktion von [z — z,| + |z, — (]
(2 |z — £]) monoton fallend ist. Es gilt dann

7o |2 = 8 4 2D(T() + [(iz — &) + 2D(T0) — |z — )il

Ty |z — ¢l

messer und dem gewdhnlichen transfiniten Durchmesser von f(I') - o .
D({(I)) = 4d(/(]), 1), '

.so erhdlt man unter Beriicksichtigung von d(I', 1) = |z — C|/4 die rechte Selte von
5) und zuglcwh die Abschatzung v

DA(T()) < (3 + 811 D(TG). .

" Da die Umkehrfunkt,xon z = 2(f) von / = f(z) € U ebenfalls eine Q- quasiko;lforme

Abbildung der Vollebene auf sich ist mit z(co) = oo und 2'(c0) = 1, so erhilt man
nach Anwendu,ng der rechten Seite von (5) auf z = 2(f) die lmkc Seite ‘der Un-
glelchung (5) 1

Lemma 2: Se? G, 3 oo eine Folge einfuch zusummenhingender Gebiete, die das ein-
fach, zusammenhiingende Gebiet G > oo als Kern tm Sinne von [3: S. 196] besitzt und
gegen thn konvergiert. Des weiteren sei w,(z) bzw. w(z) die zugehorige quasikonforme

- Kreisabbildung von G, bzw. G. Dann konvergieren die Abbildungsfunktionen w,(z) tm

Innern von G gleichmifig gegen die Abbildungsfunktion w(z), die Bildgebiete w,(Q,)
besitzen w(G) als Kern und konvergieren gegen thn, d. h. R(G,, p) — R(G, p) fiir n — oo.

©

. Verbindet man (8) und (9) mlt der bekannten Ungleichung zwischen dem Durch-,

Es sei darauf hmgewmsen daBl es, obwohl die Abbildungsfunktionen w,(z) in

gewissen Punkten von ¢ erst von einemgewissen » ab erklirt sind, dennoch sinnvoll
ist, von' Konvergenz in diesen Punkten zu reden.

‘Beweis: Die Funktionenfblge wy(z) ist in @ punktWefse‘ konvergent. Andernfalls

gibe es zwei Teilfolgen aus w,(z), die in einém Punkt von ¢ gegen zwei verschiedenc

Grenzwerte Konvergieren wiirden. Aus diesen zwei Teilfolgen kann man aus Normali-

‘tdtsgriinden wieder je eine Teilfolge w,M(z) bzw. w,®(z) so auswihlen, dafl sie im

Inneren von @ gleichmiBig gegen die quasikonforme Abbildungsfunktion w®)(2)
bzw. w®(z) mit . :

w<1)(oo) = w®(c0) = o0 und wh’(co0) = w<2> (oo)

konvergiert und daB die Bildgebietsfolge w,"(G,) baw. w,®(G,) kemkohvergent~

gegen das Kreisgebiet |w| > R, bzw. |w| > R, ist. In Verbindung mit einem Kern-
konvergenzsatz fiir quasikonforme Abbildungen [16: S. 79) folgert man, daB die
quasikonforme Grenzabblldung w®(z) das Geblet G auf |w| > B; ( z =1,2) abbxldcb

Dain@\ 8§ - f
lim w“’/w"’ = lim »(2) zun(‘>(2_:)[w,;<‘)(z) = v(2) wH(2)]w®(2)
n—soo - n—co .

fiir = 1,2 gilt, stimmt die komplexe Dilatation zweiter Art von w(z) in G' mit

»(z) w(z)/w®(z) bis auf eine Menge vom Lebesgueschen MaB Null iiberein- (vgl.
" [16: Satz 5.2, S. 197]), wenn man dorb nur w, und w,, durch ihte konjugiert kom-
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’

plexen Werte ersetzt Wegen der emdeutlgen Bestlmmthelt von w(z) folgt wM(2)
= w®(2) in G, im Widerspruch zur Annahme. Tnsbesondere folgt aus den Uber-
legungen die Kernkonvergenz von w,.(G gegen ein Kreisgebiet |w| > R. Die Punkt-
konvergenz- in' Verbmdung mit der Normalitdt der Folge w,(2) liefert die gleich-
méBige Konvergenz im Innern von ¢ gegen eine quasikonforme Abblldungsfllnktlon
w*(z), dic G auf |w| > R abbildet und deren Logarithmus fast iiberall in G die
leferent,la]glelchung (4) erfiillt. Wegen der eindeutigen Bestimmtheit von w(2) gilt -
w(z) = w*(2) in G und R(G,, p) > R = R(G’ p)firn —> o0

Bemerkung 1: Das Lemma 2 gllt, smngemaB auch fiir den Fall, wenn G, = @
gesetzt wird, und w,(z) die quasikonforme Krelsa.bblldungsfunktlon von G mit der

komplexen Dilatation zweiter Art v,(2) w,,(z)/w,,(z) bedeutet, wobei va(2) in der

gesamten Ebene erklirte, reellwertlge und zweimal stetig differenzierbare Funktionen -

mit kompaktem Trager bezelchnen die fast uberall gegen »(2) konvergxeren

Lemma 3: Es qilt

4R, p) = tap (&, p) = R(G, p) . | (1)
| BR(G, lQ‘s @, p) SAR@ R (12)

mat Konstanten A, B wie in (6), wenn dort D= D(S\) gesetzt wird.

Beweis: Zum Bewels der ersten Gleichung in (11) vergleiche man [6] und [22] '
Sei @, eine G ausschopfende monotone Folge einfach zusammcnha.ngender Gebiete,
- die analytisch berandet seien. Mit u bzw. x, bezeichnen wir die Gleichgewichtsladun-
~ gen fiir die Kontinuen § bzw. &,. Aus der Definition 2 folgert man

(/“m ,un) S (,un+ly .u'n+l) S (1“, ’
o daB- hm (,u,,,‘u,,) = (4, p) ist. Wegen der schwachen Kompakthelt der Folge

Hn € “R*(O existiert, eine 'I‘ellfolge von ‘i, wieder mit 1, bezeichnet, die schwach
gegen ein MaB ' € MH(§), konvergiert. Wegen der Halbstetigkeit nach unten des
Funktionals (u, x) auf MH(R) X M+ (K) erhidlt man somit unter Berucks1cht1gung )
von Definition 2

s ) S (i, ) < lim (g, 1) < (4, w;
. n—o0

woraus cap (9 Pp) = lnn cap( ) folgt Nach [6: SatL 2] gilt-nun- cap (8 p)

= R(G,, p). Alles zusammengefaﬁt liefert dies in Verbmdung mit Lemma. 2 die
Giiltigkeit der zweiten Gleichung von Lemma 3. Die Doppelungleichung ergibt sich
- aus (11), Definition 3 und (6), wobei in (6) w(z) = t(2, {) gesetzt wurde 1
/ . ' '

-

‘3. Auf_gabenste!lung und Hauﬂtergebnis '

Unter allen Kontinuen §, | die n = 2 fest und verschieden vorgegebene Punkte
21, 2s, ..., 2, enthalten, sind diejenigen Kontinuen & gesucht, fiir die der betreffende
v quasukonforme Abblldungsradlus des. AuBeren G’ von & minimal a,usfallt

)
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3.1. Existenzbeweis von & °

L
~

~G'1 sei das AuBere der abgeschlossenen konvexen Hiille &, der Punkte z,, ..., 2,. Aus

der Menge der zulidssigen Verglexchskontmuen deren AuBeres G einen quasnkonformen
Abbildungsradius

R(G, p) ; R(Gl, P)

aufweisen, sondern wir eine Extremalfolge {, = C\G, mit VR(G ,?) X R'= min

aus. Mit z,,(w) bezeichnen wir die quasikonforme Umkehrabbildung von w,,.(z) Gp —> ..

[w] > R(G,,., p), die wegen (4) der Beltrami- leferentlalglelchung :

a‘=——v(zmw>)zm., in |w|>R<Gm,p> N ¢

RN ’

z2

genugt Den Ungleichungen (10) und (12) entnimmt man die gleichmiflige Be-
schrénktheit der, Extremalfolge ®n. Aus Kompaktheitsgriinden kann man aus der
. Funktxonenfolge zm(w), eine Teilfolge, wieder mit z,(w) bezeichnet, auswihlen, die
im Innern von |w| > R = min gleichmiBig gegen eine nicht konstante quasikonforme
Abbildung 2z(w) konvergiert. Wegen der Glattheitsvoraussetzung iiber »(2) gllt bis
auf dle]emgen Punkte von |w| > R, wo v(z(w)) eventuell unstetig ist,

lim z,,,w/z,,,w = lnn — (zm(w)) w/B = —v(z(w)) wlm, .

d. h. z,(w) stellt cine gute Approximation von z(w) im Sinne von {16: S. 197] dar, so.
daB z(w) f.ii. (13) in |w| > R und damit log w(z) die leferentla.lglelchung (4) f u.
in @ = z(Jw| > R) erfilllt. § = C\G ist offenbar ein die Punkte z,..., 2, ent-
haltendes Kontinuum, fiir dessen AuBeres der_quasikonforme Abblldungsmdlus
minimal a.usfa.llt

N

3.2, Eine grobe Lageabschﬁtzﬁng fiir'ft" _ . S

Aus (10), (12) und der Extremalltat von &' erhalten wir fiir den Durchmesser von
K die Abschatzung

D) = 4QD”Q(2(D + 2D(T'(» ))))HIQ

X (2(1 + 2D( D™)-1Q 4 2(3 4- 8U2)1- 11e D(T(»)) D~ )Q-l =:7,
wobei D = max |z; — z,| gesetzt ist. Daraus schlieBt man, daB &’ ganz in deth Durch-
schnitt M M(zl, veey 2y, 7") -der abgeschlossenen Kreisscheiben |z — 2| <1’
. (z=1,...,n) liegt. Im welteren setzen wir voraus, daf3 S" und 7'(») keine gemeinsamen -

Punkte besntz.en Das 1st sicher dann gcwahrlelstet wenn der Abstand
/
= min [z— C] "
’ ZEMEETW).

des Trigers von »(2) und M groBer Null ist.
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A

o -
" 3:3. Variationsformel fiir den quasikonformen Abbildungsradius R(G, p),

‘falls 2, G D T®), i =1,...,n

Wir setzen zundchst’ G analytisch berandet voraus. Die reelle Funktion »(z) sei
vorerst zweimal stetig differenzierbar, wobei der kompakte Triger T(v) — G' den
Rand von ¢ vom unendlich fernen Punkt nicht trennen mége. Von dlcsen Glattheits-
vorausseuungen werden wir uns spéter l6sen.

Sei C eine beliebige, “aber feste, 7'(») ) umschlingende geschlossene analytlsche
Jordankurve innerhalb von G. Des weiteren bezcichnen wir mit k, einen Kreis mit

- dem Mittelpunkt z und Radius ¢ im AuBeren von 4G und C. Die Kurven aG’ C und

k, seien mathematisch positiv orientiert. Die innere Variation
. n v ' . N
Le=C 4+ & — z)l"‘[] (¢ — z,-), ¢ komplexe Konstante, o (14) .

vermittelt™auBerhalb von | k, eine schhcht konforme Abbildung fiir hmrelchend
kleines le]. - -
Wir setzen noch

P() = log (w(0)/ (G, m) -P,() = log (w(O)/R(G., p)), (15)

wenn w({) bzw. w,({) dic zugehdorige quasnkonforme Krelsabbxldung von G bzw. G,
(= AuBeres von ,(2@3)) bedeutet. Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

Reg [P0 = PP = 10g (RG, pIRG, 1)

277
e 3G+C+k, 14
’ C + Re log (1 + ¢). (16)
Da P(¢) und P, (C) Losungen von (4) sind, gllt fiir hinreichend k_lemes e '
Re — f [P) — PD)]dP = 0. ' o
- : ‘ : no

Die Gleichungen (15) und (16), addiert, llefcm uns unter Berucksmhtlgung von

Re%fm(«:,)f PP 2 0

N

d1e Bezichung . R . | .
o (R DG ) = Re -l f (P& — PN P'Q) dt
. C+k, . o : . .
—Relog(l + ¢). (18)

Durch eine Ausschoépfung von G durch analytisch berandete Gebiete schlieen wir*
in Verbindung mit Lemma 2 auf die Giiltigkeit von (18) fiir beliebig berandete
Gebiete G. Approximiert man »(z) mit 7’(v) = G durch eine Folge von zweimal
stetig differenzierbaren Funktionen v,(z) mit kompakten Trigern Plv,) = @G, die
8@ von oo nicht trennen mogen, so bleibt mit der Bemerkung 1 die Variationsformel -
(18 ) auch fiir den Fall einer stiickweise glatten Funktion »(z) mit kompaktem Triger -

T(v) < G bestchen. Falls 7'(») den Rand @G voh oo trennt, hat man vor dem letzt:
genannten Gren/ubergang in (18) die Kurve C durch zwei geschlossene analytische
Jordankurven C, (mathematisch negativ orientiert) und C, (mathematisch positiv
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> onentxerb) zu ersetzen, so daB 3G im Tnnern von Cl, C, im Innern von C’2 und T(v)
- zwischen C, und C, llegt,

Da in einer gewissen Umgebung U von k, + C fiir hinreichend kleines |¢| die
Entwicklung ,

~

Py = P&y = P/Q) (G — L) + ofe), ;o o ,
und auf Grund von Lemma 2, - . ‘ ,
P&y = P'C) + hle, 2)

gilt mit A(e, £) glcnchmang konvergent gegen Null in U fiir |e| — 0, geht (18) nach
. Anwendung der Cauchyschen Integralformel ubcr in ’

&"‘2 P2(z) H (z —z)\ v . Lo
dz""% \ (n — 2)! :

log (R(G, p)R(G,, 7)‘); = Rec

‘ JERLE f PE) (¢ — 27 [T (€ — 20 dt — 1

271 i=1 . J
c o . .

—

Unter der Voraussetzung positiven Abstandes [ zwischen 7'(v) und M gilt

+ o(e). (19)

* Satz 1. Bs gibt genau ein Extremalkontinuum &', fir dessen Auferes @' der quasi- -
konforme Abbildungsradius R(G', p) minimal ausfillt. Es besteht aus exnem hichstens
(2n—3)-fach. verdstelten analytischen Schilitz mit der Eigenschaft (E), d. k. daf dem
links- und rechisseitigen Ufer eines beliebigen Teilbogens von §t' auf dem Krevs jw)|

= R(G", p) ber der Extremalabbildung w(z) gleich lange Kreisbogen entsprechen. Dus.
Ezxtremalkontinuum wird durch evn positives quadratisches Differential

Q(z )dzz"> 0, Q(z) meromor'pk n C\C, ) N

beschrieben und liegt ganz wm der abgeschlossenen konvexen Hiille der Verezmgung der
Kreisscheiben :

2 —z] = nun{ l(Q — 1) |T(v IIA 2(Q — 1) (|T'W)|[7)12) .
‘/ur i= ..., % ’

+ Satz 1, 'I m.Fall n = 2 st das Extremalkontinuivm R das analytische Bild evner
Strecke, vermattelt durch eine quasikonforme Abbildung der Vollebene auf sich. Wenn
«(z) bzw. x(2) den Winkel der von z, nach z, gerichteten Tangente zur Richtung von z,
nach z, bzw. die Krimmung des analytischen Jordankurvenbogens ® mat der Léiinge L
im Punkt z € R bezeichnet, so gelten noch zu der a priory Lageemsckmnkung von §'
om Satz 1 dze /olgenden Absckatzungen .

~

(D) EaUQ — 1) TR &2, ze &, o (20>'

M S @@ - DITEILS, ze R, g (21)
21— 2l S L S|z — 2,12 (212 — 2] + 2D(T())))0e

x e)\p( @ — 1) |7)] z-?). ‘ (22)

’

Bemerkung 2: Die Lageabschitzung des Extremalkontinuums Q' fir den Fall
n = 2 im Satz 1 gilt.librigens auch fiir eine beliebige Lage des Trigers von »(z), da
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die Eigenschaft (£) von & unabhéingig von der Lage des Trigers von »(z) in [7] iiber
die Konstruktion einer gewissen Rlem&nnschcn Mannigfaltigkeit na,chgew1esen
wurde.

' Bemerkung 3: Da8 (2, 25) im Fall p( ) = 1 das Bild einer Strecke ist, ver-
mittelt durch eine quasikonforme Abbildung der Vollebene auf sich, wurde bereits
in [13: S. 245] bemerkt.

Bewexs von Satz 1: Sei @& ein Extremalgebleb P( z), der Logarithnug der zu-
gehorngen Extremalabbildung, erfiillt dann in G rechterhand von C notwendig die -
leferentlalglexchung ‘

P

B P'z(z H(z — z.) = (z" ®+ b, 32"3 4 - + by)

K - P_'2<c>q (€ —2) )
T om - & ™
. C )

b; konstant (z =0, ..., n — 3). -

Dies ergibt sich durch (n — 2)-malige Integration des eckigen Klammerausdruckes
in (19), der identisch verschwinden muB. Offenbar kann §’ keine inneren Punkte
besitzen. Andernfalls kénnte man f’ stets so abéindern, daB der quasikonforme Ab-
bildungsradius. R(G, p) als streng monoton fallendes Gebietsfunktional (vgl. [6])
kleiner als R(G', p) ausfallen wiirde im Widerspruch zur Minimalitit von R(G’, p).
Setzt man . . '

) = o [T (2 = 2) = (&7 4 bt - b)

/

und wendet die Sochozkl-PlemeIJschcn Formeln auf (23) an, so erkennt man, daB
f(z) die homogene Integralglclchung

(s
{—2z

. /(‘z>=— d&, 260,

- erfiillt.

Der leferentla.lglelchung (23) entnimmt man, daB S" durch das positive quadra-
tische Differential

Q(z)dz* > 0

mip S . -
o BTE b @S e b — (2n)7 [ SO (€ — 2L
Q) = — -

n

Il (z—z) .

i=1
beschrleben wird. Nach [5] besteht § demnach aus analytischen Schlitzen, die in
" hochstens endlich vielen Verzwelgungspunkt/en (= Nullstellen des Zahlers von ¢(z))
‘verdstelt sein konnen und in mindestens zwei der Punkte z,, ..., 2, einmiinden
miissen. Letzteres bedeutet; daB (z) mindestens zwei einfache Pole besitzen muB,
andernfalls wire der topologische Verlauf des Extremalkontinuums unvereinbar mit
der Extremalitit von . Die Eigenschaft (E) von &' ergibt sich dann vermdége der
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. Beziehung

s : .
Ry} — _ 2

(5 o8 o) =~ P20,
wobei z(s) eine Parameterdarstellung von ' beziiglich der Bogenléinge s und n die
AuBennormale bezeichnet, und unter Beriicksichtigung der Nichtnegativitit der
Normalenableitung von log |w(2)| in z € " in Verbindung mit (23). Mit w; = w(z;)

- bezeichnen wir den Bildpunkt von z; (= einfacher Pol von Q(z); 7 =1,...,7 = n)

bezugllch der E\{tremalabblldung w(z) auf dem Kreis |w| = R(G’, p). Wir konstru-
ieren durch Rénderzuordnung eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, in dem wir jeweils,
falls vorhanden, die m Bildpunkte beziiglich der Extremalabbildung (z) auf dem
Kreis |w| = R(G p) jedes m-fach erreichbaren Punktes von & identifizieren. Ins-
besondere werden die w; sich selbst zugeordnet (# = 1,...,r =n). Nach einem
Fundamentalsatz der konformen Abbildung laBt sich die so gefundene Riemannsche
Mannigfaltigkeit, die von den Punkten w; (2 = 1,...,7 = n) begrenzt zu denken ist
und oo als inneren Punkt enthélt, auf ‘einen schlicht-en r-fach zusammenhingenden
Bereich der ¢{-Ebene schlicht konform abbilden, so dafl {(co) = oo und {'(c0) =1
gilt. Den Begrenzungen w; entsprechen notwcndig die Punkte {; (7 =1,...,7 < n).
Die Kreislinie |w| = R(G, p) geht_in einen hochstens (27— )-fach verastcltcn
analytischen Schlitz ®" iiber, der nach [4] gerade das eindeutig bestimmte, die

Punkte §; ( =1, ...,7 < n) enthaltende Extremalkontinuum fiir den konformen
Fall v(z)= 0 ist. (Auf die Mdglichkeit, die eben angegebene konforme Verheftung
von Jw| = R(G", p) auch nutzbar zu machen fiir eine a priori-Lageabschidtzung von

f fiir n > 2, macht,e nnch Herr R. Kiithnau aufmerksam ) Die zusa.mmcngesetzt,e
‘Abbildung i .

= t(wla) | | , (24)

mit {’(oc0) = 1 ist eine die Punkte 2z; in ¢; ( = 1,..., ) iiberfithrende @-quasikon-
forme Abblldung des AufBleren von & auf das AuBere von &, die auf Grund der.
obigen Verheftungsvorschrift zu einer topologischen Abbildung der Vollebene auf
sich erweitert werden kann. Da eine @-quasikonforme Abbildung beziiglich analy-
tischer Bogen hebbar ist, gehort (24) nach hydrodynamischer Normierung in z = oo
zu A. Wegen R = {YR"') ist ' hochstens (2n—3)-fach veristelt. Bekanntlich liegt
K" ganz in der abgeschlossenen konvexen Hiille (¢, ..., {,) der Punkte {,, :.., {y
(vgl. [8]). Identifiziert man die z-Ebene und {-Ebene, so entmmmt man (1), daB
£ = L(z) mnerha,lb des Kreises : RN .

k*m§MQw—nwwm%i@—nmmﬁ} @)

fiir 7 = 1, ..., n, liegt. Daher liegt H(,, ..., {,) innerhalb der abgeschlossenen kon-
vexen Hiille H' der Vercinigung der Krelsc (25). Wendet man abermals (1) auf die
Punkte £ von H' an unter Beriicksichtigung der Schlichtheit von (24), so folgt die
Behauptung des Satzes 1 iiber die Lage von &'.

Die eindeutige Bestimmtheit von & beweist man mit der Elgenschaft (E) wie in -
{7

" Beweis von Satz 1: Tm Falln = 2 ist §' die ¢, und ¢, verbindende Strecke und
damit &' das analytische Bild einer Strecke, vermittelt durch eine @-quasikonforme
Abblldung der Vollebene auf sich. Sei {7!(z) die Umkehrfunktion von (24) Fiir &*
- wiahlen wir die Parameterdarstellung

Z(l) = C’. (Cl + t(C2 - 62)): te [O) 1]

‘9 Analysis Bd. 3, Heft 2 (1984)
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‘Die Beziehungen ' . o ' ’
a(z) = arg [2'(0) (L = 01 (2 —2) 7], 2 &,
I(@)] = 1501 3|Im( () 2(0)| < lz @217 = 11" @/ (z)l ze R,

und
) . ‘1 . '
n—zn L= f ldz| = [£, — Czl f 18'(2)| "t de

hefern in Verbindung mit (1) (2), (3) und (6) die Emschrankungen (20) bis (22) 1

Bemerku ng 4: Unter Verwendung der Ungleichung (12) und der Abschitzung von
D(®') in 3.2.lassen sich leicht Kapazititsabschitzungen fiir 8'(2y, 2,) angeben die
asymptotlsch scharf smd fiir @ gegen 1. '

2’
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