
Zeltschrift für Analysis 
und ihre Anwendungen 
Bd. 3(2) 1984, S. 119-131 

Lageahschützung für einen Kondensator minimaler Kapazität - 

S. T(rnscu 

Mit Hilfe der Methode der inneren Variation werden die geometrisehe Gestalt und Lage von 
demjenigen Kontinuum untersueht, das n 2 fest und verschieden vorgegebene Punkte ent-
halt und dessen veraligemeinerter transfiniter Durchmesser im Zusammenhang mit einer 
Fundamentallosung für ein verailgemeinertes Cauchy-Riemannsches Differentialgleichungs-
system minimal ausfällt.	 --
C noiouuo m eToA 

I 

a BIlyTpeHHofl iiapuaiun nccJle,iyloTca reoMe'rp ecxutl nuJ 11 reoMerpu-
'IecHoe noMoeI!Ite IoHTHHyyMa, coJiepHau1ero n ^t 2 paaiwiiiix (I)MFcCupoBanhIaIX roqei 
nJloCFcocTIi IfauMeHbmel'o o6oOiueiiiioro allaMeTpa. B cBfl311 C 4JywaMenTaMhII[IM pemeHueM 
o6o6ueHHo1 ducTeMw jtii44cpciakHaabiihix ypaBHeHllfi F(owl!-PnMaIIa. 

With the help of the method of interior variation we get informations about the geometrical 
form and locus from that continuum, which contains n ^! 2 various points and has minimal 
generalized transfinite diameter connected with a fundamental solution for generalized 
Cauchy-Riemann equations. 

1 Einleitung 

1968 behandelte R. KUHAU [7]ein Extrenialproblem, das, als ebenes elektrostati-
sches Problem gedeutet, in physikalischer Sprechweise folgendernial3en lautet. Zu-
nächst hei8e eiri zweifaëh zusammenhangendes Gebiet zulassiger Kondensator, wenn 
dessen Komplenient atis deni unendlich fernen Punkt und einern Kontinuum S be- 
steht, das n 2 fest und verschieden vorgegebene Punkte z 1 , z21 ..., z,, enthä1t. Zu' 
eharakterisieren• ist die geometrisehe Gestalt und Lage der in einern inhoniogenen 
Mediijin mit der Dielektrizitätskonstante p(Z), 1/Q ;5 p(Z) ^5 Q, eingelagerten zu-
lassigen Kondensatoren nunjinaler reduzierter Kapazität der Ladung 1 mit einer 
Gegenladung im unendlieh fernen Punkt. 

Hier ist folgendes Prinzip erfullt. Es gibt genau einen zulassigen Kondensator 
minimaler reduzierter Kapazitat. 1)as zugehorige, ails endlieh vielen Jordankurven-
bogen bestehende Extremalkontinuuni ' bsitzt die Eigenschaft (E), daB in jedem 
Punkt von ' die sich einstellende Ladungsdiehte auf beideri Ufern iibereinstimmt. 

Tm Fall p(z) I handelt Cs sieh urn ein bekanntes, auf r1schebotarew und Pólya 
zuriiekgehendes klassisches Problem, das 1930 von H. GROTZSCiI [4] mit der Flächen-
streifenmethode und der Kontinuitätsniethode dahingehend gelost wurde, daB das 
Extremalkontinuuiii aus einem höehstens (2n. - 3)-fach verästelten analytisehen 
Schlitz mit der Eigenschaft (E) besteht; vgl. [15] und dort genannte Literatur. Em- 
faehe a-priori-Schranken für die Lage des Extrenialkontinuums im Fall p - I sind 
aus der Literatur bekannt; z. B. [8, 18], wonach dieses ganz in der abgeschlossenen 
konvexen Mille der Punkte Z 1 , ..., Z5 liegt.	 - 

In [7] wurde für p(z)	I die Extrenialität und eindcutige Bestimnitheit des

Extremalkontinuums mit der Eigenschaft (E) nuittels Flächenstreifenmethode be-
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wiesen, während seine Existenz nur für den Fall n = 2 durch Konstruktion einer 
gewissen Riemannschen Mannigfaltigkcit sichergesteflt wurde. Das Hauptanliegen 
dieser Mitteilungbesteht einerseits darin, die Existenz des Extremalkont.iriuums für 
den Fall n > 2 und ortsabhangiger Dielektrizitktskonstante p(z) zu erbringen und 
andererseits eine a-priori-Schranke für die Lage des Extremalkontinuums über seine 
Eigensehaft (E) abzuleiten. Für den Existenzbeweis eines Ext.remalkontinuums mit 
der Eigenschaft (E) wird allerdings vorausgese .tzt, daB in einer gewissen IJingebung 
des Extremalkontinuums p(z) Em2 1 ist. Auch ohne -these Voraussetzung gilt die iim 
Satz I angegebene Lageeinsehrankung bei Kenntnis der Existenz des Extremal-
kontinuums mit der Eigensehaft (E) wie im Fall n = 2. 

2. Bezeiehnnngen, Definitionen und Hilfssätze 

Mit p(z) bezeichnen wir eine in der gesaniten z-Ebene C definierte reellwertige und 
glatte Funktion bis auf eine . Ausnahrnemenge S, die aus endlich vielen analytisehen 
Jordankurver\bogen bestehen moge, mit 

l/Q_^p(z) Q, 

die in einer gewissen Urngebung des unendlich fernen Punktes identisch 1 sei. Wir 
setzen noch

v(z)	11 

	

p(z)+1'	 Q±1 

T(v) seider Trager von v(z), mit D(S) bzw. ISI bezeichnen wir den ])urchmesser bzw. 
den äuBeren Jordansehen Fläeheninhalt des Kontinuums .. Von den höehstens 
abzählbar unendlich vielen Gebieten, die C \ A ausmachen, bezeichnen wir dasjenige 
mit G, das den inendlich fernen Punkt im Inneren enthält. 

Wir betrachten weiterhin die Klasse 2t aller quasikonformen Abbildungen der 
Vollebene auf sich, deren Dilatation k-leiner oder gleich Q und ident.isch 1 in C \ T(v) 
ist und die in einer Umgebung des unendlich fernen Punktes, vo zwangsmaBig Kon-
formität vorliegt, gemaB z + a 1z 1	normiert sind. 

In der Klasse ¶t gelten naeh [111 für z € C, z 1', z2 E C \ T(v) die Verzerrungsunglei-
chungen	- 

w(z) - zj	nun	(Q— 1) IT(v)I d 1 (z), (Q - 1) (IT(v)I1)1I2}	(1) 

	

log 
W(Zi) - w(z2)	

(Q - 1) T(v)! d(z 1 , Z2) 1	 (2) 21-22	2i - 

I ^ - (Q - 1) T(v)	S	 (3) 

mit
d(z)= minflz —, C1: € T(v)} und d(z j ,z2) = min {t zi - .	- 

Mit w(z) bezeichnen wir die eindeutig bestimrnte stetige schlichte Abbildung des 
einfach zusammenhangenden Gebietes 0 auf das AuI3ere eines zu Null konzentrisc)en 
Kreises mit dern Radius .R(G, p), die w(oo) = oo und für die log w(z) die Differential- 
gleichung	 - 

/=v(z)/	 (4)
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erfUllt, wobei in z	cc die Entwicklung 

w (z)_—z +c+ci . Z l +••• 

,vorliegt (vgl. [17]). 
1) e fin it io ri 1: R(G, p) hei fIt qua&con/ormer A bbildungsradzws von 0. 
Weiter bezeichnen wir mit t(z, ) die cindeutig bestinimte stetige schlichte Ab-

• bildung der)Vollebene auf sich mit r(, 4) = 0 und i(co, ) = co, wobei log r(z, ) 
für z + die Differentialgleichung (4) erfüllt und in z = 00 die Entwicklung. 

•	log r(z, ) = log z + Oz, ) 
• bzw. in z =	S die Entwicklung  

log t(z, ) = (i - v())-' (log (z - ) + r (C) .log (z - )) + c() + e(z, ) 

aufweist mit. nach Null st.rebenden Funktionen •'(z, ) (für z - cc) und a(z, ) 
(für z - ) (vgl. [10, 21]). 

Wir setzen noch	 S	 - 

[z,] = Ir(z,)j. 

Diese Abstandsfunktion ist symnietrisch und stetig in z und C (vgl. [12]). Fürp(z)	1 
ist [z, ]	lz -	und f  im Innern und Aufleren des Einheitskreises stuekweise 
konstantes p(z) ist [z, ] in [121 angegeben worden.	- 

Definition 2: Unter der p-Kapazität von S verstehen wir die nichtnegative reelle 
Zahi'

cap (,p)= exp (—V) 
•	mit

V = inf (u, y),	(z, 1u) = - ff log [z, I du(z) d1z(), 

/ wobei ds Infimurn fiber der Menge U?() aller . positiven o'-additiven Ladungen 
(= Mengenfunktionen), die auf' eingeschränkt sind und die Gesamtladung 1u() = 1 
aufweisen, genoni men wird. 

•

	

	Da das Funktional (u, z) nach unten halbstetig ist beiiglich dr schwachen 

Konvergenz.auf J 4 () x )f(), existiert eine sogenannte Gleichgewiclitsladnng 

•	u E )Z + (1), für die V -• (u, 1u) gilt.  
Wir setzen weiter 

= max H[z1, fI() für. •z1 €	 (1 = 1,..., n; n	2). 

Wie irn klassisehen konfornien Fall (p(z)	1) kann man zeigen (vgl. [6, 22]), daB d

mit wachsendern n nicht zunimmt. 

Definition 3: d(Q, p) = lirn d heiflt veraligemeinerter trans/inhter Durchntesser 
von S[. 

Für unsere weitern tYberlegungen benotigen wir .für die. Abstandsfunktion [z, ] 
eine Verzerrungsaussage, die wir gleich aligemeiner für Abbildunge aus 1 formu-
lieren werden 

Mit der Hilfsfunktion 

H(x, y, 1) = (x + 2y + 2(xy + y2)1/2)1_1/t 

gilt das	 S	 •	
5
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Lemma 1: Für/(z) E W und ,^ E C gilt 

.B'Jz — CI Q </(z) —/()I	A' Iz— j'/Q	 (5), 
mit

A' = H(Iz— C1, D(T(P)), Q) 
und

B' = II(Iz - 1 11 A', (3 + 8h12)1'/QD(T(v)),Q)Q. 

Bemerkung 1 ; 	asyniptotisch seharf in deal Sinne, dal3 die linke und.rechte 

Seite von (5) nach Iz - 4'] streben für Q - 1 bei festeii z, 4' E C. 

\
Folgerung 1: Wenn Iz —4' I	D ist, so gilt /ur /(z) € 2i 

B J z 4'I Q Q{/(z)—/(4')IAIz-4'/Q	 (6) 
mit	 - 

A = IJ(D, D(T(v)), Q)	(2(D + 2D(T(v)))1hIQ  

und

B = II(AD' /Q, (3+ 81/2)1-1./Q D(T(v)), Q)Q 

^ {2(D1/Q(2(D + 2D(7'(v)))h/Q + 2(3 + 8 1 /2 ) 1h IQ D('I'(v))))]1_Q. 

Beweis zu Lemma 1: Sei Pdie die endlichen und verschiedenen Punkte z und 4' 
der z'-Ebene verbindende Streeke. Wir verwenden eine Aussage von A. PFLUGER 
(vgl.[14: S. 49]) Uber die Veränderung des transfiniten Durchmessers von,P gegen-
uber einem quasikonformen Hornoomorphismus /(z) E 2t, derzufolge 

d(f(P), 1) < d(P, 1) . expf (I,— 1/K2 ) d2	 ,	 (7) 

gilt. Dabei ist K2	max 
I/ZI + 	^ Q und P2 dieNiveaulinie g(z', oc) = 2 (zu z 

z E r A 11:1 - I/Il 
und 4' konfokale Ellipse) der Greenschen Funktion g(z', oo) des AuBeren von I', 
die mit der. Riemannschen Abbildungsfunktion F(z') für das AuBere von P durch 
g(z', oo) = log IF(z')I zusammenhängt, wobei F(z') (1(z')/2) + ((l(z')/2)2 - 1)1/2 
mit 1(1) = (4z'/(4' - z)) + 2((z. + 4')/(z - 4')) gilt. 

Pie rechte Seite von (7) weiter abgeschtzt liefert 

d(/(P), I)	d(1 1) . exp ((1	110 (A - ) 2 )) = d(P, 1) (r2/r1)'/Q,	(8). 

wobei die reellen Zahien A, 2 > A l 0, derart sind, daB die konfokalen Ellipsen 
Pa,, P2,, die den ZU Null konzentrischen Kreisen mit den Radien r 1 und r2 in der 
F(z')-Ebene entsprechen, den Träger '1(v) einschlieBen und beruhren. Falls T(v) und 
P genieinsame Punktehaken, setzt man ', = P. 

Die grofle Halbachse von P1 sei a, = Iz - 4'1 (r + 1/r)/4 (i =. 1, 2) mit 

2a 1 = Iz— zI + 14' -	= mm (lz— Il + IC - z'V) 
•	 z'ET() 

und
2a2 = 12	221 + I4' — Z	max (l z — z'I + 14 - 

z'E TOY
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Wird im Zähler des Ausdruckes 

r2 - (jz	Z2 1 + K - Z21) + [( I z - Z21 + K - Z21)2 -	- I2JI/2. 

r. - ( I z— zI + K T zd) + [(I z - zil + IC - z 1D 2  - --  l z - 

jeweils der Summand in runden Kianimern durch lz - z11 + Iz i - CI + 2D(T(v)) 
vergrof3ert, so entsteht ein Ausdruck, der als Funktion von 1z-. z1I + lz - CI 
( Iz - CI) monoton fallend ist. Es gilt dann 

Iz - C 4- 2D(T(v)) + [( I z - CI + 2D(T(v)) 2 - - 
k—Cl 

Verbindet man (8) und (9) mit der bekannten Ungleichung zwischen dem Durch-
messer und dciii gewohnlichen transfiniten Durchmesscr von	:	 -. 

D(/(f))	4d(/(r), 1), 

so erhält man unter Beriicksichtigung von d(r, 1) = - /4 die rechte Seite von 
(5) und zugleich die Abschatzung 

D(/(T(v)))	(3 + 8 1 1 2 ) 11 IQ D(T(v)). 
Pa die Umkehrfunktion z = z(/) von / = /(z) E t ebenfalls eine Q-quasikonfornie 

Abbildung der Vollebene auf sich ist wit z(oo), = co und z'(oo) = 1, so erhalt man 
nach Anvendng der rechten Seite von (5) auf z = z(/) die linke Seiteder Un-
gFeichung (5) I 

Lem  ma 2: Sei 0,, 00 eine Folge ein/ach zusumnie?hãngender Qebiete, die das em- 
/ach zusanimenhangende Gebiet 0 00 als Kern im Sinne von [3: S. 196] besitzt und 
gegen ihn konvergiert. Des weiteren sei w,,(z) bzw. w(z) die zugehorige quasikon/orme 
Kreisabbildung von 0,, bzw. G. Dann konvergieren die A bbildungs/unktioñen w,, (z) irn 
Innern von 0 gleickmafiig gegen die Abbildungs/unktion w(z), die Bildgebiete w,,(G,,) 
besitzen w(G) als Kern und konvergieren gege?v ihn, d. h. R(0,,, p) —± i?(0, p) für n —i 00. 

Es sei darauf hingewiesen, daB es, obwohl die Abbildungsfunktionen w,,(z) in 
gewissen Punkten von 0 erst'von einemgewissen n ab erklärt sind, dennoch sinnoll 
ist, von' Konvergenz in diesen Punkten zureden. 

Beweis: Die Funktionenfolge w,,(z) ist in 0 punktwersekonvergent. Andernfalls 
gäbe es zwei Teilfolgen aus w,,(z), die in einëm Punkt von 0 gegen zwei verschiedene 
Grenzwertekorivergieren würden. Aus diesen zwei Teilfolgen kannrnan aus Normali- 
tätsgrunden wieder je eine Teilfolge w,,( 1 )(z) bzw. w,,(2 )(z) so auswählen, daB sie mi 
Innerén von 0 gleichmaBig gegen die quasikonfortue Abbildungsfunktion wO(z) 

bzw. w(2)(z) ,,it 

w(')(00) = w(2 )(00) = 00 und w(1)1 (00) = W(2)1(00) .= 1 

konvergiert und daB die 'Bildgebietsfolge w,,(1)(G,,) bzw. w,,(2)(0,,) kernkonvergent 
gegen das Kreisgebiet IwI >. R 1 bzw. IwI > .R2 ist. In Verbindung mit einem Kern-
konvergenzsatz für quasikonforme Abbildungen [16: S. 791 folgert man, daB die 
quasikonfornie Grenzabbildung w(')(z) das Gebiet 0 auf IwI > R 4 (i = 1, 2) abbildet. 

DainO\S	) 

-	lirnw/w2 = lirnv(z) w,,()(z)/w,,()(z) = v(z)nZ 
n-00	 n-00 

fur i = 1, 2 gilt, stimmt die komplexe Dilatation zweiter Art von w(t)(z) in 0 mit 
v(z)	 bis auf eine Menge vom Lebesguechen MaB Null iiberein (vgl.

[16: Satz 5.2, S. 197]), wenn man dort nur w und w,,, durch ihrè konjugiert korn-
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plexen Werte ersetzt. Wegen der eindeutigen. I3estirnmtheit von th(z) folgt w(')(z) 
w(2 )(z) in G, im Widerspruch zur Annahme. Tnsbesondere folgt aus den tber-

legungen die Kernkonvergenz von w(G) gegen ein Krcisgebiet Iwi > B. Die Punkt-
konvergenz in Verbindung mit der Normalitat der Folge w(z) liefert die gleich-
niaBige-Konvergenz un Tnnqrn von U gegen eine quasikonforme Abbildungsfunktion 
w*(z), die U auf lwl > B abbildet und deren Logarithmus fast uberall in U die 
Differentialgleichung (4) erfüllt. Wegen der eideutigen Bestimiiitheit von w(z) gilt 
w(z) w*(z) in 0 und R(0, p) B 1?(0, p) für n -* oo U 

Bemerkung 1: Das Lemma 2 gilt sinngemaB auch für den Fall, wenn G	0 
gesetzt wird, und w(z) die quasikonforme Kreisabbildungsfunktion von 0 mit der 
koiplexen Dilatation zweiter Art v(z) w(z)/w(z) bedeutet, wobei v(z) in der 
gesarnten Ebene erklärte, reellwertige und zweimal stet.ig differenzierbare Funktionen 
mit kompaktem Trager bezeichnen, die fast überall gegen v(z) konvergieren. 

Lemma 3: Es gut 

d(, p) = bap (Se, p) = R(0, p) 
und

BR(G, l)Q R(0, p)	AR(0, 1)'!Q 

mit Konstanten A, B wie in (6), wenn dort'D = D(ST) gesetzt wird. 

Beweis: Zum Beweis der ersten Gleichung in (ii) vergleiche man [6] und [22]. 
Sei On eine 0 ausschopfendemonotone Folge einfeh zusainnienhangender Gebiete, 
die analytisch berandet seien. Mit a bzw. eu,, bezeichnen wir die Gleichgewichtsladun-
gen für die Kontinuen R bzw. R n . Aus der Definition 2 fdlgert man 

( 1u,	Cufl+i, u 1 )	('u, /L), 

so daB lim (p, u)	(eu, 4 4) ist. Wegen der schwachen Kompaktheit . der Folge 

Yn
-	n-3-
€	existiert. eine Teilfolge von	wieder mit ia,, bezeichnet, die schwach


gegen ein MaB ' E t (St . konvergiert. Wegen der Halbstetigkeit nach unten des 
Funktionals (au, 4a) auf Jl() X I)l+ (S') erhält man sornit unter Berucksichtigung 
von Definition 2 

(, 10	(u', ') ;5 tim (, IU n)	(z, t) 

	

n-	 - 

woraus cap (Si, p) = urn cap (Sr,,, p) folgt. Nach [6: Satz 21 gilt nun cap	p) 
n-co 

= R(G, p). Alles zusammengefa6t liefert dies in Verbindung mit Lemma 2 die 
Gültigkeit der zweiten Gleichung von Lemma 3. Die Doppelungleichung ergibt sièh 
aiis (11), Definition 3 und(6), wobei in (6) w(z) = r(, ) gesetzt wurde U 

3. Aulgabenstellung und llaujtergebnis 

Unter alien Kontinuen S, die n ^ 2 fest und verschieden vorgegebene Punkte 
z1 , z2 , ..., z, enthalten, sind diejenigen Kontinuen S' gesucht, für die der betreffende 
quasikonforme Abbildungsradius des Au Beren 0' von S' minimal ausfällt.

(Fl) 

(12)
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3.1. Existenzbeweis von S' 

G . sei das Aul3eie der abgësehlossenen konvexen Hillie S der Punkte i l , ..., z. Aus 
der Menge der zulässigen Vergleichskontinuen, deren Aul3eres G einen quasikonformen 
Abbildungsradius 

R(G, p)	1?(G, p) 

aufweiseh, sonden wir eine Extremalfolge Sm = C\Gm nut R(Gm, p) \ .11= min 
aus. Mit Zm(W) bezeichnen wir die quasikonforme Umkehrabbildung von Wm(Z)  

k'I > R(Gm, p), die wegen (4) der Beltrarni-Differentialgleichung 

zmib = - v(zm(W)) Zm in wi > R(Gm;p)	 (13) 
w	 F 

genugt. Den Ungleichungen (10) und (12) entnimmt man die gleichmaBige Be-
schränktheit der Extremalfolge Pi m. Aus KonipaktheitsgrUnden kann than aus der 
Funktionenfolge zm(w) eine Teilfolge, wieder thit zm(w) bezeichnet, auswählen, die 
im Tnnern von I wI > .R = min gleichmaf3ig gegen eine nicht konstante quasikonforine 
Abbildung z(w) konvergiert. Wegen der Glattheitsvoraussetzung fiber v(z) gilt bis 
auf diejenigen Punkte von wi > 1?, wo v(z(w)) eventuell unstetig ist, 

1ImZm/Zmw = urn— v(Zm(W)) w/ = _v(z(w)) w/3, 

d. h. Zm(W) stelit cine gute Approximation von z(w) jul Sinne von [16: S. .1971 dar,,so 
daIs z(w) f. ii. (13) in Iwl > 1? und damit log w(z) die Differentialg1eichiing (4) f. U. 
in 0' = z(I wj > B) er'fullt. Q' = C\0' ist offenbar ein die Punkte z1 , ..., Z ent-
haltendes Kontinuunl, für dessen AuBeres der , quasikonforme Abbildungsradius 
minimal ausfällt. 

3.2. Eine grobe Lagcabsehätzuiig fllrS'  

Aus (10), (12) urid der Exttema1ität von S' erhalten wir fur den Durchmesser von 
S' die Abschätzung	 . 

•	D(.') :E^ 4QD1IQ(2(D + 2D(7'(v))))1h/Q 

X (2(1 + 2D(T(v)) D1)I-1IQ + 2(3 + 8 h/2)/ D(T(v)) D')Q ' =: 

wobei D = max 1z1 - z,i 'gesetzt ist: Daraus schliel3t man, daB S' ganz in deili Durch-

schnitt M = ..., z,,, r') 'der abgeschlossenen Kreisscheiben 1Z - zI '' 
(z= I,, . ., n) liegt. fin weiteren setzen wir voraus, daB S' und T(v) keine gemeinsamén 
Punkte besitzen. Das ist sicher dann gewahrleistet, wenn der Abstand 

1=

 

min iz—i 
zEM.ET(,) 

des Tragers von v(z) und M grOBer Null ist.

0
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33. Yariationsformel für den quasikonformen Abbidungsradius R(G, p),	- 
falls zi q G	T(v), i = 1,:..111 

Wir setzen zunächst G analytiseh berandet voraus. Die reelle Funktion v(z) sei 
vorerst zweiriial stetig differenzierbar, wobei der kornpakte Trager T(v) 0 den 
Rand von 0 vom unendlich fernen Punkt nicht trexnen möge. Von diesen Glattheits-
voraussetzungen werden wir uns später losen.	

/ Sei C eine beliebige, aber feste, T(v) uinschlingende geschlbssene analytische 
Jordankurve innerhaib von G. Des weiteren bezeichnen wir mit k einen Kreis mit 

-. den1 Mittelpunkt z und Radius e im Auf3eren von 80 und C. Die Kurven 80, C und--------
k seien niathematisch positiv orientiert. Die innere Variation 

+ e( —z)'JJ( -	koniplexe Konstante,	-	(14). 

vermitte1t.auBerhalb von k 2 eine sehlicht konforme Abbildung für hiñreichend 
kleines J EJ. 

Wir setxen noch  

.	P() = log (w()/R(G, p)),	.P) = log (w()1R(0, p)),	 (15) 
wenu w()bzw. We() die zugehorige quasikonforme Kreisabbildung von 0 bzw. Ge 
(= Aul3éres von (80)) bedeutet. Nach dem Cauchyschen Tntegralsatz gilt	- 

Re	f [P)	dP = log (R(G, p)/R(G, p))	- 
G+C±k	 .	 . 

-	 +Re log (1 +e).	 (16)

Da P() und P() Losungen von (4) sind, gilt für hinreichend kleines J Ej 

Re	f [P(C) - P()] dP = 0. 

C±k, 

Die Gleichungen (15) und (16), addiert, liefern ins unter Berüeksichtigung von 

Re--- r [P() - P()]dP 0	-	- 2ij 
,7G 

- die Beiehung  

.log (R(G, p)/R(G;p))	Re -_-. 
f

[P,(C^)  - Pg)] P'R) d	- 
C+k. 

- Re log (1 + e).	 (18)' 
Durch eine Ausschopfung von G durch analytisch berandete Gebiete schlief3n vir, 
in Ver.hindung ñit Leninia 2 auf die Gültigkeit von (18) für beliebig berandete 
Gehiet.e G. Approximiert man v(z) mit T()	0 durch eine Folge von zweimal 
stetig differenzierbaren Funktionen v(z) mit konpakten Tragern 7'(v,) 0, die 
80 von 00 nicht trennen nlogen, so bleibt mit der Bemerkung I die Variationsformel 
(18) auch für den Fall einer stückweise glatten Fun1tion v(z) mit kompaktem Träger 
T(v) G bestehen. Falls T(v) den-  Rand 80 voh 00 trennt, hat man vor dew Ietzt. 
gehannten Grenzubergang in (18) die Kurve C durch zwei gesehlossene analytische 
Jordankurven C 1 (niathematisch negativ orientiert) und C2 (matheniatiseh positiv
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'S	
'1 

orientiert) zu ersetzen, so daB aG ml Innern von C1 , C1 im Innern von C2 und T(v) 
zsvischen C 1 und C2 liegt. 

Da in einer gewissen, Urngebung U von k + C fur hinreichend kleines JEJ die 
Entwicklung

- P) = P'() ( —4) ± o(e) 
und auf Grund von Lemma 2	-	 -. 

P1 '()=P'() ±he,)	 S 

gilt mit h(e, ') gleichrnaBig konvergent gegen Null iii U für el --> 0, geht (18) nach 
Anwendung der Cauchyschen Integralforniel uber in 

	

[d2 
(P'2(z)[J (z	z). 

log (R(G, p)IR(G, 29)) = Re [i:2' \	(n— 2)!

•  
+	f P'2() (' - 

Z) ,
17 (C - z1 ) d4 - 1'

1
+ o(e). (19)  

C 

Tinter der Voraussetzung positiven Abstandes I zwischen T(v) und M gilt 
Satz 1. Es gibt genau elit Extremalkoniinuum Se', /ür dessen Aufleres 0' der quasi-

kon/orme Abbildungsradius R(G', p) minimal au.s/ãlIt. Es besteht a'us elnem höch.stens 
(2n-3)-fach. verästelten aniIyti.chen Schlitz mit der Eigen.scha/t (E), d. h. dafJ dem 
links- und rechisseitiqen U/er elnes beliebigèn Teilbogens von Si" au/ dem Krei.s Jwj 
= .R(U', p) bei der J*rtremalabbildung w(z) gleich lange Kreisbogen enisprechen. Das 
Extremalkontinuum wird durchein positives qüadralisches Differential 

Q(z) dz2 > 0,	Q(z) meromorph in C\C,	 -

beschrieben und liegt ganz in der abgeschlossenen konvexen Hülle der Vereinigung der 
Kreisscheiben 

lz - zi 5 nun { - '(Q - 1) IT(v)lIl, 2(Q - 1) (lT()I/I)1/2} 

•/ür 1 = 1, ..., ii.	 S 

Satz 1'. 'Im, Fall n = 2 1st das Extrernalkontinuüm ' das analytische Bild elner 
Strecke, vermittelt durch eine quasikon/orme A bbildung der Vollebene au/ sich: Wenn 
a(z) bzw. ,(z) den Winkel der von 21 nach z2 gerichieten 'J'an genie zur Richtung von z1 
nach 22 bzw. die Krummung des anal ytischen Jordankurvenbogens St" mit der Lange L 
im Punkt z E " bezeichnet, so gelten noch zu der a priori Lajeeinschrankung von 
im Satz I die /olgenden A bschatzungen: 

jx(z)I	- '(Q - 1) I'J'(v)11 2 ,	z E Se',	 (20) 

j,(z)I	( 2n)- I (Q - 1) l'/'(v)l IT 3 , z € r,	 (21)

und

izj - z2 1 ;5 ' L ^- I Z I — z21 .- 1 (2(1z i — z2 1 + 2D(T(v))))1u/Q 

(	
(Q — 1) I T(v) I 1-2 	(22) 

Benierkung 2: Die Lageabschatzung des Extremalkontinuums ' fur den Fall 
n = 2 im Satz 1 giltuhrigens auch fur eine beliebige Lage des Trãgers von v(z), da 

I
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die Eigenschaft (E) von S' unabhängig von der Lage des Trägers von v(z) in [7] über 
die Konstruktion einer gewissen Rietnannschen Mannigfaltigkeit nachgewiesen 
wurde. 

• Bemerkung 3: ])aB '(z1 , z2 ) iiii Fall p(z) ;j^ 1 das Bud einer Stiecke ist, ver-
inittelt dureh eine quasikonfornie Abbildung der Vollebene auf sich, wurde bereits 
in [13: S. 245] bemerkt. - 

Beveis von Satz 1: Sei G' ein Extrenialgebiet. P(z), der Logarithmus der zu-
gehorigen Extremalabbildung, erfüllt dann in 0' reehterhand von C notwendig die 

•	Differentialgleichung 

- P'2(z)ft (z - z1 ) = (z2 +	+ ... + b0) 

-	 p'2()[[ ( - z) 
--4-. 1 (23) 2ivzj 

C 

bi konstant (1 = 0, ..., n - 3). 
Dies ergibt sich durch (n - 2)-malige rntegration des eckigen Klarnmèrausdriickes 

in (19), der' identisch verschwinden muB. Offenbar kann S' keine inneren Punkte 
besitzen. Andernfalls könnte man SV stets so abänderri, daB der quasikonforme Ab-
bildungsradius R(G, p) als streng mnonbton fallendes Gebietsfunktional (vgl. [61) 
Heiner als R(G', p) ausfallen würde im Widerspruch zur Mininialität von R(G', p). 
Setzt man 

/(z) = P'2(z) 11 ( - z1 ) -	+ b. —3Z"-3 +	+ b0) 
i=1	 / 

und wendet die Sochozki-Plemeljschen Formeln auf (23) an; so erkennt man, daB 
/(z) die hotnogene Integraigleichung 

= -
	

f) d, • Z E C, 

- erfiillt. 
Der Differentialgleiehung (23) entnimmt man, daB S' durch das positive quadra-

t.ische Differential 

Q(z)dz2>O 

mij
z'2 + b_3z' + ... + b0 - (2i)' f /() (c - z)' d 

C 

1=1 

besehrieben wird. Nach [5] besteht l' demnach aus analytischen Sehlitzen, die in 
höchstens endlich vielen Verzweigungspunkten (= Nullstellen des Zahlers von Q(z)) 
verästelt sein können und in mindestens zwei der Punkte z 1 , ..., z1, einmiinden 
miissen. Letzteres bedeutet, daB Q(z) mindestens zwei einfache Pole besitzen mul3, 
andernfalls ware der topologische Verlauf des Extrernalkontinuums unvereinbar mit 
der Extremalität von Se'. Die Eigenschaft (E) von S' ergibt sich dann verrnoge der
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Beziehung 

(an log w(z)i) = —z'2(s) 

wobei z(s) eine Paranieterdarstellung von S' beziiglich der . Bogenlange s uçid u die 
AuBennormale beieichnet, und tinter Berucksichtigung der Nichtnegativitat der 
No'rmalenableitung von log iw(z)i in z E PF in Verbindung mit (23). Mit w = w(z1) 

• bezeichnen wir den Bildpunkt von ; (= einfacher Pol von Q(z); I = 1, ..., r n) 
.bezuglich der Extrernalabbildung w(z) auf dein Kreis j wj = R(G', p). Wir konstru-
ieren durch Ränderzuordnung eine Riernarinsehe Mannigfaltigkeit, in deal wir jeweils, 
falls vorhanden, die in Bildpunkte bezuglich der Extremalabbildung w(z) auf deni 
Kreis Iwi = R(G', ) jedes m-fach erreichbaren Punktes von S' identifizieren. Ins- 
besondere werden die w sich selbst zugeordnet (I = 1, ..., r n). Nach èinem 
Fundarnentalsatz der konfrrnen Abbildung läI3t sich die so gefundene Riem n ansche 
Mannigfaltigkeit, die von den Punktcn w (I = 1, ..., r n) begrenzt zu denken ist 
und oo als inneren Punkt enthält, auf 'einen schlichten r-fach zusammenhängenden 
Bereich der C-Ebene schlicht konforni abbilden, so daB (oo) = co und C'(oo) =,- I

 gilt. Den Begrenzungen w 1 entsprechen notwendig die Punkte 4j (I = 1, ..., r n). 
Die Kreislinie jwl = R(G, p) gehtin einen höchstens (2r-3)-fach verästelten 
analytisehen SchlitzSi" über, der nach [4) gerade das eindeutig bestininite, die 
Punkte , (I = 1, ..., r :!E^ n) enthalt.ende Extremalkontinuum für den konformen 
Fall v(z) = 0 ist. (Auf die Moglichkeit, die eben angegebene konforme Verheftung 
von Iwi = R(G', p) auch nutzbar zu machen für eine a priori-Lageabschtzung von 
S" für n > 2, machte mich Heçr R. KUhnau aufnierksam.) The zusarniueigesetzte 
Abbildung	 I 

= (w(z))	 .	 (24) 

mit '(oo) = 1 ist eine die Punkte ; in Ci (1 1, ..., n) uberfiihrende Q-qua.sikon-
fornie .Abbildung des Aul3ercn von S auf das AuBere von Si", die auf Grund der. 
obigen Verheftungsvorsehrift zu ciner topologischen Abbildung der Vollebene auf 
sich erweitert werden kann. Da eine Q-quasikonforme Abbildung bezüglich analy-
tischer Bogen hebbar ist, gehort (24) nach hydrodynainischer Normieriing in z = 00 
zu W. Wegen Si' = 1 (Si') ist Si' höchstens (2n-3)-fach verastelt. Bekanntlich liegt 
Si" ganz in dr abgeschlossenen konvexen Hülle Ii(, ..., ) der Punkte 4, i.., 
(vgl. 8]). Tdentifiziert man die z-Ebene und -Ebene, so entniriinit man (1), daB 

= (z1 ) innerhalbdes .Kreises 

zii ^5 ruin {(Q - 1) (I T(v)ihr) 1/2 ,	(Q - 1) T(v)I i-i}	'(25) 

für I = 1, ..., n, liegt. Daher liegt H( 1, ..., ) innerhalb der abgesehlossenen kon-
vexen Mille H' der Vereinigung der Kreise (25). Wendet man abernials (1) auf die 
Punkte 4 von 11' an tinter BerUcksichtigung der Shlichtheit von (24), so folgt die 
Behauptung des Satzes 1 fiber die Eage von Si'. 

Die eindeutige Bestimintheit von Si' beweist man mit der Eigensehaft (E) wie in 
•11711 

Beweis von Satz 1': mi Fall'n = 2 istSi" die C,und C,verbindende Strecke und 
dantit Si' das analytische Bild einer Strecke, vermittelt durch eine Q-quasikonforme 
Abbildung der Vollebene auf sich. Sei C 1 (z) die EJinkehrfunktion von (24). Für S' 
wählen wir die Parariieterdarstellung 

Z(t) = _1(. H- t(2 - 2))	I E [0, 1]. 

9 Analysis Bd. 3, Heft 2 (1984)
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Die Beziehungen 

a(z) = arg [z'() (2 -- ) (z2 - z 1 ) 1 ],	z E Se', 

= I(t)L 3 jTn• (5i)I ;5 z''(:)I !z'()I_ 2 = I"(z)/'(z)I ,	z E	', 
uñd

jz i - Z2 1	 IdzI =-
	' (z)' dl C21 f 

liefern in Verbindung mit (1), (2),'(3) und (6) die Einschrankungen (20) bis (22) I 

Bern erk u n g 4: Unter Verwendung der EJngleichung (12) und der Abschatzung von 
D(") in 3.2 -lassen sich leicht Kapazitatsabschatzungen für S'(Z1 , z2 ) angeben, die 
asymptotiseh scharf sind für Q gegen 1. 

LITERATUR 

[1] BERGMAN, S.: The kernel function and conformal mapping. New York 1950. 
[2] COURANT, R.: Dirichlct's principle, conformal mapping, and minimal surfaces. New York 

1950. 
[3] GoLusiN, G. M.: Geometrische Funktionentheorie. Berlin 1957. (t)bers. a. d. Russ.) 
[4] GRöTZSOH, H.: Uber ein Variationsproblem der konformen Abbildung. Ber d. math.-

phys. K!. d. Skchs. Akad. d. Wiss. zu Leipzig 82 (1930), 251-263. 
[5] JENI<INS, J. A.: Univalent functions and conformal mapping. Springer-Verlag: Berlin-

Gottingn - Heidelberg 1958. 
[6] KIRSCH, S.: Ein verallgemeinerter transfiniter Durchmesser im Zusammenhang mit einer 

quasikonformen Normalabbildung. Complex Analysis: Banaeh Center Publications Vol. 11 
(1982), 121-129. 

[7] KUHNAU, R.: Quasikonforme Abbildungen und Extremalprobleme bei Feldern in inhomo-
genen Medien 1. J. reine angew. Math. 231 (1968), 101-113. 

[8] -': Herleitung einiger Verzerrun'gseigenschaften konformer und allgemeinerer Abbildun-
gen mit Hilfe des Argumentprinzips. Math. Nachr. 89 (1969), 249-275. 

[9] -: Transfiniter Durchmesser, Kapazität und Tschebyschewsche Konstante in der cukli-
dischen, hyperbolischen und elliptischen Geometrie. J. reine angew. Math. 234 (1969), 
216-220. 

[10] -. Zur Methode der Randintegration beiquasikonformen Abbildungen. Ann. Polon. Math. 
- 31 (195), 269-289. 

[11] -: Verzerrungsaussagen bel quasikonformen Abbildungen mit ortsabhängiger Dilata-
tionsbeschränkung und cin Extremalprinzip der Elektrostatik in inhomogenen Medien. 
Comm. Math. Helvetici 53 (1978), 408-428. 

[12] -: Gauss-Thomsonsches Prinzip minimaler Energie, verallgemeinerte transfinite Dureh-
messer und quasikonforme Abbildungen. In: Proc. Romanián-Finnish Seminar on Com-
plex Analysis. Lcct. Notes Math. 743 (1979), 140-164. 

[13] -: Uber die Werte des Doppelverhältnisses bei quasikonformer Abbildung. Math. Nachr. 
95 (1980), 237-251.	 - 

[14] KUsz, H. P.: Quasikonforme Abbildungen. Springer-Verlag: Berlin— Göttingen —Heide1-
berg1960.	 - 

[15] Ffy3bM11HA, F. B.: Mo)yJIn ceMefacTa ipianux 11 HBapaTniHbIe- 4MepeHLuaJm1. Tpy-
iii opena ileHaHa MaT. 1111.-Ta 1151. B. A. CTeioBa CXXXIX, JIeHuHrpa 1980. 

[16] LEITTO, 0., und K. I. VIRTANEN: Quasikonforme Abbildungen. Springer-Verlag: Berlin-
Heidelberg—New York 1965. 

[17] PARTER, S. V.: On mappings of multiply connected domains by solutions of partial 
differential equations. Comm. pure appl. Math. 13 (1960),,167-182.



a

Kondensatoreh minimaler Kapazität	131 

[18] PEaL, U.: tYber die geometrische Gestalt eines Extremalkontinuums aus der Theorie der 
konformen Abbildungen. Math. Nachr. 39 (1969), 297-312. 

[19] PuoEa, A.: Quasikonforme, Abbildungen und logarithmische Kapazität. Ann. Inst. 
Fourier (Grenoble) 2 (1951), 69-70. 

[20] REICH, E., and M. SCHIFFER: Estimates for the transfinite diameter of a continuum. 
Math. Z. 85 (1964), 91-106. 

[21] SCIHFFER, Al., and G. SCHOBER: Representation of fundamental solutions for generalized 
.Cauchy .Riemann equations by quasiconformal mppings. Ann. Acad. Sd. Fenn., Ser. A, 
Vol-2 (1976), 501-531. 

[22] SZYBIAX A.: On some constants related to the generalized potentials. Ann. Polon. Math. 6 
(1959), 265-268. 

Manuskripteingang: 06. 08. 1982; in revidierter Fassung: 01. 06. 1983 

VERFASSER 

Dr. SIEGFRIED KIRSCH 
-	 DDR-4020 Halle, Wilhelm-Pieck-Ring 81 


