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Eine .VerallgemeineruiIg der Lambert-Transformation I') 

H.-J..GLAEsKE ünd K. STALLKNECHT  

In dieser Arbeit wird eine veraligemeinerte Lambert-Transformation untersucht, die nile bis-	- 
her bekannten Lamnbert-Reihen und spezielien Lam bert-Transformationen als Spezialfall ent-
halt. Es vird ein Konvergenzsatz bewiesen un5d durch geeignete Wahl des Kerns der Trans- 
formation wërden die Resultate auf bekannte Fälle spezialisiert. 
B )aHHoft paöoTe acciieyeca o6o6neiiuoe npeo6pa3oBaHae JIaMcepTa, }{oropoe BKJTIo{aeT 
ace floRa 113necTHble pni JIaM6epra it cneitiYaRbHble lJpeo6pa3oaauaH flaM6epTa. oKa-
3aHa oHa reopeMa cX0911M0CT11 It C fl0M0[IbI0 cOoTuerCTnyIOluero nai6opa npa npeo6pa3o-
BaH1M peyirami iiepeiieceau iia ye 113BecrHble cnyau. 
In this paper a generalized Lambert-transformation is investigated, which includes all the 
well known Lambert-series and Lambert-transformations as special cases. We prove a con-
vergence theorem and by suitable choice of the kernel of the transformation the results are 
specializçd to the well known cases. 

1. 

In der Theorie der uneingeschrankten Zerfallungen. nattirlicher Zahien in Potenzen 
naturlieher Zahien spielen Lam bert so he Re i hen und Verailgemeinerungen der-
selben eine besondere Rolle (s. etwa [3, 4]). Stetige Analoge dieser Reihen sind Tnte: 
graltransforniationen,die von WIDDER [11] und GOLDBERG [5] untersucht wurden. 
In dieser Arbeit soil eine Integraltransformation eingefuhrt werden, die un *esent-
lichen die bjsher.bekanntenTransformationen und Reihen enthält, nämlich 

Ak[a] (z) =fk(e)da(t)  

mit einetngeeigneten Kern k und Originalfunktionen a aus einem geissen Grund-
raum. Tm Abschnitt . 2 werden 'Konveigeneigenschaften des Integrals (1.1) unter-. 
sucht. Es wird gezeigt, daB das Konvergenzverhaiten von (1.1) wesentlich mit d'em 
Konvergenzverhalten der Lap lace-Stieltjes-Transformation 

A[a] (z) = fe t da(t)	 S	 (1.2) 

zusatnmenhangt. In Abschnitt 3 wird die Bildfunktion (1.1) niittels cmos anderen 
absolut konvergenten Integrals dargestelit. Die Abschnitte 4 und 5 dienen der Em-
Ordnung der bisher bekannten Lainbert-Reihen bzw. -Transforinationen in unser 
Konzept.	 . 

') Der abschlie8ende Ted II dieses Beitrages wird im näehsten Heft dieser Zeitschrift er-
scheinen.



112	H.-J. CLAESKE und K. STALLINECHT	 V 

Bezeichnungen. Tm folgendn sei e eine beliebige positive Zahi, N die Menge der 
'natürlichen, R der Korper der reellen, C der Korper der komplexen Zahien und 
- No = N u {O}. Weiterhin sei A E der Raurn der un Einheitskreis holomorphen 'unk-
•	tionen und logk z sei Abkurzung für (log z)". 

2.' 

Als Kern k der Transformation wählen wir eine beliebige (aber feste) Fuhktion aus 
eineni Raurn A,.	 . 

Definition 2.1. AK sei die Menge der Funktionen k E A K , die im Nullpunkt eine 
NulIstelle 1. Ordnung besitzen und für die es em > 1 gibt, so daB in 1 Izi <o 
höchstens endlich viele Singularitaten z, (j = 0 1, ..., ii) von k(z) liegen. Bei be-
liebiger Annäherung an eine solehe Singularitat z - zi gelte die Abschitzung 

k(z) .= O[(z - z)-Pi IogQ' (z - z)],	p ' q1 € C, Re (q1 )	0.	(2.1) 

Bemerkung. Für diesen ersten Teil der Arbeit wird nur verwendet, daB speziell 
im Punkte z0 = i ein solches Verhalten (2.1) vorliegt. Die aligemeine Forderung 
spielt erst irn TO II eine Rolle bei der Herleitung einer LJmkehrforniel. In Abhängig-
keit von den Eigenschaften des Kernes k müssen an die Originalfunktionen tinter-
schiedliche Forderungen gesteilt werden. Hierzu führen wir die folgende Menge von 
R -. C-Funktionen em..	 V	

V 

Definition 2.2.	oc) sei die Menge aller in [0, oc) reehtsseitig stetigen 
• V 

Funktionen a, die im Nullpunkt verschwinden, in jedeni Intervall [0, RI (R> 0),
	$ 

von beschrankter Variation sind und für die	
V	

V 

•	 a(1)I t- Re (p -1 I log 11Re() dt

	

V	

(2.2) 

ist.

Bemerkungen: 1. Die in der Definition 2.2 auftretenden Zahien p und q stimmen 
iinfolgenden mit den Zahien Po und q0 überein, die mi Sinne von (2.1) das Verhalten 
von k(z) fur z -> z0 = I hesehreiben. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden these 
Zahien ml weiteren ohne Index geschrieben. 

2. Tm Flle Re (p) <0 ist die Integral bedingung (2.2) autornatisch erfüllt. 

Definition 2.3. AIs eral1gemeinerte Lanibert-Transforniierte von 
a € V ,.qI. O , oo) bezeichnen wir 
V	

'V 
Ak[a](z) = A k(z) = fk(e') da(t),	

V	 :•	

V	

(2.3) 

falls ds Integral konvergiert.	 V 

Bernerkung. Als Spezialfall ergibt sich für k(z) = z die Laplace-Stieltjes-
Transformation (s. [10: S. 35ff.]), für die wir kurzer schreiben 

A[a] (z) = A(z) =f et da(1)	
•	

( 2.4) 

V Zur Untersuchung des Konvergenzverhaltens von (2.3) beweisen wir vorerst zwei 
Hilfssätze. Dabei betrachten wir als mogliche Urbilder nur Funktionen a(t) aus dem 
Rauin V ,q[O, oc).
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/ Hi I  Is satz2. 1. Konvergiert das Integraif k(t) da(t) /iir em z = z0 mit Re (z0) >0, 

so konvergiert das Integral /ür alle z mit Re (z) > 0. 
Beweis. Für, Re (p) < _ 0 oder Re (p) = Re (q) = 0 ist die Konvergenz des Inte-

grals in der Halbebene Re(z) > 0 wegen k € A E offensichtlich. 
Falls k ira Punkte 1 nicht beschränkt ist, verfährt man wie folgt: 
Mittelspartie1ler Integration erhált man sofort 

1 k(e	da(t)	k(e) a(1) — k(e") a(s) + z f k'(e t ) a(t) e' dl.	(2.5) 

Aus dern für k(z) in Definition 2.1 geforderten Verhalten leitet man für k' ira Punkte 1 
die Abschatzung k'(z) = O[(z — 1)-1"' loge (z — 1)1 her, (siehe [12: S. 251; das dort 
angegebene Verfahren Iäflt sich leicht auf endliche Punkte z z0 iibertragn). 
Foiglich gilt' 

) k'(e) et a(t) I dl 

^ Mf	 dl 

- M ' r 0(P)+1 log (e t — 1)I1e(Q) a(t)I log g1Re(q) 
dl 

— J  e-z'- 111te(P)±1 log g1Rc(q)	gRe(p)+1 

	

M M1(z) I Ia(t)! t e (P	1og t () dl,	-

wobei  

	

= 'niax {lRe(P)+1 Ie	- I[(P)–' I log C Zi	1)1() I log 11—Re(q) 

/	tE[O1J 

ist und das Integral konvergiert, da a E V7, q [O, oo). Damit konvergiert das. letzte 
Integral in (2.5) für s – +0. Weiterhin gilt für alle z mit Re (z) > 0 

lirn (e) a(s) = 0. 

'Dies ergibt sich sofort, da nach Voraussetzung 

k(e) = 0(1-P log" t) für I	+0, Re (z) >0 

• gilt und die Integralbe1ingung in (2.2) bedeutet, daf3 

r Ia(t)I I log 11Re(q)+1	dl •	J	t'	I 
log 

Il < 
°° 

ist. Foiglich kann das Verhalten von a(t) durch	 0 

a(l) = o(IP log-q-1 I) für I -- ±0 ,	 (2.7) 

abgeschatzt werden. Dann gilt: -	 ,• 

lini a(l) k(e_zt) =0,	Re (z) > 0.	 (2.8)

Damit istder Hilfssatz bewiesen I 
8 • Ann1yss 11 (j.:3, Heft 2 (1984)	 S 

d	 0
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Hi1fssaz 2.2: Fur Re (z) > 0 kouvergiert fk(et) da(t) genau dann, weirn das 
Laplace-Stieltjes-Integral ( 2.4) konvergiert.	1 

Beweis: 'l)er Beweis gelingt durch die Ubertragung eines Beweises von WIDDER 
[11: S. 174/175] für den Spezialfall k(z) = z/(1 - E 1?, die keine Schwierig-
keiten bereitet.-

'a) J)as Integral (2.4) sei far eii4i festes z mit Re (z). 0 konvergent. Bezeichnet man 

mit b(t) die Funktion b(t) = f e da('r), so erhalt man die Gleichung 

fk(e') da(t) = f k(e: 2l) ell db(t) 

= k'(0) b(oo) ± z . feZt(k'(e Zt) e	- k(e)) b(t) dl. 

Man sieht nun leicht, daB sich der Tntegrand des letzten Integrals durch M e ab-
schatzen läBt. Somit konvergiert auch das Integral auf der linken Seite der Glei-
chung. 

b) Wir nehnien nun an, daB das Integral fk(e_) da(t) konvergiert und bezeichn,en 
mit h(t)'die Funktion	 1 

S /	 h(t) = f k(e) da(x). 
to 

Urn die Konvergenz von (2.4) zu zeigen, genhigtes nachzuweisen, daB das Integral 

feda(t) konvrgiert. Die Zahlt 0 wählt man so, daB in vJ < e t° m auBer v = 0 
to 
keine weiteren Nulistellen von k(v) liegen. Man ethalt 

ell f  da(t) fdh(t) 
to	 to

h(co)	r k(e) - 
= V(0) +	 k2 (e)	e_'h(t) dl. 

to 

Der Integrand des letzten Integrals kann nun wieder durch Me l' abgeschatzt 
werden, woraus die Konvergenz des linken Integrals und damit die Konvergenz von 
(2.5) folgt U 

Pie Hilfssatze 2.1 und 2.2 können zu eineni'Konvergenzsatz für die Transformation 
(2.3) zusanirnengefat3t werden, wobei man noch verwendet, dalI das Integral (2.4) 
für Re (z) > Re (z0) konvergiert, falls es fur z0 , Re (z0) > 0, konvergent ist (vgl. [10.: 
'S. 371).  

Satz 2. 1. Ex1811&t die veraligemeinerte Lambert-Truns/ormierle A k (zO), Re (z0) > 0, 
so existiert A k(z) auch /ür alle z mit Re (z) > Re (z0).
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3. 

	

- Jetzt soil eine Darstellung der Transformation (2.3) dureh eii konvergentes Lebesgue-	
N 

Integral hergeleitet werden. Zur Vorbereitung notieren wir den 

•	Hilfssatz 3.1. Das In1era1 fk(e') da(t) konvergiere für ein z 0 mit Re (z0) > 0. 

•	Danniet 
'a(t)	o(ezot) für t— +oo.	 -	 (3.1) 

Mit Hilfssat 2:2 kann diese Aussage sofort auf den entsprechenden Satz für die 
Laplace-Stieltjes-Transformation zuruekgefuhrt werden (s. [10: S. 39]). 

Jetzt forinulieren wir 

- Satz 3. 1. Es sei.(2.3) konvergent für z = z0, Re (z0) > 0. Dunn kann die verailge-
meiñerte Lurnbert-Trans/ormierte A fr von a durch das absoint konvergente Integral 

00	 • 

Ak(z) = z  k'(e) a(t)e'dt,	Re(z)> Re (z0),	 (3.2) 

dargestelit werden.-

Beweis. Die absolute Kdnvergenz von'f k'(e) a(t) et dl wurde schon im Hilfs-

satz 2. 1 gezeigt. Für das Restintegrai gilt  

f 	 k(e2) a(t)I dl	f Ie°'j k'(e') a(t)	dl. 

Der Term Ik(e_ zt ) a(t) e-41 1 kann nach Hilfssatz 3.1 und wegen der Voraussetzungen 
an k, die k'(e) = 0(1) für t - +oo sichern, durch eine Konstante abgeschatzt 
werden. Daniit folgt die Konvergenz des rechts stehenden Integrals fur Re (z) 
> Re (z). Weiterhin erhält mn durch partiçile Integration für 0 < e <B' < 00 

•	die Gieichung  

-	I k(e t ) da(l) = k(e) a(R) - k(e 2 ) a(e) ± z  k'(e)e_z(a(t) di.	(*) 

Da k ml Nuilpunkt holomorph istund dort eine Nuilstelle erster Ordnung hat, gilt 
k(e') = O(e') für R-> +. hermit und mit Hilfssatz 3.1 und (2.8) ergibt sich, 
daB die beiden ersteri Sunmanden auf der rechten Seite von (*) fur B -* 00 bzw. 
e -* +0 verschwinden, und das liefert (3.2) I 

-	4. 

Wir betrachten jetzteinige Spezialisierungen des Kernes k, die AnlaB zu früher unter-
suchten Iransformationen geben. 

•	In [11] untersuchte WIDDER die Transformation 

A,[b1 (z)
	fe:t	 (4.1)
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Diese ergibt sich aus (2.3) mit dem Kern k1(z) = 1 und a(t) =fvdb(u). Falls: 

b €V ,0[0, cc) ist, so gilt dasselbe auch für a (s. [1: S. 64, Hilfssatz 4]). Da sieh der 
Kern e 1 stetig nach t = 0 fortsetzen lä8t, erhält man aus dem Hilfssatz 2.2 
sofort den 

Satz 4.1. Falls Re(z) >0 it, sokonvergiert das integral (4.1) genau dann, wenn das 

Laplace -Integralf et db(t) konvergirt.
I. 

Bemerkungen. 1. WIDDER beweist in [11: S.. 174/75] weiterhin, daB das Integral 

(4.1) für Re (z) <0 genau dann konvergiert, wenn ft db(t) (das ist das Lalace-
Integral im obigen Satz für z - 0) konvergiert. 

2. Die Transformation (4:1) bezeichnet man gewohnlich als die Lambert-Trans-
formation. 

In Verailgemeinerung von (4.1) betrachtete GOLDBERG in [5] verallgeineinerte 
Lambert-Transforrnationen der Gestalt (2.3), bei denen aber k und a W -- R'-Funk-
tionen sind und der Kern k für x> 0 die Entwicklung 

k(e) ='a e' 

mita ^E!0,a 1 >Ound an	0(n'- ') für n-* +oc(r	0)besitzt. 
Mit z = ex kann man sich durch Abschatzung der Taylorkoeffizienten von Z a,z" 

n=1 
davon Uberzeugen, daB dieser Spezialfall sich im Falle r E N z. B. durch eine.Funktion 
k(z) realisieren lãBt, die auf der. Einheitskreislinie Pole besitzt, deren Ordnung nicht - 
groBèr a's r ist (vgl. [9: Satz 1.4, S. 14]). 

Die Darsellung (2.3) der verallgeineinerten Lambert-Transformation als Stieltjes-
Integral erlaubt es auch die Larnbertschen Reihen und deren Verailgemeinerungen 
in die Betraehtungen einzubeziehen. Die Originalfunktionen sind darn Folgen {a} 
komplexer Zahlen, die Bilder wieder Funktionen einerkomplexen Veränderliehen. 

In [8] betrachtete SEDGEWICK Eeihen der Gestalt 

L'ank(z"),	a, Z E C,	 (5.1) 

wo k eine nieronaorphe Funktion mit k(0) = 0, k'(0) + 0 ist. Falls man sich auf 
Funktionen k E A E beschriinkt, so ordnet sieh auch die Konvergenzuntersuchung 
dieser Reiheü den Betrachtungen in Absehnitt 2 unter. Man.erhalt these Reihen aus - 
(2.3), wenn man als Originalfunktionen nur Funktionen der Gestalt 

•	 0	fBrt<1	- 
a(t) =	(tI •	 an	fürt>1
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zulä6t uncje durch z ersetzt. Die Laplace-Stieltjes-Transformation (2.4) geht dann 
bekanntlich in die gewohnliche Potenzreihe	 -

(5.2) 

iiber. Mit Hilfssatz 2.2 erhält man sofort den  
Satz 5. 1. Für IzI < 1 konvergiert (5.1) . genau dan.n., wenn (5.2) konvergent 1st. 

Bern erkung: 'J)ieer Satz bleibt auch richtig, wenn kimEinheitskreisSingulari-
tätenbesitzt, falls man nur die Konvergenz von (5.1) so interpretiert, daB es em 

= 
n0(z) gibt, so daB L'ak(z') konvergiert (s. [9: S. 63]). 

•	Für k(z) = Z 
erhäh man die von KNOPP in [7] untersuehten Lambert-

Reilien	1 - Z 

Z an1 -	 .	.	 (5.3) 

Der Satz5.1 bleibt erhalten, wobei man nur (5.1) durch (5.3) zu ersetzen hat. 
Auch hier gibt es spezielle Aussagen (vgl. [9:. S. 71]), nämlich die, daB (5.3) für 

• al le z mit jzI	1 konvergiert, falls 2' an konvergent ist, und daB mi Fallè der Diver-
co

	

•	 n1 
genz von Z an die Konvergenzgebiete von (53) und (5.2) Ubereinstiinmen. 

-

	

	Die Transformation (2.3) enthält als Spezialfall auch die von KENNEDY in []
untersuchten R-Reihen 

00	 . 

an i

	

 e	, 	- .	 (5.4)

wohei b > 0 tirid {..,,} eine eigentlich monotone Folge positiver Zahlen mit dern Limes 

+ oo ist. Als Kernfunktion hat man hier k(z) 
= 

Z zu wählen, utid als Original-

funktionen sind stückweise konstante Funktionen zugelassen, die in den Punk-ten 
z = 2,, (n E N) Sprungstellen 'niit den Sprunghohen a n besitzen. Hierbei geht die 
Laplace-Stieltjes-Transformation (2.4) in die i)irichletsche Reihe 

	

an enz	 .	.	 .	 (5.5)

über 1)er Hilfssatz 2.2 liefert dann sofort' den 

Satz 5;2. Für Re (z) > 0 komvergert die R-Reihe (5.4) genau dann, wenn die 
Dirichletsche Reihe (5.5) konvergiert. 

Mit deiu Ansatz eu,, = (b - 1) 2,, kann Satz 5.2 ach in eiñe Konvergenzaussage 
für Re (z) .< 0 umgeformt werden, falls b > 1 ist. 

Folgerung 5.1. Im Fall b> 1 und Re (z) <0,,kqnvergiert die .R-1?eihe (5.4) genau 

dann, wenn die\Reihe2' an e(b_l)z konvergierl. 

Bemerkungen. 1. Diese Folgerung bleibt auch for 0 <b	1 richtig (s. [9:
S. 76ff.]).
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2. Die R-Reihen (5.4) enthalten auch die Garvinschen Veraligemeinerungen 
Lambertscher Reihen (s. [2]) 

00	ZIn 

'a,,	
,	

v,u EN.	 (5.6) 

Man hat nur e durch z zu ersetzen und A,, = vi?., b = z/v zu wählen. 

6.  

In dieser Arbeit wurden Konvergehzuntersuchungen fur eine verállemeinerte Lam-
bert,-Transformation durchgeführt. Es ergab sich, daB die von uns untersuchte Trans-
formation nicht nur alle bekannten Veraligerneinerungen der Lainbert-Transforma-
tion, sondern auch alle bekannten \Terallgemeinerungen Lambertscher Eeihen als 
Spezialfalle enthält. In einem zweiten Teil soil die Frage nach Urnkehrformeln näher 
untersucht werden. 
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