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" Eine ,Vérallgemeinerurig der Lambert-Transformation 1_1) :

H.-J.GraESKE und K. STALLKNECHT ! . Lo

In dieser Arbeit wird einé verallgemeinerte Lambert-Transformation untersucht, die alle bis-
her bekannten Lambert-Reihen und speziellen Lambert-Transformationen als Spezialfall ent-
hilt. Es Wird ein Konvergenzsatz bewiesen und durch geeignete Wahl des Kerns der Trans-
formation werden die Resultate auf bekannte Fille spezialisiert. ’

B nauHoit pabore uccaenyetcs o6obuienioe npeobpasosanne JlamGepra, KOTOpoe BKI0YAET
BCe MOKa M3BeCTHHe pAjnl JlamGepra u cnemuanbHele npeoGpasosanna JlamGepra. Hoka-
3aHA OJIHA TEOPEMA CXOMMMOCTH M C MOMOLULIO COOTBETCTBYIOILErO BHGOpa Anpa npeolGpaso-
BAHHA Pe3yibTaThl l1lePEHECeHH HA y:Ke H3BCCTHHIE CIyyal.

[y

In thls paper a generallzcd Lambert- tra.nsformatlon is investigated, which mcludes all the
well known Lambert-series and Lambert- transformations as special cases. We prove a con-
. vergence theorem and by suitable choice of the: kernel of the transformation the results are
. specialized to the well known cases. ' . . ,

{ . .

1. . : .

In der Theorie der uneingeschrinkten Zerfillungen. natiirlicher Zahlen in Potenzen
natiirlicher Zahlen spielen Lambertsche Reihen und Verallgemeinerungen der-
selben eine besondere Rolle (s. etwa [3, 4]). Stetige Analoge ‘dieser Reihen sind Inte-
graltransformationen, die von WIDDER [11] und GOLDBERG [5] untersucht wurden.
_In dieser Arbeit soll eine Integraltransformation cingefiihrt werden, die im wesent-
lichen die blsher bekannten Transformationen und Relhcn enthilt, ndmlich

. Afal (2) = f k(e"‘)'da(t)_ - . - (1.1)
. K _ , .

\ < \
" mit einem geeigneten Kern k und Originalfunktionen o aus einem gewissen Grund-

raum. Im Abschnitt 2 werden Konvergenzeigenschaften des Integrals (1.1) unter-.

~sucht. Es wird gezeigt, daB das Konvergenzverhalten von (1.1) wesentlich mit dem

Konvergenzverhalten der Laplace-Stieltjes-Transformation -
B . o

) Ala] (2) = Fe““ da(?) : : ! | . - (1.2)
. 6. .

zusammenhéngt.- Tn Abschnitt 3 wird die Bildfunktion (1.1) mittels eines anderen
absolut konvergenten Integrals dargestellt. Die Abschnitte 4 und 5 dienen der Ein-
ordnung der bisher bekannten Lambert-Reihen bzw. -Transformatlonen in unser
Konzept. .

1) Der abschlieBende Teil 1T dleses Beltrages wird im néchsten Heft dieser Zeltschrlft er- .
scheinen.
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Bezeichnungen. Im folgenden sei ¢ cine beliebige posmve Zahl, N die Menge der
'na.turllchen R der Korper der reellen, C der Korper der komplexen Zahlen und
No=Nvu {0} Weiterhin sei Ag der Raum der im Einheitskreis holomorphen Funk-
tionen und log* z sei Abkiirzung fiir (log z)*.

- -

2.« . B
Als Kern k der Transformation wihlen wir eine belleblge (aber feste) Funktlon aus

“einem Raum Ap

Definition 2.1. A sei die Menge der Funktionén ke AE, die im Nullpunkt eine
Nullstelle 1. Ordnung besitzen und fiir die esein o > 1 gibt, so daB in 1 < |z] < o

héchstens endlich viele Singularita.teh 2; (7 =0;1,...,n) von k(z) liegen. Bei be-
heblger Anniherung an eine solche Singularitiat z — z, gelte die Abschatzung
k@) = Oz — z)™log (= — 2)],  pjg; €0, Re(g)20.  (2.1)

Bemerkung. Fiir diesen ersten Teil der Arbeit wird nur verwendet, daB speziell
im Punkte z, = 1 ein solches Verhalten (2:1) vorllegt Die allgemeine - Forderung
spielt erst im Teil II eine Rolle bei der Herleitung einer Umkehrformel. In Abhiingig-
keit von den Eigenschaften des Kernes k miissen an die Ongmalfunkmonen unter-
schiedliche Forderungcn gestellt werden. Hler/u fuhren wir die folgende Menge von
R = C-Funktionen ein.

Definition 2.2. V¢ ,,[0 oo) sei die Menge aller in [0, oo) rechtsseitig stetigen -
Funktionen a, die im L\ullpunkt verschwinden, in jedem Intervall [O R) (R > O) .
von beschranktcr Variation sind und fiir die : '
. - : _ .
[ la(e)] tRe@—1 |log t|Re@ dt < o . (2.2)
: o . .
ist. - ) i ) .
, Bém'erkungen: 1. Die in der Definition 2.2 auftretenden Zahlen p und g stimmen
im'folgenden mit den Zahlen 7, und ¢, iiberein, die in1 Sinne von (2.1) das Verhalten
von k(z) fiir 2 —.z, = 1 beschreiben. Zur Vcremfachung y der Schrelbwmse werden diese
Zahlen im weitercn ohne Index geschrieben. :

2. Tm Falle Re (p) < 0 ist die Integralbedingung (2. 2) automatisch erfiillt.

Definition 2.3. Als vera.llgememerte Lambert- Tra,nsformlerte von
a € V5 0, oo) bezeichnen wir

N

| Aa)(z) = Ax(2) f k(e™*) da(t), | ' '- ©(2.3)

falls das Integral konverglert \

Bemerkung Als Spezxalfa.ll ergibt sich fir k(2) = 2 die Laplace- Stlelt]es-
Transformatlon (s [10: S. 35{f.]), fiir dle wir kiirzer schreiben

A[a] (2) = A(z) = j e~ du(t)? - g (‘2.4)
o 0

© Zur Untersuchung des.Konvergenzverhalt,ens von (2.3) beweisen wir vorerst zwei
Hilfssdtze. Dabei betrachten wir als mogliche Urbilder nur Funktionen a(t) aus dem
» Raum V3 [0, oo).
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. .
Hllfssatz 2.1. Konvergiert das Integral f k(&%) da(t) /ur etn z = zo mit Re(zg) >0,

so konvergiert das Integral fiir alle z mat Re (z) > 0.
Beweis. Fiir, Re (p) < 0 oder Re (p) = Re (¢) = 0 ist die Konvergenz des Inte-
grals in der Halbebene Re(z) > 0 wegen k € Ay offensichtlich.
Falls & im Punkte 1 nicht beschrinkt ist, verfahrt man wie folgt
\Ilttels\partleller Tntegrat,lon erhalt man sofort

f k(e™*) da(t) = k(e a(1) — K(e) ale) + 2 f Kletya(t)e~tdt.  (2.5)
Aus dem fiir k(2) in Definition 2.1 geforderten Verhalten leitet man fiir £’ im Punkte 1

die Abschitzung k'(2) = O[(z — 1)"?"!log? (z — 1)] her. (siehe [12: 8. 25]; das dort
angegebene Verfahren ]aBb sich’ lelcht auf endliche Punkte 2 =2 ubert,ra.gen) )

Folglich gilt- ’ ! .
1 4 / \ . . ’
f |K'(e7) e~ a(t)| dt '
o) llog (e — 1)[Re@ 7 co
S Mf e - 1|Re(p)+l dt . ) o
g [ llog (7 — DR Ja(o) tlog ¢ .
= le=® — 1[Re®IH1 [log ¢[Re@ {Re(p) +1 '

L4
. N ‘

X .
S M-M2) [ |a(t)] R -1 [log t|Re@ g, .
. 0 * '
wobei . Sy ‘
My(z) = max {(ReP+1 g~z — 1|"Rep)=1 |log e™# + ])|ReW@ |log t|‘Re_“7’
' t€[0.1]

ist und' das Integral konvergiert, da a € V% [0, co). Damit konverglert das. letzbe
Integral in (2. 5) fur & > +0. Weiterhin gilt fir alle z mit Re (z) >0

lim k(e ") a(e) = 0. : :
e—>+0 . A

‘Dies ergibt sich sofort, da nach Voraussetzung .
kle™) = O(¢™® log' ) fiir t— 40, Re(2)>0 (28,
" gilt und die Integralbedmgung in-(2. 2) bedeutet; daB o

la(t)l [log ¢|Ret@)+1 dt : !

mem fllogl] - ‘
. 0 :
ist. Folglich kann das Verhalten von a(f) durch . ‘ »
- aft) = ot log=e-1¢) fir ¢t — 40, . N : (2.7).‘
abgeschiitzt werden. Dann gilt: ;T 1 s ;
lim a(t) k(e™**) =0, Re(z) >0. -~ (2.8)
D : o

Damit ist der Hllfssatz bew1esen |

8 .Analysis Bd. 3, Heft 2 (1084)
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Hilfssatz 2.2 Fiir Re (2) > 0 konvergiert [ k(e ™) da(t) genau dann, wenn das
Laplace-Stieltjes-Integral (2.4) konvergiert. 1 .

Beweis: Der Beweis gelingt durch die Ubertragung eines Beweises von WIDDER
J[11: S. 174/175] fiir den Speualfa,ll k(z) = 2/(1 — z) z € R, die keine Schwierig-
kelten bereitet.- '

‘a) Das Integral (2.4) sei fiir ein festes z mit Re(z) >0 kon’vérg»ent Bezeichnet, man
) :

. mit b(t dle Funktlon b(t f e da(t), SO erhalt man die Gleichung
o - l -
[ k(e ) da(t) = j E(e ) e db(t)

; .

' = k'(0) b(0o) + z- [ e(k'(¢") =t — k(e™)) b(t) dt

¢ .1 ' ’
Man sieht nun leicht, daB sich der Integrand des letzten Integra.lé durch M e~ ab-
schitzen 1aBt. Somit konverglert auch das Integral auf der linken Seite der Glei-
chung.

b) Wir nehmen nun an, da8 das Tntegral f k(e=*) da(?) konverglcrb und bezeichnen
mit h(t) die Funktion ' 1 :

h(t) = f k(e™) da.('r). ‘
>

\
'

Um die Konvergenz von (2.4) zu zeigen, geniigt«es nachnlweisen daB das Integral

o0

fe * da(t) konverglert Die Zahl ¢, wihlt man so, daB in [v] < e~tRet auBer v = 0
o - .
keine weiteren Nullstellen von k(v) llegen Man erhalt

oo

[ et da(t) f :tt)

Ic(e 3t) - e~ k'(e” “
k2(e™)

e #h(¢) dt

I

. Der’ Integrand des letzten Integrals kann nun wieder durch M e~* abgeschéitzt -
werden, woraus die Konvergenz des linken Integrals und damit die Konvergenz von
(2.5) folgt N

Die Hilfssétze 2.1 und 2.2 kénnen zu einen{'Konvcrgenzsatz fiir die Transformation
(2.3) zusammengefallt werden, wobei man noch verwendet, dafl das Integral (2.4)
fur Re (2) > Re (2,) konvergiert, falls es fiir 2y, Re (z5) > 0, konvergent ist (vgl. [10

‘37] A

Satz 2.1, Exustiért die vemllgemez’nerte‘Lambert-’]‘mns/ormz'erte Ai(zo), Re (z9) > 0,
so exustiert Ay(z) auch fir alle z mit Re (z) > Re (z).
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3.
Jetzt soll eine Darstellung der Transformation (2.3) durch ein konvergentes Lebesgue-
Integral hergeleitet werden. Zur Vorbereitung noticren wir den

i
oo

. . Hilfssatz 3.1. Das Integral fk(e':‘) da(t) konvergz’ere fiir ein zy mit Re (z5) > 0.
1 . :
Dann st~ - . .
O la(t) = ofe™) /ur t > 4oo. (3.1)

Mit Hilfssats 2:2 kann dlese Aussage sofort a,uf den entsprechendcn Satz fiir die
Laplace- StleltJes-Tmnsformatlon Luruckgcfuhrt werden (s. [10: S. 39]).
Jetzt formu]ucrcn wir ‘

1

" Satz 3.1. Es ser (2.3) komergen; /ur z = zy, Re (zo "> 0. Dann kann die wrallée- |
menerte Lxmbert Tmm/orrmerte A von a durch das absolut konvergente Integral
Az) = 2 f k(=) a(t) eQ' dt, Relz) > Re (z), (3.2)
0 i '
ziargégtellt weréé;z.‘
Bewels Die absolute Konvergenz von jl'k (e™*) a(t) e~ dt wurde schon im Hilfs-

satz 2. 1 geLelgt Fur das Restintegral gllt " ,

j]e k' (e7) a(t) Idt f[e <~—Zo>t] ' (e~**) a(t) e~ dt.

Der Term |k!(e~%) a(t ) e~ %] kann nach Hllfssa,tz 3.1 und wegen der Voraussetzungen
an k, die k'(e"*) = O(1) fiir ¢ - +-oc0 sichern, durch eine Konstante abgeschitzt
“werden Damit folgt die Konvergenz des rechts stehenden Integrals fiir Re (2)
> Re (z,). Weiterhin erhilt man durch partlelle Integratlon fir0<e< R < oo
dle Glelchung ‘ .

‘R

f k(e ) da(t) = k(e“m) a(R) — k(e~) a(s) +z f kf(e‘~“) e *a(t) dt. ()

Da k im Nullpunkt holomorph ist und dort eine Nullstelle erster Ordnung hat, gilt .
k(e *R) = O(e~*R) fiir R — +o0. Hicrmit und mit Hilfssatz 3.1 und (2.8) ergibt smh
daBl die beiden ersten Summanden auf der rechten Seite von (x) fiir B — oo bzw.
& = 40 verschwinden, und das liefert (3.2) 1

4. T S \

Wir betrachten jetzt cmlge Spezialisierungen des Kernes k, die An]aB zu fruher unter-
" suchten Transformationen geben. -
In [11] untersuchte WipDER die Transformation

o0 N

A;,[b] (z)‘=fe=f_t—'1db(‘)', ' , k4.1)
[ .o , N . .

g , : \
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N 'z
i ~und a(t) = f udb(u). Falls. -

Diese ergibt. sich aus (2.3) mit dem Kern k,(z) = i

. ° . 0
b € V1[0, oo) ist, so gilt dasselbe auch fiir @ (s. [1: S. 64, Hilfssatz 4]). Da sich der
; .
Kern pr—

sofort den o ' ) , )

stetig nach ¢ = 0 fortsetzen liaBt, erhdlt man aus dem Hilfssatz 2.2

Satz 4.1. Fulls Re(z) > 0 7st, so lconvergzert das I ntegml (4 1) genau dann wenn das

\ Laplace-lnlegml f e*'t db(t) fconvergzert

Bemerkungen 1. WIDDER bewelst in{11: 8. 174/75] weiterhin, daB das Integral

(4.1) fir Re (z2) < O genau dann konverglert wenn ftdb(t) (das ist das Laplace-
Integral im obigen Satz fiir z == 0) konvergiert. 0

2. Die Transformation (4 1) bezelchnct man gewohnlxch als die Lambert Trans-
formation.

In Vcrallgememerung von (4 1) betrachtete GOLDBERG in [5] Verallgemcmerte
Lambert-Transformationen der Gestalt (2.3), bei denen aber % und ¢ R! — Rl-Funk-
tionen sind und der Kern % fiir z > 0 die Entwicklung

e %) = Y uye ™ . : o

n=1

mit Uy = > O al > 0 und a, = O(n' 1) fiir n - 400 (r = 0) besitzt.

Mit z = e* kann man sich durch Abschétzung der” aylorkoefflzlcnten von 2 a,z"
n=1
davon iiberzeugen, daf dieser Spezialfall sich im Falle 7 € N z. B. durch eine Funktion

k(2) realisieren liBt, die auf der Einheitskreislinie Pole besitzt, deren Ordnung nicht
groBer als 7 ist (vgl. [9: Satz 1.4, S. 14]). ) ‘
. .

5. | o S
. Die Darstellung (2.3) der verallgemeinerten Lambert-Transformation als Stieltjes-
Integral erlaubt es auch die Lambertschen Reihen und deren Verallgemeinerungen
in die Betrachtungen einzubeziehen. Die Ongmalfunktlonen sind dann Folgen {a,}
komplexer Zahlen, die Bilder wieder Funktionen einer'komplexen Veranderhchen

In [8] betrachtete SEDGEWICK Reihen der Gestalt .

2 agk(z"), an, 2 €C, _ R : (5 1)

wo k eine meromorphe Funktlon mit k(0) = 0, £'(0) # O ist. Falls man sich auf
Funktionen k € Az beschrinkt, so ordnet sich auch die Konvergenzuntersuchung
- dieser Reihen den Betrachtungen in Abschnitt 2 unter. Man.erhilt diese Reihen aus -
(2.3), wenn man als Ongmalfunktxonen nur Funktionen der Gestalt

’

0 fiir ¢t <1

=14 W )
.a() Ja, firt=1
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zulidBt und ‘e~ durch z ersetzt. Die Laplace- Stlelt]es Transforma,tlon (2. 4) geht dann
bekanntlich in die gewdshnliche Potenzrelhe

3 ayzn . , C (5.2)

n= l
iiber. -Mit Hllfssau 2.2 erbilt man sofort den \ )
Satz 5.1, Fir |z| < 1 konvergiert (5.1) genau dann wenn (5.2) Iconz,ergent 2st

Bemerkung Dieser Satz bleibt auch richtig, wenn Ic im Einheitskreis Smgulal i-
titen besmat falls ma.n nur die Konvergenz von (5.1) S0 mterpretlerb daB es ein

\
) no(z) glbt so-dal )_‘a,, (=") konvergxert s. [9: 8. 63])

fi=1"n,.

t

Fiir k(z)
Reihen’

z
- erhalt man dle von Kxopp | in [7] untersuchten Lambert-

\
2" .

25

Der Satz 5.1 blelbt erhalten, wobei man nur (5.1) durch (5.3) zu ersetzen ha,t
Auch hier gibt es spezielle Aussagen (vgl. [9:.S. 71]), ndmlich die, daB (o 3) fur

N (5.3)

—_— z".

.alle z mit ]z| 1 konverglert falls L «, konvergent ist, und daB im Fa]le der vaer-
n=1
genz von Z n die Konvergenzgeblete von (5.3) und (5.2) uberemstnnmen
n=1

Die Transformation (2.3) enthélt als Spezialfall auch die von KENNEDY in [6]
untersuchten R-Rethen

o . e— a2 - . ) . T . .
§ e—bin’ ‘. : (5.4)
13

wobei b > 0 und {An} eme elgenthch monotornie Folge positiver Zahlen mit dem Limes

+o0 ist. Als Kernfunktlon hat man hier k(z) =

1 2 iy wihlen, und als Ongmal-
funktlonen sind stiickweise konstante Funktionen zugelassen, dic in den Punkten
z = 2, (n € N) Sprungstellen mit den Sprunghéhen a, besitzen. Hierbei geht die
Lapla.ce Stxelt,]es Transformation (2.4) in die Dirichletsche Reihe

Za ez 4 o , (5.5)
=1 . . , ) .

' ’ . !

© iber. Der Hilfssatz 2.2 liefert dann sofort den . ,
. /

Satz 5:2. Fir Re (2) > 0 konvergiert dic R- Rezhe (5.4) genaw dann, wenn die

.Dzrzckletsche Redhe (5.5) konvergrert.

Mit dem Ansatz u, = (b — 1) A, kann Satz 5.2 auch in eme Konvergenza.ussage
fiir Re ( z) < 0 umgeformt werden, falls b > 1 ist.

Folgerung 5.1, Im Fall b > 1und Re (2) <O komergzert die R Rezhe (5.4) genan

dann wenn diesRethe 2 a, €0~ V42 konvergiert.
. n=1
Bemerkungen 1. Diese Folgerung blelbt auch fur 0<b=1 rlchtlg s. [9:
' 8. 16ff] , :

v,
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I
v

2. Die R-Reihen (5.4) enthalten auch die Garvinschen Vera,llgcmemerungen
Lambertscher Reihen (s. [2])

P

Man hat nur ¢~% durch z zu ersetzen und 1, = vn, b = ufv zu withlen.

zvn

nueN. 58

1—2“"

/ . .

In dieser Arbeit wurden Konvergenzunbersuchungen fiir eine verallgememerte Lam- .
bert;Transformation durchgefiihrt. Es ergab sich, daB die von uns untersuchte Trans-
formation nicht nur alle bekannten: Verallgememerungen der Lambért-Transforma-
tion, sondern auch alle bekannten Verallgemeinerungen Lambertscher Reihen als
Spezialfille enthilt. In einem zweiten Teil soll dle Frage nach Umkehrformeln néher
untersu(,ht, werden.
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