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Asymptotlsche Abschitzung der Inversen Toeplntzscher Bandmatrizen
im Grenzfall

v
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Fir die Elemente der Inversen Toepht7;‘scher Bandmatrizen werden im Grenzfall mehrfacher
Nullstellen des Stab)htatspolynoms O-Abschitzungen hergeleitet, wenn die Ordnung der
Matrizen gegen .Unendlich strebt

BHBO,.lﬂTCH O OIICHKH 3 1EMEHTOB 06pa'mott MAaTpHUbI ﬂe}lTO‘lel)\ Manllll THIA TENIHMUA B
rpanntmou Ciyyac KPaTHHX }(opnen MHOTO4JICHA yCTOﬁ‘IHBOCTH ecan MOPHIOK MaTpHL
CTPEMHUTCA R 6eCKOHEUHOCTH . .

For the elements of the inverses of Toeplitz band matrices there are donstructed O-estimations
in the limit case of multiple zeros of the stability polynomial, if the order of the matrices tends
to mflmt,y

1. Einleitung -

Das asymptotische Verhalten der Inversen einer Tdéplitzschen Bandmatrix

G a4 ...q, 0
a., a, :
a
A — : . . P
“—q
Q O -
o a/ av 1 a,m .

der Ordnung N fiir N - oo mit a,a_, 3= 0 und p,g =1 ist wcsenthch durch die
-Nullstellen des Stabilitdtspolynoms

, }P+q+---+a0/.q+---+a_'¢=0 ) A ' (1)

. bestimmt. Tm Fall einfacher Nullstellen, die sich noch dazu. in .¢* betragsmi Big
kleiniere und p betragsmiBig groBere trennen lassen, wurden in [1] fiir die Inversen
A™' asymptotische Abschiatzungen angegeben und zum Existenznachweis holo-
morpher Lgsungen linearer partieller Differentialgleichungen mit Hilfe der \Iajo-
rantenmethode verwendet. Mit dem Grenzfall, wo sich die Nullstellen nicht mehr
in der angegebenen Weise trennen lassen, befalt sich die Arbeit [2), allerdings nur
im Spezialfall p = ¢ = 1. .

Im folgenden’ soll der allgemeine Grenzfall behandelt werden wobei auch mehr-
fache Nullstellen zugelassen sind. Die entsprecheride Anwendung zur Ldsung parti-
eller Differentialgleichungen wird an anderer Stelle vorgenommen [4], wo auch der
Fall mehrfacher getrennter Nullstellen behandelt wird. Die Abschitzungen kénnen

“auch benutzt werden, um wie bei A. Pomp [8] Abschdtzungen fiir Normen der Inver-
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sen zu erhalten. Besonders- bcquem sind die Abschitzungen fiir die Zeilensummen-
norm ausfithrbar, die wegen der Persymmetrie Toeplitzscher Matrizen und damit
auch ihrer Inversen im vorliegenden Fall gleich der Spaltensummennorm ist.

2. Vorbere¢itungen

"Als Hilfsmittel verwenden wir fiir die Inverse A-! — = (dum) von A = (@m-n),

n m=1,...,N, im Fall d,; &0 die Darslellungs/ormel von I.Z. GOCHBERG und
AL A, SE\iE\IZUL [5] sowie implizit von W. F. Trench [9]

-
-

z 0 N yg.... yN - To 0 0 zy...az.cz
Al — L T I U B Yn 0. ' 'O, L \
x, : . . . . - c. y2 x : .. - . .xN -
Ty ..o Ty Xy 0 k7 Y2 yn O 0 0

mit z, = d,,, Yn = dy, und somit z, = y,, die sich auch’in der Form

. 1 nAm 1 nAm ’ . .
Aom = — 2 Tpt1- nym+1-‘ - Z yN—nth-mn . (2)
Ty - i=1 Ty = N
'mit 7 A m = Min (n, m) schreiben 1at. In derselben Arbeit {5] wird auBlerdem die
zu.A gehérende Hauptabschnittsmatrix 4 = (a,_,) von (N — 1)-ter Ordmmg be-
tra.chtet und fiir die Elemente der Inversen A1=( am) dic Formel

-

mAm 1 nAm

1
bum = — anu Ymar-i — = X YN-n+iTN-msi ' - (3)
z, o 21 i=1 ‘

mit denselben 2z, und y, wie zuvor aufgestellt. Beide Formeln werden auch in dem
Buch I. 8. Torvipov [6] unabhingig voneinander.auf sechs Seiten durch direkte
Rechnungen bewiesen. Sie lassen sich aber wesentlich kiirzer gemeinsam beweisen,
wenn man beachtet, dal der Zusammenhang zwischen (2) und (3) - :

dnm = bnm + ;— yN—n+lzN—m+l‘

unmittelbar aus der Methode des Rénderns (vgl. etwa [7}]) hervorgeht woraus ins-
besondere S
[ XN - ) YN’
= _—— " == — — Xyn_gn
Zn E2 ‘xl ?/.N—n.h Yn Yn ” N-n+1 .

mit' &, = b,,, 7, = by, folgt. Mit diesen Gleichungen gelangt man jetzt fon (2) mit
N'— 1 an Stelle von N nach kurzer Rechnung zu (3), so daB sich beide Formeln
durch vollstindige Induktion beweisen lassen, sofern die Elemente d,, = z, auch
fiir die kleineren Werte von N nicht verschwinden. Von der letzten Zusatzvoraus-
setzung kann man sich aber.abschlieBend durch einen geeigneten Grenzubergang
befreien.

Um noch eine andcre Duarstellungsformel fiir die Elemente d,,, von A~! anzugeben,
prizisieren wir die vorhergchenden Bezeichningen zu z,(") = d,,,, 4, = d,,. Smd
alle 2,19 % 0 fiir L <7 < N, so gilt nach [3]

>d,,,,,‘= § il . _ | (4)

. i=nVm l(')
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\ .
mit n v m = Max (n, m), wobei diese Darstellungsformel ebenfalls eine Folgerung -
aus. der bereits erwihnten Methode des Rinderns ist und die Persymmetrie der
Toeplitzschen Matrizen und damit auch ihrer Inversen Bny = AN N-n+1> Bin = Ay-ns1.¥
ausgenutzt wurde.
Weiterhin benétigen wir im folgenden mehrfach zwei Hilfssiitze.

Hilfssatz 1: Die r + 1 Polynome in n ) . .
N ), (N )ty ey (N ) | | ®)

“mat nichtnegativen ganzen Zahlen ly <1y < -+ <, lassen sich durch Iiinzdf@ung von
Linearkombinationen der jewetls vorkergehenden Polynome in Polynome iiberfiihren,
deren Glieder mit der hochsten Potenz von N

!
Nt, ayn N1, L., &,n"Nb—T
mat nicht verschwindenden Koeffizienten «,, ..., &, lauten.

Beweis: Zieht man von den auf (N + n)e in (5) folgenden Polynomen jeweils
(N + n)b Nt~ gb, so lauten die Glleder mit den hichsten Potenzen von N der ver--
blelbenden Polynome : :

N’° (& — L) nNL=Y (L, — 1) nNB—Y,

so dafl wir berelts «y = U, — Iy > 0 gefunden haben Jetzt ziehen wir von den .auf
(ly — lp) nNH—1 folgcnden Polynomen jeweils ein passendes Vlelfaches dieses Poly-
noms ab, so daB wir Coe N

, Nty aynNh=1, a2n2N‘-‘2, BmiNb—=2 ﬁ,ﬁ2N‘r"2 '

~

erhalten usw. Dieser Prozef 1Bt sich so lange vfortset,zen wie die entstehenden
Koeffizienten «; .0 sind. Angenommen, es wire «, = 0 mit m < r. Dann miilte *.
nach Anwendung des binomischen Lehrsatzes a,uf die Polynome (5) die Determinante

[0 6
() () ()

verschwinden. Diese ist aber nach Multiplikation der n-ten Zeile mit (n — 1)! fiir
n=1,...,m + 1 und Addition geeigneter Linearkombinationen der ersten Zeilen

zu den jeweils nachfolgenden Zeilen die aus [, ..., 1, gebildete Vandermondesche:
Determinante. Da diese von Null verschieden ist, haben wirteinen Widerspruch 1

Hilfssatz 2: Gegeben seien t =1 natiirliche Zahlen kl, .y by mat 4
by Sk S-Sk, | | . - (6)
und es set K; = k, 4 - 4+ kifir0 < 7 < t. Ferner set v eine ganze Zahlnit0 < v < ¢
und l eine naturlwhe Zakl mitl < K,. Fur etne Zahl € € { 1, —1} setzen wir
1

und es ser

ke — 1< 2ue < ko + 1 ' v o (8)
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mat kg = —k,. Schlieflich setzew wir fiir ¢ = 1, ...,¢

. . v o , .
U = [-2- (k; + 1) —;—u], ) . o (9)
. ’ . ' - , \ ‘ 4 .
wobet iiber die Summe der Reste N ‘
¢, 1 , *
Coi=rd] 2 R H : . " :
vomusge,setzt.wz'rd. Dann nimmt die quadratische Form ' .
Q= Zlk—ﬂ. VB - - (11)
.oi= A . .

“mat t ganzzahligen Verinderlichen Bi unier den N ebenbedmgungen
OSﬂ, <k /urlSzStund

: (12)
Bit+ -+ b= y .
fiir T :
l - <
== (1 ki im Fall?t < v, .
B ) (1 +e i T (13)
S Bi=u; im Fall? >t . '
evn strenges Mazimum an. N
Beweis: Wegen (9) gilt fiir die Reste o v T
d1e Unglelchung —i =94 <3 Fires>'t kann ]edoch der Fall.§; = ——% nicht

vorkommen da sonst 8, <0 fur alle 7 > 7 wire und die Vora.ussetzung (10) nicht
erfullt sein konnte. Fiir .>> 7 ergibt sich daher im Fall ¢ = 1 wegen (8) und 9)

1. '
—(ki+kx)~1§—(ki—1)+u< ui<_,(ki+1)+u',
g 2 2 \

' 1 s >
. < U R
und im Fall e = —1

1 ' 1 '
'é—(ki_kr+l)—1<ui<— k;—kt)+1>

. ‘2 (
- sodaB \§egen (6) in beiden Fillen 0 < u; < k; folgt. Wegen (13) ist daher die Neben-
bedingung 0 < 8; < k; fur alle ¢ erfiillt Weiterhin erhalten wir aus (10) und (13)

[
Z'ﬂ.'——(l-{-E)K + 5 (Kt—K)-i-u(l—t)'

~ so daB (12) wegen (7) ebenfal]s erfillt ist. Wegen (12 und (14) 156t sich die quadra-
tische Form (11) folgendermaBen schreiben:
t . ¢
Q=X (w+ 8 —2ul— Z(fi—w— 67 (15)

i=1 i=1
J
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_iteriere diesen Vorgang.

sowie f; = u; = m fiir allez.
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Fiir 7 <’ folgt aus den vorhergehenden Abschétzungen fiir «; wegen (6) im Fall
e=1, daB k; < u; ist, und im Fall ¢ = —1, daB u; =< 0 ist. Somit wird -(15) fiir

ganzzahlige f; mit 0 < §; < k; fiir (13) maximal. Da (15) bei jeder anderen zu-
lissigen ‘Wahl der g; streng kleiner wird, ist Hilfssatz 2 bewiesen I -

Zusatz: Ist die Voraussetzung (10) nicht erfillt, sind es aber die ibrigen Voraussetzungen von
Hilfssalz 2 und gilt 0 < u; < k; fir i > 1, so wird das Mazimum von (11) an mehreren Stellen -
angenommen. _ ¢ . o , ‘

Beweis: Die Reste (14) konnen nur zwei verschiedene Werte annehmen. Ist §;'= ¢ fiir
gerade k;, soist §; = 6 — % sign 6 fiir ungerade k; mit sign 0 = 1. Unter den Zahlenk,y,.. . &

moége es b ungerade Zahlen geben. Aus (7) und (14) ergibt sich, daB die Summe
g . f

™Ma

6 =0t —1) ——b-signé
+1 2

s =

=

-

stets eine ganze Zahl ist. Es sei jetzt b > 2 [8] (¢ — 7). Dann ist |s| = %, und wir setzen bei

Js| Werten von ¢ mit 0 < u; < k; und ungeraden -k; an Stelle von (12) jetzt

v

-

B; = u; + sign s.
Der Wert f; — u; — 6; = sign s — &; in (15) bleibt dann wegen sign s = —sign & = sign 6
kleiner oder gleich Eins. Lassen wir die ibrigen Werte f;. wie in (13), so erhalten wir far Q

wieder einen-Maximalwert. Wegen s # 0 und 2 [s] = b ist b = 2, so daB es mindestens zwei
Moglichkeiten fiir die Wahl der |s| Werte i und damit fur die Lage der Maximalstellen gibt.

Es bleibt noch der Fall 2] (¢ — 7) > b zu behandeln. Dann ist |s] < [0] (¢ — ) — %

(¢t —t — b), wobei t — v — b dic Anzahl der ger@dcn Zahlen von'k,,, ..., k ist. Somit

\Dl.-t

o

lassen , sich die vorhergehenden Argumente wiederholen, wobei lediglich ungerade durch
gerade zu ersetzen ist, da in (15) dann f; — u; — 8; = signs — §; wegen. signs ='signd
= sign §; kleiner als Eins ist. Damit ist der Zusatz bewiesen. B

Bemerkungen: 1° Zur Lésung (13) gelangt man, indem man das Maximm'n der

. quadratischen Zielfunktion, (11) unter den angegebenen Nebenbedingungen zunéchst

mit Hilfe-des Satzes von KurN—TuckER fiir reelle Variable ermittelt und diese an-
schlieBend durch ganzzahlige Werte approximiert.
0. Bei der Anwendung von Hilfssatz 2 beginne man mit T = 0, setze ¢ = sign »
und iiberpriife, ob (8) erfiillt ist. Andernfalls berechne man aus (8) ein neues 7 und
. ) ‘ ‘

3°. Sind alle k; gerade und ist [ = EK" so sind (7) und (8) mit » = = = 0 erfiillt,
. ‘ 1 \ .

und es gilt §; = u; = ) k; fir alle 7. ,
49, Sind alle k; = & von ¢ unabhingig und grofer als 1 und ist I = m¢ mit einer

k

natiirlichen Zahl m < k, so sind (7) und (8) fiir v = 0 erfiillt, und es gilt v ="m — 5

S
50, Ist 7 =t — 1, so laBt sich (7) in der Form u =1{— 5 (ke + (1 + &) K,

' schreiben, und esgilt v, =1 — % (1 + &) K,.

6°. Tn den drei letzten Fillen sind stets alle §; = 0 mit 2 > r, so daB (10) dann wegen
(14) ebenfalls erfiillt ist.”

79, Die Bedingung (8) kann fiir mehrere Werte von z erfiillt sein, diese seien ‘'t
(1 +€) by

1
und 7 4 1. Wegen der Eindeutigkeit der g; in (13) muf} dann ., = 3
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sein. In diesem Fall fo]gt unter Beachtung der aus (7) und (14) hervorgehenden ,
Gleichung c ;

Zé—l——4 +eK Zu“
i= r+1 , i= r+1 .
S daB sich die lmke Seite von (10 ) bei Lrsetzung von 7 durch 7 + 1 nicht a.ndert

Beispiele fir t =2 und + =0 smd aus der folgenden Tabelle zu entnehmen:

l=1 =2 ~
: — \

k, k K, (PO VA N v ou u . 6 ' G

2 2 4 —% 11 —% —% 01 1 0o o0

2 4 6| <t 0 1 0 o0 —%'1 2_%;_%
EERIE N R

2. 3 5 ;% 0 1.%.7} Q% 1_r_%. % \
1 3 4 —% 01 .0 o 01 2 mé—%'
¢ 3 3 6 i} 1 yL—%-Q% —% Lo 0- 0

l=1 1=1 '
_ [
kl IC2 K‘ u Uy, ' ugb 62 u Uy Ug 62 ‘
2 6 8 -2 -1 10 2 3 5 0
o 5 . 5
. 2 9 =
1.7 .8 5 1.0 5 3 6 0

3. Absché’itzung der Randelemente

JIm folgenden bezeichnen wir die voneinander verschiedenen Nullstellen von (1) mit
) )_,,. ,Ao,/l, . A und dic zugehdrigen Vielfachheiten mit k_,, ..., k,, so daB
ko, + - + ks = p + ¢ gilt. Dabei sollen die Nullstellen folgcnderma.Ben geordnet
sein:

A S0 S 2] < |l = = [24] < V-¢+1| = 2 A i A (16)
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Wir setzen stets £ = 1 voraus, lassen aber die-Grenzfille 7’2 —1 und ¢ = tzu,in
denen die ersten bzw. ]etzten Nullstellen wegfallen. Weiterhin setzen wir vora,us‘
daB sich die Nullstellen nicht in g betragsméBig kleinere und p betragsmaBlg groBere
trennen lassen. Dann gibt es eine natiirliche Zahl ! < K, =k, + --- + & mlt

p=1+tku+ -tk ' , o

Wir kommen jétzt zur a’symptotischen Abschitzung der Elemente z, = d,, der
ersten Spalte von 471, die wir in Anlehnung an [1] dur(,hfuhren Bekanntlich lassen
sie sich als Lésung des Randwertproblems .

.A“'pxn+p ‘I‘ + aoxn + + (I,_qfl:,, —-q — O (18&)
Xyg = _a,_’ xz_q = =X =y = Ay = v = Ty = 0 (18Db)
. -q : -

auffassen. Damit sind sie eine Linearkombination’
’ ptq , . S R
Z, = Z ¢z, -(19)
j=1 ‘ ’ N

der line'ar uhabhiingigen Losungen z, = n4% ‘von (18a) mit x; < k,,.

Satz 1: Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 2 beziiglich der Vzel/ackhezten der
N ullstellen von (1) mat (16) und (17) existiert die Losunq (19) des Randwertproblems (18)
* fiir hinreichend grofe N, und der Anterl

"\= Z c].x'_n(I) 3 . (20)

von x,, wobei iiber die ¢ Werte j mit u; < tund »; < k; — ﬂ, mat (1‘3) m Full /4, =17 = 1
zu summieren ust, konvergiert bez festem n fiir N — oo gegen

be 0, ' . o o (21)
wobe? ziber dieselben §.zu sqmnm"eren 1st. Die v, geniigen den Randbedingu’ngen \
N 1 I - i ) - ) .
Vyog = ———, Vpqg = +++ =¥ = g = 0. (22)

~q ;

" Beweis: Setzt man den Ansatz (19) in (18D) ein, so entsteht ein Glelchungssystem
zur Bestimmung der ¢; mit der Systemdetermmante

(1 @ (p+q)
Ty—¢  T—q¢ -+ T
4 PR C NP € R X (A1) , C 93)’
T @ wore T (23)
TN-1 R o
@ @ '(pw)
W 1 Zxap Taip oo Tyap

Um spiiter den Laplaceschen Entwicklungssatz anwenden zu kénnen, betrachten wir
zunichst die Unterdeterminanten p-ter Ordnung, die aus den p letzten Zeilen von 4
gebildet werden kénnen, und suchen unter diesen diejenige mit der gréBten. asym-
ptotischen Ordnung fiir N — co. Zu diesem Zweck betrachten wir diejenige dieser
. Unterdeterminanten, wir bezeichnen sie mit 4,, diealle Spalten 2!, = = (N 4-m)~ VAR
m=1,..., p, mit u; > t enthilt sowie bei vorgegebenen Aahlen b1, Bz, -, Byomit
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B+ + ﬂ‘ = im Fall ;=1 mit 1 <7 <¢ die §; Spalten mit den groBtcn
l’oten/en von N
(N + m)ki—8 ) Nvm (N'_*_ myk=t J F+m

Auf Grund von Hilfssatz 1 liefern diese ; Sp&lten nach Bildung geelgneter Linear-
kombinationen zum asymptotischen Verhalten von 4, den Beitrag

N k=808, ) N8s { e
und die Spalten z‘,{,’+m mit festem u; > ¢ den Beitrag /,1:’"’ Hierau?, ergibt sich fﬁr

N~ o0 - N

0 ~CV NQ(/‘ B APk L d ¥ ) - (24)

mit (11), wobex C eine nicht verschwmdende Konstante und V, eine verallgemeinerte
Vandermondesche Determinante ist, die ebenfalls nicht verschwmdet Auf Grund
von Hilfssatz 2 ist Q maximal, wenn fur die 8; die Werte (13) gcwahlt werden. Wegen
(24), (16), s ‘

1248 L A = A0

und Hilfssatz 2 besitzt jede andere’der zuvor betrachteten Unterdeternminanten fiir
. N — oo eine’kleinere Ordnung als 4,. Denken wir uns jetzt die z,%) so numeriert,
dafB die Unterdeterminante 4, gerade aus den letzten p 7e11en und Spalten besteht,
so ist nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz .

gt (@
N

A~d,| N S - (25)
' 2o ,_.' (q)

e

" - wobei die hier auftrctende Unterdeterminante ebenfalls bis auf einen mcht ver-

schwindenden” Faktor eine verallgemeinerte Vandermondesche  Determinante und
damit von Null verschieden ist. Fiir hinreichend groBe N ist damit 4 5= 0 und somit
die Existenz der'z, bewiesen. Da die Unterdeterminante in (23) gleichzeitig die
Systemdeterminante bei der Bestimmung der b; in (21) aus den Randbedingungen
(22) ist, kann schlieBlich unter Anwendung der Cramerschen Regel auf die Kon-
vergenz der ¢; in z,” gegen die b; und damit auf die Konvergenz von z,” gegen v,
fiir N — oo geschlossen werden B- . '
Satz 2: Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gilt fiir den Antexl
" = 3 ez o ] o (26)

nyst ’ . . 0

der Losung x, von (18) fiir Nx—» oo dze asymptotzsche Abschitzung

D m = Ok ' e
‘glezclzma/hq fir 1 <= n < N, wobet §; in (1‘3 ) Jestgelegt wurde. Bei festem n qzlt aufler-
dem z,"" — v, mit (21) fir N — 00,
1 . . .
Beweis: Aus (14) folgt ki — u; = ) k; — 4 + d;, so daB k; — w; in 7 monoton .
wachsend ist. Wegen k, — £, < k. — u, fir 8, = 0 und k — B Ekyy — Boyy fiir
B, = k. ist auch k; — B; monoton wachsend, so daB k, — f, = Max (k; — ;) ist.
Aus Satz 1 ist daher ersnchtllch dal d1e Abschatzung (27) fur ¥, und damlb auch
fur den Anteil x,, von x,’ gllt .
Y

3



. . Inverse Toeplitzsche Bandmatrizen 187 -

Zur Abschitzung des restlichen Anteils schreiben wir z,,”” in der Form

. .
z, =z, —}-Z’ Zb nki—bito—1zm - (28)
: |=l o=
mit (13). Die b;, sind spezielle ¢; und daher durch dasselbe Gleichun’gssystem wie -
- zuvor mit der Systemdeterminante (23) bestimmt. Berechnen wir die b;, mit Hilfe
der Cramerschen Regel, so ist die Spalte mit den Elementen nti—8c+e~12.m zu streichen.
Durch diese Streichung verliert die Unterdeterminante 4, aus dcm Beweis von
Satz 1 bis auf die Potenzen von 4;, die spiter wieder ausgeglichen werden, einerseits
die Potenz N*—#: andererseits kommt unter Beachtung von Hilfssatz 1 der Faktor
N#=< hinzu, sodaB sich die Ordnung zunéchst um N—*+2f—¢ gndert. Bei Anwendung
des Laplaceschen Lntwmkhmgssatzes wird die gestrichene Spalte maximal durch
eine Spalte mit den Elementen n*—#-11.m mit 8; < k; ersetzt. Dadurch kommt jetzt
zur Ordnung der Unterdeterminante emerselts derFaktorN"’ 8 —1 hinzu und anderer- -
seits verliert sie nach erneuter Anwendung von Hilfssatz 1 im Fall 7= § den Faktor
Nfs bzw. im Fall ¢ = j den Faktor N#—1, so daB sich die Ordnung insgesamt um

oo~ N—k+28i—0+ks—28;—1 bzw. N-o *

andert. Wegeh (i3) und (14) gilt

2u — 26, + IC,' fir ﬂi < k\i’ ﬂi = 0,
k, -+ 2ﬂ, + k,' - 2ﬂ, = 26, — 26' ) fiir ﬂ,' < kl', ﬂ, > 0',
) ki — 2u +26; fir Bi=ky, 8 >0.
- Die’iibrigen Fille brauchen wir nicht zu betrachten, da es im Fall ﬂ, =0 in -(28) ,
keinen zugehérigen Summanden gibt und der Fall 8; = k;, ; = 0, wie wir bereits
wissen, nicht vorkommen kann. Wegen (8) kann k; < —2u fir f; =0 und k; < 2u
fiir Bi =k angenommen werden, so daB wegen 2 ]6 [, 2165, 2 16; — 8] =1 m ]edem
Fall
l'a = 0( —a) . i . )
gilt. Somit folgt aus (28) wegen ¢ = 1 und Satz 1 einerseits die Behauptung z,”" — v,
und andererseits wegen b;;n° = O(1) auch die Behauptung (27)

Satz 3: Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gilt fiir den Rest x, — "’ mit (19)
und (28) ) 3 ' L o
oy — x| = O(N7UN —n 4+ 128058 (29)
fir 1 £ n< N maty = Max (k; — 26;) und k, = \/Ia:\ k, fir Iﬂ,,l = |A41]. . Ber /estem
n gult auﬂerdem T, —> Uy mzts(21) fiir N — oo. . J
Beweis: In Abdnderung von (19) schreiben wir Jetzt z, in der Form

2o =z + X bl .

B>t . . .
Die Unterdeterminante A, aus dem Beweis von Satz 1 hat dann an Stelle von (24)
ein asymptotisches Verhalten der Form
N Ay ~ CV, NUAP . 28N,
wobei C' und V eine analoge Bedeutung wie zuvor haben und @ nach wie vor durch
(11) mit (13) festgelegt ist. Wie zuvor sei weiterhin z, = m*2,™ mit u = 4; und
%= x; < k, sowie m = n — N. Bei der Berechnung von b; nach der Cramerschen
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Regel wird dann die Spalte mit den Elementen m*4,™ gestrichen. Nach Anwendung
. des Laplaceschen Entwicklungssatzes tritt hierfiir maxnnal eine Spalte mit den Ele-
menten nk—A—12" mit f; < k; auf, so daB nach Hilfssatz 1 die Ordnung der Unter-

determinante snch um den 1<aktor Nb—28- 1% dndert. Wegen |%,| = |4;| bedeutet dies
b; = O(N7-12,%), so daB-die Richtigkeit der Behauptung (29) unmittelbar ersichtlich
ist. : N

SchlieBlich erkennt man aus (29) bei festem n fiir N — oo, daB z, — z,”" — 0
konvergiert so daB nach Satz 2 auch die letzte Behauptung z, — v, bewiesen ist §

- Es sei noch erwahnt daf} aus (13) und (14) die Gleichung k; — 28; =24,
folgt also k; — 2f; hochstens zwei verschiedene Werte annehmen kann und y — 1
< —2u gnlt

BeiSpiél: Wihlen wir fiir (1) das Polynom (z — a) (z + 1) (x — 1)? ‘mit la] =1,
so besitzt die Differenzengleichung (18a) das Fundamentalsystem

a" (=" 1, n.

Wegen t =2,k = 1und k, = 2 sind die Voraussetzungen von Satz 1 bis Satz ‘% auf
Grund der vorhergehendgan Tabelle sowohl fiir { = 1 als auch fiir I = 2 erfiillt. Wir
wihlen p = ¢ = 2 und betrachten zunichst den Fall |a| > 1. In (16) ist dann

r=—1, §=3, und in (17) ist k3=1,1=1, so daB die Determmante (23) fiir
gerade N
-1 1 —1 g1 01 0 a!
1.1 0 1 1 0 01
N . . = 2(N 4+ 2) /
—1 1 N 41 a0 A 0 1 1 ag¥t1
11 N+42 a¥+2 1 0 1 a¥+2
=2(N'+ 2)(a”+2+aﬁ‘t1~ 1 —“-(1;) N

)]autet Nach Vertauschung einiger Spalten ist dies auch die Determinante (23) im
Fall laj <1 mit r =0, s = 2 und ko—l 1= 2. Wegen a¥+3 +a¥*? —q — 1
= (a¥*2 — 1) (a +'1) verschwmdet sie fiir keinen Wert von N, wihrend Satz 1
dieses Nichtverschwinden lediglich fiir hinreichend grofe N liefert. Die Richtigkeit
von (25) mit (24) 1aBt sich jetzt unmlttelbar iiberpriifen, da der Maximalwert. von

Q=1—l31/31 2*‘.32/927':1“12‘*‘ (2041 ﬂ2_2132

fiir ganzzahlige §; in den beiden Fillen [ = lund = 2 fiir B = 1 angenommen wird
und gleich 1 ist.

4. Abschiitzung der inneren Elemente

. A . .

Wir kommen jetzt zu den Hauptergebmssen wobei zunidchst mit Hilfe von (2) eine

schwichere und danach mit Hilfe von (4) eine schirfere asymptotlsche Abschétzung

* bewiesen werden soll. Das abschlieBende Beispiel deutet an, dafl eine noch weitere
Verscharfung denkbar-ist. :

Satz 4: Unter den Voraussetzungen von Hrlfssalz 2 beziiglich der Vzel/achhezten der
Nullstellen von (1) mat (16) und (17) existiert fiir hinreichend grofe N die Inverse
A = (d,n) der Toeplitzschen Matrix A = (ap_,) der Ordnung N mit a; = O fiir
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T>p sowe fir ¢ < —q, und thre Elemente besuzen fir N — oo die asymplotische
Abschatzung ) ‘
dum = O(N1,7-m). | | T s0)
glewhmu,lhg /ur 1<n,m<N. | |
Beweis: Wegen |4, < |},+1| gllt : -, : .
(N = n 4 o=t a0 = 0(y7), o '
so dall wir wegen k; — 28; < k; — §; <k — f: die Aussagen (27) und (29) z;i
2, = O(N—P=13,m) B ' e

“abschwichen kénnen. Die Lésungen des Randwertproblems (18) sind, wie wir -wissen,
die Elemente z,. = d,,. Die Elemente y, = d,, sind die Lisungen des adjungierten
Randwertproblems bei dem die Nullstellen 1, durch die reziproken Werte zu ersetzen
sind und / durch K, — .. Zunichst soll gezelgb werden, daB unter den<Voraussetzun- -
gen von Hilfssatz 2 diese auch smngema.B fur das ad]unglerte Problem’erfiillt bleiben
mit .

u*= —u, e* = —e, ‘!'*=I, ﬂx ﬂu

‘wenn die entsprechenden GréBen des adjunglerten Problems durch einen Stern ge-
kennzelchnet werden. Aus (7) folgt ndmlich durch Einsetzen von I = K — l*
' =¥ g = —¢¥

-1 1 . 2 . ) . o
' so dal u*-= —u abgelesen werden kann und die Voraussetzung (8) auch fiir die’

Werte mit einem Stern erhalten bieibt. Aus (9) folgf jetzt wegen |d;| < %

’

_ic~".‘=|:-l()c~+l)—u}=‘k~—u

und hieraus wegen (13) die Behauptung Bi* = k; — Bi.. Aus ' (14) folgt S(,hlleBllCh

6 = —6;, sodaB auch die Vorausseuung (10) fur das adjungierte Problem erhalten
blelbt ,
Folglich kénnen wir von (31) zu . : . ‘
= O(N#71 2,7 / | . (32)

ubergehen Da fiir N - oo nach Satz 3 1nsbesondere z; = v, gilt; v, aber wegen der
Randbedingungen (22) nicht verschwindet, kann auch z, fiir hinreichend grofe N
nicht verschwinden. Somit ist fiir diese N die Folge #,~! beschrinkt und nach (2)
die Existenz von 47! gesichert. Durch Anwendung von (2 (‘31 und (32) gclangen
wir jetzt unmittelbar zu

dum = O((n A m) Nk=2),n-m), »
womit sogar eine leichte Verscharfung der Behauptung (30) bewiesen wurde B

Satz 5: Unter den Voraussetzungen von Sutz 4 besitzen die Elemente der Imversen
A = (d,,) der Toeplitzschen Matrix A fir N — oo die asymptotwche Abschatzung -

d,.m = 0((n A m) ke 3:—1mﬂ;—l,1 n— m) (33)

\

gleichmiifig fir 1 <m, m < N. , o - ' |
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Beweis: Wegen |1,| < |4, und y < k, — B, gilt

NPUN — o DR NN = QbR 1),

" v N
wie man sofort erkennt, wenn man die Fille 1 < n < N und 3 =n =< N getrennt
betrachtet. \Vegen Satz 2 und Sau 3 folgt hieraus : '

= O(nk— b1} M, = O(nf—1),7"), ' (34)

wobei sich die zweite Aussage wie ‘beim Beweis von Satz 4 durch’ Ubergang zum

- adjungierten Problem ergibt. Ebenfalls wie beim vorhergehenden Beweis ist die
‘Folge der z;~! fiir hinreichend groBe N beschrankt. Ist 2,7! fiir alle N beschrénkt,

so finden wir durch Anwendung der Darstellungsformel 4) ..

) N
m :O( 2 (- ‘m + 1)kg B=1 (7 —n + l)m—l R m)
: i=nVm,

= Oo((v —m+ 1)ke— "“(N—n-{- l)‘*&“l (N—nvm-}-l))”—’") ?

und wegen der Persymmetrie der Flcmente d,,,,, = dy-m+1.8-14n fOlgt hieraus un-
mittelbar dic Behauptung (33).

Ist die Beschrinktheit von 2,7! nur fir N = N, vorhanden so kann auch die
Formel (4) nur fiir n v m > N, verwendet, ‘werden. Fiir 2 v m-< N laBt 51e sich aber
durch ‘ ’

. o /
gy o Wt o

§=No+1 (l)

ersetzen, wobeli d},‘),,“’ die Elemente von A-1 im Fall N= N, bezeichnet. Wegen

. N —'Ny< N —n'v~m + 1 gelangen wir damit zu den gleichen Abschitzungen wie
. zuvor I . . ’

Belsplel Hat das auf der linken Seite von (1) stehende charaktenstlsche Polynom
der Differenzengleichung (18a) die einfache Gestalt (2 — 1)?*¢, so 1aBt sich die Losung
des Randwertproblems (18) in geschlossener Form angeben:

nn 4. +g— 2N +1—n)...(N+4p—h)

i (q—l) (N +4q).. (N+P+Q—1) L

- Hieraus und durch Vertauschung von p und q ergibt sich . .
—O(n"‘ (N +1—np N7, Yn = O(nP~Y( 1N—}—l—n)"N 9. (35) \

Wegen 7, %0 fiir alle N erhalten w1r unter Beachtung von (4) .

= (—1y

~

N .
dam = O ( Y (G—m 4 ) mre — 1) n")
‘ i=nvm . ’ :
: o ’
=0 (ml’n"(N —m+ 1) (N —n + 1)P"L N2-P-¢ 37 z"z)
E ' . . i=nVm
und wegen- ’ '
: = ;
Xl N+1—nvm
-2
i=§/?n o ( N(n v m) )

sowie (n v m) (n,A-m) = nm schlieBlich‘ .
By = O((n A m) mP-Ind"YN 4 I —nv m)
XN —m + 10NN —n o PN (36)



~ Inverse Toeplitzsche Bandmatrizen , 191
’ : . )
Vermutung: Es ist zu vermuten, dall unter den Voraussetzungen von Satz 4 an
Stelle von (34) wie in (35) sogar

‘ . n  \# ' ‘ :
ki—B—1 e ;N - .
o (1= ) o) - :

o nt=1 (1 n k‘_ﬁ‘)-n 4 i ‘
T

gilt und damit an Stelle von (33) sogar die asymptotxsc,he Abschdtzung (36) mit
p=fiund ¢ = Ic, B multipliziert mit 4,*—m,

i

Ty

-
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