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Asymptotisehe Abschatzung der Inversen Toeplitzscher Balidmatrizen 
im Grenzfall 

L. BERG. 

Für die Elemente der Inversen Toeplitzscher Bandmatrizen werden im Grenzfall mehrfacher 
Nullstellen des Stabilitätspolynbms O-Abschatzungen hergeleitet, wenn die Ordnung der 
Matrizèn gegen-Unendlicli strebt. 
BuI1onrcH O-oiieiixia aeMel1Ton oOpaTHoft MTPHUb1 .TlehITo q Hblx NiaTpMt Tuna rënJIuE(a B 
rpaHii1HoM cy'ae 1-cpaTHbIX icoplien MHoro1.11eiIa yCT0ü4HB0cT11, eciiii iiopuoi NiaTpliLt 
cTpeMuTcH } 6ec1ohLeq11ocTII.	 0 

For the elements of the inverss of Toeplitz band matrices there are i3onstructed 0-estimations 
in the limit case of multiple zeros of the stability polynomial, if the order of the matrices tends 
to infinity.

 

1. Einleitung	-	 S 

Das asymptotisehe Verhalten der Inversen einer Toeplitzsehen Bandmatrix 
S 

ao	aj ... apo 

A= a_
1 a0	•a	 S	 - 

S	 a_i,

a0 a 1	 - 
0 a_q ... a_, a0	 S 

der Ordnung N für N --	mit apà. q == 0 und p, q	1 ist wesentlich durch die 
-Nulistellen des Stabilitatspolynoms 

+ + aoA + + a_9 = 0	 (1) 

bestirniut. Tm Fall einfacher Nulistellen, die sich noch dazu- in .q' betragsrnal3ig 
kleinere und p betragsrnaf3ig gr6I3ere treñnen lasseri, wurden in [1] für die Inversen 
A-' asymptotische Abschatzungen angegeben und zurn Existenznachweis holo-
morpher Losungen linearer partieller Differentialgleichungen mit .Hilfe der Majo-
rantenmethode verwendet. Mit dem Grenzfall, wo sich die Nulistellen nicht meh'r 
in der angegebenen Weise trennen lassen, befaBt sicli die Arbeit [2], allerdings nur 
im Spezialfall p = q = 1.	

0 

Tll folgenden soll der aligerneine Grenzfall behandelt werden, wobei auch mehr-
fache Nullstellen zugelassen sind. Die entsprechende Anwendung zur Losung parti- 
ellerDifferentialgleichungen wird an anderer Stelle vorgenomnien [4], wo auch der 
Fall mehrfacher getrennter Nullstellen behandelt wird. Die Abschatzungen können 
auch benutzt werden, urn wie bei A. Pomp [8] Abschätzungen für Normen der Inver-

12*	.	- -
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sen zu erhalten. Besonders bequeni sind die Abschätzungen für die Zeilensunimen-
norm ausfuhrbar, die wegen der Persymmetrie Toeplitzscher Matrizen und darnit 
auch ihrer Inversen mm vorliegenden Fall gleich der Spaltensumniennorm ist. 

2. Vorberettungen	- 

Als Hilfsmittel verwenden wir für die Inverse A-' = (dnm ) VOfl A (am_n), 
n, rn = I, ..., N, mm Fall d,, = 0 die Dar.slellungs/brmei von I. Z. GOCHBERG und 
A. A. SEMENZUL [5] sowie implizit von W. F. Trench [9] 

01 [Yi Y2 ... YJNV	

IY2

0	01 [0 XN...X2 

A'—	 1X2 X	 ±YN. 0-	
I	 Y2 	 Xv 

[XN "2 xJ [0	iJ	 •• YN oj [0	0

mit x = d 1 , Yn = d1 und soit x 1 = Yi, die sich auchin der Form 

	

J nAm	 I nAm 

-	 Am = -E Xn+ i_iYm+ i_i - !' YN_n+iXNmi	 (2) 
X1 =j	 Xi 1=2 

mit fl A m = Mm (n, m) schreiben laJ3t, in derselben Arbeit [5] wird auBerdeiii die 
zu A gehorende Hauptabsehnittsrnatrix A = (am_n) von (N - 1)-ter Ordnung be-
tracht.et und fur die Elemente der Inversen A' = (bnm ) die Forme! 

	

J 1nAm 	1 nAm 
bnm = - Z Xn+1_jYm+ i_j - - ' YNn±iXN_m+i	 (3) 

Xi 1=1	 X1 

mit denselben x, mind yn wie zuvor aufgestellt. Beide Fornieln werden auch in dem 
Buch I. S. IoRvIDov [6] unabhangig voneinander auf sechs Seiten durch direkte 
Rechnungen bewiesen. Sie lassen sich aber wesentlich kürzer genleinsam besveisen, 
wenn man beachtet, daB der Zusammenhang zwischen (2) und (3) 

dnm = bnm ±	YN_n+1XN_m+1 

unmittelbar aus der Methode des Ránderns (vgl. etwa [71) hervorgeht, woralis ins-
besondere 

/	.

	

XN	 YN X = X,, -	YN—n+1,	Yn = Yn - 

	

X1	 yi 

mit =b 1 , g n = bth folgt. Mit diesen Gleichungen gelangt man jetzt kon (2) mit 
N— 1 an Stelle von N naeh kurzer Rechnung zu (3), so daB sich beide Formein 
durch vollstandige Induktion beweisen lassen, sofern die Elemente A1 = x, aüch 
für die kicineren Werte von N njcht verschwinden. Von der letzten Zusatzvoraus-
setzung kann man sich aber , 4bschliel3end durch einen geeigneten Grenzübergang 
befteien. 

Urn noch eine andereDarslellungs/ormel für die Elernente Am von A' anzugeben, 
präzisieren wir die vorhergehenden l3ezeichnüngen zu	= A1, yn(N) = din. Sind 
allex, 1	0 für I :E^ I	N, so gilt nach [3] 

N	()	() 

dnm=	
Xjfl./.I?Jj_,j	

(4) 
i=nVm	X1



	

Inverse Tocplitzsche Bandinatrizen	181 

mit n v n' = Max (n, m), wobei these Darstellungsformel ebenfalls eine Folgrung 
aus. der bereits erwähnten Methode des Ränderns ist und die Persymnietrie der 
Toeplitzschen Matrizen und damit auch ihrer Inversen d 1 =dNN_ fl+ 1 , d1 = dv_fl+a.N 
ausgenutzt wurde. 

Weiterhin benotigen wir ini folgenden mchrfach zwei Hilfssatze. 
Hilfssatz 1: Die r'+ lPolynome inn	 V 

(N -f n)', (j\T. -j- n)", •, (N + n)Ir	 (5) 
mit nichinegativen ganzen Zahien 10 <1 1 < <1. lassen sich durch Ilinzu/iigung von 
Linearkoiñbinationsn der jeweils vorhergehenden Polynome in Polynome über/iihren, 
deren Glieder nit der höchsten Polenz von N 

'V	

N', 1nN" 1 , ...	 - 

mit nicht verschwindenden Koe//izientem a,, ..., , laute7f. 
Beweis: Zieht man von den auf(N + n)'- in (5) folgenden Polynomen jeweifs 

(N + n). N1'' ab, so laUten die Glieder mit den höchst.en Potenzen von N der ver-. 
bleibenden Polynonie 

N", (i - i) nN' 1 , ..., (1 - 1) n1V 1 , 
so daB wir bereits a, = 1 - i > 0 gefunden haben. Jetzt ziehen wir von den -auf 
(i - lo) nN" folgenden Polynomen jeweils ein passendes Vielfaches dieses Poly-
noms ab, so' daB wir	 - 

•	.N, 1nN11 , cc2n2N1.2 , j9.n2N" 2, ., 
erhalten usw. Dieser ProzeB läBt sich so lange fortsetzen, wie die entstehenden 
Koeffizienten , =.O sind. Angenommen, es ware a n = Omit m :!^-. r. Dann miiBte 
iach Anwendung des binomischen Lehrsatzes auf die Polynome (5) die Determinante 

1	1	...1 
(i\ (1\	jim	

V 

(m)
1 	(1\	jim	

S 

\mJ"\rn 
verschwinden. -Diese ist aber nach Multiplikation der n-ten Zeile mit (n - 1)! für 
n = 1, ..., m ± 1 und Addition geeigneter Linearkombinationen der ersten Zeilen 
zu den jeweils nachfolgenden Zeilen die aus 10 , ..., l gebildete Vandeimiondesche 
Determinante. Da these von Null verschieden ist, habenwir\einen Widerspruch U 

Hilfssatz 2: Gegeben seien t	1 natürliche Zahien k 1 , ..., kg mit 
k1 !c^k2 ...	k,,	 (6) 

undesseiK1 = k1 +	+ k1 /ürO i t. FernerseireineganzeZahlmito	r < £
und £ cine natürliche Zahl mit 1 < K. Für eine Zahl s E (1, —1) setzen, wir 

U =-_(l_--(K +,eKT ))	 (7)

und es sei 

k, - 1 :5^ 2ue < k,, 1 4- 1	
V V

	 V	 -	

(8)
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•	mit k0 = —k 1 . Schlie/3lich setzenwir für i = 1, ..., t	 - 

u1=[(k+1)+u]	-	 (9)

wobei i1ber die Summe der ,Reste j ( k1 + u - Ui	0	 (10) 
-	/ 

vorausgeseizi wird. Dann nimmt die quadratisclie Form	-	-	-. 

•	 Q=(k-1)1	 '	 (11) 

- mit I ganzzahligen Veränderlichen fl i uner den Nebenbedingungen 

0 j < k . für 1 i. < I und 
•	 '	 (12) 

•	 19i+...+19t=l 
für

fli•	S	 =	

( 1 + ) Ic 1 im Fall i 

	

2	 J13) 
fli 

'•	
= u1 im Fall i> r S	- 

em siren ges Maximum an	 - 

Beweis: Wegen (9) gilt für die Reste

(14) 

die Ungleichung -	ô, <-. Für i > r kann jedoch der Fall ö = - nicht 

vorkoinmen, da sonst', < 0 für alle i> t ware und die Voraussetzung ('10) nicht 
erfUllt sein könntè. Für 1> r ergibt sich daher im Fall e = 1 wegen (8) und (9) 

•	(k1 ± k, +1)+ 1 

undim Fall =-1 

(Ic 1 - k, 1) - 1 <u 1 < - - (Ic1 - kT) + 1,	-• 

so daB wegen (6) in beiden Fallen 0 u• 5 ki folgt. Wegen (13) ist daher die Neben--
bedingung 0	Ic1 für alle i erfiillt. Weiterhin erhalten wir aus (10) und (13) 

-	 =	(1 + ) K, +	( - K,) +t(t - r), 

-:

	

	so daB (12) wegeñ (7) ebenfalls erfüllt ist. Wegen (12) und (14) läBt sich die quadra-



tisehe Form (11) folgendermaBen schreiben: 

	

t	 g 
Q = _y (u; + 2 —2u1 - ' ( fig - u,	6)2.	•	 ( 15) - 

••i=1	 i1
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Für i	r folgt aus den vorhergehenden A'bschätzungen für it i wegen (6) im Fall 
= 1, daB k :E^: u1 ist, und im Fall e = —1, daB si 0 ist. Somit wird '(15) fiir 

ganzzahlige fl i mit 0 :5-, fl ;5 k1 für (13) maximal. Da (15) bei jeder anderen zu-
lassigen Wahl der fl i streng kleiner vird, ist Hilfssatz 2 bewiesen I - 

Zusatz: 1st die Vorau.ssetzung (10) night erfüllt, sind es aber die iibrigen Voraussetzungen von 
Hilfssatz 2 und gilt 0 < u < k /iir i > t, so wird das Maximum von (11) an mehreren Steflen 
angenommefl. 0 

Beweis: Die Reste (14) konnen nur zwei versehiedene Werte annehmen. 1st 6= (5 fur 

gerade le, so ist ô = 6 - -- sign 6 für ungerade k1 mit sign 0 = 1. Unter den Zahien 

rnoge as b ungerade Zahien geben. Aus (7) und (14) ergibt sich, daB die Summe 

5= , f (51=o(t—r)--- sign ô 
2 

stets eine ganze ZhIist. Es sei jetzt b> 2 161 (I - ). Dann ist I s 	
-, 

und wir setzen bei

f s I Werten von i mit 0 < u1 < k1 und ungeraden'k 1 an Stolle von (12) jetzt 

-	1=u,+ sign 8. 

Der Wert fl i - u - = sigh s - 6, in (15) blcibt dann wegen signs = —sign 6 = sign ö 
kleiner odor gleich Ems. Lassen wir die ubrigen Werte fl i .wie in (13), so erhalten wir für Q 

wieder einen'Maximalwert. Wegen s = 0 und 2 Isl b ist b 2, so da3 es mindestens zwei 
Moglichkeitcn für die Wahl der IsI Werte i und damit für die Lâge der Maximaistellen gibt. 

Es bleibt noah der Fall 2 161 (t - r) > b zu behandein. Dann ist I sl ;5; 161 (t - r) - 
= (t - - b), wobei t - - b die Anzahl der geraden Zahlen von k, +1 ,..., k ist. Somit 

lassen • sieh die vorhergehenden Argumente wiederholen, wobei lediglich ungerade durch 
gerade zu ersetzen ist, da in (15) dann fl - u - 6 = sign s - i wegen. sign s = sign 6 
= sign (5j kleiner als Ems ist. Damit ist der Zusat.z bewiesen. I 

Bemerkungen: 10. Zur Losung (13) gelangt man, indeni man das Maximum der 
quadratischen ZielIunktion. (Ii) unter den angegehenen Nebenbedingungen zunächst 
mit Hilfedes Satzes von KU1TN—TucKER für reelle Variable ermittelt und these an-
schlieBénd durch ganzzahlige Werte approximiert. 

420 . Bei der Anwendung von Hilfssatz 2 beginne man mit t = 0, setze s = sign u 
unci ilberprilfe, ob (8) erfullt ist. Andcrnfalls berechie man au (8) ein neues t und 
iteriere diesen Vorgang.	- 

30 . Sind alle ki gerade und ist I = -  -K, so sind (7) und (8) mit u'= 'r = 0 erfiillt, 
-	 ,1	•. 

undes gilt 1=u=--k1furallei. 

40• Sind alle k,	k von i unabhangig und groBer als I und ist 1 = ml mit amer

natiirlichen Zahl m < k, so sind (7) und (8) für r = 0 erfüllt, und es gilt u ='m - 
sowie fli - u = m für alle 1. 

50 . 1st r=t — l, so läl3t sich (7)in der Form 

schreiben, und es gilt Ut = 1— -- (1 + s) K. 

60 . In den drei letzten Fallen sind stets alle 6 = 0 mit 1> r, so daB (10) clann wegen 
(14) ebenfalls, crfiillt ist. 

70• Die Bedingung (8) kann für mehrere Werte von r erfUlltsein, diese scien 'r 

und t ± 1. Wegen der Eindeutigkeit der fl i in (13) muB dann u,^ i =	(I ±s) k,1
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sein. In diesem Fall folgt unter Beachtung der aus (7) und (14).hervorgehenden 
•	Gleichung	- 

Og

= 1— j -- (1 + e) K, -,ui 
•	i=?+1 , 

•	daB sich die linke Seite von (10) bei Ersetzung von r , durch r + 1 nicht indert. 
Beispiele für 1 =2 und t 0 sind aus der folgenden Tabelle zu entnehmeh: 

•	0•	 : 1=10 1=2 

k 1	1c2	K, U	U1 U2	6 U	U1	U2 062 

2	2	4 1. 1---_- 0,	01	1 0 0 

0	 2	4	1 6 —1	0 1	0 0 1	2 

1	2
•	i. i L 1 1 1 

/ T T 
• 21	3	5 • -0 1	.----- ---1	l_-- --

4 44 4	. 4 4 

.	 .01 
0	

•	 134 —-01 
0

. 0 0 0	12-------1. 1 

•	3	3	6 —i	1 1 '-	_-- ---	1	1 0 0

Vier Beispièle mit I	2 und r = 1 lauten:	
0 

•	
0	 1=1	•	 1=7	

0 

	

k1 k2 K,	U	U1 • U2 62	U	U1	U2	62 

	

2 6 8	—2 —1 1 :0	2	3	5	0 

•	178	_*'_21 00	 3	6	0 

3. Absehätzung der R.andelemente	 -	 0 

Tm folgenden bezeichnen wir die voneinander versehiedenen Nulistellen von (1) mit 
•.., A, A,	, A und die zugehorigen Vielfachheiten mit kr, ..., k8, SO daB 

• • k_r + ... + k8 p + q gilt. -Dabei sollen die Nullstellen folgendermal3en geordnet 
sein:

j2 <I2 l =-... = 14 <I2i+I	...	I21.	 (16) 
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Wir setzen stets I ^ I voraus, lassen aber die•Grenzfälle r"= —1 und s I zu, in 
denen die ersten bzw. letzten Nulistellen wefaUen. Weiterhin setzen wir voraus, 
daB sich die Nullstellen nicht, in q be'tragsiriaBig kleinere und p betragsmaBig groBere 
trennen lassen. Dann gibt eseine natUrliche Zahi I < Kt k1 +	+ k, mit 

p = 1 + k,+ ±• + k8 .	 -	 (17) 

Wir koinmen jetzt zur asyrnptotischen Abschatzung der Elemente x,, = d, der 
ersten Spalte von A-', die wir in Anlehnung an [1] durchführen. Bekanntlich lassen 
sic sich als Lösung des Randwertproblenis 

aX+ + ... + a0x, +	+ UqXnq = 0,	 (18a) 

Xi_	 , X_q =	= X i = X0 = XN+I =	= XN+ P = 0	(18b)

auffassen. Damit sind sic eine Linearkonibination * 
p+q 

= Ecx w	 (19)
j1 

der linear uiabhangigen Losungen x,,(' ) = n",von 18a) mit xj <kb,,. 

Satz 1: Unler den. Voranssetzungen von Hil/ssatz 2 bezuglich der Viel/achheiten der 
NiLllstellen von- (I) mit (16) und (17) existiert die 'Losnnq (19) des Randwertproblems (18) 
für hinreichend grope N, nnd der Anteil 

x, ' , = ,	 -	 (20) 

von x,,, wobeiüber die q Wertejmitu	tundx, < k — th miI(13) imFal1 = I 1
zu summieren 1st, konvergiert bei festem n- für N -± oo gegen 

v,, =	' bx () ,	 (21)

wobei fiber dieselben jzu summieren 1st. Die v,, genügen den Randbedingungen 

V i_q =	, v2 _q	= v 1 = v0 = 0. -	 (22) 
U_q 

Beweis: Setzt man den Ansatz (19) in (18b) em, so entsteht ein Gleichungssystem 
zur Bestimmung der c mit der Systerndeterminante 

(1)	(2)	 (p-4-q)	 - x1 ___q	x1_q	... .	xi__,q 
-	

'

 

XOM x( 
4=	 .	 (23)' 

(1)	(2)	 ' (p+g) 
N--i	N+1	 '+1 

(1)	(2)	 (P+q)	 - - - 
XN, p	 ... 

Urn später den Laplacesehen Entwicklungssatz anwenden zu konnen, betrachten wir 
zunächst die Unterdeterminanten p-ter Ordnung, die aus den p letzten Zeilen von 4 
gebildet werden können, und suchen tinter diesen diejenige mit der groBten. asym-
ptotischen Ordnung für N - 00. Zu diesem Zweck betrachten wir diejenige dieser 
Unterdeterminanten, wir bezeichnen sib mit 4 , die alle Spalten X m 

= (N -{- m)' 2N+m
fli 

m = 1, ..., p, in it yj > I enthält sowie bei vorgegebenen Zahien Ø, fl, ..., .init



186	L. BERG 

±	+ = 1 ml Fall yj = I mit I	i t die fl i Spalten mit den gröBten
Potenzen von N 

(N + m)	21N+m, ..., (N+ m)kr_ l A.N+m 

Auf Grund von Hilfssatz I liefern these fli Spalten nach Bildung geeigneter Linear-
konibinationen zurn asymptotisehen Verhalten von z1 0 den Beitrag	- 

).Nfli 

und 'die Spalten X+m mit festein u > t den Beitrag 2'. Hieraus ergibt sich für 

	

C VNQ(A 1 P.	 (24) 

mit (11), wdbei C eine nicht versehwindende Konstante und V. eine verailgemeinerte 
Vandermondesche Determinante ist, die ebenfalls nicht verschwindet. Auf Grund 
von Hilfssatz 2 ist Q maximal, wenn für die fl i die Werte (13) gewahlt werden. Wegen 
(24), (16),

	

=	- 

und Hilfssatz 2 besit.zt jede andere'der zuvor betrachteten Unterdetern'iinanten für 
N -± oo eine°kleinere Ordnung als do. Denken wir' uns jetzt die so numeriert, 
daB die Unterdeterminante z1 0 gerade aus den letzten p Zeilen und Spalten hesteht, 
so ist nach dein Laplacesehen Entwicklungssatz 

	

I-q	1 (q) -g 
Z1 —Jo	 (25) 

wobei die bier auftretende Unterdeterminante ebenfalls bis auf einen nieht ver-
schwindenden Faktor eine verailgemeinerte Vanderniondesche- Deterniinante und 
damit von Null verschieden ist. Für hinreichend groBe N ist damit 4	0 und somit 

• die Existenz der'x bewiesen. 1)a die Unterdeterminante in (25) gleichzeitig die 
Systemdeterminañte bei der Best.inimung der b, in (21) aus den Randbedingungen 
(22) ist, kann sehlieBlich tinter Anwendung der Cramerschen Regel auf die Kon-
vergenz der c, in x,' gegen die b, und darnit auf die Konvergenz von x' gegen v, 
fur N oo geschlossen wqrden U 

Sat z 2: Unter den Voravsetzungen von Satz 1 gilt fur den A Weil 

Xn" = 	c1x )	 -	 -	 ( 26) 
•	 It 

der Losung x, von (18) für N' -.-* 00 die asymptotieche Abschatzung 
Xn " = Ofnkt_t_lA jl ) / •.	 ( 27) 

gleichmaf34 für 1	n	N, wobei th in (13) /es4jelegt wurde. Bei /estein n qilLaufler-
•	dem x," - v, mit (21) für N -* 00. 

Beweis:' Aus (14) folgt k i	u = -- k 1 — it + bi, so dalI k — u1 in i monoton 

waehsend ist. Wegen k —	k,1— u, für , = 0 und Ic, —	—	für 
= k, ist auch k — fli monoton wachsend, so dalI k — = Max (k 1 —	ist.

Aiis Satz 1 ist daher ersichtlich, daB die Abschatzung (27) für v, und damit auch 
für den Anted x,' von x," gilt.	 -
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Zur Abschätzung des restlichen Anteils schreiben wir x," in der Form 
I 

Zn , ' = xn ' + L' Z b10nkI+a_1An	 (28)
1 a1 

mit (13). Die bja sind spezielle ci und daher durch dasselbe Gleichurgssystern vie 
zuvor mit der Systerndeterrninante (23) bestimrnt. Berechnen wir die b 0 mit Hilfe 
der Cramerschen Regel, so ist die Spalte mit den Elementen k,—P,+01n zu st,reichen. 
Du?ch diese Streichung verliert die Unterdeterminante z1 aus dem Beweis von 
Satz 1 bis auf die Potenzen von , die später wieder ausgeglichenwerden, einerseits 
die Potenz andererseits kommt unter Beachtung von HiLfssatz 1 der Faktor 
N' hinzu, so daB sich die Ordnung zunächst urn N-'i+2P ändert. Bei Anwendung 
des Laplaceschen Entwicklungssatzes wird die gestrichene Spalte maximal durch 
eine Spalte mit den Eleinenten kjPi1)n mit /9 < k ersetzt. Dadurch komrntjetzt 
zur Ordnung der Unterdeterminante einerseits der Faktor Nk i— 1 hinzu und anderer-
seits verliert sie nach erneuter Anwendung von Hilfssatz 1 un Fall i j den Faktor 
N' bzw. im Fall i = j den Fakt.or N-', so daB sich die Ordnung insgesamt urn 

N ' + 2fl — c+kj-2l,_ 1	bzw.	N_a 

ändert. Wegen (13 ) und (14) gilt

2u - 26 + k, für /9 . <k,, /9	0, 
—ki 2/9 + /c - 2/9 = 26 - 26	für th <1c1, /9 > 0, 

ki 
-	

- 2u + 26 für /9 = k, /9 > 0. 

Die S iibrigen Fälle brauchen wir nicht zu betrachten, da es im Fall fi = 0 in (28) 
keinen zugehorigen Surqmanden gibt und der Fall /9 = k, /9 = 0, wie svir bereits 
wissen, nicht vorkommen kann. Wegen (8) kann k	—2u für fl = 0 und k1 2'u 
für /9&= k, angenommen werden, so daB wegen 2 Jb i l, 2 J b i l, 2 jbj -	1 in jedei
Fall

b1	O(N- 0 )	 S 

gilt. Somit folgt aus (28) wegen a	1 und Satz I einerseits die Behauptung x,," —> v,
und andererseits wegen b jafl0 = 0(1) auch die Behauptung (27) I 

Satz 3: Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gilt für den Rest x,	Zn,' mit (19)
und(28)  

X,, Xn" = O(N 1 (N - n ± I) 1 +- 1 )IQ)n—N)	 (29) 

für 1 n^ N mit y = Max (k, — 2/9) und k+ =Max k, /iir 2I = IAt+iHBei/estern 
S	 r<jt	 S 

n gilt au/3erdem Zn - V, mit (21) für N-> oc.	 S 

Beweis: In Abanderung von (19) schreiben wir jetzt x,, in der Form 

Zn = Zn" + EbixN. 

Die Ijnterdet.erniinante J O aus dern Beweis von Satz 1 hat dann an Stelle von (24) 
ein asymptotisches Verhalten der Form 

CVN'(A'	)P)N	
S 

wobei C tind V eine analoge Bedeutung vie zuvor haben und Q nach wie vor durch 
(11) mit (13) festgeiegt 1st. Wie zuvor sei weiterhin xm' =	mit y =	und

xj <k,. sowie m = ii — N. Bei der Berechnung von bi nach der Cramerschen
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Regel wird dann die Spalte mit den Elementen mA m gestriehen. Nach Anwendung 
des Laplacesehen Entwicklungssatzes tritt hierfur maximal eine Spalte mit den Elé-
menten n 1 A 1' mit th < k1 auf, so dal3 nach l-Iiifssatz 1 die Ordnung der Unter-
determinante sich um den Faktor, Nk,-20,- ';, i ll ändert. Wegen = JAI bedeutet dies 
b, = O(N 1)1N), so daB die Richtigkeit der Behauptung (29) unmittelbar ersichtlich 
ist. 

SchlieBlich erkennt man aiis (29) bei festeni n für N - oo, daB x,	x," - 0
konvergiert, so daB nach Satz 2 auch die letzte Behaiiptung x, -* v, bewiesen ist I - 

Es sei noch erwähnt, daB aus (13) und (14) die Gleichung k, - 29 =26, - 
folgt, also k, - 2fl, höchstens zwei verschiedene Werte annehmen kann und y - I 
< — 2u gilt. 

Beispie): Wahle'n wir für (1) das Polynoni (x - a) (x + 1) (x - 1)2flijt al =1= 1, 
so besitzt die Differenzengleichung (18a) das Fundamentalsystem 

a's, (fl', 1, n. 

Wegen t = 2, k 1 = 1 und k2 = 2 sind die Voraussetzungen von Satz 1 bis Satz 3 auf 
Grund der vorhergehenden Tabelie sowohi für 1 = 1 als auch für 1 = 2 erfüllt. Wir 
wahlen p = q = 2 und betrachten zunächst den Fall Jai > 1. In (16) ist dann 
r = —1, s= 3, uiid in (17) ist k3 = 1, 1 = 1, so daB die Determinante (23) für 
gerade N

a1	-	0 1 0 a' 

	

1.1	0	1	 1001 =2(N+2)	/ —1 1 N+1 a'	 0 1 1 a' 
• 1 1 N + 2 a' 2	 1 0 1 a12 

= 2(N+ 2) (aN+2 + a'  

lautet. Nach Vertauschung einiger Spalten ist dies auch die Determinante (23) im 
Fall Jai < 1 mit r = 0, s = 2 und k0 = 1 1 = 2. Wegeii a23 + aN+2 - a 1 
= (a' 2 - 1) (a + 1) verschwindet sic für keinen Wert von N, wahrend Satz 1 
dieses Nichtverschwinden lediglich für hinreichend groBe N liefert. Die Richtigkeit 
von (25) mit (24) läBt sich jetzt unmittelbar iiberprufen, da der Maximahvert von 

für ganzzahlige 9i in den beiden Fallen 1 = 1 und 1 = 2 für J2 = 1 angeronimen wird 
und gleich 1 ist. 

4. Abschätzung der inneren Elemente 

Wir kommen jetzt zu den Hauptergebnissen, wobei zunächst mit life von (2) eine 
schwächere und danach mit Hille von (4) eine schärfere asymptotische Abschätziing 
bewiesen werden soil. Das abschlieBende Beispiel deutet an, daB eine noch weitere 
Verschärfung denkbar ist. 

Satz 4: Unler den Vorausseizungen von Hilfssatz 2 bezuglich der Viel/achheiten der 
NulLstellen von (1) mit (16) und (17) existiert fur hinreichend grope N die Inverse 
A = (dnm ) der Toeplitzschen Matrix A = (am_n) der Ordnung N mit a = 0 für 

/
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• I > . p sowie /iir I < —q, und Are Elemenle be&ilzen /ilr N - oo die asymplotische 
A bschalzung 

dnm =	 (30)
g1eichma/Jzi /ur 1 ^ n, m N. 

Beweis: Wegen	< j ),,, j j gilt	 -	S 

(N - n + l)k. ;Y;nN = O()), 
so da3 wir wegen k -	- ;5'k1 - j9 die Aussagen (27) und (29)zu 

x,, = O(Nkt-fl-1jn)	 (31) 
• abschwächen können. Die Losungen des Randwertproblenis (18) sind, wie .virwissen, 
die Eleruente x, = d 1 . Die Elemente y, = d, sind die Losungen des adjungierten 
Randwertprobienis, bei dem die Nulistellen A P durch'die reziproken Werte zu ersetzen 
sind und I durch K1 - I. Zunachst soil gezeigt werden, daB unter den Voraussetzun-
gen von Hilfssatz 2 these auch sinngeniäJ3 für das adjungierte Problernerfiiiit bleiben 
mit

—u,	=	,	= r,	= ki- 
wenn die entsprechenden ' Gr6l3en des adjungierten. Problems durch einen Stern ge. 
kennzeichhet werden. Aus (7) foigt näniiich dureh Einsetzen von 1 = K1 - 1*, 

U =	
(1 -	

(K1 + e*K.)). 

so daB u'•= —u abgeiesen werden kann und die Voraussetzung (8) audi für die 

Werte mit einem Stern erhalten bleibt. Aus (9) foigt jetzt wegen Jb i l < 

=	+ 1)u]	 k1 -1-u	•	 .	 S	 - 

und hieraus wegen (13) die Behauptung fli * =ki - a,.. Aus (14) folgt sehlieBlich 
= —â, so daB aueh die Voraussetzung (10) für das adjungierte Problem erhalten 

bleibt. 
Foiglich können wir von (31) zu	-	 •	 - 

y. 	O(N--'2,")	 -	(32). 
ubergehen. .I)a für N -- co nach Satz 3 insbesondere x 1 v 1 gilt; v, aber wegen der 
Randbedingungen (22) nicht verschwindet, kann auch x 1 fur hinreichend groBe. N 
nicht verschwinden. Soniit ist für diese N die Folge x 1 ' beschränkt und nach (2) 
die Existenz von A-' gesichert. Durch Anwendung von (2), (31) und (32) gelangen 
wir jetzt unmittelbar zu	• 

dnm = O((nA m) Nkt-2).1-m),	 •	 •	 S

romit sogar eine leichte Verscharfung der Behauptung (30) bewiesen wurde I 
Satz 5: Unter den Vora-usseizungen von Satz 4 besitzen die Elemente der Inversen. 

A-' = (dnm ) der Toeplitzschen Matrix A für N 00 die asyniptotiche Abschatzung 

	

= O((n A rn) flkt_Pt_ I niP_ 1 2,n_tn)	 .'	
•	 (33) 

gleichm?iflüj für 1 n, m N.	 •



/
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Beweis: Wegen I2 </j2(+ l I und y	-. gilt 
NY-- '(N	n + 1)k_ 1 N)UN = O(nk121n), 

wie man sofort erkennt, wenn man die Fälle 1 n - und -	n	N getrennt
betrachtet. . WegenSatz 2 und Satz 3 folgt hieraus 

= 0(nkt_'1112),	y = 0(n'2 1 '),	 (34), 
wobei sich die zweite Aussage vie beim Beweis von Satz 4 durchV Ubergang zuni 
adjungierten Problem ergibt. Ebenfalls vie beini vorhergehenden Beweis ist die 
Foige der x i - l ' fur hinreichend gro 9e N besehränkt. 1st x 1 für alle N beschrankt, 
so finden wir durch Anwendung der J)arstellungsformel (4) 

	

nm =='.O (	' (1— m + l)kfl1 (in + i-' )tz-m 

z O((N — m + 1)' (N — n 1)t1 (N — n V m + 1) 2—m), 
und wegen der Persymmetrie der Elernente dnm = dNm+I;N_ 1+n folgt hieraus Un-
mitteibar die Behauptung (33). 

1st die Beschrnktheit von nur fur N No vorhanden, so kann auch die 
Forniel (4) nur für n v m> No verwendet werden. Für n rn No läBt sie sich aber 
durch  

- N	 u)  
•	dnm	d	+ -	 '' 

i=N0+I	X1 

ersetzen, wohei d0) die Elemente vonA 1 im Fall N = No bezeichnet. Wegen 
N —N0 < N — i vm + I gelangen wir damit zu den gleichen Abschürzungen wie 
zuvor I	 0	 - 

Be is p i ci: Hat das auf der linken Seite von (1) stehende charakteristisehe Polynoin 
der Differenzengleichung (18a) die einfache Gestalt(). — I )P+Q, so ll3t sich die Losung 
des Randwert.problems (18) in geschlossener Form angeben: 

n(n+1)(n+q.2)(N+1n)...(Nph) 
Xn	

1

	

),q
	

(q-1)!(N+q) ... (N±pq_1), 
Hieraus und durch Vertausehung von p und q ergibt sich 

= 0(1(N + 1 — )P N- P),	y,, = 0(nP-1(N + 1 - ) q N o). (35) 
Wegen x 1 40 für alie N erhalten wir unter Beachtung von (4)	 V 

/ N 

	

= 0(	' (i—rn + l)-' mPi PQ(i —n + l)P-mno	
V 

	

\i=nVm	 V 

	

/	 N 
= 0+ ( m1-'n,(N — m + 1) 1 (N — n ± 1)P 1 ]\72-p-q 

i-=nVm 
und wegen 

•	N- 	

11)	 -

 

V 

i=nV,n	, \	N(n V m) 
sowie (n v rn) (nAm) = nm schiieBlich 

d, =0((n A m) niP'nQl(N + 1 - n V m) 
V	 X(N — m + l)-' (N - n -F 1)P- 1 N.1-P-).
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I 
Vermutung: Es ist zu vermuten, daB unter den Voraussetzungen von Satz 4 an 

Stelle von (34) wie in (35) sogar 

= o(n-' 
(i - N	

, 

= 0	(i - 
N + )	

Ai_n)	 - 

gilt und damit an Stelle von (33) sogar die asymptotisehe Abschatzung (36) mit 
p = fig und q = k, - 9, multipliziert mit n—m •	 - 
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