
ZeitschriU far Analysis 
mid Ibre Anwendungen 
Ed. 3(3) (1984), S. 203-211 

Eine Verailgemeinerung der Lambert-Transorrn ation (11)1) 

- H.-J. GLAESKE und K. STALLKNECHT 

Für die von den Verfassern im ersten Tell der Arbeit eingefuhrte verailgemeinerte Lambert-
Transformation wird eine Umkehrfornel bewiesen. Hilfsmittel dazu 1st eine Darstellung dieser 
Transformation a1s Laplace-Stieltjes-Transformation und die Darstellung der Laplace- Stieltjes-
Transformation als Summe verailgemeinerter Lambert-Transformationen und umgekehrt, d. h. 
die Darstellung der verailgemeinerten Lambert-Transformation als Summe von Laplace-
Stieltjes-Transformationen.	 . 
,L1H BBeeHHoro BTOMH B flepnOi qacTu paüomi o6o6[UeHH0I'o flpeO6pa30BaHtlR JIaii-
6epTa AoiiaqEjBaeTCH opyiia o6paueHIIa. ripu 3TOM 11dnoIbayeTcH Toro 
upeo6paaonaHMfl B niiie npeo6pa3013annfl JTawIaca-CTujLTbeca, npecTaBeliHe npeo6pa30- - 
Baunfi Tanjiaca-Crjimeca B BH)e cylitiI o6o61Ueuuoro npeopaoaaua Jla16epTa, is 
Hao6opoT. 

In this paper an inversion formula is proved for the generalized Lambert-transformation 
which was introduced by the authors in part (I). The proof is possible by means of the repre-
sentation of this transformation as a, Laplace-Stieltjes-transformatioii, the representation of 
the Laplace-Stieltjes-transformation as a sum of generalized Lambert transformations and 
reverse.	 - 

1. 

Ins erstn Teil dieser Arbeit [2] wurden die Konvergenzeigenschaf ten der verall-
genielnerten Lambert-Trans/ormation 

Ak[a] (z) = Ak(z) = fk(e t ) da(t)  

untersucht. Als Kern der Transformation waren beliebige (aber feste) Funktionen 
aus der Menge ZE zugelassen. Die Eleniente der Menge AE soilten die folgenden 
Eigenschaften cr1 lillen:	 S 

I. kE A E, k(0)=O,k'(0)=O. 
2. Es gibtein o > 1, so daB k(z) in I	z < höchstens endlich viele Singularitaten 

z (j = l ..'.,n) der Form 

k(z) = O[(z - z1 ) — Pi loge; (z - z,)] für z —* 
mit p,, q, € und Re (q)	0 besitzt. 
Hatte k(z) speziell im Punkt 1 eine Singularitat der Form 

/c(z) = O[(z - 1)P logQ z - 1)] für , z - 1, 

1) Tell I dieses Beitragc erschien in -IT. 2 (1984) dieser Zeitschrift.
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so wählten wir als Originalfunktionen R-C-Funkt .ionen a(t) aus dem Rauni V q[O, CO), 
dessen,Elemente den Bedingungen 
'1. a(t) ist von beschränkter Variation, in jédein Interval] [0, R] mit 1? > 0, 
2. a(t) istreehtsseitig stetig in [0, oo), a(0) = 0, 

3. a(t)I 1-ReCp)-1 log jRe(q) dl < 

•	geniigten. 
Weiterhin wurden bestiniinte Spezialfalle dieser Transformation betrachtet 
mi folgenden sollen Beziehungen zur Laplace-St leltjes-Trans/ormation 

A[a] (z) = A(z) =f e t da(t)	 (1.2) 

hergeleitet werden, die 'es dann ernioglichen mit Hilfe der bëkannten Unikehr-
formeln für (1.2) zu [Jmkehrfornieln für die Transformation (1.1) zu gelangen. 

2. 

Zunächst führen wir einige abkiirzende Bezeichnungen ein und beweisen einige 
E-Iilfssätze. 

i)efinitioii 2.1: '1.^s seien {k,}und {} zwei Folgen komplexer Zahlen. Erfüllen 
these Folgen die Eigenschaft 

d'm/d	
I 

U 
i für m=1 

1A	4	-. dim	 SOflSu, 

danñ wird' das durch die Schreibweise {k}	(x,} ausgedriickt. 
Definition 2.2: ' C,, , bezeichne die Menge der Folgen {k1 } mit 

2.	ki = 0(j' logs j) für j -± oo. 

Für die weiteren Betrachtungn wird oft das asymptotische Verhalten der folgen-
den Suninien benotigt. 

Hi I f s sat z 2. 1: Es sei r > — 1 und s 0, dann gilt für I -± +0 

(
t-r-1 yr log8 n e" = 0	 1 log8 

( ' )). 
- 

n=2	 I	 - 

[XI 
Be we is: Wir setzen â(x) ==' nr log

s
 n. Dann ist 

co 

•
ny logs n et	t  d() e-x' dx	. 

undes gilt die Abschatzung 

Iz1	XT 
á(x)	logs x	r	

•	logs x für x	Co., 
n=2	 1
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Die Aussage folgt nun aus einem entsprechenden Satz fur die Laplace-Transfor-
mation (siehe [1: S. 460]) I	 - 
-Hilfssatz2.2:Esseir>-1,s0undc0,dannist 

' E n'i log8 n logo 1 e°1 ' = 0 (t' log. (_)) /r I -- +0. 
: n=21=2 

Beweis: Mit, derselben Methodewie im Beweis zu Hilfssatz 2.1 kann auch die 
Doppelsunime umgeforrnt und abgeschatzt werden: 

CO	 0000 

S : = ' EiiTIT log8 it logo _ l	= 12 ffxya(x) bw e Vl dx dy 
n=2 1=2	 1 1 

CO 

M1ffxy log8 x 1g° y e_ xvt dx dy. 

Dahei ist b(x) = ' Ir logo I und â(x) bezeichnet dieselbe Funktion wie mi Beweis 
1=2 

zu Hilfssatz 2.1. Durch die Substitution y = W' und x = wt -u ist eine weitere Uni-. 
formung des im letzten Ausdruckenthaltenen Doppelintegrals rnoglich: 

S ,Mfl(s +1, a + 1)12 f W2 log 8+0+1 we°' dw. 

Da die erhaltene Abschatzung ein Laplace-Integral erIthält folgt die Behaiiptung 
aus den békannten asyniptotischen Aussagen fur die Laplace-Transformation 

-	(siehe[]: S.,4601) I 

	

•	Tm folgenden verwenden -wir die Ausagen der Hilfssätze 2.1 und 2.2-zur Ab-




schätzung spezieller Integrale. 

	

Hilfssatz 2.3: '1st r > —1, s	0, {k} E C 8 und a(t) E jr.8[0, oo) nut a(t) 

	

•	= 0(e°°) /ür 1	00 (Re (z0 ) . > 0), so konvergiert das Integral 
00 00 

- f 	Ijk e_ Iiza(t)l dl für Re (z) > Re (z0). 
Oj=1	 S 

	

•	Beweis: Es sei Re(z) > 0. Wegen der Voraussetzung {k} E-C, und Hilfssatz 2.1

ist

l/3 oo S	
S	 'S 

	

•	 f	jk e_iu1	a(1)I di 
o 7=2

I/3 

.iW f ,' jr log8 j eih10W kt(1)I dl 
Oj=2 

113 

^ M f (t Re (z)) - ' log [1 Re (z)]8 a(t)I dl 

-	1/3 
(1 ± log Rc(z)I)8 f Ia(t)I t' I log 1 8 dI < 00. 

Das letzte Integral ist konvergent, da a(t) nach Voraiissetzung aus V 8 [0, co) ist.
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Für den andéren Teil des Integrals ergibt sich wegen 

!'jk, e-1"'- k 1 e	und a(t)= O(ezt) für ' t - 00 

die Abschatzung 

•	f Z j jkjj C11t) Ia(t)j dl :E^: M f	e(z,)) dl < 00 
1/3 ji	 1/3 

für Re (z) > Re (z0) I	- 
Hilfssatz 2.4: Es sei a(t) E V $f _ 1 [(i, 00) und genüge .zusatziich der Bedinçpeng 

a(t) = O(e) für I	oo und Re (z0) > 0,dann konvergiert das Integral 

fa(t) I Z Z nTIT log8 n 1ogYleflhtIte(z) dl 

.für alle z mit Re (z) > Re. (z0). 

Verwendet man die Abschatzung des Hilfssatzes 2.2, so verläuft.der Beweis ml 
• ubrigén analog zu dem von Hilfssatz 2.3. 

Für die Herleitung von' Beziehungen zur Laplace-TrafLsformation mull die Kern-
funktion der verailgenieinerten Lambert-Transformation in eine Taylorreihe mi 
Punkt z = 0 entwickelt werden:	- 

/
k(z) ='k5z.	:	 V 

In den im nächsten Abschnitt geführten Beweisen werden Abschätzungen dieser 
Taylorkoeffizienten benotigt.. Die Kernfunktion soil so beschaffen sein, daB die 
Folge ihrer Taylorkoeffizienten zu einer Kiasse C, gehort. Der folgende Hiifssatz, 
der hier'ohne Beweis angegeben werden soil, zeigt, daB die Menge A E zumindest 
eine Teilmenge der Funktionen ist, die these Bedingung erfUllen. 

Hil'fssatz 2.5: Es sei k € A E. Auf dem Rand des Einheitskreies habe k die Singu-
laritaten z1 , 1 = 1, 2, ..., N. In diesen Punkten sei 

k(z) = O[(z _Z,)P. logQ (z - z,)1 für z , z1. 

Dann ist die Folge der Taylorkoe//izienten {k,} E G.3 mit 

r = max {4e(p1 );0} und s = max (Re (q1 );0} + 1. 
1	,	

•'-	 £	• 

V	
•	 Re(p,)=r 

Den Beeis dieses Hiifssatzes findet man in [5].' 
Tm weiteren hben r und s immer die im Hilfssatz 2.5 angegebene Bedeutung. 

3.	 •	 - 

Wir leien nun eine Darsteliung der veraligememnerten Lambert-Transformation (I.]) 
(lurch eine Sum-me von Laplace-Stieitjes-Transforniationen (1.2) her. 

-	 I
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Satz 3.1: Für k(z) E AB und a(t) E V 8[0, oo) sei Ak[al(z) (s. (1.1)) kon,vergent /ür 
z = z0 mit Re (z0) >.O. Dann gilt /ür Re (z) > Re (z0) die Darstellung 

Ak[a] (z) 
	

kA[a] (jz),	 - 

wobei die Ileihe absolut konvergiert.	 0	 - 

Beweis: Nach Satz 3.1 aus Teil (I) gilt für Re (z) > Re (z0) die Darstellung 

Ak[a] (z) = z  k'(e t ) a(t) e dl. 

Entwickelt man nun k'(z) in eine .Ta1orreihe irn Punkt z 0, so erhält man durch 
Vertauschung der Reihenfolge von Integration und Summation die im Satz be-
hauptete Beziehung:

co 00
00	00 

Ak[a] (z) = zf , ' jk e 1 a(t) dl =	kjzjfeita(t)' di 

00	00	00 

= Ek1 fei t da(t) = E k1A[à] (jz).	-	 (.1) 
7=10	 j=1 

Auf analoge Weise zéigt man die absolute Konvergenz der Reihe: 
00 00	00 

' k,A[a] (WI = E k1zj f e ita(t) dl 

00	00	00 00 

-	/=1 

^Jkjzjj f ea(t)1 dl = fE k1zi ea(t)I dl < oo. 

Da nach HiLfssatz 2.5 {k,} € Cr 8 ist, folgt die Knvergenz des.letzten Integrals aus 
Hilfssatz 3.1 im Teil I und aus Hilfssatz 2.3. In beiden Fallen läBt sich mit diesein 
Hilfssatz audi die Vertausehung von Summe und Integral rechtfertigen U 

Für eine weitere Darstelluiig der verallgemei'nerten Lambert-Transformation 
'. durch die Laplace-Stieltjes-Transformation bilden wir aus dern TJrbild a(t) eine neue 

Funktion	S 

00

	(—t' b(t) = Ek,a}.	 - S	 (3.2) 

j=1	 ?f 

Tin folgenden Hilfssatz werden hinreichende- Bedingungen dafiir angegeben, daB 
b(t) zur Menge der Originalfunktionen der Laplace-Stieltjes-Transformation (1.2) 
gehort. V0(t) bezeichne wie üblich die totale Variation der Funktion a(t) auf dem 
Interval] 0	U	I. 

Hilfssatz 3.1: Gehört V0(t) zur Menge V1 [0, oo), so it die Summe 

b(t) =L' /c,a  

absolul und au/ jedem endlichen Inlervall g1eich?nä/3zi' konvergent. Die Funklion b(i) 
1st rechteseitig stetig in [0, o) und von beschränkter Variation in jedem Intervall [0, R] 
mit R > 0. Weiterhin gilt Jim b(t) = 0. 

I
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Bemerkung: Wegen Ia(1)I = a(t) - a(0)I	V0(t) folgt aus J'0(t) € V[O, cc) 
auch a(€) € Vra[0 , cc).	 - 

Beweis von Hilfssatz 3.1: Tm folgenden Beweis bezeichne (x) die Treppen-
firnktion

Ix]
j'' logs j für x > 2. 

Diese Funktion ist reehtsseitig stetig. Für eine geeignet gewahlte Konstante C gilt 
die Abschätzung	. 

/	 (3.3) 

Wir beweisen den Hilfssatz für r > 0, mi Fall r . = 0 verltift der Beweis analog Es 
sei ni > n> 1 und I R. Dann ist 

E ka (1.)	M	jrTl logs I V. () 
jn+i	1	j=n+1	 1

?0 

- Die rechte Summe kann man nun leicht als StieitiesTntegraif V0
 (R)- 

d(x) schrei- 

ben. Zweimalige partielle Tntegration und Anwendug der Abschtzung (3.3) führt 
zur Abschatzung durch	 / 

C, V. 
(

logs 
n . nT ± C2 f x' logs xv() dx. 

11  
nR Das Tntegral wird nun mit . der Substitution	= u uuigeformt und weiter abge-




schätzt. Für R < n erhält man 

m
' k,a(—- 

j=n±1	\)
Rin 

C1 V () n log8 n ± C2R'( 1 + log R)8 f V0 (u) u' log 21 I s du.' 

Da aus der Voraussetzung V0(t) € V 8[0, cc) auch folgt 

V0(t) = 0(1? I log _8_1) für I -* 

lassen sich die beiden Sunimanden für n> no 3R beliebig klein machen. Hieraus 
folgt die absolute und gleichinaf3ige Konvergenz der Reihe (3.2) auf jedem Intervall 
[0, R] mit R '> 0. Wegen a(t) € V[0, cc) ist somit auch b(I) rechtsseitig stetig und 
b(0)=0. 

Es sei nun I = 0, t,	1N,tv,,= R eine Zerlegung des Intervales 10, RI. Wir

bilden die Variation von b(t) für these Zerlegung: 

NN oo
 

(Y)

 
/Ib(t,+1) - b(11)I =	' k,a 	- 'k7a4
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Die folgende Umordnung der Summe wird nachträglich durch den Najthweis der 
Konvergenz gerechtfertigt:

co E	-- b(t,) = E Ik,I 'a (Lti) -	IkI 
V () 

	

)=1	•ii	2	2	,=i	 .2 
Dadie totale Variation von V0(u) auf dem Interval! 0 u !S^ I wieder V0(tf ist, kann 
der èrsteTeil des Beweises anstelle von a(t) auch áuf V 0(1)angewendet werden. Daraus 
folgt die Konvergenz der çechts stehenden Summe und darnit die beschränkte 
Variation von b(t) I 

Da b(t) von beschrankter Variation ist, können wir Stieltj "es-Integrale mit b(t) 
im Differential bilden. 

Satz 3.2: Für k EA E und V E V 3 [0, cc) eel das Integral (1.1) konvergent,/ur 
= z0 mit Re (z0) > 0. Dann kann die verailgemeinerte Lain bert-Transfor.. 

mation für Re (z) > Re (z0) ala Laplace-Stieltjes-Transformierte der Fuik-
tion b(t) (siehe (3.2)) dargestelit werden: 

Ak a] (z) = A[b] (z) : = fe t db(t).	 .	(3.4) - 

Der Beweis erfo!gt mit Hilfe der Darstellung (3.1), der Substitution it = t und 
der anschlieBenden Vertauschung von Summation und . Jntegration (die wegen Hills-
satz 3.1 aus Tei! I, Hilfssatz 2.3 und [4: S. 76-81] erlaubt ist). Man erhältdie Dar-
stellung der verallgenieinerten Lambert-Transformation durch'ein absolut konver-
entes Laplace-Integral 

Ak[a] (z) = z fe b(r) dr.	 . 

Da aus der absoluten Kon'crgenz des rechten Integrals die Aussage b(t) = o(el) 
folgt und b(t) von beschränkter Variation ist kann das Laplace-Integral durch par- 
tielle Integration in em Laplace-Stieltjes-Integral umgeformt werden, und man 
erhält  

Ak[a] (z) = fe db(t) für Re (z) > Re (z0). 

Tm Satz . 3.1 wurde .die verallgemeinerte Lambert-Transfo.rmatin durch eine 
Summe von Laplace-Stieltjes-Transforniationen dargeste!lt. Unser nächstes Ziel ist 
die Darstelling der Laplace-Stieltjes-Transforniation (1.2) durch eine Sunime von 
verallgemeinerten Lam hert-Transformátionen (1.1). 

Satz 3.3: Es cci 
1.k€AE, 
2. {k1 }	{} mit {x,} E Crc ((T	0), 
3. a € V,8+c+j [0, cc), 
4. A,ja] (z) konvergent für z = z0 mit Re (z0) > 0. 
Dunn 1st 

A[a] (z) = Ak[aI (lz) für Re (z) > Re (z0).	 ..	(3.) 

14 Analysis Bd. 3, Heft 3 (1084
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Beweis: Setzt man die Formel (3.1) aus Satz 3.1 in (3.5) ein und ordnet die ent-
stehende Doppelsumme urn, so erhält man sofort das behauptete Resultat (siehe 
Möbiussche Umkehrforrnel [3: Abschnitt 16.4]): 

00	 00 co	 00 

E , lAk[a] (lz) =	x,kA[a] (ljz) = 	d. A[a]  (mz) = A[a] (z). 
1=1	 11 ji	 m=1 dim 

Es muB nur noch die absolute Konvergenz der Doppelsumnie nachgewiesenwerden, 
damit die TJrnordnung irioglichist. Der Nachweis gelingt durch die Abschatzung des 
Ausdrueks 

S = X E kk1A[a] (ljz)i	ME E jrlr log8 j logo liz! f e 1it ( a(t) I dl 

Nach der Vertausehung der Summen mit dern Integral, die nachtraglich durch den 
Nachweis der Konvergenz gerechtfertigt wird, ergibt sich 

00	00 w
N 

S	M zi f ia(t) iE EinlT log8 j logo 1 e- 1j"teM dl. 

Aus der Voraussetzung 4 folgt zusarnrnen mit dern Hilfssatz 3.1 aus Teil I die Be-
ziehung a(S) = o(e) für I ±oc. Deshaib kann der Hilfssatz 2.4 angewendet 
werden, und das letzte Integral ist für Re (z) > Re (z0) konvergent. Eine analoge 
Abschatzung fur den verbleibenden Rest der Doppe1umnie unter Anweridung von 
llulfssatz'2.3 zeigt die Richtigkeit der obigen Umformung für Re (z).> Re (z0 ) I 
4. 

Mit Hilfe der im letzten Abschnitt bewiesenen Beziehungen können nun Umkehr- 
•	fornieln für die verallgemeinerte Lambert-Transformation aufgestellt werden. 

Satz 4.1:Essei 

1. kEAE, 
2. {k,}	{} mit {} E C0 (a	0), 
3. a € V 80 , 1 [0, cc),	 - 
4. iI,ja] (z) konvergenl/'ur z = z0 mit Re (z0) >0. 

Dartn gill für die verailgemeinerle Lambert-Transformation die Umkehr/orrnet 

C+i	 I 
• -

	 -f--- 

EmAk[a](l)dz	{[a(l)±a(t_o)J für 1>0 

c-,ioo	 0	 für l.!E^0


mit.c > Re (z0). 

Zurn Beweis braucht man nur die komplexe Urnkehrformel für die Laplace-Trans-
formation auf die Formel (3.5) anzuwenden.
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Satz 4.2: Ersetzt man in den Vorau3setzungen Zu Satz 4.1 die Vorau.ssetzung 3 
durch die schar/ere Bedingung V0 e	[O,00), so gilt für die veraligemeinerte 
Ja?nI3ert-Transforma tion die Um/cehr/ornzel	 - 

	

ezuilAk[a] (z) dZ=fr [a(S) + a(t - 0)] fUr I >0	
(4.1) z	 I -	 c—lao (0	 für t^0 

nut c > Re (z0). 

Beweis: Mit der Formel (3.4) erhält man aus (4.1) sofort den Ausdruck 
00 

(b	2)) = 
4

Ca	00 

	

Z%	kja 

+lim	k,a(____ 
£-++0j1	\ 2 

Durch forniales Herausziehen des Grenzwertes vor die Sumine und Umordnen der 
Doppelsumme erhält man das behauptete Ergebnis: 

, (
	

± b (t 0 

= liin zki [a .1 ) +a(-_)] 2 , j	 j	21 

= Jim	' !' m/dkd [a(L) +	a (L._] =	[a(t)-(- a(I - O)]. e_±o 2 m=I dim	 m	m 
Unter Verwendung der Voraussetzung 3 kann man durch einigé Abschätzungen leicht 

co die absolute und gleichmái3ige Konvergenz der Summe ' ,'.b 
-i- 

nachweisen und-- -	damit die obige Rechnung rechtfertigen I	 11	/ 
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