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Eine Vei‘allgemeinerung der Lambert-Transformation (II)!)

H.-J. GLAESKE und K. STALLKNECHT

!
»

Fir die von den Verfassern im ersten Teil der Arbeit eingefithrte verallgememerte Lambert-
Transformation wird eine Umkehrformel bewiesen. Hilfsmittel dazu ist eine Darstellung dieser
Transformatlon als Laplace-Stieltjes-Transformation und die Darstellung der Laplace-Stieltjes-
Transformation als Summe verallgemeinerter Lambert-Transformationen und umgekehrt, d. h.
die Darstellung der verallgemeinerten Lambert-Transformation als Summe von Laplace-
Stieltjes-Transformationen.

Hdas BBefeHHoro aBTopaMu B MepBoit yacTH paborsl 0606WEeHHOr0 npeobpasosauns Jlam-
Gepra mokazmiBaercA gopmyaa obpawennd. Ilpu oToM ncnoab3yeTcA npeacTaBieHHe STOro
npeoGpa3oBaHnsa B BHIE npeo6pasopanna Jlanaaca- CruaTbeca, NpefcTaBienue npeodpaso- )
BaunA Jlannaca-CTunTbeca B BUZE CYMMBL 0606menuoro npeoGpa3oBauuA Jnambepra,
_naofopoT. -

In this paper an inversion formula is proved for the generalized Lambert-transformation
which was introduced by the authors in part (I). The proof is possible by means of the repre-
sentation of this transformation as a, Laplace-Stieltjes-transformationi, the representation of
the Laplace-Sticltjes-transformation as a sum of generalized Lambert transformations and
reverse. -

1.

Im erstén Teil dieser Arbeit [2] wurden die Konvergenzelgenschaften der verall-
gemeinerten Lambert-Transformation

A,,\[cc] (2) = Ay(z) = f k(e~**) da(t) B _ oy

’ -

untersucht. Als Kern der Transformation waren ‘beliebige (a.ber feste) Funktionen

aus der Menge Ay zugelassen. Die Elemente der Menge Ay sollten die folgenden
Fxgenschaften erfiillen:

. k€ Apg, k(0) = 0, k'(0) = 0.
2 Es gibt ein ¢ o> 1,s0daB k(z)in1 < |z| <pe héchstens endllch viele Smgularlta.ten
Zi(j=1, n) der Form

k(z) = O[(z — zi)—m log® (z — z;)] fiir z-—>z;

mit p;, ¢; € C und Re (¢;) = 0 besitzt.
Hatte k(z) speziell im Punkt 1 eine Singularitit der Form

k(z) = O[(z — 1) ?Plog?(z — 1)] fir_z-—1,
1) Teil I dieses Beitrages erschien in :H. 2 (1984) dieser Zeitschrift.

’
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so wihlten wir als Orlglnalfllnktlonen R-C-Funktionen a(¢) aus dem Raum V0, co),
dessen Elemente den Bedingungen )

\1. a(t) ist von beschrinkter Variation, in_jedem Intervall [0, R] mit B > 0,
2. a(t) ist rechtsseitig stetig in [0, oo), a(0) = 0,
L =N .

3. f la(t)| t=Ret?—1 |log ¢t[Re df < oo

’

-

geniigten.
Weiterhin wurden bestlmmte Spezialfille dieser Transformation betrachtet.
Im folgenden sollen Bemehungen zur Laplace-S!zelt;es -T'ransformation

: A[a] () = A(2) = [ e du(t . (1.2)
. . ,

hcrg'cieitet werden, die es dann ermdéglichen mit Hilfe der bekannten Umkehr-
~formeln fiir (1.2) zu Umkehrformeln fiir die Transformation (1.1) zu gelangen.

9

- P

Zunichst fithren wir emlge abkiirzende Bezelchnungcn ein und bewexscn einige
Hilfssatze.

\

Definition 2.1: Es seien {k;}.und {x,} zwei Folgen kdlnplexer Zahlen. Erfiillen
diese Folgen die Eigenschaft )

.

1 fi =1

Ztem {0 onstr
dann wird' das durch d/ie Schreibweise {k;} ~ {2} ausgedriiékt.

Definition 2.2: C,,, bezeichne die Menge der Folgen {k;} mit .
. ko, S -
2. k; = O(j* ' log®§) filr j—o0: -
* Fiir die welteren Betrachtungen wird oft das asymptotlsche Verhalten der folgen-
den Summen benétigt. -

Hl]fssat7 2.1: Es setr > —1 unds = 0, dann gzlt/urt—> +0

f n' Iog‘ ne ™ =0 (t"‘l log? (—1)) :
n=2

Bewels Wir setzen d(z)\ = Zn' log n. Dann ist

n=2
Z‘n’log ne "‘—tfdx)e o dx
n=2
und es gilt die Absché’,tzung '
71

o [z}
171 < log?* f o~ —
i) 5 log'= Lo~y

logtz fir z—oo.
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A

Die Aussage folgt nun aus einem entsprechenden Satz fiir dle Laplace- Transfor--
mation (siehe [1: 8. 460])

-Hilfssatz 2.2; Es sev 7 > —1 s >0unda>0 danmn st

n=21{

2 X willogtn log" le " =0 (r"l log"*""‘1 (—1)) fir t— +0..
=2

‘Beweis: Mit derselben V[ethode wie im Beweis zu Hilfssatz 2.1 kann auch die
Doppelsumme umgeformt und abgeschétzt werden:

. ’
(=~} Kol oo 00
=X T wlrloginlogile ™ = £ [ [ xyd(x) bly) e ™ dx dy
n=2 =2 O 11 P
S Me [ [ a2yt logt x log® y eV dx dy.

11

Dabei ist b(x) = Zl' log ! und d(z) bezeichnet dieselbe }!‘unktion.wie im Beweis

. zu Hilfssatz 2.1. Durch die Substitution y = w* und z = w'"* ist cine weitere Um-.
formung des im letzten Ausdruck ent,haltenen Doppelintegrals méglich:

oo

S < Mﬂ(s + 1,0 + 1) tsz”?log’““we ot dw.

Da die erhaltene Abschatzung ein Laplace Integral enthilt folgt die Bchauptung

aus den békannten asymptotischen Aussagen fiir die Laplace-Transforma.tlon
SIehe [1:8.460]) 8

Im folgenden verwenden wir die Aussagen der Hilfssiatze 21 und 2.2.zur Ab-
'schitzung spezieller Tntegrale.

Hilfssatz 2.3: Ist r > —1, $=0, {ki} € Crs und «lt) € T’ﬁ_,[O,'ob) mat a(t)
= O(e*!) /'u'r t— o0 (Re (z0)- > 0), so konvergiert das Integral .

fz |jk; e~#2a(t)] dt -fir Re(z) > Re (zo)
0 j=1 :

. Beweis: Es sei Re (z) > 0 Wegen der Vora.usseuung {lc} €.Crs und Hllfssa.tz 2.1
1st

u[\,]g

J

7k | e ;tRc(z) la([)l dt

1/3 oo _

<M [ 3 log 7e"“‘°“’ 0 ldt

0 j=2
13 ’
< Mf(tRe @)} |log[tRe(z]|'|a )| dt

~

)

1 1 Rc d -

= 11[

\

Das letzte Integral ist konvergent, da a(f) nach Voraussetzung aus V¢ ,[0, co) ist.
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Fiir den anderen Teil des Inpeg'rals ergibt sich wegen

3 gk et ~Ic,e # und a(t) = O(e*) fiir: t— 0o
Ti=1 :

die Abschitzung

00 oo

f 2 ljkil e ;tRc(z) |a( t)] dt =M f e—t(Re(z) Re(z)) dt < 00
1/3 j=1 ' 1/3
fiir Re (2) > Re (z,) I

Hilfssatz 2.4: Es set a(t) € V¢, ,,. x[O o) und geniige . zusitzlich der Bedingung
a(t) O(e“‘ fiir t = oo und Re (z0) > 0, dann konvergiert das I ntegml :

f la(®)] 3 3 nl" log® n log™'! e—nltRe(z) dt
' =2 1l=2 : y

Jiir alle z mit Re (z) > Re. ’(z’o)' - , ,

Verwendeb man die Abschitzung des Hllfssatzes 2.2, so verlduft . der Bewels im
" iibrigen analog zu dem von Hilfssatz 2.3.

Fiir dle Herleitung von Beznehungen zur Laplace-Transformation muB die Kern-
funktion der verallgemeinerten Lambert-Transformation in eine Taylorreihe im
,Punkt z =0 entw1ckelt werden :

o 7=1_ . : ) »

In den im nichsten Abschnitt gefithrten Beweisen werden Abscha,tzungen dieser
Taylorkoeffizienten benétigt. Die Kernfunktion soll so beschaffen sein, daB die
Folge ihrer Taylorkoeffizienten zu einer Klasse C;,, gehért. Der folgende Hllfssatz
der hierrohne Beweis angegeben werden soll, zeigt, daB die Menge A4 zummdest
eine Teilmenge der Funktionen ist, die diese Bedingung erfiillen.

Hilfssatz 2.5: Es sel ke dg Auf dem Rand des E’mheztskmwes habe k die Smgu-
lamlulen z,0=1,2,...,,N. In dzesen Punkten set

— Oz — z) ™ logn (2 — 2)) Jiir 'z 7.
Dann st die Folge der Taylorkd,g//izz’enten {k;} € C',,s mit
7 = max {Re (p;); 0} und. s = max {Re (q,) 0} + 1.

!
Re(p,) r

Den Beweis dieses Hilfssatzes findet man in [5].’ ‘
Im weiteren haben 7 und s immer die im Hilfssatz 2.5 angegebene Bedeutung.

3. ' -

Wir leiten nun eine ])arsbellung der vcrallgememerten Lambert Transformation (1.1)
durch eine‘Summe von Laplace-Stieltjes-Transformationen (1.2) her.
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[

Satz 3.1: Fiir k(z) € Ag und alt) € V¢ £4[0, 0o) ser Ayfa] (2) (s. (1.1)) konvergent fir
z = zo mit Re (zo) > 0. Dann gilt fiir Re (z) > Re (zy) die Darstellung

Adel (2 ._zl kAla) (),
p

wobet die Reihe absolut konvergiert. ' . : .
Beweis: Nach Satz 3.1 aus Teil (I) gilt fiir Re (2) > Re (2o) die Darstellung

-

Ak[a] =z f k' (e™%) a(t) et dt.

\

Entwickelt man nun &’ (2) in eine Taylorreihe im Punkt z = 0, so erhilt man durch
Vertauschung . der Relhenfolge von Integration und Summation die im Satz be-
hauptete Be21ehung : : : :

Afa] (2) = zf Z;k e Ha(t) dt = Z kizj f e~ Hig(ty dt

0 j=1 =1 0 o
= Z k; fe"" da(t Z k; A[a] (72) T (3.1)
=t S . .

Auf analoge Weise zeigt man die absolute Konvergenz der Relhe

8

3 leydfa) () =2

L=t

lcizj f e~#a(t) dt
. 0 . .

L .3 ki f le” "‘a (0] dt = fZ kjzj e~a(t)| dt < oo.

j=1 0 j=1 .

Da nach Hilfssatz 2.5 {k;} € C,,, ist, folgt dic Konvergenz des,lebzten Integrals aus

Hilfssatz 3.1 im Teil I und aus Hilfssatz 2.3. In beiden Fillen 148t sich mit diesem
Hilfssatz auch die Vertauschung von Summe und Integral recht'fertigen 1

Fiir eine weitere Darstellung  der verallgememerten Lambert-Transformation
v durch die Laplace- Stleltjes Transformation bllden wir aus dem Urblld a(t) eine neue
Funktion :

b(z)=§k,a(§), A S e,

Tm folgenden Hilfssatz werden hinreichende: Bedmgungen dafiir angegeben, daB
b(t) zur \Iengc der Ongmalfunktlonen der Laplace-Stieltjes-Transformation (1.2)
gehort. V,(t) bezeichne wie iiblich die totale Varlatlon der Funktlon a(t) auf dem
Intervall 0 S » < ¢ : :

Hilfssatz 3.1: Gehort Vo(t) zur Menge Vi ,[0, 00), so ist dz’e Summé ' '

b(t Z kia ( )

j=1 7
absolut und auf 7edem endlichen Intervall gkezchmuﬂzg kom,ergent Die Funktion b(t)
st rechisseitig stetig in [0, 50) und von beschrinkter Variation in jedem I nterwll [0, R]
mit R > 0 Weltevhm glt Iim b(t) = 0.

=40
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Bemerkvung: _Wegen la(®)} = la(t) — a(0)] = V,(t) folgt aus V,(¢) € V¢, [0, o)
auch a(¢) € Vﬁ,[(} 00). ' . - v

Beweis von Hilfssatz 3.1: Im folgenden Beweis bezelchne o(z) die Treppen-
funktion

ol :
27’”1 logfj fir = = 2.
~ Diese Funktlon ist rechtsseitig st,emg Fiir eine geelgnet gewahlte Konstante C gilt
die Abschat/ung . ) '

lz] {C’x'log"x fiir r>0 )

r-1 C g
x(2) = log’ 2:27 = Clogilz fir r=0. (3:3)

/

Wir beweisen den Hilfssatz fiir > 0, im Fall 7 = 0 verliuft der Beweis analog. Es
seim >n > 1und ¢ £ R. Dann ist :

1l

-

m t R n
2 |kal=)| =M Z‘ 7=t logt ¥, '
j=n+1 v i ; n+i 7

m”

_ Dierechte Summe kan_‘n man nun leicht als Sticltjes-Tntegralf | (E) dx(z) schrei-

ben. Zweimalige pa,rtlelle Tntegratlon und Anwendung der Abschatzung (‘3 3) fihrt
zur Abschatzung durch . ’

m
C\V, (%) log”n -nT 4+ Cy f 27 Ulog? zV, (%) dx.
. . .

B
Das Tntegra.l w1rd nun mit der Substitution — = » umgeformt und weiter abge-
T

schatzt. Fur B < ? erhilt man N
m i t °
j=n+1 ]

Rln
§ C\V, (%—) n"log® n + qzﬂ'(l + log R)’f Va(u) w1 log u|* du.
. ' 0 -
Da aus der Voraussétzung Valt) € VE ,[O, oo) auch folgt
Va(t) = o(t |log ¢=e-1)  fiir t— 40,

lassen sich die beiden Summanden fur n>ny = 3R beliebig klein machen. Hieraus
" folgt die absolute und gleichmiBige Konvergenz der Reihe (3.2) auf jedem Intervall
[0, R} mit R > 0. Wegen a(t) € V¢ [0, co) ist somit auch' b(¢) rechtsseitig stetig und
5(0) = 0. A . : ,
Ls sei nun ¢, = 0 ly, .- tyy tvyy = R eine Zerlegung des Intervalles (0, R]. Wir
bilden die Variation von b(¢) fiir diese Zerlegung:

N N | o lin
& bte) — b = 3 | ki (7) Zka(y)“

-EEwlely) el |

1
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Die folgende Umordﬁung der Summe wird nachtréiglich durch den Naghweis der
" Konvergenz gerechtfertigt: ° ‘ ' o '

, ()] < S

Dadie totale Variation von V,(u) auf dem Intervall 0 < u < ¢ wieder V4(¢) ist, kann
der érste Teil des Beweises anstelle von a(t) auch auf V(t)angewendet werden. Daraus
. folgt "die Konvergenz der rechts stehenden Summe und damit die beschrinkte
, Variation von b(z) &

{

N 0o N
2 1bty) = b))l = 3 |k X
=1 j=1 A=1

Da b(t) von beschrinkter Variatior; ist, k6nnen wir Stieltj;as-Integrale mit b(¢)
im Differential bilden. . : '

. Satz 3.2: Fur ke A, und V, € V$ o0, 00) ser das Integral (1.1) konvergentfiir

"z =z, mat Re (2y) > 0. Dann kann die verallgemeinerte Lambert-Transfor-.
mation fir Re (z) > Re (z,) als Laplace-Stieltjes-Transformierte der Funk-
bion b(t) (stehe (3.2)) dargestellt werden: O :

-

Ada] (2) = A[b] (2) : = f°° et db(t). T 3
., . 0 : .

Der Beweis erfolgt mit Hilfe der Darstellung (3.1), der Substitution j¢ = 7 und
der anschli¢Benden Vertauschung von Summation und Integration (die wegen Hilfs-
satz 3.1 aus Teil I, Hilfssatz 2.3 und [4: S. 76—81] erlaubt ist). Man ferhé',lt'die Dar-
stellung der verallgemeinerten Lambert-Transformation durch ein absolut konver-
gentes Laplace-Integral '

P

Afa) (z) = 2 fe‘“ b(z) dr.iv
0 -

Da aus der absoluten Konvergenz des rechten Integrals die Aussage b(t) = o(e™)
folgt und b(¢) von beschrinkter Variation ist; kann das Laplace-Integral durch par-
tielle Integration in ein Laplace-Stieltjes-Intégral umgeformt werden, und man
erhilt : ‘ :

‘ A,,[aj (2) = fe‘:‘ db(t) fiir- Re (z) > Re (zo).’
0

Im Satz -3.1 wurde .die verallgemeinerte Lambert-Transformation durch eine

- Summe von Laplace-Stieltjes-Transformationen dargestellt. Unser nichstes Ziel ist

die Darstellung der Laplace-Stieltjes-Transformation (1.2) durch eine Summe von
verallgemeinerten Lambert-Transformationen (1.1). .

Satz 3.3: Es ser

1. ke dg, .
2"{1‘:1} ~ {xl}‘md {xl} € Cr.o (U g 0):
3. ac¢ Vg.u»a«‘»l[o’ oo): ’ '
4. Ayla) (z) konvergent fiir z = 2y mit Re (z5) > 0. . -
bunn zst ‘

| Ala)(2) = T xAdal () fir Re (2) > Re (z). ) (3.3)

=1

14 Analysis Bd. 3, Heft 3 (1084 . : -
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" Beweis: Setzt man die Formel (3.1) aus Satz 3.1 iﬁ (8.5) ein und ordnet die ent-
. stehende Doppelsumme um, so erhilt man sofort das behauptete Resultat (siehe
Mobiussche Umkehrformel [3: Abschnitt416.4]):

zaAk[al (2) = 5 5 nksila) G) = 5 Z snikela) () = Ala)

l— =1 j=1 m=1 d/m

"Es mul nur noch die absolute Konvergenz der Doppelsumme nachgewiesen werden,
damit die Umordnung moglich ist. Der Nachweis gelingt durch die Abschatzung des
Ausdrucks ‘ :

7

8 =3 X l|ukidla) Yz)| = M 3 3§l log? 7log L2 f e~ litRe( la(t)ldt
=2 j=2 1=2 j=2
Nach der Vertauschung der Summen mit dem Integral, die nachtriglich durch den
Nachweis der Konvergenz gerechtfertigt wird, ergibt sich -~ - . °
S £ M |7 f lat)| X X0 log 7log le ljtRe() g,
\ . 1=2 j=2

Aus der Voraussetzung 4 folgt zusammen mit dem Hilfssatz 3.1 aus Teil I die Be-
ziehung a(t) = o(e®*) fiir ¢ - +4oco. Deshalb kann der Hilfssatz 2.4 angewendet
werden, und das letzte Integral ist fiir Re (z) > Re (zo) konvergent. Eine analoge
'Abschauung fiir den verbleibenden Rest der Doppelsumme unter Anwendung von
Hllfssatz’2 3 zeigt die Rlchtlgkelb der obigen Umformung fur Re (2)- > Re (2¢)

“

4.

Mit Hilfe der im letzten Abschnitt bewiesenen Beziehungen kénnen nun Umkehr-
formeln fiir die verallgemeinerte Lambert-Transformation aufgestellt werden.

~

Satz 4.1: Es sez

1. ke Ay, - .
2. ) ) mit ) € Cro (72 0)
3. a€ Vi,,,a0, ),
4. Aifa] (2) Iconvergent fiir z = zo mit Re (zg) > 0.

Dann gilt fiir die verallgemeinerte Lambert-Transformation die Umbkehrformel _

c+ioco 1
1 et % ’ |5 la(®)+ a(t—0)] fir t>0
b ? [Z 7{[/1)‘[65] (lZl dz =4 2 .

=1 2
¢—ioo : 0 ' fir .0
mit.c > Re (z). ’

“Zum Bewels braucht man nur-die komplexe Umkehrformel fiir die Laplace -Trans-
format,lon auf die Formel (3.5) anzuwenden. i '
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Satz 4.2: Ersetzt man in den Voraussetzungen zu Satz 4.1 die Voraussetzuig 3
durch die schiirfere Bedingung V, € Viai0:1[0,00), s0 gilt fiir die verallgemeinerte
Lambert-Transformation die Umkehrformel : .

.

¢+foo

N ¢—ico

mit ¢ > Re (2,).

g ae—on ir >0 @1

0 fir t<0

Beweis: Mit der Formel (3.4) erhilt man aus (4.1) sofort den Ausdruck

R ) -4 el Fue(l)

o

© + lim f k,a(t;ze)]. o

E—=++0 j=1

Durch formales Herausziehen des Grenzwertes vor die Summe und Umordnen der
Doppelsumme erhélt man das behauptete Ergebnis:

w i (7) ()

~

=. lim 5 2 X xik; [a (ﬁ)

&40 =1 j=1

rel5)

= lim 2 5 5 ke [a (}n) + a(-‘ - 8)] - % [a(t) + aft — 0)].

. e—>+0 m=1 d/m

Unter Verwendung der Voraussetzung 3

\ _ .
kann man durch’ einige Abschitzungen leicht

. od . l .
die absolute und gleichmiBige Konvergenz der Summe 2 xb (7) nachweisen und.

damit die obige Rechnung rechtfertigen - =
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