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Asymptotlsche Entwicklungen der hypergeometnschen Funktionen F(a b, c; z)
fur la| > und konstante b, c, z

E. WAGNER .

N

-

Es werden asymptotlsche Entwicklungen der hypergcometnschen‘Funktionén Fla, b,é;z) fur
la] — co bei festen komplexen Werten von b, ¢ (¢ =#= 0,—1,—2,...) und z (2% 0,]Arg(1 —2)| < =)
herge]eltet . S

Bunoqmcn ACHMITOTHYECKIIE DABNOMEHHA TI'HIIEPreoMeTpHYecKo (bvmcuuu F(a, b, ¢; 2)
* IpH |a| — 0O N TIOCTOAHHHX KOMILUIEKCHBIX 3HAUCHHAX b, ¢ (c +0,—1,-2,...)uz(z+0,

|Arg (1, —2)] < ).

Asymptotlc expansions of the hypergeomeiric function F(a, b, ¢; z) for Ja| - co are derived
where b, ¢ (¢ + 0, —1, —2,...) and z (z % 0; |Arg (1-— 2z)| < @) are fixed complex numbers.

1. Einleitung
" In [6] wurden asymptotische Darstellungen der ‘hypefgeotlletrischen Funktionen

F(a, b, c; 2) fir |a] — oo bei festen Werten b, ¢, z bzw. fiir [b] — oo bei festen Werten
a,c,z hergeleltet die die in [1] und [2] angegebenen falschen Darstellungen richtig-
stelltcn

In der vorliegenden Arbeit werden die asy mptotlschen Darstellungen aus [5] zu
asymptotischen Entwicklungen nach fallenden Potenzen von a bzw. b verfeinert.
Der Beweis lehnt sich naturgemil eng an denjenlgen in [5] an, so daBl an manchen
Stellen auf die entsprechenden Rechnungen in [5] verwiesen werden kann.

Wir verwenden die folgenden Bezeichnungen:

- a; = Re(a), ¢, = Im (a), « = Arg a € (—=n, =] und entsprechend fiir b, ¢
.z =TRe(2), y =TIm (2); ‘
@ ={2€F:2+0,24(l,00);
Bo=10)n=0bb4+1)b42)...(6 +n— 1) firn=12..

Es bedeutet - \ )

a, = Og(1), daB a, nach oben (rechts) beschrankt 1st,
a, = 04(1), daB a, nach unten (links) beschréinkt ist.

Falls nicht ausdriicklich eine andere Regelung vereinbart ist, sollen fiir Potemen
stets die Hauptwerte genomnien werden, d. h.

’ -

wP = exp {p[In |w| + TArg w]} mit "Argw € (—=, 7)
fir beliebige komplexe Zahlen w und p
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2. Hauptsatz

‘Satz 1: Bet festen Werlen 2€©, b und ¢ mit ¢ 4: 0, —1, =2, ... gelten fiir |a| - oo
dre asymplotischen Entwicklungen . .

~

i’ (b,c;z) (b)ya —}-o(cf")]

(a, b, c; 2 _ (= az)™?
T(c) = T —=0b)

. e b—a ( az b [ n 2

-**“‘”9.‘75—[5“(‘ ei5)
7 .

- X (c—0b)a + o(a"')] (n = 0, 1,2,.... ('1)

Daber ist ' B

. 3
(I) 2 = e™t=2 ynd arg (—az) € (—71 ) m /olgenden Fallen
l.y>0und a, =0 (1),2z<0unda2—03()

3. y<0undal_03(l), 4. 0 <z < lund a, = 0,(1);

(II) 7 = e=70—=9 ypd arg (—az) € J2 22 ) in folgenden Fallen
5. J>Ounda,—0n(1) 6. z<0undu2——0L(1)
7.y < O0unda; = 0,(1), 8. 0 <z<1und a, = Op(1).

Dre K oeffizienten c, sind die Taylor-Koeffizienten threr erzeugenden Funktion -.

s b—1 [fa8 __ c—b—1 . : ~
glsib,¢;2) = (e R l) (° 21+z) e (2)
m Nullpunkt , : ' 4
globoi0) = Selb iz (sl <) RN 3)

(=

y=

Am Ende dicser Arbeit werden ein Weg zur Berechnung der ¢, sowie e‘(p]lthe
Darstellungen der ersten ¢, angegeben. Offenbar ist ¢g = 1.

3. Beweis des Hauptsatzes

. Der Bewels von Satz 1 wird, a.usgehend von der bckannten Integra]da.rstellung der
hypergeometrlschen Funktionen

F(av,b,c;z)_ to-1(] — g)e-o-1 .
I'(c) b)Fc—b)f (1 —tz9 dt (g >b,>0,2€ @), (4)

in folgenden Eta,ppen (le nicht mit den Beweisschritten in [o] uberemstlmmen)
gefiihrt: -

1. Darstellung von F' als Summe komplexer Kurvcnmtegrale unter den Voraus-
_setzungen a, = 0;¢, >'b, > 0,0 < Argz < =#;
2. Abscha.twng von Teilintegralen der erhaltenen Zerlegung; - '
3. Ubertragung des erhaltenen Resultates auf den Fall ap< 0, ¢, > b, > 0
0<Argz < m;
4. Giiltigkeitsnachweis der erhaltenen Frgcbmsse fiir alle z € & unter den Bedin-
gnngen ¢, > b > 0;
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’

5. Asymptotxsche Entwicklung des ,,Hauptmtegrals“ fiir ay =0, o> b, >.0,
ze®;

6. Beweis von (1) fur z € ¢ unter den Bedingungen a, = 0 ¢ > bl > 0;
 7..Beweis von (1) unter den Bedmgungen a,<0,¢,>b,>0firz¢ §;

8. Abschwichung der Trennbedingungen fiir dle'Falle (I) und (IT) auf einseitige -
Beschrinktheitsbedingungen; s '

9. Eliminierung der Bedingungen ¢; > b, .> 0. '

Zur Abkiirzung bezeichnen wir den Integranden in (4) mit / = f(¢; a, b, c; 2).
Zu 1.: Wir setzen a, 2 0,¢, > b, > 0und 0 < Argz < = voraus. Wle in [5] sei ¢

" ein fester Winkel, der folgenden Bedingungen geniige:

!

T .
—— fir Argz ==,

0>¢> ' fallsa, =20, i (5)
Z 1) fir y >0, -

T
—Z, A
max ( 1 I'g'z

0 <¢< mm( , Arg z) falls.a, < 0. ‘ NG

l)a,nn folgt nach dem Cauchyschen Integralsatz aus (4) .
F(a,b,c;2) _ 1 3 A . -
o Srere—n &) " « @

" wobei mit G, folgende Integrationswege beZeichnet sind [5]:
- €,: Geradlinige Verbindung von 0 bis &, = —|a|~3/* e¥¢/z;

€,: Geradlinige Verlingerung von €, bis ¢, mit einem festen, hinreichend groBen [¢;[;
@3 Krelsbogen mlt, dem 1] \’Ixttelpunkb 1/z und Radius R vont, bis 1 + £, mit Arg ¢,

= Arg —{— (p,
C Gy Geradlmlge Verbindung von 1+ t, bis 1 + & mit || = |a|~34 — 1 ‘und
Arg e, = Arg ty; .
€;: -Geradlinige Verlingerung von € bis 1.
Wir fiihren die BeLelchnung v . A
Ja,be;z)= [fdt  (,>b,>0,2¢ @) . (8)

(LN . .
ein, wobei fiir y < 0 und 0,< z < 1 in(5) und (6)-die Terme z und z/(z—1) zu ver-
tauschen sind, und erhalten durch die Substitution ¢ = 1 — 7 leicht (es ist nur zu
beachten, daB die Linge des Integrationsweges @5 fir hinreichend groBes la] be-

- liebig klem gemacht werden ka,nn)

| . \f/,u:(l—z)-aJ(q,c—b,c;zi]), (9)«
. \G . A ]

so daB (7) in folgender Gestalt geschrieben werden kann: .

Fla,b,c;2) -1 o  \-a _ LA T
Te) = To) e =) {J(a,f),c,z) + (1 —2) J(a,c b,c,z_ 1).
\ 4 . N ’
+Zf/dt} (@, =0,¢,>b,>0,0<Argz < =n). (10)
v=2GC, ’ R

A}
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Zu 2.: Bei der Abschatzung der Integrale-iiber €,, €; und G, stutzen wir uns auf
die ausfiihrlicheren Rechnungen in [5] und geben hier nur die wesentlichen Gesichts-
punkte wieder. Wegen (5) und (6) kénnen die Integratlonswege C»=23,4) weder
durch den Nullpunkt noch durch den Punkt ¢ = 1 gehen. Da auBerdem ¢, > b,> 0.
ist, erhdlt man die. folgenden Abschitzungen, die gleichmiBig bezughch aller
te@u (53 u@, gelten ,
. 1_{ O(1)V t € Gy uG, (1 — gyeo1 = {O(l)vt662u63

Ollal*) V/ ¢ € &, OalP) v e €y o T

-\us 1hnen folgt fiir den /ahler von f, glelchmaBJg bez. t € €, u @3 u@,,

(la} - o0).

L — 4t = O(laft) - (la] — co). - . (\11)

Fiir den Nenner von / wurden in [5] die folgenden ebenfalls glelchmaﬂlg beziiglich ¢
ge]tenden Abschédtzungen hergeleltct

, O(exp {-|a|‘/“ sin |p[}) WV te S,,
’ . i — a —_ iz
0 tmye = O((1 — 2)- exp{ -|a]t/4 sin lol}) V teGQ,, (la] = o0) (12)
N Olexp {—Clal})) V t€€, und ap 20, :
'O((l—z )=% exp {— C lal}) \/tE(E3 und  a, <0,

wobei C eine von « und ¢ unabhingige positive Konstante ist, falls man den Radlus R
" des Kreisbogens €4 bzw. ;] hinreichend groB wihlt.
Aus (11) und (12) erhilt man, da die Langen der Tntegratlonswege G (»v=23, 4)
beziiglich a beschrankt sind, Lo

f/dt O(|af*/* exp {—Ial”4 sinfgl), ‘

j b = 0[(1 — 2" aft exp (—a]* sin Itpl}-),

Olexp {—C lal}). fir a; =0,
f/d‘ {.((1 —2)%exp {~Clal}) fir a, <0,

woraus

5 f/dt—o(a " Fol(t = 2)ea) n=0,1,2,..) . (13)
»=2C,

und somit firallen =0,1,2,:..

F(a’IIzEc();; 2 _ f(b) 'F(lc % {J(a, b,c;z) + (1 —‘ 2)"°J (a,c —b,¢; . —z 1) '
B
@20, 0,>b,>0,0<Argz=<m) . . (14)
folgt. i - ’ ..

Zu 3.: Um den Fall a, < 0zu behande]n gehen wir von der bekannten Be7lehung
F(a b,c;z) = (1 — z)c-b-e F( —a,c—b,c;z) _ - ©(15)
aus. Unter den Voraussetzungeh a, <0, ¢ >b; >0, 0 < Argz < z kann in (15)

~
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fiir-F(c - a,:c — b, ¢; 2) die Zerlegung (14) eingesetzt werden. Man erhilt

Iy  T'®) I'(c — b)

\

{J(c —a,c—b,c;2z) + (1 — z)8-¢

) (c —a, b, c; . i 1) + b((c — d)—") + o((l — z)a_c'(c _ .“)_n)}
. ; . 1 ‘ ‘s\c—b-a . |
\ =»F(I))Tb—){(l—z) b J‘(c-—a,c—.b,c,z) |
(1 — z)-b\J (c —a, b, c; z—j-l-) + o((l —z)"° a,—ﬂ) + o(a‘n)}
a2y <0, ¢,>b,>0,0< Argz < ). . o (16)

Zu 4.: Wir zeigen, daB (14) und (16) fiir alle z ¢ 6 g‘ilt. Dazu verwenden wir die
bekannte Gleichung -

Tz —1

F'(a,b,c;z)=(l—z)‘d.F(a,c—b,c £ ) o i (an ..

Die Funktion w = 2/(z — 1) bildet die Halbebene Im (z) < 0 auf Tm (w) > 0 und
das Intervall (0, 1) der reellen z-Achse auf die negativ reelle w-Achse ab. Folglich
kann F(a, c—b,c;z/(z — 1)) fiir ITm (2) < 0 und 2 € (0, 1) unter den Bedingungen
" ¢; > b, > 0 nach (14) oder (16) zerlegt werden. Setzt man diese Zerlegungen in (17)

ein; so sieht man sofort, daB fiir F(a, b, ¢; 2)/I'(c) wieder die Darstellungen (14) bzw. _

(16) erhalten werden. Lediglich die Summanden werden vertauscht. -

Zu 3.: Mit der Substitution s = Log' (1-— tz) bzw. t = (1 — e®)/z erhilt man aus._

(8) fiir beliebige a, ¢, >'b, > 0,z¢ & .

.

AR i

— @8\b-1 8 __ c—b—1 : .
Ja, b,c} 2) = —%f(' . e) (e 1+ z) T erernr s, (18)
. 0 : . -

z

mit : . .
© 8 = Log (1 — &2) = Log (1 + |a]~34 ei®) ~ |34 ¢iv (Ja] = o0). (19)

Man iiberlegt sich leicht, dafB der geradlinige Integrationsweg €, in einen (gekriimm-
ten) Integrationsweg iibergeht, dessen Anstiegswinkel im Nullpunkt gleich ¢ ist
" und der fiir ¢ > 0 konvex von oben bzw. fiir ¢ < 0 konvex von unten ist. Wegen (19)
ist er in erster Niherung geradlinig, denn fiir hinreichend groBe' |a| weicht sein
Anstieg in allen Punkten beliebig wenig von ¢ ab. .
Mit der leicht nachpriifbaren Beziehung

\ . . .
(1. —z e’)b—l — ezmnio(_z)—t;u (ea_zl)b—lso—l’ o . (20

, {Ofiir Im (2) 4= 0 oder z<0c;der0<z<1'mit a, <0,
m = m(a,z) =

1ir0 <z < lmita, = 0
folgt aus (18) fir alle a,c, > 6, >0,2¢ @& ’
B e - s . . .
v J(a, b, c;2) = e2mmib(_z)-d [g(s; b, c;2) sb-1 e ds, (22)
: . 0 )

.wobei g(s; i), ¢; z) durch (2) definiert vgird-. Setzt man ¢(0; b, ¢; 2) = 1, so'ist g bei
-beliebigen festen b, ¢, z (2 5= 0) eine holomorphe Funktion von ¢ in einer Kreisscheibe

,

L2

’
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um den Nullpunkt mit einem von a, b, ¢ unabhanglgen Radius r, d. h., es gllt 3).
Daraus folgt

Joibcin) @l = Do, e (sl <), @3
=0
und der Ihtegratlonsweg von 0 nach § in (18) kann offenbar geradlinig- gewahlt
werden. Fiir seinen Anstiegswinkel y gelten nach den obigen Uberlegungen und unter
Beriicksichtigung von (5), (6) und (19) die Ungleichungen

O<p=g—o) Sp< fir a<0,
v o | (24)
—“Z<¢§w=¢+o(1)<0 fiir a, = 0.

Bezeichnet ¢ = |o] ei¥, |o| < 7, eine von a unabhﬁngigé Zahl, so folgt nach einem
bekannten Satz aus der Thcorle der Laplace Transformation [4] aus (23) fir «, = 0,
la} — oo :

e

f e glsib,0;2) 7' ds = Zn ob, c: 2 F(v—:bl +ol@"?). (25) -

0

. Bemerkung Fiir a, = 0 gilt nach (24) auf ‘dem geradhmgen Integratlonsweg
von O nachp - , e

P

—\Z- <1p g'Arg(a‘s) =x 4y g% +1p<% * fiir a =0,
. ’ ) (26)

L%<—%’+w§Arg(08)£a-+w§w<% fir a, <0,

und deshalb ist dic fiir die A.nwendung des erwiihnten Abelscheén Satzes erforderliche

- Bedingung Arg (as) E_.[—ﬁ; #) mit ¥ < % erfiillt. .

- Wir Léigen jetzt, daB in (25) die Tntégrationsgrenze p durch S ersetzt werden kann.
Es ist ¢ wegen |of < 7 auf dem Integrationsweg beschrinkt (lg| < M), also” (mit
‘o = |s]) ) .

el
< Mf e—lalacos(a +y)—buwgbi—1 .
IS|

fe—‘“’ s, b,c;2) s 1ds
s

-~

Nach (26) ist cos (x 4 y) = cos (;2:- — le) = sin |y = 0 > 0, so daB wir mit der
Substitution ¢ = 7 4+ lS|
fe““g(s b,c;z) ¥ 1ds | < Mezhw—blals f e—dlali(z 4 |Sphhi—tdr (27)

\

erhalten, Das Laplace-Tntegral auf der rechten Seite strebt fiir [a] — oo gegen Null.

" Damit erglbt sich unter Berucksnchtlgung von |S| |34
, ) P
J e9%(s; b, ¢; 2) 71 ds = o(exp {—8 |<z1‘/‘}> = o(a™), : - (28)
s -y, .

71:0,1,2,...- \ : \
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 Aus (22), (25) und (28) folgt
J(a, b, c; z) = e?maiv(—z)-b [ J b, c;2) W_:_:bﬂ o(a"'_b)] )
A =0 ‘ (29)
(axg_o,cl.>bl>0,zé@). »
Zl{ 6.: Durch Einsetzen von (29) in (14) erhilt man

/ .
Pla,b,ci2) _ 1 o b :
(aF(c(); z‘, = F(b) F(C — b) {ezmmb( bt [ ZC (b C: Z la_*——) 4+ 0(((,'")]
/+ (1 —2)™° ezgni(c—b) ( z )b c(;b;c . . o,
: . 1—2z/. .
(el B2 ]

(@, zb- cl'> b, >0, 2¢@), .
mit (vgl (21)) '

~

- 2
m =1 ‘
(a, 2) n (a, p— ])

) {Ofﬁr In (z)#OOder0<.z<1‘oderz<0mita2<0, (30)
| 1 fiir 2 < 0 mit a, 2 0. o

4

Hieraus folgt unter den angegebenen Bédingﬁngen durch einfache Rechnung (1),
aber zundchst-unter der Einschrinkung,daf die ¥ille (T) und (IT) von Satz 1 durch
das Vorzeichen von a, und nicht durch einseitige Beschrinktheit von a, unterschie-

_den werden.-
Zu 1.: Nach (22)-ist fiir belfebige a,¢c,>b >0,z¢ ®

\

. . . ' S » .
' _ . 2 — e2m*xib z 3\ A N 2 b-1 a—c8 o08 :
J(cr at,b,c,z._ l) e (l—z) fg(s,b,c,z_ 1)6‘ e ¢ e ds (31
: 0 .

7

mit (vgl. (30))
‘ m* = Mm(c — a, 2)
0 fiir Tm (2) =0 oder 0 < 2 <'1 oder z < 0 mit ay > ¢,
(32)
. 1 fiir z < 0 mit a, = c,.
Wegen

9 (s; b, c; £ )e‘“ = (ea — 1)b_l [e’(z — D+ l]c—b‘l efe
z—1 s z .

-y ‘ (e-s . l)b—i |:e—s — 14+ z]e—b—l .
= —s z ¢

. ‘ =§(—s;b,c;z)
folgt aus (31) .

. s : ' ‘
z' .o H z —b . ] - .
= em*nib - g(—s8;b,c; 2y Ple—t-m dg. (33) °

J(c—a,b,c;z_l ).
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Das Tntegral auf der rechten Seite laBt sich fiir «, < 0 wie im vorangehenden Beweis-
schritt asymptotisch entwickeln. Man hat nut ¢, durch (—1) ¢, und a durch —a zu

ersetzen Das liefert ™ o /

.J(c—.a, b, c; 2 )
| z—1

iv m*ai ‘ z -° ¢ ‘- r( +b) -n-
= e °(1_z) [go(—n cb, ¢; 2 )—(ﬁ + ola 'j)] : (34)

(@ <0,6>b,>0,z¢®). '

¢

Ersetzt man b durch ¢ — b- und 2/(z = 1) durch z bzw. dquivalent z durch z/(z — 1),
erhalt man aus (34) . \

J(c—a,c—b,c;z)

- e?rﬁni(c—b)(_z)b—f [)": (—1ye, (‘{ — b 2z 1)‘T(v +c—0b) + O(a—n—.—c+b):| (35)

?0 (_a)"‘f‘?‘_ﬁb
(0 <0,76,>6,>0,266) : - -
mit (vgl. (21)) S
\ {0 fiir Tm (2) & 0 oder z < 0 oder 0 < z < 1 mit a, > ¢,
m = m(c — a,z) = .

1 fiir 0 <z< 1lmita, <ec,. (36)

Wenn man nun (34) und (35) in (16) einsctzt, errechnet man ohne Schw1er1gke1ten
die Behauptung (1) unter den Vora,ussctzungen a; <0, ¢;,>b >0, z¢ @, aber
wiederum unter der ‘Einschrinkung, da8 die Fille (X) und (II) nicht durch einseitige
Beschrinktheit von a,, sondern scharf durch Positivitit oder Nichtpositivitit von
Gy — Cy untersahleden werden.

Zu 8.: Bisher wurde bewiesen: Unter den Bedmgungen €. >b>0,z¢@ gilt
die Entwicklung (1), und zwar der Fall (T) fiir {y > 0; a, = 0} oder {z < 0, a, < ¢,}
oder {y < 0,4, < 0} oder {z € (0, 1), @, > ¢,}; und der Fall (IT) fiir {y>0,a, <0}
oder {z < 0, ay, > ¢,} oder {y < 0,a, = 0} oder {z € (O 1), @y < Gy

Offenbar Lann in (1) eine der beiden Summen weggelassen werden, wenn (1 — 2z)7°
entweder exponentlell wichst oder exponentlell fallt. Wegen :

|(1—z)°[=exp{ aAln]I—zl—}—azArg(l—z)} A D
‘gilt in f'olgenden-Féil]en (1 —28= o(a,‘” (n=0,1,2,..):

400, falls y > 0,
A) “1 — 0(]) und ag { —oo, falls y < 0,
+o00, falls z < 0,

B) (/2% =~0(1) und a1—>{_°o f&l]SO<z< 1.

In beiden Fillen A) und B) folgt aus (1), unabhéngig von .den Vorzeichen von a,
bzw Uy — €y, d. h. sowohl bei (I) als auch (TT), dieselbe asymptoblsche Lntwnck]ung

N

F(a,b,c;2)  (—az)™®
I'{c) T T(c—b)

mit arg( az) € (—=/2, 7/2) fir hinreichend groBes |a].

[Zc. b,c; 2) (b),a™ 4 o(a™") ] ' (37
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Es strebt (1_ —z)7° exponent,iell gegen Unencﬂich, wenn

+o00, falls y < 0,

C) @, = O(1) und “2 {_.oo falls y > 0,

+o00, falls 0 <z< 1,-

D) Ay = 0(1) und a; —> { — oo, falls ZI< 0

In diesen beiden Fillen folgt aus (1), ebenfalls unabhingig von den Vorzeichen von a,
bzw. ¢, — as, also sowohl unter (I) als auch unter (II); die Entwicklung -

Fla,b,c;2) g (@) VY-e[ n z ' . .
T (1 . 2) F(b) ['é;c,.( b, — 1) (c — b),a™ + ole™™)
" : : - (38)
mit-arg (az) € (—n/2, 7/2) fiir hinreichend grofes |a|. ' - . :
Damit ist Satz 1 unter den Bedingungen ¢, > b, > 0 bewiesen.

Zu 9.: Es soll nun abschlieBend gezeigt werden, daB (1) auch dann gilt, wenn b
und ¢ beliebige komplexe Zahlen sind (¢ + 0, —1, —2, ...). Tn {5] wurde, ausgehend -
von den in [3] angegebenen Formeln 9.137, 15 und 9. 137 18, folgende Rekursxons-
beziehung hcrgeleltet

7

Fla,b,c;2) _ F(a;b + 1,¢ + 2; 2)
I'(c) =de+l—a T(c + 2).
. cCFla+ 1,b+ 1,¢c +2;2) o
o A + afc— (c— I;,) z].' - Te 12 . ~ (39
Iste;, +2>56, +1>0,d. h, .
Ca>b—d, b> -1, : - ' (40)

" so gilt fiir beide hypergeometrischen Funktlonen auf der rechten Seite von (39) die
_Entwicklung (1), also

Fla,b+.1,¢c 4+ 2;2) —1 (—az)~®

V= | F(c T 2) = 2 T(c—b+ 1' ['2 C.(l)(b + 1), a1 + o(a‘”—l)] ¢. -
Vo ’ h 1—2 c—ba (_az)b—c
| e AT e
N ’ . [i‘, 2) C — b —+ ) -r-1 + 0(“—"—1)] ' (41)

mit ¢, = c,(b +1,¢+2; ;2) und ¢, =¢, (c —b + 1,¢c 4+ 2 1), und, indem
man in der vorstehenden Enthc,klung a durch « - 1 ersetzt, S

( +1,b+lyc+2’z)

Te+2) -
Il el Gt VI I PP 1) S J
—_ zlw(c T [’é’)c, Db+ 1), (a, 4+ 1)t 4+ o )
+ )_((1 - Z)c_bza;:b[+ 1) = Z]b._c [ Sede—b+ D (e b 177t + ofa” ‘)] .

' - - : (42)

¢
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Set-zhman (41) und (42) in (39) ein, erhilt man
F(a, b, c; 2) (—az)™® ’

I'(c) =I’(c—b+])¢(awbyc;Z) )

. — b-¢c .
+ (1 — z)“""“(—a—z)—’ d>(a,c — b, c; 2
2 —

mit

Bla, b, o: 2) 1= —c(c + 1 — a) c—(c—b)z

v=0 z

[ 560 + 1), a1 4 o@-"-w] -

X (l + -:]l-) [Zc (/) i), a™r (1 + (—lb)-’_l + ()(a‘”)]. o (44)

Wir werden im fdlgenden nachweisen, daB fiir beliebige «, b, ¢ und .z € &

\

P(a,b,c;z) = (c — b) [ 2 cv(b,lc; 2) (b), a™ + O(a‘")] (la] — o0) (45)
'gllt Durch Einsetzen von (45) in (43) folgt dann unmittelbar die Entwicklung (1)

unter den Bcdmgungen (40) ’
Es ist

11 LAY N 1' —v’] 1_'.—'1 -n
( +7) [Zc. b+ 1).a ( +;) + ola )]

- Z"' (b -+ ) ["E‘v(_b -7 —Al) a,‘r—y] + o(\a"')
v=0 u=0 K
i =3+ a 2 D' 4 oam. ) . (46)
o m . |

Aus’ (44) und (46) folgt
z [‘D(“, b,c;2) — (c — l;) Znic,(b, ¢; 2)(b), " + O'(a/;n)]
y=0 -

o ee + 1) [ 5 e0b 4 1), a"J +e [fc.m(b +.1), a-'] |
\ r=1 -

v=0

n . : v __1yw—k
—k;@—Mﬂ[Zw+”J ZLﬁ— ﬂ
. i - , y=0 . ) k= 0( _k)
— (¢ —b) z[ Z"’ b, c; 2) (b){u“'] + ofa™"),

v=0

und, unter Beriicksichtigung von ¢, = 1,

z [¢(a, byc;2) — (c — b) Zn' c(b,c;2) b),a’ + o(a"‘)]

v=0
=2 Ab A+ Deyat oy N C )
r=1 . . D
. mit , -
Jy = —c(c + 1) V) + c(v + b) e,V — blc — b)zc,b, c; 2)

By (( 1)' Tk (1) : ' 48 '
—@ +b)c—(c—b)2] kzo(v_k), - (48)
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3 .

Es gilt (40), wenn alle Av=12,..) identisch.verschw'iridf;n‘. Um das zu zeigen,
«betrachten wir die Reihe - .

. 00 o 0
2-/‘..&' = —c(c + 1) Y s+ ¢ 3 ve, Vs + be 3 e, Ws”
v=1 ‘ v=1 Cov=1 : r=1

b' ' oo v (__l)v—k .
_[c_(c—b)z]g[kg .ck(l)]s,

- Daraus folgt unter Beachtung von (3)
. AN

2 s = —cle + l)sQ(s;b—}—1,c+2';é)+csd-(£‘;g(3;b+ l,c+2;2)
v=1 . ; .

+ bc[g(S' b+ 1,c42;2) — 1] —bfe — (c —=b)z][e7%g(s; b + 1,

i c+2z—1] : ]
' [c—(c—b z]s—[e"q(s b+ 1,¢c+2; z)]—bc—b)
X zg(s, b, ¢; 2) — 1]. -

Setzt man in die rechte Seite dieser Gleichung die Darstellung (2) ein, so sieht man
nach einiger Rechnung, daB sie 1dentlsch verschwindet; so da alle 2, verschwinden,
was zu beweisen war. - ’

"Damit haben wir die’ Gultlgl\elt von (1) unter den Bedmgungen (40) bew1esen.
Es ist klar, daB durch hinreichend oftmalige Wiederholung -des. Verfahrens jedes
beliebige komplexwertige Zahlenpaar b,¢ (¢ =0, —1, —2, ...) in den Giiltigkeits-
bereich der Entwicklung (1) einbezogen werden kann. Damit ist Satz 1 vollstindig
bewiesen 1 : o

'
N ~

4. Folgerungen

Im Beweisschritt 8 wurde gezeigt, daB in der Entwicklung (1) eine der Summen
weggelassen werden kann, wenn a, oder a, beschriankt ist, denn dann strebt (1 — z)~@
exponentiell entweder gegen Null oder gegen Unendlich. Das gilt natiirlich auch ohne

die Einschrinkung ¢, > b, > 0. Wir wollen dieses einfachere Resultat im folgenden
Satz zusammenfassen.

Satz 2: Fiir beliebige feste komplexe Werte b, ¢ (é 0, —1, \—2, o) und €@
besitzt Fla, b, c; 2) beziiglich |a| — oo die asymplotische Entwicklung :

Fla,bc;2) (1= 2 (azpp= oz .
0 A T : v);oc, c‘ b,c,z_ 1 (¢ —b)a,
wenn . ~ ’ ,
) ay = 0(1), ay > o0 und y <0 oder
ay=0(1),a, > —co0 und y>0 “oder
a, = 0(1),a; >0 und 0 <z<1 oder
ay=0(),a, > —0c0 und 2<0 7st. -
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Es st ‘
Fla/b, c;2) (—uz)™d © . .
: I'(c) ~ I'(c — b) 2 ¢clb,c;2) (b),a,

v=0

wenn . i
ay = 0(1), dy - und y >0 . oder

@, = 0(1), ay - — 0 und. y <0 ' oder
ay; = 0(1), 4y > —00 . und 0<z<1 oder
' a, =0(1),a;, >0 - und z<0 oast. -

Wegen F(a, b, c;2) = F(b, a,c; 2) erhilt man durch Vertauschung von « und b
in den Sitzen-1 und 2.unmittelbar asymptotische Entwicklungen von F(a, b, c; 2)
beziiglich |b| — oo bei festen Werten von a, ¢ & 0, —1, —2,... und z € ®. Auf eine
detaillierte Formulierung dieses Ergebnisses kann hier verzichtet weérden. In [5] ist

der entsprechende Satz fiir die asymptotischen Darstellungen angegeben.

5. Berechnung der Koeffizienten ¢,

Die Koeffizienten (b, ¢; 2) sind als Taylor-Koeffizienten der durch (2) gegebenen
Funktion g(s; b, c; z) zwar prinzipiell fiir beliebig hohe Indizes » berechenbar, aber
die Rechnungen werden schon fiir relativ kleine Indizes séhr aufwendig und uniiber-
sichtlich, so daB wir noch eine geschlossene Darstellung der.c, angeben wollen.

Setzt man g(s) = A(s) B(s) e* mit ‘ ‘

e

. s __ 1\b—1 s T2 b-1 ‘ ) .
Ao = (27 = o Fotge) =laner,  a
. B ‘e‘ — 1 4 z\c-b1 s ' \é’é c-b-1 _ ’ b1
B(s)—(z*) - —(1 +;+ﬁ+'”) = [1 + 7p(s)] s
. ' . . , ’ - (B0)
so erhilt man nach der Leibnizschen Produktregel
- ¢ (b c: 2) . i g(v)(O) — l 2‘ v i‘ © A(k)(()) B(#—'k)(O)
Y V!.“=0 L)iZe \k/ .
[ DA | 51y
— —_— 49 ks :
w=o (v — )t i Muk .

wobeli ak\-und Bi die Taylorkoeffizienten der Funktionen A(s) bzw. B(s) im Nullpunkt -
sind : ' | .
N A(")(O) B(")(O)

& = A =T ) » ' (52)

Sie konnen wie folgt berechnet werden. Fiir eine irh Nullpunkt holomorphe Funktion
7(8) = ay8 + ays* + --- und eine beliebige Konstante y ist ' N

00 ‘k . :
(1+7r)) =% (r) rs) =} (f) r’(s) + O(s**Y) (s > 0). (83)
©d=o o .
Nach dem Polynomiallehrsatz gilt fiir jedes 2 € (0, 1,2, ..., k)

TH8) = [@)s + ugs® + -+ + @;st] - O(skH)
IR
PN

all, qk‘*sl"f“2l*'f"'+k‘f + 0(8“/1), .

~
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wobei iiber alle k- Tupel (4;, ..., &) mchtnegatlver gamer Zahlen zu summieren ist,
derén Summe gleich 7 ist und fur welche 4, 4 24, + .:. + k2, < k ist. Wir ordnen
nach Potenzen von s und erhalten ’

k - , ‘ .
Hs) = 3 CkIse + O(skt1) , (54)
u=2 ’ '
mit '
. ‘ ' )
C) = C¥ay, ..., 4) = Z;—,—/—), atr.at (1Zispu k), (B5)
1 eee Lo i .

wobei die Summation bei vorgegebenem festen k 1 iber alle nichtnegativen,
ganzzahligen Lésungen des Glelchungssystems ' '
'-}+/2+ =2 } : oy
s ., . 125 usk 56
Mt 20 4 F R =0p ( =t=p=h L (59)
zu erstrecken ist. Setzt man (54) in (53) ein, so ergibt sich nach ‘Vertauschung der .
Summa,tlonsrelhenfolge

k . : :
SR [Z (f) Cﬁﬁ’] s+ 0 | (5%
B—=1 = . .
“und damit . '
1 d* * ' : .
k| (ls" (L +7(s ]yls— g ( )CAk k=1,2..) '(98)
mit - . , ‘ . '
B , il . '
Cu=Cf = F L —ap.ap  (IS25H), (59)
/.1! R M A : . E

wobei die Summation uber alle mchtnegatlven ganzzahligen Losungen des Glei-
chungssystems 7 .

Mht+2+ +4=12

M+ 22, -f— e kA =k

zu erstrecken ist. Insbcsondere erhdlt man daraus nach (49), (50). und- (02 ) fir
7(8) = 7,(8), y = b — 1 baw. 7(6)—‘)’2(8),}/——0—1)—]

b—1 1 1\
Ko = I,ak =l§;( i )O“‘(gf’.”’(k_——*-T)!) (k=1,2,...),

, L kfo—b— 1
ﬂ0=l,ﬂ,..=21(c . l)C;k(l,...,-I;)z" k=12 ...

e

(60)

(61)

Aus (ol) und (59) bis (61) lassen sich nun dle . ubersmhtllch bcrechnen So erhilt
man aus (59) und (60) leicht .

Chi=a (1=123..), \
Cop = 4,2, (a3 = 2ayay, Chy = a,® + 2aiu,,
Cas = a,®, Cay = 3d2u,y, Cyy = ad.
Daraus lassen sich nach (61) ~;, Bi ('i = 1,2, 3, 4) und schlieBlich aus (51‘) ¢, bis ¢,

15 Analysis Bd. 3, Heft 3 (1984)
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ermitteln. Wir geben aus Platzgriinden nur die Koeffizientén ¢g bis ¢y an:

b—1 c¢c—b—1

.°o='l,01=1+ 3 -+ - ,
'éF%f’%(b“1”“%(’)-2—1)+%(% b—1) 4+ (“‘2_1),
"C"i%+;i(b D+ (bgl)ﬁ“%(b;l)%—c_lgz [14+11(b—1)

+3(b;1)]+2_1;;é(c%; )[4+b—1)]+;(6_1;71).> ‘/
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