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Uber Grundlösungen von Dfflerenzenoperatoren 
/ 

E. PFErFER und A. RAuOFr 

In der vorliegendeis Arbeitwird der Versuch unternommen, Methoden der Ldsung von Glei-
chungen der mathematischen Physik auf Differenzengleichungen, die ails diesen Gleichungen 
hervorgehen, zu übertragen. Eine zentrale Rolle spielt dabei der Begriff der Grundlosung für 
die entsprechenden Operatoren. Die natürliche Einfuhrung dieses Begriffes wird dadürch 
ermoglicht, daB Differenzengleichungen als Funktionalgleichungen in Distributionsräurnen 
verstanden werden. Es gelingt, nachzuweisen, daB jeder durch Vorwartsdifferenzen entstandene 
lineare Differenzenoperator mit konstanten Koeffizienten mindestens eine Grundlosung in S' 
besitzt, die, in Abhängigkeit vom Diskretisierungsparameter, nahe an dér Grundlosung des 
zugehorigen Differentialoperators liegt. Der Existenznachweis ist konstruktiv. Als Beispiel 
Mr die Anwendung und mogliche ]edeutung von Grundlosungen für Differenzenoperatoren 
diènt eine Anfangswertaufgabe für elne diskrete eindimensionale Wärmeleitungsgleichung. 

Xopowo H3BecTHbl MTOLM pewenun ypaB1reH11l MaTeMaTII'IecHofl (IH311HH C HOMOLqblO 
(iylI(aMeHTaJIb1uJx peweiistl. Cnpawll3aeTcl-1, ecTb Jul 130351OHH0CTb nepelIOCIlTb Dril MeToIar 
na cJiyafl paaHocTllhIx ypaBlieHisli, 803IIHlalon(lax nyve gHcHpeTH3a1l1u 113 144epeHEHaJIb-
HbIX npo61IeM. AJIFI 3Toro pa3Hoc'rulJe ypaBHeHMH paccMaTpHBaloTcR scan 4yH}[uoHaJ1bHl,Ie 
ypaaeiiun B neHo'ropllx flpocTpaHCTllax 0606L1)eIlHbIX ijyIlHiHf.. lIo}ca3bIBaeTcsl, 'ITO 
113nKufl jBiliefil-lblit pa3HocTIn1ft onepaop C HOCTOHIIIIbIMH Hoe()lT[uaelITaMH, B03HslscaIou(ltfl 
nyera Bnepeg B3lThIx paaHocTeü, HMCCT yHaMeIITasII.IIoe pellieHue Me(J1eHnoro pOCTa, 
6jinaxoe FC 4yHJaMeHTaJ1bHoMy peweHulo cooTHeTcTByloueJ -o i1lepeHuuaJm1Ioro onepa-
Topa. Loa3aTeJ1bcTBo-KoIIcrpyruBHoe. B Fca4ecT13e npniepa npslMeHeHHn 11 B03M0FcHoro 
3HaqeHn g yHaMeIlTa31bHbIx peLueHnfl jurn paauocTHbIx onepaTopon flpItnouTcn OHa 
cMelnaHuan xpaeoan 3a(a4a AMI JU4CI4 P CTHOI'O oaHoMe p H O I'O ypaBHeHHfl TenJmonpoB01HocrI1. 

The method to solve pr9blems of the mathematical physics using the so-called , fundamental 
solutions and its properties is well-known. There is the question how does it work in the case 
of finite difference equations approximating the mentioned problems. An answer can be given 
treating difference equations as functional equations in certain spaces of distributions. By 
a suitable construction it is shown that every linear forward difference operatdr with constant 
coefficients possesses a tempered fundamental solution in a neighbourhood (with respect to 
the discretisation parameter) of the fundamental solution of the corresponding diffrential 
operator. An initial-value problem for the one-dimensional equation of heat conduction as an 
example for an useful application of discrete fundamental solutions closes the paper. 

/ 0. 

In'der modernen,mathematischen Physik erreichte die Theo'rie der Distributionen 
in den vergangenen Jahren eine umfangreiche Bedeutung. Dabei sei nur auf [13] 
verwiesen, wo man eine ausfuhrhche J)arlegung findet. Mit der wachsenden An-
wendung von Naherungsverfahren zur Losung von i)ifferentialgleichungsproblernen 
wirft sich die Frage auf, ob der Begriff der Ditribution und daniit verbundene 
Methoden auch in diesem Fall entsprechende Dienste leisten. Mit der vorliegenden 
Arbeit wird das Ziel verfolgt, einige grundlegende Techniken, die bei der Behandlung 
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von l)ifferentialgleichungen Anwendung finden, auf die Behandlung durch J)iskreti-
sierung entstandener Differenzengleichungen zu iihertragen. Durch die aufgezeigten 
Ztisamnienhänge ist es moglich, Differential- und Differenzengleichungsprobleme 
unter ausgewahlten Aspekten vollig analog zu behandein. Die unten angefiihrten 
Resultate ordnen sieh in ihrer Aussage zuni 'I'eil in hekannte rfatsachen em (vgl. [9]), 
biet.en aber wegen der Art ihrer Erlangung hinreichend -viele Ansatzpunkte für 
weitergehende Untersuchungen.	V 

1. Wir betrachten itti weiteren den J)ifferentialoperator 

P(D)=!akIY',akEC,k=(kl,...,/cfl),/JEN. 
kI:^m 

Dahei sei P ein Polynoiii n'j-ten Grads in it Variablen und D stehe abkiirzend für 
den Ausdruck (D 1 , ..., D) mit D = /ax1 . Gesucht seien Naheriingslosungen der 
J)ifferentialgleichung 

V	
P(D)u=/	 -	 (1) 

mit vorgegebener reehter.Seite / E D") unter Verwendung von Differenzenv'erfahren. 
Mit a = (a r , ..., ) bzw. a = (1, •.., werden -die Vorwärts- bzw. Rückwärts-
differenzenoperatoren bezeichnet. Der Operator a j wirkt auf eine Distribution it € D'_ 
nach der Vorschrift 

(a) (x)
u(x + he) - . u(x) 

hi= 

wobei e1 der j-te Einheitsvektor und hi der j-te Diskret•isierungsparameter sind 
Entsprechend wird 

	

-	u(x) - u(x - h5e) 
(a1?1.) (x) = h. 

	

- vereinbart;	 S	 - 

Aus der Definition einer durch \Terschiehung entstandenen Distribution in D' folgt 
unniit.telbar	V 

(aku, ) = ( flIkI (u, (5kw) bzw. ((5k7t, ) = (_ 1)11 (ü, a'); 4p € D. 

Diirch die Approximation der i)ifferentia1operatorenD mit Hilfe der Operatoren 
a, geht (1) in die Funktionalgleichung 

P(a) u" = f	 F	 V	 (2) 

über,wobei der Index (h) aid die Abhadgigkeit der Losung you 1)iskretisierungs-
parameter it = (h 1 , ..., h) verweist. 

	

1)efinition I : Eine Distribution	aus 1)' heil3t Fundarnnta115sunj (oder 
Grundlosung) des Operators	wenn sie der Gleichung 

P(a) E( = 5	 (3) 
genhigt. 

Bevor wir im zweiten Abschnitt zum Existenznachweis sowie zu Konstruktions-
niogliehkeiten. fur Grundlospngen von P(s) uibergehen, einige Aussagen, die die 
Anwendung von G rundlosungen betreffen. 

-'	 S 

1) Bezuglich der Einzelheiten in Definitionen iind Bezeichnungen siehe z. B. [13J.
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Satz 1: Sei E' ) eine Grundlosung des Operators P(s) und I E Y. Unter der Vorans-
setznnq, dap die Faltung E (' *.f ezi.stiert, 1st = E('ü * / eine Losung der . Funk-
tionalgleichung (2). Diese Losung 1st eindeutig in der Menge der mit EM /altbaren 
Distributionen. 

- Beweis: Existiert die Faltung u * v, u, v € D', dann existieren auch (u) * V Lind
u * (3"v) and es gilt (u *v) = (3ku) * v = u * (3kv) Hieraus und atis der Linearität 
der Faltung folgt unmittelbar der erste Ted der Behauptung. Für den Beweis des 
zweiten 'reils nehnien wir an, daB v(h) eine Losung von (2) ist, deren Faltung mit 
- E( h ) existiert. Dann haben wir	- v" = (u( h) - v( h)) * ö = (u(") - v(h)) * P(3) E" 

= P(0) (u() - v( h)) * E(h) = 0 • 
Satz 2: Selen E(h) und E Grundlosungen der, Operaloren P(3) bzw. P(D) und gelte 

lini E" = E in Y. Existieren die Faltungen u" = E M * / und it = E * f, dann 
konvergiert auch die Folge der Losunqen von (2) gegen it in D' und somit gegen clue 
Losung der ent8prechenden Di//erentlaigleichung (1). 

2. Es ist bekannt, daB jeder lineare 1)ifferentialoperator mit konstanten Koeffizienten 
niindestens eine Grundlosung in D' (sogar in 5') besitzt (vgl. [131). Eine analoge 
Aussage kann- auch Itir die entsprechenden Differenzenoperatoren nachgewieseri 
werden. i)abei 1st die Grundlosung im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Sic 
kann aber in -jedeni Fall so konstruiert werden, daB sie für kleine h in der Nähe der 
Grundlosung des zugehorigen I)ifferentialoperators liegt. In der vorliegenden Arheit 
werden die in [10] vorgestellten Maglichkeiten zur 13ewinnting von Grundlosungen 
für P(D)' aufdieKonstruktion von E") ubertragen. 1)azu cinige vorbereitencle 
Betiterkungen. 

Die Fouriertransformation F, die auf D geniB 

(Fr) (x)	1 e'('-°92(t) dl,	op E D,	(x, t) = E x)t1, 

definiert ist, hildet den Raum D bijektiv auf den Rauni Z = {F: T € D}ab. Die 
inverse Fouriertransforniation genugt der Beziehung 

(F-') (1) = (2t)-"f e_i(l x)(x) dx,	ip E Z. 
Rn 

Definition 2: Unter der Fouriertrans/ormierlen einer Distribution u E D' ver-
stehen wir die Distribution Fu E Z' geniáB 

(Fu, FT) = (2i)" (u, ),	T ED. 
Idit dieser erweiterten Fouriertranfortnation wird der Raurn D' bijekt.iv auf Z' 

abgebildet, wobei die inverse Abbildung der Vorschrift 

(Fv,) = (2x)" (v, Fq), v € Z',	91 € D, 
geniigt.	 -. 

Lemma 1: Es gill 

(F(3u)) (x) = ( ( e i i - 1)1hi) (Fu) (x) 
Für jeden Mull iindex k € N" ergibt sick darans 

(F(3ku)) (x) 
= (	h - )

IC	

(x) -

/
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?flht
fe1	1\k	fe11XI- i\k	 /zz 	 l)k-

h	/	h	) • "k 	h 
Zur Verdeutlichung der weiteren Aiisfiihrungen sel em Satz aus [10] zitiert. 
S atz  3. Für jedes Polynom der Form	 - 

rn—I 
P( — ix) = (ix1)13 -+- E Pk( —'X2, ..., —ix,) (_ix1)k 

k=O 

exi.stiert eine beschränkte nnd rne/3bare Funktion a0(x2, ..., x), so dap /ür vorgegebenes 
?1>0

P(—ix + doei)I	i 

gill. 2) Die inverse Fouriertrans/ormierte der gemafi 

r TO (x 1 + iao(±), ) 
(FE,Fp)I —	 dx1d, x=	..., 

J P(—zx + a0(), —)	
(x2,	x ); 

R. 

de/inierlen Distribution FE ist eine Grundlosung des Operators P(D). 
Seien 4 = 4() die Nulistellen des Pol ynoms '- P(, —ii). Dann sei die Funktion 

d0 durch	- 

	

= inf {). E (0, 2): dist (,, {R.e 4(x)}_ i )	s/rn), 

/ s > 0, (s/rn)"' = , definiert. 
i S atz 4: Jeder Di//erenzenoperalar der Form 

P(s)	' a,	ak € .C,	 -	 (4) 
jkJm 

besilzt mindeslens elne Grundlosvng in D'. Diese kann in Abhangigkeil von h so kon-
struiert werden, dali die enlelehende Folge {E} von Grundlosungen mil h . --> 0 in D' 
gegen sine Grundl(5sung des zugehorigen Di//erentialoperators P(D) Icoivergiert. 

Zur Veieinfachung der Schreibweise in den folgenden Betrachtungen fiihren wir 
die Variable s = (s ,.• . , s) mit  

Si = s(x) = (e_ih,xi_  
em. 

Die Aussage von Satz 4 laI3t sich im wesentlichen auf den folgenden Sachverhalt 
zurjickführen. 

S'atz 5:Fiir jedes Pot ynomn der Form 
'rn-I 

F(s) =	.	
' P(821 ..., s) 81k	 (5) 

k=O 

exstieren gleichmafiig bezuglich h beschrankle nnd mefibare Funklionen ah() mit 
/olgenden Eigenscha/len: 
(i) 1mm 0h = O, 

(ii) für vorgegebenes , > 0 gilt gleichrna/iig bezüglich h die Beziehung 

IP(.i(o), )l ^ 11	.l(ah) = s 1 (x j ± iah),	9 = (82 , ... , se ).	(6) 

2) P entsteht aus P, indern man für a die konjugiert komplexen Koeffizienten d k einsetzt.
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Beweis: Wir legen zunächst ,> 0, h = (h 1, ..., h) und 2 € R" t fest. EJnter 
Verwendung der Nüllstellen q,(, h),	.1, ..., m,	= (h2 , ..., h,) des Polynoms 
C	-± P(, ) Iä3t sich P in der Form 

'P(s)= (s — q1(, h)) .....(s - qm (2, h))	 - 

darstellen. Für x 1 € R liegen die Werte von s,, auf dem Rand des Kreises K'') put 
dern Mittelpunkt (— 1/h i , 0) und dem Radius 11h 1 . Wir fuhren reelle Gr68en dk(, h), 
k= 1, ..., m, mit - 

dk(, h) = dit (qk(, )), Fr K()) 
und

( -1	für q(x, h) 
sign d,(, h) =_-	fur q(x, h) € 

em. Mit () bezeichnen vir die kleinste Zahi des Intervalls (0, 2e), deren Abst'and 
von der Menge {dk(, h)}_ 1 nieht kleiner'als elm mit e = m711/1" ist. 

Die Funktionen o) =	In (1 ± hlh()) sind neba und erfUllen die gefor-




derteri Bedingungen. Tatsächlich folgt aus der fpr k = 1, ..., m gliltigen Abschat.zung 

— q(x, A) = s + h() c -ixlh — q(x, h)J	I h(X) — 4k (.t, h) I	c/nt 

die Beziehung P(l(ah), e)	und unmittelbar aus den entsprechenden Definitionen 

Jim dk(, h) = Re	),	urn qk(x, h) = 

•undsornit	 - 

tim Xh(X )	urn (lh(X) = cro(),	SUP IOh(X )	C . € I	 (7) 
h-O .	 h	 S 

Beweis von Satz 4: Durch Anwendung der Fouriertransforrnation auf beide 
Seit.en der Gleichung (3) erhalten wir aus Lemma 1	 - S 

P(s) FE( ) = 1	 S	 (8) 

und dairiit formal FE(h) =	Satz 5 ermoglicht es, ähnlich wie in [10] dem Aus- 

druck 11P(s) einen nuathernatischen Sinn zu verleihen. Wir berueksichtigen zunächst, 
daB jedes Polynorn rn-ten Grades der Variablen (s i , ..., s,) in der Form (5) dargesteilt - 
werden kann (über eine geeignete Koprdinatentransfornuation). Mit der Funktion 
aus Satz 5 definieren wir die Distribution FE(h) fiber	 S 

(hl(FE, F) = f (F) (x + ihel) dx. 3 )	 ( 9) 
-	 R"	

P(s l ( o h), s)	 - 

Auf Grund der Bedingung (6) tind der für alle 92 € 1) mit entsprechenden Konstanten 
yy undr gilitigen Abschätzung	I	

-	 S 

j(F92) (z)I	YN(l ± IzI)	e mz ) ,	z € C,	N = 0, 1, ...	(10) 

3) Unter (Fq) (z), z EC, werde hier die Fourier-Laplace-Transforinierte verstanden, die eine 
Erweiterung der Fouricrtransforrnierten auf die komplexe Ebene darsteilt (vgl. [12]). 

S
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(vgl. 12]) ist die Existenz des Integrals in (9) gesichert. Darüber hinaiis gilt 

(P(s) FE(h), F) = (FE( h ) , F(s) F)  
R 

f . P( l (ah), )(F	+ thhel) dx 

R  

Damit ist die in (9) definierte Distribution FE(h) eine Losungvcn (8) in Z' und man 
erhält mit Hilfe der inversen Fouriertransformation eine Grundlosung Eth) des 

•	Operators (4).4) Für den Konvergeriznachweis beachtet man, daB infolge der Be-
dingungen (6); (7) und (10) fur alle h 

(Fq) (x + ia4e 1 ) <	
E II 

•	 P(1(o, )	= 1 ± 

gilt. Mit dem Satz von Lebesgue ergibtsich 

h	 r (F) (x + iheI) Jim (FE( ) F(p) = inn	 dx 
h-O	 n-o J	P8 I ( ah ), a) 

•	 = f	(x + i0e1) dx = (FE F).. 
J P(—ix + 0e1) 

R" 

Die Konvergenz von E(h) gegen E folgt nun unmittelbar aus der St .et. igkeit der in-
versen, Fouriertransformation I 

3. Bisher wurde durch Anwendung der Fouriertransforniation die Gleichung (3) 
auf eine nach FE(h) auflOsbare Form gebracht. I)ieses Vorgehén bietet auch günstige 
Voraussetzungen für die konkrete Ermittlung der Grundlosungen. Hierzu hat, man 
zu bèachten, daB die in (9) definierte Distribution FE' periodisch 1st, ,d. h., es gilt 

(FEW) (x + Tie,) = (FE(h)) (x),	Ti = 2x/h ,  

Die inverse Fouriertransforiuierte einer periodischen Distribution it E Z' Mt sich 
unter Verwendung konstanter c, in der Form 

•	 / F- = ECk 6(k o ) , kw = 1k 1 2-, 
kEN" T.) 

darstellen (vgl. [111) 5). mi vorliegenden.FaJle erhalten wir also 

E01) ...,'Ck6(kh),	kh	(k1h1,  
kEN" 

Wendet man in (fi) heidseitig Uie Fouriertransforniation an, so erhilt man 

(FE(' ) ) (x) =	' Ce,, 

kEN" 

4) Für den Nachweis der Existenz ciner Grundlosung, für den Operator P (8) ist lediglich die 
- Bedingung (6) von Bedeutung. Diese wird bereits von einer einfacheren, von unabhtngigen 

Verschiebung ah (die auf Grund der Beschrinktheit der Nulistellen q k immer existiert) erfüllt. 
Die obigen Funktionen Uh wurden im Hinblick auf die gewunschte Konvergenz konstruiert. 
5) Wir bezeichnen ö(x - a) dureh ô(a)(X).
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und damit formal die veraligemeinerte Fourierreihe der Distribution PEW . In An-
lehnung an [13] lassen sich die verailgemeinerten Fourierkoeffizienten Ck aus 

-	FE((h), T(X) e—") 
Ck

7'......

CT(X + 2chel) e_i(ic,) d
	'7 - 7'	T - P	 P1	 -	 -	 x,	---(..,...,	), /1	..	 P(sl(tlh), s) R. 

iint eT(x + iahej) = C,(Xi) .... . eT,(x) = CT(X) berechnen. Dabei ist er eine be-
liebige Zerlegung der Ems fur die n-Periode 7', es gilt 

(i)	Xer(x + kT) = 1,	e	0, 

SUJ) CT	 T, -- T) x	x (-- T, -- i') 

1 für x, € (- -- 'i'j , -- 
'i,) er,(x) =

1 - e,(x, + T,) fur x, 
€(--i-	

---i-  

n. 

Unt.er Ausnutzung der Eigenschaften (ii) und (iii) erhalten wir fur (lie Bel-echnung 
der Ck die Vorschrift	 - 

2/F	245,, 
h......k fr 

= 	••• J	P(1(.5),.) 
dx	 (12) 

und damit in Verhindung mit (11) eine Vorschrift zur Ermittlung von Grund-
Iosungen E 5 des Operators P(a). 

Satz 6: Für die Koe/fizienten der Grundlosung (11) von (4) gilt mit einer positiven 
Kon.stan ten M 

ICkI	C(1 + Ikft't ,	C = C(E'). 

1)ieses Ergebnis, erstmals in 3 I mit relativ aufwendigen Mittein und ohne Ter 
wendung eines 1)istributionsbegriffes bewiesen, ist nunméhr eine einfache SchluI3-
folgerung der in [13] .bezuglich der verailgemeinerten Fourierreihen getroffeneri 
Aussagen. Gegebenenfalls ist hierzu die Definition von o 1 geringfuigig zu modifizieren. 
4. In diesem letzten Abschnitt wollen wir im Sinne eines Beispiels die eindimensionale 
cliskrete Wármeleitungsgleichung 

(hT) - ((2	
= /	 -	 ( 13) 

betrachten. Wendet man auf beide Seiten von (13) mit / = 6 die partielle Fourier-
transformation hezüglich x an, so erhält man die gewohnliche J)ifferenzengleichung 

e' - 2 + e1 - a2	
h2	

Fbi5) = 1(e) x ô(t)
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zur Bestiminung von Grundlosungen E(h T ) . Wie man sofort Uberpriifen kann, hat 
der gewohnliche Differenzenoperator a i - .I die Grundlosung 

rE (1 — 2T)' ô(JT)(t), 
die für r	0 gegen 0(t) e	in D' konvergiert. Dainit berechnet sich die Grund-
Iosung von (13) tiber	s	 0 

FE(h.t)=	 w() = (i — 
a2 eihE	

h2 
eiM	

(14) 

FE( h - 1 ) konvergiert mit h, x 0 wegen w()I 1 gegen die Fouriertransformierte 
FE =0(t) et der Grundlosung des Wärmeleitungsoperators. Auf Grund der 
Stetigkeit der Fouriertransforrnation konvergiert damit natürlich auch E'" > gegen E 
in D'. 

Formel (14) erscheint für die weiteren Berechnungen etwas unhandlich. 

Satz 7: Die Grundlosang der di.skreten Warmeleitungsgleichung (13) laf3t sich 
,zeilschichtenweise" berechnen. Es gilt 

E(h T )(x, t + ) = F('(w) *, (ô(x) x (t + r) + E(')(x, 1)). 

1)iese Aussage erhält man unmittelbar aus (14). 
Da w eine periodische Distribution ist, haben wir iiber (11) und (12) 

-	-	
(F1w) (x) =ckô(kh)(x) k= 3  

mit
2i/h 

•	h f e 1 '	1 £ h2 : 
Ck = — 	d = -----.(I) -.	 dz, 

2ic 	w()	2vi y TO (z — z1 ) (z - z2) 
0

h2	t/	h2\2	
0 

•	Z1/	1 ± T +--) - 1. 
•	 2aT	Y\	2arj

/t2	Z2 k Weitere Umformungen biingen Ck = C_k	
— 

Satz 8: Die durch E'' yegebene Losu-ng u( h , der diskrelen Warmeleitungsgleichiing 
(13) taft sich zeitschichteniveise" berechnen. Es gilt die Beziehung 

71 ("' ) (X, t H-	 - kh, t ±. )	 -- kh, t).	, (15) 
k=-  

Die au/tretenden Koe//izienten Ck haben die Eigen.scha/ten 

lini 
Ck k-.---rx 

= 0 und 
k	

= 1. 

Bewei: BezeihneE,'(z, I) die urn r ;erschobeneGrundlösung E((x, t + r). 
Da die Lösung u(ht) von (13) sich in der Form	= E( h , T ) */ angeben läBt. , be-
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konimen wir 

u 5 ' 1 (x, t -f. r) = (E' 5T ) * f) (x, e + r) = (ET (5 ' * /) (x, ) 

ECkâ(kh)(X) * (rô(x) X(t + r) + E(x, 1)) * /(x, 1) 

00	 00 

- kh, t + r) *	1)	E	—'kh, t) * /(x, 1) 

\Vie man ails (15) eñtnirnmt, wirddurch das in (13) gegebene implizite Differenzen-
verfahren zur naherungsweisen Losung des Wdrmeleitungsproblems das bekannte 
,,Phäñomén" von der unendlich schnellen Ausbreitung der Wdrnie adaquat wieder-
gegeben, ' ein Tjmstand, der bei Verwendung des expliziten Verfahrens nicht eintritt.. 

Die vorliegenden Untersuchungen zeigen, daB e, wiebereits in [1] formuliert 
wurde, inoglich ist, Probleme für Differentialgleichungen und soiche für Differenzen, 
gleichungen unter hestitumten Gesichtspunkten parallel zu behandeln, auch mit 
niodernen mathernatischen l-iilfsmitteln. Die hier entwickelten Berechnungsrnoglich- 
keiten von Grundlosungen durch Kurvenintegrale findet man in anderer Form 
bereit.s in [1] sowie in [21, die Existenz von Grundlosungen mit langsaineni Wachstuni 
wurde in 31 gezeigt. 1)as von tins angefiihrte Beispiel zur Warineleitungsgleichung 
IäBt sich in die Problematik von [4, 51 (explizite zweischichtige Differenzenverfahren) 
sowie [6-8] (gleichzeitige Behandlung inipliziter Probleme) einordnen, die dort 
jeweils im Vordergrund stehende Frage nach der Stabilität in der Maxiniumnorin 
ist in unserem Falle eine SchluBfolgerung aus Satz 8. Am weitesten entwickelt er- 
scheint die Thematik des Einsatzes ,,diskreter" Grundlosungen in [9], ihre Bedeutung 
für die Erstellung einer entsprechenden PotentialtheOrie wurde erneut in [15] her-
vorgehoben. her ergeben sich auch unmittelbare Par9ilelen zu den Arbeiten um [14]. 
Nicht zuletzt sei auf die Verwandtschaft zu den vor allem in der letzten Zeit ent-
wickelten Randelemeiitmethoden (vgl. etwa [16]) verwiesen. 
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