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“Uber Grundlésungen von Differenzenoperatoren
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" E. PFEIFER und A. RAUHOFT

In der vorliegenden Arbeit-wird der Versuch unternommen, Methoden der Lisung von Glei-
chungen der mathematischen Physik auf Differenzengleichungen, die aus diesen Gleichungen
hervorgehen, zu {ibertragen. Eine zentrale Rolle spielt dabei der Begriff der Grundlésung fiir
die entsprechenden Operatoren. Die natiirliche Einfithrung dieses Begriffes wird dadurch
ermdglicht, daB Differenzengleichungen als Funktionalgleichungen in Distributionsriumen
verstanden werden. Es gelingt, nachzuweisen, da8 jeder durch Vorwirtsdifferenzen entstandene
lineare Differenzenoperator mit konstanten Koeffizienten mindestens eine Grundlésung in §’
besitzt, die, in Abhiingigkeit vom Diskretisierungsparameter, nahe an der Grundlésung des
zugehgrigen Differentialoperators liegt. Der Existenznachweis ist konstruktiv. Als Beispiel
fur die Anwendung und mégliche Bedeutung von Grundlésungen fiir Differenzenoperatoren
dient eine Anfangswertaufgabe fiir cine diskrete eindimensionale Wirmeleitungsgleichung.

Xopouwlo M3BECTHH METOMb! pellenns YPABHEHWH MaTeMaTHUYEeCKOi PU3HKH C nOMOWbIO
‘byupamenraapnnx pewenud. CnpawBaeTcH, eCTh 1 BO3MOHIHOCTD NEePeHOCHThL DTH METOMIL
Ha Clyqail PA3HOCTHRIX YPABHEHMIT, BOSHHKAIOINX NyTeM AMCKPeTH3ALM N 113 Auddepennuans.
HBbIX npo6neM. Il aTOro pasHoCTHhIE yPABHEHMA PACCMATPHBAIOTCA Kak (GYHKUMOHAILHbE
yPaBHEHUA B HEKOTODHIX NpOCTpaHcTBax o606weHHnx ¢ynxuwmii. TlokasuBaerces, wuro -
B3AKUIT JIHEHBINT PA3HOCTHLIT ONEPATOP C MOCTOAHHLIMU Koep I HEeHTAMN, BOBHUKAOUILIf
NyTeM BMepeil B3ATHX PasHOCTell, MMeeT QYHAAMEHTAILHOE pelicHHEe MeNIeHHOTO pPOoCTa,
.6anskoe K QYHMAMCHTAIBHOMY DELIEHUIO COOTHETCTBYIOLILIQ nudpdepeHHANTBHOTO Onepa- .
TOpa. J[0Ka3aTeNbCTRO-KOHCTPYKTHBHOE. B KauyecTsé npuMepa MPUMEHEHHA 1 BO3MOKHOIO
3HaUeHUA (YHIAMEHTANbHHX pPEelCHNA JUIA pPAa3HOCTHHX OMEPATOPOB TNPHBOAMTCA OLHA
CMelIaHHasg KpaeBad 3aja4a JIJA TUCKPCTHOrO OZHOMEPHOI0 YPABHCHUA TEMJIONPOBORXHOCTII,

*The method to solvé problems of the mathematical physics using the so-called fundamental
solutions and its properties is well-known. There is the question how-does it work in the case
of finite difference equations approximating the mentioned problems. An answer can be given
treating difference equations as functional equations in certain spaces of distributions. By
a suitable construction it is shown that every linear forward difference operator with constant
coefficients possesses a tempered fundamental solution in a neighbourhood (with respect to
the discretisation parameter) of the fundamental solution of the corresponding differential
operator. An initial-value problem for the one-dimensional equation of heat conduction as an
example for an useful application of discrete fundamental solutions closes the paper. '

, . N

0. )

In’der modernen, mathematischen Physik erreichte die Theorie der Distributionen
in den vergangenen Jahren eine umfangreiche Bedeutung. Dabei sei nur auf [13]
verwiesen, wo man eine ausfiihrliche Darlegung findet. Mit der wachsenden An-
wendung von Naherungsverfahren zur Losung von Differentialgleichungsproblemen
wirft sich die Frage auf, ob der Begriff der Distribution und daniit verbundene
Methoden auch in diesem Fall entsprechende Dienste leisten. Mit der vorliegenden
Arbeit wird das Ziel verfolgt, einige grundlegende Techniken, die bei der Behandlung
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228 E. PrEIFER und A. RAUHGFT .

von Differentialgleichungen Anwendung finden, auf die Behandlung durch Diskreti-
sierung entstandener Differenzengleichungen zu iibertragen. Durch die aufgezeigten
Zusammenhinge ist es moglich, Differential- und Differenzengleichungsprobleme -
unter ausgewihlten ‘Aspekten véllig analog zu behandeln. Die unten angefiihrten
Resultate ordnen sich in ihrer Aussage zum Teil in bekannte Tatsachen ein (vgl. [9]),
bieten aber wegen der Art ihrer Erlangung hinreichend ~v1ele Ansatzpunkte fur
weitergehende Untersuchungen.

1. Wir befraé'hten im \veitefer‘l den Differentialoperator

_‘Z(l‘ ,'uvkEC, k_z(kl,...,kn), k,éN.

lklsm . '
Dabei sei P ein Polynom m-ten Gradés in n Variablen und D stehe abkiirzend fiir
den Ausdruck (D, ..., D,) mit D; = §/0x;. Gesucht seien Niaherungslésungen der
Differentialglei¢chung’

PD)u=/ ' ' - (1)

" mit vorgegebener rechter Seite f € D'1) unter Verwendung von Differenzenverfahren.
Mit @ = (9, ..., 8,) bzw. & = (0, ...,0,) werden-die Vorwiirts- bzw. Riickwirts-
differenzenoperatoren bezeichnet. Der Operator 9; wirkt auf eine Dlstrlbutlon we DL
nach der Vonschnft,

u(xr + hje;) —. u(x)

hi ’ V.

(o) () =

wobei ¢; der j-te Einheitsvektor und 4; der j-te Dlskretmerungsparameter sind.
Entsprechend wird

' u(x) — u(z — hje;)

hf

(37»11,) () =

vercinbart.’ -
Aus der Definition einer durch \/erschlebung entstandenen Distribution in D’ folgt
unmittelbar

(Pu, p) = (— DM (u, %) baw. (@Fu, ¢) = (— )M (u, dp), g € D.
'Durch die Approxnnatlon der Differentialoperatoren' D; mit Hilfe der Operatoren
9; geht (1) in die Funktionalgleichung o
P@)u® =/ . L o )

iiber, *wobei der Index () auf dle Abhanglgkelt der Losung vom Diskretisierungs-
parameter h = (hy, ..., k,) verweist. ,

.Definition 1: Eine Distribution E® aus I’ heiBt Fundmnental%sung (oder
Grundlosung) des Opera,t.ors P(8), wenn sie der Gleichung

P(3) E® =6 o ‘ C®

genugt ‘

Bevor wir im zweiten Abschnitt zum Existenznachweis sowic zu Konstruktions-
- méglichkeiten. fiir Grundléspngen von PP(9) iibergehen, einige Aussagen, die die
Anwendung von Grundlésungen betreffen.

_ . Lo v
1) Beziiglich der Einzelheiten in Definitionen und Bezeichnungen siche z. B. [13].
\ . .



Grundlésungen fir Differenzenoperatoren 229

Satz 1: Ser B eine Grundlosung des Operators P(d) und f € D'. Unter der Voraus-
“setzung, daff die Faltung E™ » f existiert, ist u'™ = F(") * [ etne Losung der Funk-
tionalgleichung (2). Diese Losung ist emdeutzg n der M enge der mit EW faltbaren
Dustributionen.

- Beweis: Existiert die Faltung u * v, u, v € D', dann existieren auch (&) * v und -

* (9%v) und es gilt o*(u £ v) = (Fu) * v = u * (3"1,) Hieraus und aus der Linearitét
der Faltung folgt unmittelbar der erste Teil der Behauptung. Fir den Beweis des
zweiten Teils nehmen wir an, daB +® eine Losung von (2) ist, deren Faltung mit
E® existiert. Dann haben wir 2B ) — (u"’) — M) s § = (u(") — ™) x P(3) E®
= P(2) (u® — ¢} 2 F(”) =018 .

Satz 2: Seten E™ und E G’rundlosungen der. Operatoren P(9) bzw P(D) und gelte

"lim E® = E in D’'. Existieren die Faltungen u® = E® x f und w = E * f, dann
Sh=0 .
konvergiert auch die Folge der Lisungen u® von (2) gegen w in D’ und somat gegen eine

Lésung der entsprechenden Differentialgleichung (1).

2,.Es ist bekannt, daB jeder lineare Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten
mindestens eine Grundlésung in D’ (sogar in S') besitzt (vgl. [13]). Eine analoge
Aussage kann- auch fiir die entsprechendcn Differenzenoperatoren nachgewiesen’
werden. Dabei ist die Grundlésung im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Sie
kann aber in -jedem Fall so konstruiert werden, daB sie fiir kleine A in der Nihe der
Grundlosung des zugehdorigen l)lffercntlalopcrators liegt. Tn der vorliegenden_Arbeit
werden die in [10] vorgestellten Moglichkéiten zur Gewinnung von Grundlésungen
fir P(D) auf die Konstruktlon von E™ iibertragen. Dazu einige vorbereitende
Bemerkungen. .
Die Fourlcrtransformatlon F, die auf D gemdB

(Fp) (@) = [ =0y dt, @eD, (z,0=25 =,
N . . ’ Rn j=1

definiert ist, bildet den Raum D bijektiv auf den Raum Z = {Fp: ¢ € D} ab. Die
- inverse Fouriertransformation geniigt, der Beziehung

L (F ) (8) = (2n)~ fe D y(x) de, peZ.

e

Definition 2: Unter der Fouriertransformierten einer Distribution « € D' ver-
stchen wir die Distribution Fu € Z' gemil

(Fu, Fo) = (2m)" (u, ), p€eD. '

Mit dieser erweiterten Fouriertransformation wird der Raum D' bl]ektlv auf Z’
_abgebildet, wobei die inverse Abbildung der Vorschrift

(F'v,.0) = 2r)~" (v, Fo),v € Z', @€ D,
genligt. ( “\
Lemma 1: Bs gt
(F(80)) (x) = ((e=ih® — 1)/h;) (Fu) ().
Fiir jeden Multiindex k € N* ergibt sich daraus

e—fhz _ \k

i (F{a"u)) (:1:). = (—k—-) (Fu) (?)'
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(e—iht _1 k _ e—ih,x; — 1 ky e—“‘n‘rn — 1\%»
h o hy TN Ry ’

. Zur Verdeutlichung der weiteren Ausfithrungen sei ein Satz aus [10] zitiert."

mait

Satz 3. Fiir jedes Polynom der Form
P(—iz) = (_lxl' -+ Z Pk(—m’z, ces —'&n) (_?:xl)k

existiert eine beschmnkte und meﬂb(u'e Funktwn o, - z,), so daf fiir i‘org.]egebenes ’
n > 0 o _ :
; |P(—iz + oge,)| =7 o

gelt.2)y Die inverse Fouriertmnsformz‘erlc der gemiff : o -

. (Fo) (2, + 704(%), T) )
I’WE,I" —_ = - d -y T = 3 sy n !
8 £9) f P(—a2, + oo@), —2) " az, &= (@ ..., %)

o . Re ‘ : v
‘ 'de/z'm'erteﬁ Dz’stﬂ'bulz’on FE ist etne G’mndlc’)’sung des Operators P(D). ‘
Selen b = L(%) die \Iullstellen des Poly noms £ > P(¢, —iz). Dann sei die Funktion
oy durch - ] .o
00(:2.) = mf {2 €40, 2¢): dlst (/ {Re t(Z)) 7. l) = e/m}
£ > 0, (e/m)”' = 9, definiert.
' Satz 4: J eder Drfferenzenoperator der Form

PO) = Ya &, a€C, - , G
lklsm . .

besttzt mindestens eine Grundlosung in D', Diese kann in Abhingigkeit von h so kon-
strutert werden, daf3 die entstehende Folge (E™)} von Grundlésungen mit h — 0 in D’
gegen evne Grundlosung dés zugehorigen Differentialoperators P(D) lcom,ergzert y

Zur Vereinfachung der Schreibweise in den folgenden Betrachtungen fuhren wir
~; die Variable s = (sy, ..., 8,) mit . ;

8 = si(x,-) = (e~ih% — 1)/h;, i=1..,n
ein, :
Die Aussage von Satz 4 laBt sich im wesentlichen auf den folgenden Sachverhalt
zuriickfiithren.
S% atz 5uFiir jedes Polynom der Form =

\m—1

P(s) = 87 + 5 Pilsy,ooos) s ~ (5)

existieren gleichmdfig bezuglwh h beschmnkle mzd me/J’bare Funktionen oy(Z) mat
: folgenden Ezgenschaﬂen .

(i) lim oy = oy, . . _ v
. h—0
(ii) fér vorgegebenes n > 0 gzlt glezchmaﬁzg beziiglich h die Bezzeku'ng

IP('SI(UI: )I =0 o) = si@ Fion), 8= (80 ens 80 ()

2) P entsteht aus P, indem man fiir a; die konjugiert komplexen Koeffizienten @, einsetzt.

\
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Beweis: Wir legen zunichst 7 > 0, h = (h,, wew hy) und % € R#-1 fest. Unter
Verwendung der Nullstellen g;(Z, Ry, j=1,...,m, ﬁ = (hz,. k,) des Polynoms
C > ¢ — P(, 5) 1aBt sich P in der Form P .

Pls) = (51 — qu(® B)) - -+ - (51 — am(Z, B) T

darstellen. Fiir z, € R liegen die Werte von s, auf dem Rand des Kreises K“’l’ mit

© dem Mittelpunkt (—1/k,, 0) und dem Radius 1/k,. Wir fithren reelle GroBen dy(Z, &),

k=1,...,m, mit _ o
di(Z, h) = dist (gu(Z, k), Fr K4
und : . .
: 1 fir g (Z, h) ¢ K"
k

sign d, (%, k) = { ) € Kt

| —1 fir  q.(x,

ein. Mit «,(%) bezeichnen wir die kleinste Zahl des Intervalls (0, 2¢), deren Abst,/_and
von der Menge {d,(Z, h)}fuy mcht kleiner als e/m mit & = mn!/m ist.

Dle Funktionen o,(%) = — ln (1 + hyon(%)) smd meBbar ‘und erfiillen dle gefor-
l

derten Bedingungen. Tatsichlich folgt aus der fiir k= L..,m gultlgen Abschatzung o

Isl(dn) — @& B = s, + oal®) o7 — (5, B)] = |oa(®) — dul, B)| Z elm

die Beziehung |P(sl on); )| = 7 und unmittelbar aus den entsprechenden Defmltlonen,

\

lim dy(7, h) = Re gz, h), - lim (%, k) = ()

A0 o ()
“und somit R '
- . N . N M . <
Hm op(%) = Im gu(Z) = ao(:i:), sup [op( @) =C-¢ b . : (7) .
h—0 A0 - A ’ .

Beweis von Satz 4: Durch Anwendung der Fouriertransformation auf beide

'. Seiten der Gleichung (3) erhalten wir aus Lemma 1

P(s) FEW = 1 ) ' | 8)

I

~ druck 1/P(s) einen mathematischen Sinn zu verleihen. Wir beriicksichtigen zunéchst, -

daB jedes Polynom m-ten Grades der Variablen (sy, ..., s,) in der Form (5) dargestellt _

werden kann (iiber eine geeignete Koordinatentransformation). Mit der Funktion o . °

aus Satz 5 definieren wir die Distribution FE® iiber
!

(FE®, Fo) = f@:’ﬂiﬂ?ﬁld;_s) ‘ - A @)
B (sl(ah)) ) i ot N - . . .

Auf Grund der Bedingung (6) und der fiir alle ¢ € D mit entsprcchenden honstanten
yy und 7 gultlgen Abschatzung . :

{(Fy) (= 1S L+ Jal)™ erhm, z€C, N=0,1,.. (10)

3) Unter (F(p) (2), 2z 6 C werde hier die Fourier-Laplace-Transformierte verstanden, die eine

Erweiterung der Founcrtmnsformlerten auf die komplexe Ebene durstellt (vgl. [12]).

|
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(vgl. [12]) ist die Existenz des Integrals in (9) gesichert. Dariiber hinaus gilt

P(3,(0n), §) (F) (x + toney)
P(3(on), 3)

= [ (Fp) (z + ope)) dz = [ (Fp) () dz = (1, Fg).

(P(s) FE®, Fg) = (FE®, B(s) Fy) = f da

Rr

R» /+ Rn

Damit ist die in (9) definierte Distribution FE® eine Losung von (8) in Z’ und man
erhalt mit Hilfe der inversen Fouriertransformation eine Grundlésung E™ des
Operators (4).4) Fiir den Konvergen/nachwels beachtet man, daB infolge der Be-
dingungen (6), (7) und (10) fiir alle A

(Fo) (x + 2osey)
P(‘el(ah)) ,5.‘)

gilt. Mit dem Satz von Lebesgue ergibt sich

llm (FF(”) Fe) = lim (Fg _) (z + tones)
n—»om (é, (on), s)

’

C ' :
n , R
T e G C R

dx

) P(—zx + ge€;)

Rn

Die Konvergenz von E® gegen E folgt nun unnllttelbar aus der Stctlgkelt der in-
versen, Founertransformatlon |

3. Blsher wurde durch Anwendung der Founertmnsformatlon die Gleichung (3)
auf eine nach FE® aunflssbare Form gebracht. Dieses Vorgehén bietet auch giinstige
Voraussetzungen fiir dic konkrete Ermittlung der Grundlésungen. Hierzu hat man
zu beachten, daB die in (9) definierte Distribution FE® periodisch ist, d. h., es gilt

(FE®M) (z + Tje;) = (FEWY (x), T; =2alh;, -~ j=1,...,n.

" Die inverse Fouriertransformierte einer periodischen Distribution « € Z’ 4Bt sich -
unter Verwendung konstanter ¢, in der Form
. ’ 27 27
-F"1u=26k5(kw), ]CCL):(]CI ,J‘,...,knT)
. kEN® n

darstellen (vgl. [11})®). Im vorliegenden. Falle erhalten wir also

E® = 3 cdun, kb= (Rihy, <., eaha). S

Wendet man in (1 1) beidseitig die Founertmnsformamon an, so erhalt man

(Ffb(") (:1: ZC eukh )
— et \ .
4) Far den Nachweis der Existenz ciner Grundlésung, fur den Operator -P (9) ist lediglich die
Bedingung (6) von Bedeutung. Diese wird bereits von einer einfacheren, von™% unabhingigen
Verschicbung o, (die auf Grund der Beschriinktheit der Nulistellen g, immer existiert) erfllt.

Die obigen Funktionen g, wurden im Hinblick auf die gewiinschte Konvergenz konstruiert.
%) Wir bezeichnen d(x — a) durch §4)(z).
7

’
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und damit formal die verallgemeinerte Fourierreihe der Distribution FE®_ In An-
lehnung an [13] lassen sich die verallgemeinerten Fourierkoeffizienten c, aus

'

FE((“), Er(z) e—itkn))

o —
k . T, - T, A ‘
1 5 ; —i(kh.z+icpe,) -
=7 m feT(I+?hfl)e - : dx) 7';(Tl’-'~aTn)a
T, T, & P(3)(a»), 5) .
mit p(x + iope;,) = ep,(2,) - -+ - ep, (%,) = ep(z) berechnen. Dabei ist ep eine .be-

liebige Zerlegung der Eins fiir die n-Periode 7', es gilt
() Set+kN=1, =0

’ k
(i) supp er c:‘ <_I 7, T Tl> X e X <_Z 7., Y Tn):
1,1 ) ]
i 1 fir z; ¢ (__4_ r]vi,T Tj>
(iii) er,(z;) = .
L —ep(z; + Ty) fii\r z; € <_.Z T;, 'y Ti)_’

i=1,...,n.
’~
Unter Ausnutzung der Eigenschaften (u) und (iii) erhalten wir fur die Berechnung
der c,, die Vorschrift
. vk 2x/h,y ‘Zx/h,. ik . i N
by hy, : —ikh, 2 +iap-ey) A :
C = l—" e—_% dx (12)
@y J ) TP,

und da.mlt in \erhmdung mit (11) eine Vorschrift zur Ermittlung von Grund-
losungen E® des Operators P(2 ). : ' ' .

Satz 6: Fur die K oe//zzzenten der Grundlosung (ll) von (4) gilt mit einer posiliven
]\onstanten M ' " ’

lal = O(1 + 1R, I ‘C = C(E™).

Dieses Ergebnis, erstmals in [3] mit relativ aufwendigen Mitteln und ohne Ver-
. wendung eines Distributionsbegriffes bewiesen, ist nunmeéhr eine einfache SchluB-
folgerung der in [13] beziiglich der verallgemeinerten Fourierreihen getroffenen
Aussagen. Gegebenenfalls ist hierzu die Definition von ¢, geringfiigig zu modifizieren.

4. Tn diesem letzten Abschnitt wollen wir im Sinne eines Beispiels die emdnmensnonale
‘diskrete Warmeleltungsglelchung . . ‘ - “

duh — 2B, bt = f _ o Sy

betrachten. Wendet man auf beide Seiten Avon (13) mit f = 6 die partielle Fourier-
transformation beziiglich z an, so erhiilt, man die gewohnliche Differenzengleichung

e"'f—2+e‘5

éngEm") — a? 72

F B0 = 1(¢) X 4(t)
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‘zur Bestlmmung von Grundlgsungen E*-". Wie man sofort uberprufen kann, hat
der gewohnhche leferenzenoperator 0y — il die Grundlésung

1 ) 1
-

Z (1 —27) ’16(;“(‘), . ’ . .

-die filr + -0 gegen 0(!) e™* in D' konvergiert. Damit berechnet sich die Gfﬁnd-
16sung von (13) iiber ) : o

00

. ' ' ihe _ —ihe \-1
F B0 = ¢ Z(w(é‘) Logn,  wlé) =(1 ~a29—'izﬂ——z) . (14)

\

F,E*" konvergiert mit k, T — 0 wegen |w(¢)| < 1 gegen die Fouriertransformierte
F.E =-6(t) e %" der Grundlosung des Wirmeleitungsoperators. Auf Grund der
Stetlgkelt der Fouriertransformation konvergiert damit natiirlich auch E®n gegen E
in D', : )

Formel (14) erscheint fiir die weiteren Berechnungen etwas unhandlich.

Satz 7: Die erzdlésung der diskreten Wiirmeleitungsgleichung (13) lapt sich .
_s,zettschichtenweise’* berechnen. Es gilt ’ ’

Bz, 84 1) = Fe(w) » (16(:1:) X Ot + 1) + B, 0).

Diese Aussage erhdlt man unmittelbar aus (14).
Da w eine pcrlodlsche Distribution ist, haben wir iiber (11) und (12)

-

(Fw) ( o2 2 cOum ()
mit ’ .
. “2nih ne . 12 o )
VR e~ ’ . 2"
= — | = —— —_— e dz,
G 2nf w(£) dé 2n7 ¢ 1a® (z — zy) (2 — 2z,) ?
' 0, . lzf=1 )
" h2 ~ e \2 ‘ : i .
leé =1 + —2(1,2‘[ € l/(] -'}-m) — 1. .

h? z:‘;"
- Weitere Umformungcn bringen ¢, == ¢_; = —; .
a2, — 2,

Satz 8: Die durch E* gegebene Lésung ut der diskreten Wiirmeleitungsgleichung
(13) lidft sich ,,zertschichtenweise’’ berec}men. Es gilt die Bezichung

'

wWh (g, b 4 1) = Zo‘o e f(x — kb, t +7) + 3 cuttN(x — kh, . , (15)

k=—o00 k=—00
Die aufiretenden K oeffizienten ¢, haben die Eigenschaften
’ /
. ‘ | . oo
limeg, = limeg, =0 und 3 ¢ =1.
k—»oo k—— o0 . =—00

Beweis: Bezeichne E,n(z, t) dic um  verschobene Grundlosung E®Nx, t 4 7).
* Da die Losung u(" % yon (13) sich in der Form ut#? = E®" « f angeben laBt, be-



Grundlssungen fiir Differenzenoperatoren 235 |
kommen wir : e A oo : :
L ue 1) = (BRI x ) (&, L+ 1) = (B s ) (3, 0)

= 5 Gbun(®) * [cd(z) X 6(¢ +',) + B0z, 1) * f(z, 0

k=—~o0

g

= Zrcké(x—kh t—i—r * f(z, t) + Z‘ cE"’"(x—kh t) * [(x,t) 1

k=—o0 -0

Wie man aus (15) entnimmt, w1rd durch das in (13) gegebene implizite Differenzen-
verfahren zur niherungsweisen Losung des Wirmeleitungsproblems das bekannte
Phanomen“ von der unendlich schnellen Ausbreitung der Wirme addquat wieder-
gegeben ein Umstand, der bei Verwendung des expllzlten Verfahrens nicht eintritt.
Die vorliegenden Untersuchungen zeigen, daf8 es, wie bereits in [1] formuliert
wurde, méglich ist, Probleme fiir Differentialgleichungen und solche fiir Differenzen-,
gleichungen unter bestimmten Gesichtspunkten parallel zu behandeln, auch mit
niodernen mathematischen Hilfsmitteln. Die hier entwickelten Berechnungsmogllch- :
keiten von Grundlssungen durch Kurvenintegrale findet man in anderer Form
bereits in [1] sowie in [2], die Existenz von Grundlésungen mit langsamem Wachstum
wurde in [3] gezeigt. Das von uns angefiihrte Beispiel zur Warmeleitungsgleichung -
148t sich in die Problematik von [4, 8] (explizite zweischichtige Differenzenverfahren)
sowie [6—8] (gleichzeitige Behandlung impliziter Probleme) einordnen, ‘die dort
jewei]s im Vordergrund stehende Frage nach der Stabilitdt in der Maximumnorm
ist in unserem- Falle eine SchluBfolgerung aus. Satz 8. Am weitesten entwickelt er-
scheint die Thematik des Einsatzes ,,diskreter** Grundlosungen in {9], ihre Bedeutung -
fiir die Erstellung einer entsprechenden Potentialtheorie wurde erneut in (15} her-
vorgehoben. Hier ergeben sich auch unmittelbare Parallelen zu den Arbeiten um [14].
Nicht zuletzt sei auf die Verwandtschaft zu den vor allem in der letzten Zeit ent-
wickelten Randelementmethoden (vgl. etwa [16]) verwiesen. -
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