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ZurVollständigkeit des Systems der Eigenhinktionen 
irregulärer Eigenwertprobleme mit )-abhängigen Randbedingungen 

G.-FREILrNG 

Es wird bewiesen, daB das System der Eigenfunktionen und zugeordneten Funktionen des 
Eigenwertproblems 

y(n) ±p(x)y(n) 
= Ay,	0	x ^ 1, 

U(y, A) = 0,	1	r	n, 

mit irregulären, nichtzerfallenden, A-abhängigen Randbedingungen vollstandig in L210 1 1 1 1st. 
oHa3HnaeTcs1, 1To cisci'eia coGcTBeuuux Ii flflCOH Hell Hb!X yHiiwf 3aja'lM Ha co6-

cTneHHl,Ie 3HaqeHul1	 - 

n 
y ± L' p(x) y(fl-) = Ay,	0 x  

U,(y, A) = 0 1	1	v 

C Hepei'yJlRpHbIMu, HepaaJToHHMb1MH A-3aBlldllMbIMH HpaeBhlMIl yCJ1OBHHMH no.TIIla n L40,1]. 

We show that the system of eigen- and associated functions of the eigenvalue problem 

S 

Y ( n) + z p(x)y)=AY ,	0x1,-
• / 

U,(y,A)=0,.	l!E^v:!^n, 

with irregular two-point boundary conditions depending on A is complete in L2101 1]. 

1. Elnlcitung 

In der vorliegenden Arbeitwird bewiesen, daB das System der Eigenlunktionen und 
zugeordneten Funktionen des Eigenwertproblerns, das durch die Differentialgleichung 

- 1(y) - Ay := y(5) +p,(x) y(5_> - Ay = 0	 -	 (1) 

und nichtzêrfallende, irregulare, A -abhangige Randbedingungen	0 

U,(y, A) 
=00	 1 ^ v :5, n,	 (2) 

auf den Interval! [0, 1] erzeugt vird, 7ol1standig in L2 [0, 11 ist. 
Falls .das Eigenwertproblern Birkhoff-regular [9: S. 491 oder Stone-regular (I. S. 

von 7, 1, 5] oder [101) ist, ergibt sich dieser Vollstandigkeitssatz unmittelbar aus der 
Tatsache, daB die Resolvente des zugehorigen linearen 1)ifferentialoperators auf alien 
Strahien der 2-Ebene, auf denen kein Eigenweijt liegt, höchstens wie einé Potenz
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von Al fur 12 -* 00 wachsen kann. un Fall von irregularen Eigenwertprohlemen 
können soiche ailgetiteinen Vollständigkeitkriterien (siehe z. B. [2, 6]) nicht an-
gewandt werden, da hier die Resolvente für Al -± 00 exponentiell wächst (vgl. [3,8]). 
Mit zwei voilkominen versehiedenen Beweisrnethoden konnten jedoch EBERRARD 
[4] und SHXALIKOV [12] zeigen, daIs der Vollstandigkeitssatz auch fur irregulare 
Eigenwertprohleme 'ii it zerfallenden Randbedingungen gilt. 

Wenn die Randbedingungen (2) nicht zerfallend sind und das Eigenwertproblem 
(l)—(2) nicht Stone-regular ist, kann der Vol lstandigkeitssatz i. a. nicht mehr gelten, 
dies zcigt das Problem 

y"Ay,	 --

y '(0) + 2y+(1) = y(0) - 2y(l) = 0, 
das keinen Eigenwert besitzt. 

YAKUBOV und MAMEDOV [131 hewieen kUrzlich tinter Verwendung ailgémeiner 
Vollstandigkeitskriterien einen Vollst .andigkeitssatz für eine spezielle Kiasse irregu-
Iärer Eigenwertprobleme mit nichtzerfallenden Rand bedingungen, für die die 

1-n 
Resolvente auf einem Strahi der A-Ebene vie Al	zu Null strebt. 

2. Probleinstellung und Eigenweitasymptotik 

Wir betrachten her Eigenwertprobleme, die sich (ggf. nach einer Substitution 
x i- 1 —x) in der Form (1)—(2) mit Randbedingurigen folgender Gestalt sehreiben 
lassen:

U,(y, A) = U,0(y, A)	 für 1 ^ v <- in > it - in, 

	

U,(y, A) = U,0(y, A) + U, 1(y, A) für m + I	< n 
mit

U,0(, A) •=	' £x,,(2.) () (0),	U,1(y, A) =	'	(A) (i) (1) 

	

1 = 0	 1=0 

und Polynomen aq, . Es wird vorausgesetzt, daB die Koeffizientenfunktionen p,, 
2 :!z^ v < n5, in (1) summierbär sind und daB sowohl die Funktionale U, 0 (1 < p	m) 
als auch die Funktionale U, 1 (m + I	v	n) linear unabhangig sind. Mit 

11 H- n . grad aq	falls	,1 (A)	0 
r1q :=1

 - i	 falls x,,().) -_ 0
und

11 + n• grad	falls 9,(A)	0 
—1	 falls fi,(A) = 0 

bezeichnen wir	
S 

für 1vm 
bzw. 

-	 ?),:= max {h0:c^-jn—I}	für ?n+1vn 
als Gewicht der Funktionale U, 0 bzw. U,1. 

Ferner nehmen wir 0 :!!g x <2 <	<m mit	, mod n für, I + j und 
0	'lm+i < lm- < •..	,, mit 71 I	i7i mod n für i	j an.
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Mit	 -	 -
2121 

ka gfl, sk={Ec — arg 
< (k ±1)t} und 

gilt [9: S. 42] 
Die Di//erentialgleichung (1) besitzt in jedem Sektor 5k 0 k 2n — 1, n linear 

unabhangige Losungen Yo ' Yi, ..., y,,- ,',die für E 8k I Q I > Q, anal ytsch von Q ab-
hangen ind die Abschatznngen 

y,(x, ) = (w4 e o z [.1]	(0	v, j	n —. 1)	 (3) 

erfiillen. Dabei sei [a] : = a +	m0(x, ) mit einer beschränkten Funklion m0. 

?1it q, Pi, 	hezeichnen wir das Fundarnentalsystem von (1) init 

- 
'

q(O, )	&,	0 :^, v, j < n— 1. 
ax i 

1)ie Funktionen qi. hangen [9: S. 131 analyt.isch von und Qu ab. Unter Verwendung 
von (3) schätzen wir. nun die charakteristische Determinante 

4(0) := det (U,(y, 2))<_ 
*	 Ojn-1 

ab und erhalten analog zu [9] und [11]:
x-i	 712	 78 

Lenirna 1:a)Sein— m = 2i. MitQ 1 = ' (o,h = ' x7	77i undeiner 
Zahlc1 E C \'{O) gilt fur o € S2 , _ 1 u S	 j=1	j=m+1 

I()	

1? e*1[11 + (— l' e[lI}. 

h) Sei n — in = 2% + I. Alit Q2 = E w j und'einer Zahi c2 E C \ {0} gilt für o € S2,2 
U S2_1  

Ll()= 
c0o e' {[1] + (— l)' e n

/ 

) Des Elgenwert problem (l)—(2) ist un Fall m > n - m nie Stone-regular und 
besitzt unendlich viele Eigenwerte = p,n. Fiir hinreichend gro8e v sind särntliche 
Eigenwerte ein/ach, und es gibi ein a € Z mit 

n h 
V+j---	/1'71=	+ 0 1— falls n - in = 2x 

2xt 0	 -	S	 - 

--

 sin —n 
sowie

ii	It 
j12 

=n e'8 .(2+_1)t+ 
0(_) falls it - in = 2 ± 1. s;c
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I . Vollständigkcitssatz 

Mit der von SHKALIKOV [12] verwendeten Methode zeigen wir: 

Satz 1: Dos System der Eigen/unktlonen und zugeordneten Funktlonen. des Elgen-
wertproblems (1)—(2) 1st unter den in Abschnitt 2 genannlen Vorausseizungen you-
stthdlg in L21 0 1 11. 

Bernerkungen: a) Aus dem Beweis zu Satz 1 erkennt man, daB der Volistandig-
keitssatz auch für die Räume Ilp[O, 1], p	1, gilt. 

b) Die Beweismethode laBt sieh so modifizieren, daB mandiesenVollstandigkeits-
sat.z auch für beliebige Stone-regulare Eigenwertproblenie vorn Typ (1)—(2) erhalt. 
Dieses Resultat ist jedoch auf Grund der Asymptotik der Greenschen Funktion [1, 
5, 7, 10] bekannt. 

c) Ersetzt man die Differentialgleichung (1) durch die ailgerneinere Differential-
gleichung

I	p	 1 / y(fl) ± 2' Pk(X) y(fl_k) = A l y +	9k(X) y(P_k)J,	0<73<	(4 
k=1	 k=1	 J. 

so ist das Eigenwertprobleni (4), (2) stets irregular, falls für die Randbedingungen 
(2) m p > m - m ist. 

Tjnter Verwendung der Abschatzungen für cin Fundament .asystem der Differen-
tialgleichung (4) (siehe [5. Satz 1]) können wir den Beweis zu Satz 1 so modifizieren, 
daB gilt: 

Korollar: Selen Pk, gi E C[0, 1] (1 < Ic :5, n, 1	p)') und m - p > n - m.
-Wenn /ür elm Fundamsntalsysteni {h 1 , h2 , ..., h} der DI//erentlaigleichung 

y(P)	E gkv) ycP_k) = 0 

elm c r= 0 exlstlert mit 
det (U,(h1 ,	 c).ho[1] • und h0 = E mac {grad a,j 1 0	j	n - 1), 

damn 1st da System der Elgen/unktlonem und zugeordmeten Funkilonen von (4), (2) 
vollstandig in -2[0, 1].	- 

Zuni Beweis von Satz 1 leitenwir zunächst einen Hilfssatz her. 

Für einen festen Sektor 8k und m ± '1	n setzen wir 

/,(x, ) = det (a(x, ))Ii,jn 
mit

1U1(yj_1,2) für 1 ^i^n,l=l=v 
a 1 ,(x, ) = 	n), 

i. Y_ i(x, )	fur i =v, 

ci. h. /,(x, ) entsteht aus der . cliarakteristischen Deterniinante z1(), indein man dort 
in der v - ten Zeile U,(y5 , ).) durch Yj(X, o) ersetzt. 

1) Diese Voraussetzung kannnoch abgeschwacht werden.
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L e in ma 2: Sei y eine L2-Funktion, die orthogonal zu alien Ei'enfurtktionen und 
zngeordneten- Funktionen der An/gabe (l)—(2) 1st. Dann lassen sich die Fnnktionen 

0.: (e E Skl(e)	O}	C,	0'(Q)	f 1,(x, g) j(_x) d, 

für m + 1 v n zu ganzen Funklionen /orlse&en. 

i3eweis: Seien 2(e) bzw. 7(x, ) diejenigen Determinanten, die man erhält, wenn 
man in	() bzw. /,(x, ) jeweils Yo ' ., Yn-i dureh 0, .,., 99n-I ersetzt. Ferner sei für 

-m±1v^-,n	 V 

6.(e) F	fl,(x, )y(x) dx für	+ 0..	 V 

-	 (o)J	 V..	 V 

•	 0	 - 

Wir zeigen zunächst, daB sämtliche Pole der nieromorphen Funktionen 0, hebbar 
sind. Sei go eineNullstelle der Ordniing a + 1 von A. Dann setzen wir für festes v, 
m +1	v	n mit /,(x, )	0 (sonst analog) 

•	:0(x) = 1,(x,	, 1(x)=	j-! (x, go), ...,	(x) = -_ 

-LY- (x, Co). 

Mit L(y, o) = 1(y) - "y und U,(y, )= U,(y, ) folgt. aus L(/,( . , e) o) = 0 durch 
1)ifferenzieren	V	 'V 

i 1 akL V	- 
V	 - 	

(i-L 00) = 0,	0	j :5 a. 
k=O ''• 

a0
ak 

V	

Wegen U(/( . , e),o)	0 für j	v,	(e) =	 0) und. (o) = 0 für 
0	k	a gilt welter	

•	 C 

i lakU	
V 

	

= 0, - 0 '5j	OC lV^ 1U ^n. 

k=O	C 

Also bihien die Funktionen , , ...,	eine Kette von Eigenfunk,tionen und zu-



geordneten Funktiorien zurn Eigenwert go. Wegenf x) x(x) dx = O • für 0 <a a 

ist 00 eine Nulistelle der Ordnung a des Zählers von 0,, und sämtliche Pole der 
meromorphen Funktion 0, sind hebbar. Nach [12: Lemma 1] ist 0,() = O,() fur 
Q E Sk , l el > Co' daher lassen sich die Funktionen 0, zñ ganzen Funktionen fort-

V setzen U 

Be.weis zu Satz 1: Mit Lemma I und y, := {o E C I arg = } erhalten wir: 
(i) Sei n - rn = 2x gerade, dann gilt auf deni Strahi y,, für lei > Co und "it c3 > 0 

V	
-'	 2n	V 

l(o)l.	C3 jel l e' > 0.	.	 . (5) 

(ii)Sei,n - ?fl = 2x + 1, dann gilt auf dem Strahi y	für 121 > 00'und niitc4 > 0 
2n 

A(o)I a c 01h	 > 0	•	 V	 (6)
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Aus (3) ergibt sich für m + 1	v n 
( n—I n—i  

/,(x, ) =	E eQx E [d 8] e".	 (7) 
5=0	3=1 

1)abei ist d13 E C, und für jedes j sind die paarweise verschiedenen Zahlen y j , Summen 
von je n - m —1 versehiedenen Elementen der Menge {w0 , w 1 , ..., w3_0 \ {co}. 
Tm Fall it - rn = 2 folgt aus (7) mit der Schwarzsehen Ungleichung 

f /,(x, )	) dx f^:C5 I ofl'2 e'	 (8) 

für e E y,, jej > eo und mit c5 ^ 0. Die ganzen Funktionen 0, streben nach (5) und 

(8) auf y,, und damit auch auf den Strahlen y,,' 4-2^ (1 <^ ic :E^n) für 	zu 

- Null. Nach deni Satz von Phragnien-Lindelof folgt daher mi Fall a - m = 2x (und 
analog im Fall n_rn=2x1)	- 

0,(o) 0 und f Mx, o)) dx 0 für rn ± 1 v a. 

Hieraus ergibt sich analog zu [2: S. 3091 die Existenz on n - ni linear unabhngigen 
Losungen ip, von (1) nut. 

f,(x, e) 7(x) dx	0,	1 :c^_ v	fl - m 

sowie von Polynomen c,).) mit 

0:5	n— 1,1 vn—rn. 

OeniäB [12: Part 21 folgt hieraus die Behauptung von Satz I I 
Bemerkung: Zuni Beweis des Korollars gehen wir analog vor.. Mall inuB hier 

jedoch-zunächst [12: Lemma 1] auf diesen allgerneineren Fall iibertragen und die 
Lemmata I und 2 sowie die Formeln (5) Lind (15) aus [12] entsprechend verall- 
genleinern. Die Eigenwertasymptotik wird auch hier . durch Lemma Ic) gegeben, 
wobei jedoch jeweils n durch it - p zu ersetzen ist. Der explizite Beweis rnist sehr 
uiifangreich, daher hegniigen wir tins hier mit der obigen Angabe der Beweisidee. 

S. 
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