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Zur Vollstindigkeit des Systems der Eigenfunktionen
irregulirer Elgenwertprobleme mit 2-abhéngigen Randbedingungen

Gr FREILI'\'G ’

Es wird; bewiesen, daB das System der Elgenfunktlonen und zugeordneten Funktionen des
Exgenwertproblems .

" ‘, N ) - s
Yy 4+ ¥ p(z) ya—» = Ay, 0z 1,
L y=2
Uy, ) =0, 1=v=n, . '
mit 1rrevularen, mchtzerfa.llenden A- abha.nglgen Randbcdmgungen vollstindig in L,[0, 1] ist.

JOhaSHBaCTCﬂ YTO CHCTEeMa COGCTBB!{HHX H npucoelmnenﬂux (byﬂﬂu“ﬁ 8&113.‘"[ Ha 'c06-
CTBeHHHe 3Ha‘<lCHHFl

| ym 4 Zp(x)y"' M=%y, O0=z=lI,
Uy, A) =0, 1Sv§n,
c Heper‘ynﬂpnumx HEPA3NOMUMBIMH A-3aBUCHMBIMIL KPaeBbIMI ycnonumm nonua B L,0,1].

‘Wc show that the system of eigen- and assoquted functions of the eigenvalue problem
n .
ym + Tp@yn =4y, 0sSz<1,- -
v=2 ' . .
. . 7
Uy, A) =0,. 1 v S0, :

with irr‘cgula,r two-point boundary conditions depeflding on 1 is compléte in L,[0, 1].

1. Einleitung, o . ' :

"In der vorliegenden Arbeit wird bewiesen, daB das System der Eigenfunktionen und
zugeordneten Funktionen des Eigenwertproblems, das durch die Differentialgleichung

Uy) — Ay := o™ + b x) Y= — 2y =0

cove=2
und nichtzerfallende, irregulére, A-abhingigé Randbedingungen . /
Uly, ) =0, 1= =, ' )

auf dcm Intervall [0, 1] erzeugt wird, vollstindig in L,[0, 1] ist. '
Falls das Eigenwertproblem Birkhoff- -reguldr [9: S. 49] oder-Stone- regular (i. S.
von [7, 1, 5] oder [10]) ist, ergibt sich dieser Vollsténdigkeitssatz unmittelbar aus der
[‘atsa,che daB die Resolvente des zugehdrigen llnearen Differentialoperators auf allen
Strahlen der )-Fbene auf denen kein Elgenwer,t llegt hochstens wie einé Potan

~

\ .



264 G. FREILING

von |7| fiir |i| - oo ‘'wachsen kann. Tm Fall von irreguliren ]*lgen\vértproblelx1en
koénnen solche allgemeinen Vollstindigkeitkriterien (siehe z. B. [2, 6]) nicht an-
* gewandt werden, da hier die Resolvente fiir [2| — co exponentiell wichst (vgl. [3,8]).
Mit zwei vollkommen verschiedenen Beweismethoden konnten jedoch EBERHARD
[4] und Suxavikov [12] zeigen, daB der Vollstindigkeitssatz auch fur irregulére
Eigenwertprobleme mit zerfallenden Randbedingungen gilt.

Wenn die Randbedingungen (2) nicht zerfallend sind und das Eigenwertproblem

(1)—(2) nicht Stone-regulér ist, kann der Vollstindigkeitssatz i. a. nicht mehr gelten
dies zeigt das Problem

~
~

/

y ?/.y, )
¥'(0) + 2y'(1) = y(0) — 2y(1) = 0,

das keinen Eigenwert besitzt. : ‘
. Yaxusov und MaMEDOV [13] bewiesen kiirzlich unter. Verwendung a,llgememer :
Volistandigkeitskriterien einen Vollstandlgkeltssatz fiir eine spezielle Klasse irregu-

lirer Eigenwertprobleme mit nichtzerfallenden Randbedingungen, fiir die die
Resolvente auf einem Strahl der i-Ebene wie |2] * zu Null strebt.

2. Prohlémstellung und Eigem‘vel"tasympt,otik
\
Wir betrachten hier Eigenwertprobleme, die sich (ggf. nach einer Substitution .
z—> 1 — 2)in der Form (1)—(2) mit Randbedingungen folgender Gestalt schreiben -
lassen: > .

Uv(y: )) = Uvo(y: ;) ’ fur 1 SvEnm > n — mn,
Uly, 7) = U,o(y, D+ Uyy,d) fir m+1<»<

<n,
mit )
n—1

70 (y, 2) = 2 0"; y(’) (0), . U.\( y) ) Z ﬂvy(/ l/(7) (1

und Polynomen «,;, ﬂ,i. Es wird vorausgesetzt, dal die Koeffnzncntenfunktiqnen Doy
2 < v = n, in (1) summierbar sind und daB sowohl die Funktionale U,, (1 < v =< m)
als auch die Fu\nktiona]e'U,l (m + 1 <y < n) linear unabh:’ingig sind. Mit

' j -+ n-grad o, falls o,;(2)=E£ 0
y; = .

A [ falls o, i(2) = 0

" und
} | j+ n-grad B,; falls ,8 )) $ 0
AR [ falls B,y

bezeichnen wir

®:=max{g,;|0=j<n—1 _ fir 1<v<m o

bzw. .
.7;,:=-ma,x’{ GIOEjs=En— 1) - fiir m+1l1sv=En
als Gewzrht der Funktionale U, bzw. U,l

Ferner nehmen wir 0 < ) < 6 < -+ < 2, mit i =% #; mod n fiir ¢4 4 und
0= Nnd < Yppae < -+ <, Mit g, = mod n fir 7 4 j an.
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Mit ' . .-

: E+1 2
h=o", Ské{gec k—JSargg—(—%ﬁz} und o, =¢

gilt [9: S. 42]:

Dze Dz//erentmlglezchung (1) besitzt in jedem Sektor Sy, 0 < k < 2n — 1, n linear
unabhingige Losungen yo, Yy, - - -, Y1, die fiir o € Sy, lo| > 0o analytisch von o ab-
hiingen und dz'e Abschiitzungen : :

37'

B Jv( o) = (ew) eer=[1] * (0O =wvj=n—1) G

“erfiillen. Dabet sei [a] := a + — mq(z, 0) mit einer beschrinkten Funktion m,,.
.0 . . R

i
<

~ Mit @qg, @, --., @py bezeichnen wir das Fundamentalsystem von (1) mit
o1

- el =4, 0swjsn—1.

Die Funktionen ¢, héngen [9: S. 13] analytisch von ¢ und ¢” ab. Unter Verwendung
von.(3) schiatzen wir.nun die charakteristische Determinante

A( ): ——det(U y;: )0<v§n 1

* 0sjsn—1

ab und erhalten analog zu [9] und [11]: . '

m . n . '
- Lemma 1: a) Setn — m = 2. Mit 2, = Z wip, b= 3 %+ 3 njund einer
Zahl ¢, € C\'{0} gilt fiir 0 € Spn_y U S, j=—x i=1 j=m+l

Alo) = ¢10 eeﬂ-{[z] +(— 1y 1 ol et ”’[1]}.

b) Sein — m = 2x + 1. Mit Q= 3 o; undeeiner Zahl cy € €\ {0} gl fiir o € Sgn_s
U SZn-— - j=—x v

o) = cueh oo {[1] IR W= L x)[l]}

¢) Das Eigenweriproblem (1)—(2) st tm Fall m > n — m nie Stone-reguldr und
besitzt unendlich viele Eigenwerte iy = o,". Fiir hinreichend grofe v sind simtliche
Eugenwerte einfach, und es gibt ein « € 7 mat

e

) h
v+———

n 1
9v+a=7z—-———+0 —) falls n — m = 2x
. 2xm O v -
- sin —
' n

sowe
n h

A R LN ‘

= 7 . - — —_ =2.' v '.

Orta =€ . (2z+1)n+0(v) falls n— m % + 1
SIDT'—

\ \
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3.- Vollstindigkeitssatz

Mit der von SHKALIKOV [12] verwendeten Methode zeigen wir:

Satz 1: Das System der Eigenfunktionen und zugeordneten Funktionen des Eigen-
uertproblem (I)—(2) ist unter den in Abschnitt 2 genannten Vorausselzungen voll-
stiindag in Lo|0, 1]. .

Bemerkungen: a) Aus dem Beweis zu Satz 1 erkennt man, daB der Vollstandlg-
. keitssatz auch fiir die Rdume L,[0, 1], p = 1, gilt.

b) Die Beweismethode lifit sich so modifizieren, daB man‘diesen. Vollstandlgkelts-
satz auch fiir beliebige Stone-regulire Elgenwertprobleme vom Typ (1)—(2) erhilt.
Dxcses Resultat ist jedoch auf Grund der Asymptotik der Greenschen Funktion [1,

, 7, 10] bekannt.

) Ersetzt man die leferenblalglmchung (1) durch die allgememere Differential- -
gleichung -

¢”+Zm W”=1P”+ZWMW“]‘O<p<m (4)

so ist das Eigenwertproblem (4), (2) stets irregular, falls fiir die Randbedingungen
(2)m—p>n—m1st .

Unter Verwendung der Abschatzungen fiir ein Fundamentalsystem der Differen-
tialgleichung (4) (siehe [0 Satz 1] koénnen wir den Beweis zu Satz 1 so modifizieren,
daB gilt: '

Korollar: Seien p,, g; € C"[0, 1] (1 <k snl=j=pHudm—p> n — m.
-Wenn fiir ein F undamntal&ystem {hy, ha, oo, By der Dz//erentmlglewhung i

¥P 4 ng ) y»H =0

1

emc=+0 elestz'ert mat

det (U,(k;, ’))lsws:» = c*[1] und . ko= Z max {grad o,; | 0 < § S n — 1},

dann ist das System der Egenfunktionen und zugeordneten Funkizonen von (4), (2)
vollstindig vn L,[0, 1]. P

Zunm Beweis von Satz 1 leiten wir zunichst einen Hilfssatz her.

Fiir einen festen Sektor S, und m + 1 < » < m setzen wir

/,(x, 0) = det (@ij(x, 0))1gijsn v

mit
Ui —’;‘ fii 1§.§71’ai
(Y5-1, 4)  fiir 7 F+v (1<j<n),

Yia(z,0)  fiir 7=, - ‘

' a;;,(x{ 0) = {

d. h. f,(z, o) entsteht aus der cliaraktérisﬂischen Determinante 4(p), indem man dort
in der »-ten Zeile U,(y;, 2) durch y;(z, o) ersetzt.

1) Diese Voraussetzung kann, noch abgeschwicht werden.
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Lem ma 2: Set y eine Ly-Funktion, die orthogonal zu allen E’zgen/unktwnen und
zugeordneten- Funktionen der Aufgabe (1)—(2) ¥st. Dann lassen ‘sich die Funktionen'

bl S| A +0 >0, 0(0): f/(x,gnx)dz

\ . .
fir m 4+ 1 < v < n 2u ganzen Funktionen fortsetzen.

Beweis: Seien Zl(g) bzw. f,(‘x, o) diejenigen Determinanten, die man erhélt, wenn
man in A(p) bzw. f(=z, o) jeweils Yoy + - -» Yny durch: gy, ..., @,_, ersetzt. Ferner sei fiir
em L1 EvEn . ' -

f/ z,0) 7(@) dz fir Alo) % 0.

Wir zeigen /unachst daB samtllche Pole' der meromorphen Funktlonen 6, hebbar

sind. Sei g, eine Nullstelle der Ordnung « + 1 vor A. Dann setzen wir fiir festes v,
m +'1 <y < nmit f,(z, g,) == 0 (sonst analog)

; 1. of,
_‘¢0(I) = fv(x: 00)’ ¢l(z) = F 3_{) (x’ 00)’ Tl é’a(x) = ? 2“

Mit Ly, o) = Uy) ~ o und T.(y,0) = Uy, 0" folgt. aus L(f.(, ), ¢) = 0 durch

Differenzieren

(xa 90‘) .

D

i 1 L,
kél) IC_ 60" (¢i—k; 00) - 0: 0 S? S«
- ) ) : g :
Wege Ji(f(- @), 0) = 0 fiir j v, Alo) = U.[f.(,0), ¢) und- oo% Oloo) = 0 fiir
0= k= gllt weiter ) ’ %@ C
j 1 a" ' ' o ' )
Z U (P 0) =0, - 0=jsa,lsps=n

Also bilden die Funktionen ¢, §y, ..., . eine Kettc von Eigenfunktionen und zu-

. geordneten Funktxonen zum Eigenwert g,. Wegen f Pulz) y(x) dz = 0.fir0 < u < &

o

ist g, eine Nullstelle der Ordnung & = « des 7a.hlers von 0,, und simtliche Pole der
- meromorphen- Funktion 8, sind hebbar. Nach [12: Lemma 1] ist 0.(0) = 0,(0) fiir
0 € Si, lo| > 0o, daher lassen sich die Funkblonen 0, zn ganzen Funktionen fort-
setzen B :

Beweis zu Sata 1: Mit Lemma 1 und y, := {p E C | arg ¢ = ¢} erhalten wir:
(i) Sein — m = 2 gerade dann gilt auf dem Strahl Va fur’ |o| > 0, und mit c3 > 0

\ 2n .

1A 9)|, = cy o[t efeeh > 0. . - (5)

(ii)ASe-i n—m= 2% -+ 1, dann gilt auf dem Strahl Y_=a fiir |o| > go und mitc, > 0
. ) . o ) 2n ] )

1A Z ¢a lol? eFee? > 0. ' : . _(6)

! .
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,Aus (3) ergibt sich fiirm + 1 <v < n

. n—1 ( —"-—!—l : . ' ' -
flz, o) = b= T eoms T (g e, | (M)
. j= 8=

Dabei ist dj, € C, und fiir jedes j sind die paarweise verschiedenen Zahlen p;, Summen
von je n — m —1 verschiedenen Elementen der Menge {wq, @y, ...5 @uey} \ {0y}
Im Fall n — m = 2x folgt aus (7) mit der Schwarzschen Ungleichung

.

h—ny * ~ =~

< lol 2 eRced L (8)

) f h(z, 0) z(z) dx
0

fiir ¢ € y,, lo|] > 9o und mit ¢; = 0. Die ganzen Funktionen 6, streben nach (3) und

8 ) 2n .
(8) auf y, und damit auch auf den Strahlen y, L kex (1=k=m) f’iir o| =00 zu

- Null. Nach dem Satz von Phragmen-Lindelsf folgt daher im Fall n — m — 2% (ﬁnd
analog im Fall o —m = 2x + 1) i ' ‘

7

1 . .
0(0)=0 und f]',(x, 0) 7@)de =0 fir m+1<v<n.
) .

Hieraus ergibt, sich analog zu [2: S. 309] dic Existenz von n — m linear unabhingigen
Losungen v, von (1) mit . ; .

1. : .
Jolz,0) @) dz=0, 1<v<n—m
[N '
sowie von Polynomen ¢,;(2) mit . '

/

. oi - - '
wa' 0,0 =ci(?) O0Sj<n—1,1<r<n—nm.

Gemdl [12: Part 2] folgt hieraus die Behauptung von Satz 1 @

Bemerkung: Zum Beweis des Korollars gehen wir analog vor. Man muB hier
jedoch-zunichst [12: Lemma 1] auf dicsen allgemeineren Fall iibertragen und die
Lemmata 1 und 2 sowie di¢ Formeln (5) und (15) aus [12] entsprechend verall-

* gemeinern. Die Eigenwertasymptotik wird auch hier durch Lemma 1c¢) gegeben,
wobei jedoch.jeweils » durch » — p zu ersetzen ist. Der explizite Beweis ist sehr
umfangreich, daher begniigen wir uns hier mit der obigen Angabe der Beweisidee.

- : ~ : s
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