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Parabolische Regularisierung einer 'hyperbolischen Itogleichung ,

W. GRECKSCH .

Die Losung der ersten Anfangs-Randwert-Aufgabe fiir eine stochastische hyperbolische Glei-
chung wird mit einer Methode der parabolischen Regularisierung approximiert. Auf der
Grundlage dieses Konzeptes werden ein Maxnmumprmznp und die Existenz eopt,lmaler
Steuerungen fiir eine Steuera.ufga.be einer speznellen hyperbohschen stochastischen Gleichung

~ untersucht.

Peicnie nepBolf HAuaAbHO-KPAEBOH 3aayM JUIA HEKOTOPOro CTOXACTHYECKOIO runep-
00aH4eCKOr0 ypaBHEHWA aNNpPOKCHMMHUPOBAHO MeTONOM napabosiMyecKoll peryJAapH3aLiiiu.
Ha ocxome 3Toft Konuenuiti MCCAENOBAHE NMPHHIMI MAKCUMYMa If CYLIECTBOBAHUE £-OMTi-
MAJBHAIX YOPABNenIit 4aa 3a1aun ONTIHMATLHOrO ynparmelma oporo runepGoauYecKoro

CTO\aCTll‘leCBOIO YPAaBHCHIA. e
\

The solution of the first boundary value problem of a random hyperbolic equation is approxi-
mated by a_method of the parabolic regularization. Considered an application of this'method
to the dcve]opment of a maximum principle and to the existence of the &- optlmal controls of
an optimal control problem of a random hyperbohc equation. . .

0. Einleitung -

'\‘ht der Theorie der monotonen Operatoren (s. z.B. [14]) und der stochastischen

. Tntegratlon unbeschrinkter Operatoren [12] sind wesentliche Hilfsmittel zur Unter-

suchung von Ttogleichungen, die particlle Ableitungen enthalten, bereitgestelit. Eine
wichtige Frage dabei ist die Approximation der Loésungen solcher Gleichungen. In
[8]:wird fiir eine allgemein€ nichtlineare parabolische Itogleichu’nlg,die Ritz-Galerkin- -
Methode angewendet. Unter bestimmten Voraussetzungen ist.die Anwendung der
Halbgruppentheorie méglich {3]. Lésungen hyperbolischer Itogleichungen werden
z. B. in [6] und [13] mit der Ritz-Galerkin-Methode approximiert. Fiir eine speziclle
lineare - hyperbolische Ttogleichung ‘wird in [5] eine Founerapprommatlon ange-
wendet.

In vorliegender Arbeit werden Losungen linearer hyperbolischer Itoglelchungen
durch Anwendung einer parabolischen Regularisierung approximiert. Fiir eine
Steueraufgabe mit einer linearen hyperbolischen Itogleichung wird auf der Grundlage
dieses Konzeptes ein Maximumprinzip hergeleitet und die Brage nach e-optimalen
Steuerungen untersucht. .

Die Methode der parabolischen Regularusnerung ist im determmlstlschen Fall
wohlbekannt.[10, 11]. - . :

"1 Eine parabohschc Itoglewhung ,

Zunachst werden einige Bezeichnungen cmgefuhrb
(2, %, P) ~ Vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum. o _ N \
E(-) . Erwartungswertoperator. o

0, 7] Beschriinktes abgeschlossenes Intervall. -
. . ‘ N . \
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(%)
K, H, M

L(K, H)

Bz

(w(t), ‘8,)

Al

’

Familie von o-Algebren aus § mit §, S &, fir s < ¢. -

Separable Hilbertriume mit den Skalarprodukten (-, ), (-, )y und

" (-, *)ar- Die dualen Raume K*, H* M* werden mit A, H und M 1dent1-

fiziert.

. Raum der linearen stetigen Abbildungen von K in H.

o-Algebra der Borelmengen eines Banachranmes Z.
K-wertiger WienerprozeB3 mit einem Kernoperator ¢ als Kovarianz-

" operator.

V,U

V*-U*
<’U*, v)V
Ve=HoV*
UcHc=U*

By
R

Lo

Fiir alle (v,

" Reflexive separable Ba,nachr'aume

Zu V und U duale Raume.

‘Wert des linearen stetigen Funktionales »* € V* an der Stelle v € V.

Analog ist (u*, u)y zu verstehen.

Evolutionstripel (s. [14]).

Evolutionstripel.

Raum der linearen Operatoren @ |Q'2K| — H, so dall ¢@Q'? Hilbert-
Schmldt Operatoren von K in H sind. Versehen mit dem Skalarprodukt -
(D, ¥)q := tr (PQI?) (WQ'2) ist L4 ein Hilbertraum. ’

‘ o-Algebra der Borelmengen aus Z;.

Lebesguescher Raum L %[0, T'] X .O ‘B[o X G, ddQdP) (Z — refle-
xiver %cpa,rabler Banachraum).
Teilraum der (Fe> Bz)-melbaren Elemente aus L2

lw)EUX[O T X Q seien A(v, ¢, w) € U* und B(v, ¢, w)E.SfO Fir

Jedcs v € U scien die Funktionen 4(z, ¢, w) und B(v, t, w) sowohl (8,71 X §, Bye+)-

als auch (B

0.7 X & Bo)-melbar. Es wird weiter vorausgesetzt, dal fiir jedes

¢ € [0, T) und « € U die Funktionen 4(v) := A(v, ¢, w) und B(v) := B(v, t, w) bezig-
lich o (§, By+)-meBbar und (F,, Bg)-meBbar sind. SchlieBlich bezeichnen (z(¢)) ein
H-wertiges quadratisch integricrbares Martingal, X, eine (,,8y)-meBbare Funktion -
und f(¢, w) eine (Bjo.r; X §F,B)-meBbare nichtnegative integrierbare Funktion, die
fiir jedes ¢ € [0, 7' (F,B")-meBbar ist. Weiter seien p € ]1, oof, ¢ := p/(p — 1).

- In [8] wird bewiesen ,

Satz 1.1:

Es gebe positive Konstanten k und o, so duf fir alle vy, vy, v € U,

t € (0, T), € 2 folgende Bedingungen erfillt sind: - , .

(A
(A
(A
(A
(As

Dann gibt

\,) Die Funktion (A(v, + /2/2), Yy st beziiglich 7. € R! stetig.

2) Adv, v)y + [IB)lle® + « llolle” =/ + & |lolln®

1) 2(A(v) — A(%y), vy — vo)y + [|B(vy) — (7’0)“0 Skl — vlly®
Ay lA@)ys = o+ K |lolly? " : .

) KNI Xoll?

< oo, A .
es etne H- wenzgp auf [0, 7] X Q definierte Funktion X(l) := X(¢{, w),

die fir alle t € [0, T} (&0, By) -mcﬂbar und fir w € Q bezuglzck t€ [0, ’J’] stetig in. H 1st,

so da,B gule:

. X(t w) € U/ur/a.sz alle (t, w) € {0, ’I] X Q. .
2 Es existiert exn Q' Q mat P(Q') = 1 und auf ' gilt /'w allé t € [0, 1) dae

Ltogleichung

X() =

.
-

X, +fA(X s),s w)ds + fB( , 8, w)w(ds) +2(0.0) (L)

1) Das stochastische Integral ist wie in [12] definiert.
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. T ’
3. - EsupliX(lu® + E [1XOll,® dt
¢t ) .

< const (F I Xdl® + B [ /0 dt + E ||z('i')uu2). S
- Q- . . .

4. (X(t)) bz_’st bis auf stochastische M odiftkationen ei7zdeu£1'g bestimmdt.
Bemerkung 1.2: Fiir die Gleichung (1.1) wird symbolisch geschrieben

dX(t) = A(X(2), tyw) dt + B(X(t), ¢, w) w(dt) + 2(dt), .
1 X(0) = X,.

Bemerlfurig 1.3: (X‘(t)) ist Losung der-Gleichung-(l.l) im Sinne des Satzes 1.1
genau dann, wenn fiir alle v € Y (¥ — in U dichte Menge beziiglich ||-|l;) gilt: -

(LD

, . . ¢ ) R
(?/‘,‘X(l))” = (v, -‘YO)H + f <A (X(é‘), S, (1)), U)U ds -
. ~ 0

1

‘ - .
+ f (U, B(x\’(é‘), S, (()), 'l.U(dS))H + ('U, Z(t))”.
0 ) .

'Bemerk‘un.g 1.4: Die Bemerk‘uﬁg 1.3 zeigt, daB der Losungsbegriff im Satz 1.1
cine Ubertragung des Lésungsbegriffes der verallgemeinerten Losung einer deter-
ninistischen parabolischen Gleichung [11] iiber einem Evolutionstripel U — H —: U* .
ist. : ‘ ' :

2. Eine‘hypeﬁol_ische Itogleichung ‘ . . o

Es sei (V, H, V*) ein Evolutionstripel von Hilbertrdumen. Wir untersuchen die Tto--
gleichung - ’ ' ' :

! .

dy (1) + Ay ‘ .) |
= g(0) dt + By(t, ) y(t) widt) + Bolt, ) y'(8) widt) + 2(dt) (2.1)

mit den_Anfangsbedingungen y{0) = y,, %¥'(0) = ¥, (yo € V, y, € H). Dabei sind"
(g(t)) €LY AWV = V¥ B, B,|[0,T] X 2 X V-, Fiir Funktionen y ¢ L,*
- X ([0, 77, Bio. 11, d¢) bezeichne y'(¢) die erste Ableitung im Sinne der Distributionen.
Fiir die Abbildungen A, B, und B, wird vorausgesetzt: : i o

(V1) A ist linear, und es gibt eine positive Zahl 4, so daB fiir alle v € V gilt

(dv; vy Z 0 |2 I @y

_(V,) Die Funktionen Bj(t) ?: := Bi(t, w).v (¢ = I, 2) sind beziiglich v linear, und es
gibt eine positive Konstante 4, so daB fiir alle ¢ € [0, 7], w € 2 und v € V gilt

1By(2) vllg* = A ”71’”112, 1B,y(8) Viig* <k [lln?. . (2.3)

(Vy) Fiir jedes v€ V sind Bi)v (?=1,2) als Funktionen iiber [0, 7] x Q
(Bro.11 X F,Bo)-mebbar. ' '

(Vy) Fiir jedes £ € [0,7] und v € V sind die Funktionen B;({)v (7 = 1,2) iiber
2 (F,Bg)-meBbar. . '

18 Analysis Bd. 3, Heft 3 (1984)

1
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Bemerkung 2.1: Ein Belsplcl fur die Glelchung, (2.1) tber dem Evolutuonstnpel .
(W @), LAQ), W{l(G)) (Bezeichnung der-Sobolewrdume wie in [8]) ist die Anfangs-
wertaufgabe

o[ x,,)] [
, o i

i

\ C /
-aa— (Ajk(x,, vees Zg) M) + Clzy, ..oy xd)J/ di
1 7

ox, \

M

= g(t; x4y ovry Zg) db - y(t; 21, - 20) B(dY), Y(0) = yo(2),

SBy(t; 2y, . ..y %) o _ ' .
= ), U 7 - Zalecs = O (@4

. mit deterministischen Koeffizienten A,,‘(x) C(x). Dabei sind: ( t)) ein reellwerblgu‘
WienerprozeB, G ein beschranktes Gebiet im R“ dG der Rand von G, (g Lz, ..., 2g))

em L3(@G) wertlger O,-chbarer Prozell mit £~ f f lg(¢; x,, cee X4 | dz, ... dzy, dt <00,
06 d _
Aj(x), C(x) beschrankte meBba.re Funktlonen mit X' Ay, ..., 24) 22, = const- HZ|!|214

“firalle x:= (2, ...,29), z:== (2, ..., 25) € R4, = N
In [5] wird die Losung der (xlelthung (2 4) mlttels der Founerapproxmlatlon be-
sblmmt .

Bemerkung 2.2: Eine Glelchung vom Typ (2.4), wobei in die linke Seite noch
additiv y'(¢) d¢ eingeht, f(dt) rein additiv wirkt und die Koeffizicriten A; und C
_ noch von ¢ abhingen kénnen, wird in [6] untersucht. Die Loésung wird durch cm Ver-
‘fahren vom Galerkin-Typ apprO\.muuL

Bemerkung 2.3: Tritt-in der linken Seite der Gleichung (2.1) noch ein Term dos
Types Al(t W,y (t)) auf, soist-die Gleichung unter Monotonie- und Koerzitivititsvor-
aussetzungen in [13] dlskutxcrt worden. .

. Bemerkung 2.4: Im de,termmlstlschcn Fall (d. h. By(t) =0, B,(¢) =0, 2(t) =0,
g ist nicht von w abhanglg) kann cine Losung der (‘lelchung ( 1) durch eine para-
bolische Regulansxerung approxnmert werden.

Bemerkung 2 5: Die folgenden Aussagen sind auch anwendbar, wenn .By(t) = 0
und B,(¢t) == 0 gilt.

o Belspxcl 2 6: Wir betrachten das Evolutuonstnpel (W2 (G), Lz(G G)) mit
=10, 1] x [0, 1]. Ay, C und g erfiillen mit d = 2 die \forrausscbzungen der Bemer-
"kung 2.1: .

d [ oy(t; x,, 12)]

ot i

M] + C(zy, o) y(t; x), 12)} dt

-~

2 9
- {’Z 3— I:Aik(xh Z,) 72,

‘ , - ,
Co= gl 2y, 7o) dE 4 y(L 3y, 2,) BdE) - [_a y(t; 2y, %) +5— Yl 2, xe)]ﬂ(dn,
L x, 0%,

0y(t; xy, Za)

PR = ?/1(?’1, Zs), y(t; x4, Zo)|(z,z0e06 = 0.

y(O, Ty, 2;2) - y?(zl’ 112), o
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3. 'Para.bolische Regularisierung '

L:UI:~positiV'e Parameter ¢ wird die Jtogleichung
dyl(O) + Aydt) dt + edy, () dt |
= g(t) dt + By(t) yt) w(dt) + Balt) y.'(8) wldt) + #(de) JNER)
mit y(0) = yo, ¥'(0) = v
-betrachtet. »
- Satz 3.1: Fir alle ¢ > O ‘gibt es etnen VX V- werlzgen ,-mefbaren Prozef (y,(
Ye (t)) der in V x H beziiglich t € [0, T fiir alle w € Q stetig vst und auf einer Menqe

Q, mit P(Qg) = 1 fiir alle t € [0, 1'] der Gleichung (3. 1) geniigt. Dieser Prozefs ¥st bzs
auf stochastische Modifikationen eindeutiy bestimmt, und es gult-

N - T

E sup (ly0llv® + llye Ol ) +E f (lyOliv® + lly' (Oll*) dt = const  (3.2)

¢

./w sE]O 1]

Bewecis: Es werden die Produktriume % := ¥ x V, =V xXH und
B’ :=V x V* cingefithrt. Uber © wird durch ' . '

(@, ¥] := (A@o, Yo)v + (@1, Y)u mit @ := (%),w‘:z,(%)‘ )
. “\P1/ . U0

'. ein Ska]arprodul\t defmxert, S
(% s = (A ge + (o ,¢,>V it g* 1= (% )e - (:;)e %
. A\

definiert auf B x B’ eine Bilincarform. Unter Zugrundelegung von [-, -] und (-, -3
wird ‘durch (B, §, B’') ein Evolutionstripel definiert [10]. Auf 8 werden die Opera-
toren , ) - .

w= ) wiesw,

A0

‘- 0 —I\ .

m.z(A eA)' | (.18 —~ ), -
_ (o o ‘ o

.@._(Bl B._,) (.@]%f{O}x.?a) \

eingefiihrt, die fiir ¢ € B durch

— ¢ — @ 0
A= ’ A= ) By =
4 (“1 ‘7’0) ¢, (A?’o + 5A<P1) ¢ (Bl(l) o + Bz(‘),%)

definiert sind. Mit den Bezeichnungen
’ 4

=~ - v y:o(‘) R R — . O
: Ye(t) = (yu(l)) (yeo@ =yt ‘ Yer(t) .~‘— e (8), y(t)) = ((](5)
wn . (O 4
und Z(¢) := (z(t)) ‘
Kann die Aufgabe (3.1) umngeschrieben werden zu '
dFt) + ) dt = GUo) db + BF() wldt) + E(de) . , (3.3)
1.8"l ' \ l A
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zo) Es wird gezeigt, dal die G]eichung (3.3) die Voraussetzungen zum
1 : A

\

mit 7.(0) =

Satz 1.1 iiber dem Evolutionstripel (B, o, ¥ ) erfnllt
Wegen [10] gilt

- - (A, 93 =0. ' - (3.4)

Somit erhilt man (., ) = «Ag,, p,)y. Aus der Voraussetzung (V,) folgt fiir
beliebige ¢ € B und 2 > 0 ) /,

2, p)s + 2 llgplg?
“= 2e(A @, v + 2 Ay, pody + 2 gl .
= 20¢ ||@allv® + 29 lloollv? + 2 lpdlla® =2 min {2, 2¢} lg|?, (3.5)

[

und daher gilt
-9, s + 6 - min {4, 26} lipllg® < 7 liglis®-

Mit der Voraussetzung (V,) ergibt sich die' Koerzitivitidtshedingung (A,) fiir die
Operatoren &/, und & mit f = 0. Aus der Voraussetzung (V,) folgt die Stetigkeit
von 7, und somit erfiillt 7, insbesondere die Stetigkeitsvoraussetzung (A,). Aus
der Ungleichung (3.5), der Linearitdt von &/; und aus (V,) folgt fiir dic Operatoren
&, und # die Bedingung (Ag); (A,) und (A;) sind offensichtlich mit f = 0 erfiillt.
Die Voraussetzungen (V) und (V,) sichern die MeBbarkeitsbedingungen des’ 1. Kapi-
tels Die Aussage des Satzes 1.1 liefert nun die Behauptung 1 y

. Satz 3.2: Es gibt einen bis auf stochastwcke Modifikationen eindeutig bestimnten
Proze[f (y(0)) € L2, der mit Wahrscheinlichkeit 1 der Gleichung (2.1) geniigt.

Beweéis: Aus der Ungleichung (3.2) folgt die Beschrinktheit der Familie
{{p.0), ' (©)): e > 0} in Lg? fir ¢} 0. Daher ergibt sich fir eine Teilfolge
(£) = (e) die schwache Konvergenz der Folge (y,(t) Ye (t)) in #g? gegen ein

Element ( (), y'(t)) € 2. Durch fB ) 2(s) w(ds) (¥ = 1 2; x€ £y werden
lmearc stetige Abbildungen @ von .?V in .?H definiert. Aus der Be21ehung

f(fB r(s))
ff(B.(S z(s) w 8y ds = Ef(EQ* | Febs z(s))y ds

G=1,2,7€ P beliebig; ¢* — der zu @ adjungierte Operator) ergibt snch mit
2(8) = yz(s) fur 7 = 1 und-z(s) = y;'(s) fiir = 2 wegen der schwachen Konvergenz
von (yz(t), Y (t)) d1e schwache Konvergenz der Folgcn

, ( f By(s) y;'(s) w(ds))

<0 >0

- ( [ By(s) y:ls) w(ds))

T
in #e. Aus derBeschrankthelt derFolge (Ve Y (t))€>0m ZLy? folgthm eFflIAyc ) ||y. dt
= 0. Wegen _ ‘ elo .0

T . . T .
E [ (Ay(s), r(8))y ds = E [ (A*r(s), yi(s))v ds
0 / 0
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-erhilt man die schwache Konvergenz von Ay;:(s) gegen Ay(s) in Lpe. Aus der Glei-
(hung ' :

‘

!/z'(t) =y, — fAy, ds — szyt (s)ds + fg ) o :

+ f (Bi(s) ya(s) + By(s) y,(s)) w(ds) +20)

erhilt man somit die schwache Konvergenz von (y'(2)) in Fye fir £ § 0 gégen
t e - . i
- f Ay(s) ds + f B\(s) y(s) + Bals) y'(9)) wlds).+ 2(0),

d. h. ( t)) 16st dle Gleichung (2 1). ' )
hs blelbt zu zeigen, dafl ( &,y (l)) mit. Wahrscheinlichkeit 1 dle einzige Losung in
ZL? ist. Angenommen (x(t) ‘(¢ )) € Lg? mit .

P {Sl‘lp {lz®) — y@Ollv, I12'(6) — y'O)lla} > 0} >0 : -

15st die Gleichung (2.1). Dann gilt fiir die Prozesse n(t) := y(t) — z(¢), 7)’(!) = y'(¢)
— 2'(¢) die Beziehung |

.o ,' \‘ ‘ 1 N . B ’ N
. 7'(t) = [ (~An(s)) ds+ [ (Bils)7(s) + By(s) n'(s)) wlds). .

0

Sllbstitlliért man #(¢) : S (17/((2))) und wendet iiber dem Fvolumonstnpel (B, 9, R}’ )
Ul

die Ttoformel fiir das Normquadrat [8] auf |jn(¢ ||9 an und beachtet dle Formd (3.4)

und die Eigenschaft (V 2), so erhilt man , E A

I3
¢

Ei)lg* = —2F [ (a47(s),'7(s))w ds
: ; .

t

+ [ 1IBy(s) n(s) ) + Bs(s) ( 8)ile® ds

0

< 24 [0l dr
0

E |#j(2)]| 9% ist bezuglich ¢ € [0, 7T] eine beschriinkte Funktion. Mit dem Gronwallschen
Lemma folgt aus der letzten Ungleichung E |[f(¢)[lg? < 0 fiir alle £ € [0 T}, d. h.
E{{An(t), n(t))v + l[;;'(t)ll,, } = 0. Hleraus folgt mit der Voraussetzung (V,) 5(t) = 0,

'(¢) = O (fast sicher), d. (y ), y'( )) ist bis auf stochastische \/Iodlflkatloneq ein- .
deutig bestimmt 1l ' . ) .

Satz 3.3: Esglt A N .

: ,“3}‘ [E sup (lye&) — y@O)ilv® + lly.'(6) — y'(t)||,,2)] =
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Beweis: \chen den Sétzen 3.1 und 3.2 existieren mit Wahrscheinlichkeit 1 ein-
deutig bestimmte Losungen (y.(0)), (y(t)) € £y* der Glelchungen (? 1) und (2.1). Fiir

R 7¢(2) L y(t) — y(¢) ‘ ' v
el o (m'(l)) o (yz'(t) — ?/'(1)) : .

gilt in der Bezeichnungsweise zum Beweis des Satzes 3.1 die Gléichung
\
‘Mﬂr+dﬁﬂmh+ehzﬁdh=@mnmﬂ) 6

mit 7.(0) = (g) F_-iir @€ Bgilt . , i .

11 1
umewmm<3§smmw%+agumw.,,

Somit erhidlt man

e(m,Ay«»,(¢ﬂ> = — (m,AyU»,(¢j)\l%i—-EKAyU%¢DV
\ P/ [B = P/ [/ B
) = —e [l[AyOllvs lpidlv =.—¢ 1Ay Ollv+ liglls
’ e 0 -0
> - O[5 e — —— 2
| | = 55 1Ay Ol — —— llglie®.
Mit der Ungleichung (3.5) ergibt sich somit - | ‘ - '

‘Hieraus folgt

2L p, ) + 25'((0, Ay(), (Z‘:))SB + A llpllg?

N

= 6 min {2, 2¢} liglis* — — 14yl — 0 llplla?

— (8- mini {7, 26) — ) et | .

%—dm¢m+ﬂ(;m.mmmwﬁ»m+wmmu@a—&nmw

< 2 lgllg? + 5 4y

Fiir hinreichend klcines ¢ ist 6 min {4, 2¢} = 2¢0. Damit ist der Faktor ‘vor ”(p”g;-
posmv Unter Beachtung der \'oraussetzungen (V, )—(V4 erglbt sich fir hmrelchend
Llcme € das Erfiilltscin der Voraussetznngen zum Satz 1.1 mit f(¢) = —HA wDlE.,

k= /L + d¢, 2(t) =0 und 7,(0) = 0O iiber den’ Evolutionstripel ( % S_), l ). Die Un-

‘Vg]elchung (1.2) zeigt

N
rd

Ewmmm—mmﬁ+mwww Oll) g§ fwwlmm
OSUIST 4

Fiir £ | 0 ergibt sich die Behauptung 1
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" Folgerung: Der Proze,B (y(t t.)) wst als V X H-wertiger Prozefs mit Wahr-
scheinlichkeit 1 stetig. C 4 .

)

. Beweis: Aus dem Satz 3.3 folgt

. ~ :
lim P{ sup_ [II?/: yOlly® +llye'(6) — y'(l)IIn?] > 7} =0
a0 lost=

fiir alle y > 0. Da aus der Konyvergenz in Wa,hrschcmllchl\elt die l\onvergenz mit
Wahrscheinlichkeit 1 fiir eine Teilfolge folgt, gibt es fiir fast alle w € Q Polgen
£, 1= e,,(w)  (¢), so dal

{1“" sup [llye.(8) — y(Ollv? + llyeat) — ¥'Oll4®] = 0} =1,
€ad0 0SS T . : ‘
gilt, d. h. (1/%(&) 1/, (t)) konvergiert fiir fast alle w € Q gleichmaBig beziiglich ¢ € (0, 7]
gegen (y(0), y'(¢ )) im Raum V x H. Da aus dem Satz 1.1 die Stetigkeit von (y,n(t
Yo, t)) beziiglich ¢ € [0, T] auf Qals V x H-wertige Ftlnktlon folgt, ist somit (y(0), ))
realls1erungswelse stetlg inVxHI

Bemerkung 3.5: Die Sitze 3.1 bis 3.3 gelten insbesondere fir B, =0, B, =0

und z = 0. Man erhilt dann den in [10] betrachteten deterministischen Fall.

Bemerkung 3.6: Die Aussagen der Sitze 3.1 bis 3. 3 gelten auch — mit Aus-
nahme der §,-MeBbarkeit — fiir B; = 0, B, = 0 und ( 2(¢ )) € P2, wenn die Anfangs-
bedingungen durch Fndbedmgungcn ersctzt werden. '

~ -

i

4. Eine Anwendung in der Steuertheorie

Es seien D eine konvexe abgeschlossene Menge in H und
. P . 4 i P s
9 .= {(u(t)): w | [0, 7Y X2 — D, (%, By)-mebbar, £ f (Ol 2 dt < oo},
. 0

* W ein séparabler Hilbertraum, C(Z) € L(H, W), N e L(H, H) mit ‘(Na':, z) = v ||z)| 42
fiir alle « € H, z, ein Element aus W. Fiir K = H wird die Steueraufgabe

dy'(t) + Ay(t) dt = w(t) + w(dt), y(0) = yo € V,y'(0) =y, € H (4.1)
. T T : .
Jw) = E [IC(t) y(t) — zollw? dt + E [ (Nu(t), w(t))y = Min (4.2)
- 0 0 uey .
\
betrachtet. Thr wird mit der Bezeichnungsweise des 2. Kapitels die Aufgabe
A0 + S0 = e de + (7.0 = (1) (1)
J1 .
T : '
Ju) = E f (€T y.(t) — zollw? dt + E f (Nu(t), ),, dt = Mm (4.2,)

zugeordnet, wobei fur @ € O die Abbll(lung Cl1O—>W durch Cop = C'(t) @y definiert.

ist.

Aus den \'oraussetzungen folgt, dal fiir die Steuelaufgaben (4.1), (4.2) und (4.1,),
(4.2,) optimale Steuerungen éjuo(t)) (w0(t)) € 2 existieren. (yo(t ) und (y.°() be-
zeichnen die /u den Steuerungen (x%(¢)) und (%%(¢)) gehérigen Lsungen der Gleichungen
(4.1) und (4.1,). Die Gleichung (4.1,) ist wegen des Satzes 3.1 eine parabohsche

~
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gesteuerte Itoglelchung iiber den Evolutionstripel (8, 9, B'). Durch dle Anwendung
des in [1] beschriebenen Maximumprinzipes fiir Steueraufgaben mit parabolischen
Ttogleichungen erhilt man, daf} (ue (t)) € 2 optimal fiir (4.1,), (4.2,) genau dann ist,
wenn fiir alle ( (¢ )) € .2 mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt

(‘F pcl(t ' 8‘ —L 2Nuc ( )1 u([) — U (t))ll Z. 07 (4.3)
wobei 7,9(¢) : (P;oi ) realisierungsweise die G]elchung
Pa .
t ' : .
—i%(l A 2PN) = 2EH(GG ) — o ' s

mit i’)ﬁ’(’l‘) = (g) lost (¥ — Zeichen fiir den adjungierten Operator). Fiir beliebige
g ED, pe W gilt A - ‘

(E*, Plo = (€, Vw = (C1) 90, v)w, = (C*®) v, Po)u = (C*(0) v, Pov-
Aus der Definition des Skalarproduktes iiber § folgt, daB der letzte Ausdruck in

. - 5 -1
der Gestalt (4-, -} darstellbar sein muB, d. h., €*yp = (A o 1/’)‘ Somit erhilt man
fiir die Gleichung (4.4) . 0

dps () b A = (2,4—10*(0 [Cy.(t) — xo]).

0
Unter Beachtung der Bezmhung ¥ = —of erhalt, man fiir die Glelchung (4.4)
—p% () + PO = 247C%(t) [Cyt) — o], (M) = 0, (4.5)
—p%(0) — Apl(t) + e - Aph() =0, - () =0, (4.6)

wobei die Gleichungen mit Wahrschemllchkext 1 fiir alle '€ {0, T'] gelten. Aus der
Gleichung (4.6).-folgt pd( ) — Ap%(t) + eApY(t) = 0. Mit der Gleichung (4 5) folgt
hieraus fiir p,°(f) := p?)(¢) die realisierungsweise Beziehung

PO(t) + ApL() — eAp.L (1) = 20*(1) [C(8) y.(8) — =) - (4T
mit pO(T) =10, p%(T) = 0. '
Satz 4.1: Es gelten die folgenden G’renzwertbezzekungen

T ,
: a,) 11m E f () — ud(@)||;2 dt = 0;
el0
T ,
b) im E [ [lg2) — y°@)llv® + Iy (¢) — y"Ols*)dt = 0;
do o '

c) 1im JE(QLO) = J(u).

Bewels Wegen der Stetigkeitsvoraussetzungen an J und des Satzes 3.3 gilt fiir
alle (u ) ) € 2 lim J (u) = J(u). Insbesondere gilt dann J, (2% = J.(u%) o J(u
und somit 0

im J,(0) < J@). o 48)
€0 .
T

\ach \'oraussetzung gllt J (u, ) = vF f Hua Nin? dt.
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Aus der Beznehung (4 8) folgt danmt die Beschrinktheit von {(uto(l) £ > 0} m

' Raum .Z’,ﬁ Dahergibt es (£) < (), so daB (u, (¢t )) schwach in £ 2 gegen einen Proze8
" (&(t)) aus £ 4? konvergiert. Aus dem Beweis zum Satz 3.2 folgt die schwache }\on-‘
vergenz von (y;%()) gegen (y%(t)) und von (y:%(£)) gegen (y¥'(1)) in £»* und 32
.wobel (z/f( )) Losung der Gleichung (4.1) fiir u(f) = &(¢) ist. VVell aus der Konvexitédt
und der Stetigkeit von J die schwache Halbstetlgkelt nach unten folgt, erhilt man

- lim J3 (u®) = J(§). Mit (4.8) folgt hlera,us llm J(u®) = J(u9).
40
In der Bez1ehung

W) — Jud)] < W) — J(ud)] + I (uf) — J(w2)]
‘konvergiert der erste Summand wegen ¢) gegen Null. Wegen des Satzes 3.3 und der
Stetigkeit von J fillt der zweite Summand beliebig klein aus. Somit ist (%.°) eine

\/Ilmma,lfolge Aus den Voraussetzungen ergibt sich somit' die starke Konvergénz
von (ut"(l ) in &% gegen (u° ) d. h. es gilt a). Aus dem Satz 3.3 folgt dann b) B’

Bemerkung: Der letzte Satz zeigt, daB die optimalen Stcuerungen der para- -
bolisch regularisierten Aufgabe (4.1,), (4.2,) Niherungen fiir die Aufgabe (4.1), (4.2)
liefern.

Aus der Aussage b) im Satz 4.1 und der Bemerkung 3.6 folgt

.Satz 4.2: Es gzlt

. limE f (Ilp2(e) — 77°(l lv? + Ip& () — p"Oll?) dt = 0,
' o 0 N
wobe? (p °(t ) Losung @m Smne der Bemerkung 3.6 der Au/‘gabe
U A+ AP = 2070 [CO B0 — ) : (4.9)
, mit po(T) = 0, p*(T') = 0 zst. f ' ’ '

* Man erhalt also

Satz 4.3: (u"(t)) € D ist genaw dunn optimale Steuerung fiir-die Au/qabe (4.1), (4.2),
wenn ein (p ) € L2 exustiert, so daf die Gleichung (4.9) 7eal1,szerungswezse qzlt und
" fiir alle ( ) €2 . .
- (=B | F) + 2Nu0), w(t) — ut)y 2 0 , " (4.10)
mit Wahrscheinlichkeit 1. und alle t € [0, T galt. :
Bemerkung 4.4: Tm Falle D = H ist «,°() = 5 N-E{pS() | i und 2(t)
= 5 NEpO | 3. _

Bemerkung 4.5: Die Auswertung des Mammumprmmpes im Satz 4.3 ist wegen
des Auftretens der bedingten Erwartung im Ausdruck (4:8) und.der zufilligen ’
rechten Seite in der Gleichung (4. 7)_schwierig. Tm Fall ,.kleiner Storungen yu,(dt)“
(y-klemer positiver Parameter) erhilt man = - ’ i

‘Satz 4.6: Die optimale Steuerung (“oo ) des (leternmnstzschen Problems

dy'(t) -+ Ay(t) dt = u(t) dt, y(0) = ¥, ¥'(0) = ), )

. s T I t . R
Ju, y) = [[IIC@) y(&) — zollw® + (Nu(®), w())y] dt + Min (4.12).
0 : ueEP

. \ ' T N
(@1 = {(“(‘)) cw {0, T} - D, f flu(ll? dt < 00})
-, . 0 .
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st y-optimal fir die Aufgabe ' ‘ ’ N
dy'(8) + Ay(t) dt = u(t) dt + yw(dt), y(0) = yo, ¥'(0) = y5, - (4.13)
- T ‘ .
J(u, y) = B [{ICQ) ytt) — wollw® + (Nult), w(t))] de = Min. | (4.14)
: 0 . . uey ‘

d.h. es gibt ein yo > 0, so daf fiir y € 10, y;,] gult
0 = J(180, 1yolae) — (10, o) < 7.
Dabei ist (y,o(udy)) Losung der Gleichung (4.13)fir w = 1l («So(t)) € 2 optiinale
Steuerung fiir (4.13)—(4.14), (y,o(udo)) Losung der Geichung (4.13) fiir w = w8 und c
emne von y unabhingige Konstante. _ .
Beweis: Es wird betrachtet

G LG @ =T A+ yian, 70 = (%) T was)
. . / J1
T . R 3 . .
JWngEme%mLmWML+ENMMMMMwEMn (4.16)

0 0 1137

Es bezeichnen (u‘,’e(t)) die optimale Steuerung von (4. 15)—(4.16), 'yn(u‘,’,) die Losung
von (4.15) fiir u = u,, (uf,(¢)) die optimale (deterministische) Steuerung von (4.15) bis
(4.16) fiir - = 0, y,.(uf,) die Losung von (4.15) fiir « = ug,.. Offensichtlich gilt

/{0, 4,0(u20)) — (2o, ¥y0(uGo))]

= V(o vo(wo)) = S wpee)) @41
o (0 4,e050) — I(ubes o))l S (4:18)
-+ (8 voded) — Ty ve))] - ay)

+ (o, Yooludo)) — (180, yroed)]- - | | (4.20)°

Fiir hinreichend kleine ¢ fillt wegen des Satzes 4.1 der Ausdruck (4.17) kleiner als y
aus. Wegen (7] ist_(u$,(¢)) eine y-optimale Steuerung von (4.15)—(4.16), d. h. der
Summand (4.18) fallt fiir hinreichend kleine y kleinér als const y aus, wobei const
von y unabhéngig ist. Aus der deterministischen Theorie [15] folgt fiir £} 0 die

Konvergenz von (4.19) gegen Null. Fir Z,() := (Zfogj; o ?022) gilt dZ,(t)
: s : ' . Yyort) — Yoo .
+ & Z,(1) dt = yw(dt). Mit der Ttoformel erhilt man unty(-}r Beriicksichtigung der
Fprmel (3.4) .. : '

! T .
ENZy)le® = 28 [(AZy(t), Zy(t))s dt + y2E (D42 = y2E |ae(T)|l2.
0 . 14

-

Folglich kc}nvergierﬁ der Term (4.20) fiir y | 0 gegen Null. Somit gilt fiir hinreichend
_kleine'e und y die Ungleichung -

. |J(u20, ?/70(?"20)) - J(ugo, yro(ﬂgo’m =cy, ' T . -

wobei ¢ eine von y unabhingige Konstante ist 8 ' s
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Beispiel 4.7: Essei D = L*@) und 4 der Laplaceoperator. Uber dem Evo]ut,ior;s-.
tripel (W,'@), L¥(®), W, (@) mit G = [0, 1] X [0, 1] ist die Steueraufgabe

d [ ey(t; xy, )

N ] — dy(t; 2y, 2,) dt = w(t) dt + yw(de), ‘ ‘ (4.21) .

oy(t; 2y, x
?/(O; Z 12) = y()(xl"x.?)’ l/( ! 2)

- : ot t=0 . .
Coe = 1@y, Ta), Y(t; Ty Z2)lizrzneoc = O T 22
- (vgl. Bemerkung 2.6), A ) : )
. i » .- - o )
Jw,y) =E f f [y(t; T4, T2) — o{T), 22)[* dy dirp dt
06
B[ [ lult; 2, 7o)l doy dzy dt S Min ’ (4.23) -
® 0 G weg : :

ein Beispiel fiir das'‘System (4.13), (4.14). Die Losung der deterministischen AAufga.be‘ )

0%yt ; xy, p)
22

N

— Aylt; 7, ) = (s Ty, @) : 424

(y(t; zy, x,) erfiillt die Randbedingungen (4.22)),
. , . : \. ‘

S, y) = [ [ lylt; 2y, 22) — Zolx, 22) [ d2, dy dl

0G : '

, i < |

+ f f [a(t; 1, o) dy d2, dt = Min ' (4.25)
oG |, U€Zs .

ist v-optimal fiir (4.21)—(4.23). Fiir die optimale Steuertng des deterministischen
Systems erhdlt man . -

AN

1 ’
“go(t; Xy, x‘.!) = _2— 7)0(‘) &y, 12): N
wobei gilt
2p(L; Ty, ) !
‘—‘_mf_,l_‘ — A%t 3y, xy) = 2(?/80(“‘371, Zg) — ZolTy, 12)) :

opo(t; xy, - . .
P ; 2y, 22) = 0, l(—ﬁtl_i) =0, PUL: 2y, ol (zpzgesc = 0.
. . ‘ t=T
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