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Parabolische Regularisierung einer hyperbolischen Itogleichung 

- W. GRECKSCH 

Die LOsung der ersten Anfangs-Randwert-Aufgabe für eine stochastische hyperbolische Glei-
chung wird mit einer Methode der parabolischen Regularisierung approximiert. Auf der 
Grundlage dieses Konzeptes werden ein Maximumprinzip und die Existenz e-optimaler 
Steuerungen für eine Steueraufgabe euler speziellen hyperbolisehen stochastisehen Gleichung 
untersucht. 
Peuiciine nepBofl Haa31bHo-KpaeBoft aa)a q M AJIFI HKOTOOFO cToxacTI1Iecxoro rilnep- 
6o.iu'iecioro ypanemi flftO1CCMM14OBHO MTOXOM napa6oiueciofl pel'yJlHpn3a[(IIl1. 
Ha oduoRe 3Tofl uOnuenI.Itu ucCJIeoBaHh1 flHHUHfl MaLc1MyMa I! cyu.ecTnonaHne 8-011Th-
riajmiii.ix ynpaB.nehIuhl i,iii 3aaa'Ill o1IT11Ma.1b11orp ynpawrlenMa o)uoro rllnepüoJluqecuoro 
cToacTII'lecKol'o ypaBHeHhln.	

S 

The solution of the first bouidary value problem of a random hyperbolic 'equation is approxi- 
mated by amethod of the parabolic regularization. Considered an application of thismethod 
to the development of a maximum principle and to the existence of the c-optimal controls of 
an tptimal control problem of a random hyperbolic equation.	 - 

0. Einleitung 

Mit der Theorie der monbtonen Operatoren (s. z. B. [141) und der stoehastiselien 
Integration unbesehränkter Operatoren [12] sind wesentliche Hilfsniittel zur Unter-
suehung von Ttogleichungen, die partielle Ableitungen enthalten, bereitgestellt. Eine 
vichtige Frage dabei ist die Approximation der Losungen soicher Gleichungen. In 

[8] wird für eine allgemeind nichtlineare parabolische Itogleichun'g_die Ritz-Galerkin-
Methode angewendet. Unter bestimmten Voraussetzungen ist. die Anwendung der 
Halbgruppentheorie moglich [3]. Losungen hyperbolischer Itogleichungen werden 
z. B. in [6] und [13] mit der Ritz-Galerkin-Methode approximiert. Für eine spezielle 
lineare hypeçbolische Itogleichung wird in [5] eine Fourierapproximation ange-
wendet. 

In vorliegender Arbeit werden Losungen linearer hyperbolischer Itogleichungen 
durch Anwendung einer parabolischen Regularisierung approximiert. Für eine 
Steueraufgabe mit einer linearen hyperbolischen 1toleichung wird auf der Grundlage 
dieses Konzeptes ein Maximumprinzip hergelcitet und die Frage nach e-optimalen 
Steuerungen untersucht. 

Die Methode der parabolischen Regularisierung ist im deterministischen Fall 
wohlbekannt [10, 11].	 - 

1. Eine parabolische Itogleichung  

Zuiächst werden einige Bezeichnungen eingefiihrt:	. 
(9, , F)	Vollstandiger Wahrscheinlichkeitsrauin.	S	 - 

E( . )	Erwartungswertoperator. 
[0, T]	Beschränktes abgeschlossenes Intervall.



272	W. GRECKSCR 

()	Fawilie von a-Algebren aus a nut 3,	für s	1.	 - 
K, H, M	Separable Hilberträume mit den Skalarprodukten (., .),-, (., .),, und 

(., •),. Die dualen Ruiiie K*, H* , M* werden mit K, H und M identi-
/	fiziert. 

L(K, H)	Rauni der linearen stetigen Abbildungen von K in H. 
zz	a-Algebra der Borelmengen eines Banachraunies Z. - 
(w(t), )	K-wertiger WienerprozeB mit einem Kernoperator Q als Kovarianz-

operator.	 V 

V, U	Reflexive separable Banachräumne. 
V* , .U*	Zu V urid U duale Räume. 

V)V	Wert des linearen stetigen Funktionales v' € V" an der Stelle v € V. 
Analog ist (u* , U)U zu verstehen. 

VcHc V'' Evolutionstripel (s. 14}). 
UcIic U" Evolutionstripel. 

Raum der linearen Operatoren 4P Q' / Kj - H, so daB qiQ1I2 Hilbert-
Schmidt-Operatoren von K in H sind. Versehen mit dent Skalarprodukt 

/') := tr (JQ1I2)(/Q112) ist YQ ein Hilhertrauni. 
a-Algebra der Borelniengen aus 2. 
Lebesguescher Rautit L2([O, T] X Q, (O.T1 X , dt ® dP) (Z - refle-
xiver separabler BanachrauIn). 
rfe j lraum der (, 5 )-muueI3baren Elemente aus 

Fur alle (v, t, co) € U X [0, '/'} X Q seien A(v, 1, w) E U*und B(v, 1, w) € YQ . Für 
jedes v € U scién die Funktionen A(v, t, w) und B(v, I, w) sowohl (3[o,TI X , '3u) 
als auch (BO,TJ X a, Q)-rnel3bar. Es wird welter vorausgesetzt ., daB für jedes 
I € [0, T] und v € U die F'unktionen A(v) := A(v, I, w) und B(s) := B(v, I, ai) bezüg-
lich co (, 3 . )-mef3bar und (, 3 (,)-me3bar sind. SchlieBlich bezeichnen (z(t)) em 
H-wertiges quadratisch integrierbares Martingal, X 0 eine ( O , H )-mneBbare Funktion 
und f(t, co) eine ( 3 to.r1 X ,3')-me13bare nicht .negative integrierhare Funktion, die 
für jedes t € [0. '1'] ( , 1 )-mneBbar 1st. Welter seien p € 11, oo[, g := p/(p	1). 

In [81 wird bewiesen 

Satz 1:1: Es gebe positive Konslanlen k und a, so duf3 für aile v 1 , v2 , v € U, 
I € [0, '1'], co € Q folgende Bedingungen er/üllt sind: 

(A1) Die FinkIion (A(v j + .v2 ), V)U 1st bezugllch ;. € R' slelig. 
(A2) 2(Av, V) + IIB( v )11Q 2 + a IIv IIu	/ + k JIVIIH.	 V 

(A3) 2(A (v,) - A (v2 ), v 1 - V2)U + I IB(v 1) - B(v2 )I O
2	' 11v 1 - v2111,2. 

(A4) lIA(v)Ius	/i/Q ± k IvIki I .	 V 
(A5) K J JX011112 < 00.	 -	 V 

Danu qibl es eine H-wertige, avf [0, T] X Q de/inierte Funklion X(I)	X(t, CO),
- die für alle t € [0, Ti (,3,1 )-me/3bar und für to € Q bezuglich I € [0, T] sletig in H is!, 

so dap gilt:	 - 

1. X(t, co) € U für fast alle (I, w) € [0, T] X 17. 
2. Es existierl em 17'	17 mil P(Q') = 1 und auf 17' gilt für all€" I € [0, TI die 

Itogleichunq 

X(I) = X 0 + I A(X(s), s, w) ds + fB(X(s), s, co) w(ds) + z(I) .1)	(1.1) 

1) Das stochastische Integral 1st vie in [12] definiert.
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3. . - B sup !IX(t)II,1 2 ± E [IIx()IIuP dl 

const (B 1Xo11 11 2 +	//(l) dt+ B IIz(T)I! 11 2).	 .	 ( 1.2) 

4. (X(t)) 1st bis au/ stochasilsche Modi/Ikationen eindeutig bestimnit. 

Bemerkung 1.2: Für die Gleichung (1.1) wird symbolisch gesehrieben 

J dX(t) = A(X(t), 1w) dl + B(X(t), t, co) w(dt) ± z(dl),	
(1 1)	2 

-	 IX(0)==X0.	 -	 -: 
Bemerlung 1.3: (X(t)) ist Losung der Gleichung (1.1) un Sinne des Satzes 1.1 

genau dann, wenn für alle v E Y(Y —in U dichte Menge bzuglieh I•I!) gilt:• 

2 (V,-X(I)),, = (v, XO)H ± f (A(X(s), s, w), V) ds	- 

+ f (v, B(X(s), s, co .), w(ds)) H + (v, z(l)),. 

Benierkung 1.4:J)ie Bewerkung 1.3 zeigt, daB der Losungsbgriff im Satz 1.1 
eine Ubertragung des Losungsbegriffes der verailgerneinerten Losung einer deter-
ruinist.ischen parabolisehen Gleichung [111 uber eineni Evolutionst .ripel U H : U 
ist. 

2. Elne hyperbolisehe Itogleichung	 . 

Es sei (V, H, V*) ein Evolutionstripel von l-Iilbertrãunien. Wir untersuchen die Ito-
gleichung  

dy'(t) + Ay(t) dl	 .	 . 

g(l) dl + B 1 (t, w) y(l) w(dt) + B2 (t, o) y'(l) w(dl) + z(dl)	 (2.1) 

mit den Anfangsbedingungen y(0) = Yo ' Y'(0) = y i (io E V, y € H). Dabei sind 
(g(t)) €	A I V - V, B 1 , B2 1 (0, Ti X Q x V	. Für Funktionen y E 

• X ([0, T],	o.Tl, dl) bezeichne y'(l) die erste Ableitung im Sinne der Distributioneri. 
Für die Abbildungen A, B und B2 wird vorausgesetzt:	. 
( V 1 ) A ist linear, und es gibt eine positive ZahI a, so daB für ale,v € V gilt 

(AV, V)V	IIvJiv.	 .	.	 ( 2.2) 

• ( V2 ) Die Funktionen B . (i) v:= B(1, w).v (1 = l' 2) sind bezuglich v linear, und es 
gibt eine positive Konstante h, so daB für alle I € [0, T], v E Q und v € V gilt 

1B 1 (l) vII 2 ;S h I IVIIH2 ,	I!B2( l) V I ! 02	h IIvII n 2 .	.	 ( 2.3) 

(V3) Fur jedes v E V sind B1 (t) v (1 = 1, 2) al Funktioneri liber [0, TI x Q 
( 3 I0,Tl X	,30)-IuleBbar. 

(V4) Für jedes I € tO, Ti und v € V sind die Funktionèn B(1) v (1 = 1, 2) ulber 
Q (,,iQ )-meBbar.	. . 

18 Analysis Bd. 3, Heft 3(1984)
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Bemerkung 2.1: Ei Beispiel für die Gleichung (2.1) über dern Evolutionstrip1 
(T4 2 1 (G), L2 (G), W2 '(G)) (Bezeichnung der.Sobolewraurne wie in [8]) ist die Anfangs-
wertaufgabe 

d [ Y(t; x.., Xd)] - 	
(Ai,(x,, ..., x) J(t: XJ...Xd)) 

+ C(x, 	 cit
k= OXj 

q(t; x 1 , ...., X) dt + y(t; x 1 , ...,Xd) (di), y(0) = y0(x), 

• 3(t X1 ,..., Xd)	
= y1 (x), y(t; x 1 , ..., xd)IxEG = 0	 (2.4) 

at	It-0 
mit det .einiinistischen .Koeffizienten AIk(x), C(). 1)abei sind: ((t)) ein reeliwertiger 
WienerprozeB, 0 ein'beschränktes Gebiet im Rd , OG der Rand von G,.(g(t; x 1 , ..., Xd)) 

-	em L2(0)wert:iger	-nie13harerProze13 iiiit Eff g(j; x 1 , ..., xd) 1 2 dzl .. dxd dl 

• 0 A 1 (x), G(x) beschränkte iheBbareFunktionen mit ' A Jk (x l , ..., x) Z,Zk > const.JjzIlad 
• fur alle x:= (x 1 , ...,.Xd), z := (z1 , ...) z) E Rd .	j.k1 

In [5] wird die LOsung der Gleichung (2.4) mittels der Fourierapproximation be-
stirnmt. 

Benierkung. 22: Eine Gleichung vom Typ (2.4), wobei in die linke Seite noeh 
additiv y'(t) dl eingeht, fl(dl) rein additiv wirkt und die Koeffizienten A k und C 
noch von I abhangen können, wird in [6] untersucht. Die Losung wird durchein Ver-
fahren vorn Galerki n-Typ approxini iert. 

Bemerkung 2.3: Tritt inder linken Seite der Gleichung (2.1) noeh ein Term des 
Types A (t, co, y'(t)) auf, so ist.die Gleichung unter Monotonie- und Koerzitivitätsvor-
aussetzungen in [13] diskuticrt worden.	 - 

• Benierkung 2.4:Im deterministischen Fall (d. h. B1 (I) = 0, B2 (l) = 0, z(t) = 0, 
g ist nicht von co abhangig) kann eine Losung der Gleichung (2.1) durch eine para-
bolische Regalarisierung approx iniiert werden. 

Bemerkung 2.5: 1)ie folgenden Aussagen sind auch anwendbar, wennB0(I) = 0 
und B 1(I) * 0 gilt. 

• Beispiel 2.6: Wir betrachten das Evolutionstripel ( W 2 1 (0), L2 (0), W2 '  (0)) mit 
0= 0, 11 x 10, 11. A k , C und g erfullen mit d = 2 die Vraussetzungen der Bemer-
kung2.1:	 - 

dIay(t,x1,x2)1 
L at	j 

1 2	a	 a?,(t- x1 x) 1 •	 -I 
-
 I

!' - [Aj,(x,, x2 )	
'_- ] -

f- C(x, x2 ) y(I; x 1 , x2)j. dl 
j.k=1 ax1 aXk 

• = q(t; x 1 , x2 ) dl ± y ( t ; x11 x2 ) (dl) +y(l; x j , x2 ) +	y(l; x 1 , x2 )1 (dl), 
lax"	 j 

y(O; x 1 , x2 ) = y0(x11 x2), a?J(l
; x11 x2 )
 

it0	
x0), y(l; x11 X2)I(X,)EG = 0:
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3. Parabolische Regularisierung	 - 

Far positive Parameter c wird die Itogleichung 

dy'(t) + Ay(t) dl + eAy'(t) dl 

- g(t) dl + B 1 (t) ,(t) w(dt) + B2 (t) y,'(l) w(dt) ± z(dt)	 (3.1)

iiiit y(0) = Yo, Y'(0) = yi 
betrachtet. 

Satz 3. 1: Für alle e > 0 gibt es eineit V x V-werligen ,-nieflbaren Proze (y,(t), 
y,'(e)), der in V x H beziujiich £ € [0, 'l'I /ür alle co € Q stetig it und auf elver Menge 
Q0 mit P(00) = I /ür alle I € [0, '1'] der Gleichung (3.1) genugt. Dieser Proze.fl ist bis 
au/ stochastische Modifikationen einlevtüj bestimmt, und es gilt 

E Sup (Ily (t)IIv 2 ± IIy '()HH2) + E f (IIYE(t )11v 2 ± Iy,' ( t )11v 2 ) dl < const	(3.2)

für s € ] 0, 11. 
Beweis: Es werden die Produkträunie 3 := V x V,	:== V x H und

V x V" cingefillirt. Ober wird durch 

' [p, VI :	(A 0 , Vov ± 0PI, lpl)H 
mit T= (o), -	 - 

ein Skalarprodukt definiert, 

:= (A0*, o)v +	)v m it, 99 ('90*) E 9K,	:= (T-)E 8 

definiert auf 3 x 3' eine Bilinearform. Unter Zugrundelegung von ., .1 und 
wird durch(8, , 3') ein Evolutionstripel definiert 1101. Auf 3 werden die Opera-
toren,

d:==(	
-')	

(d—'), 

-	 (0;-J).	
(dI93-±3'), 

R	1 
0)	

(
p 193 {0} x B, B. 

eingefiihrt, die für q' € Z durch 

( 
TI f	-	

(B,(I)	
0

	

d,:= A
0 +  	+ B2(01 

definiert sind. Alit den Bezeichnungen 

:=	(y(t) : = y,(t),	y ( t ) : = y'(t), (t)) : =
GO) 

und	(t)  

kann die Aufgabe (3.1) umgeschrieben werderi zu 
dy(t) + d,(t) dl = (t) dl +	(t) wdl) + i (dt)	 (3.3) 

18*

0
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mit (0) = (Yy). Es wird gezeigt, dal3 die Gleichung (3.3) die Voraussetzungen zuin 
Satz 1.1 fiber deni Evolutionstripel (, , 3') erfüllt. 

Wegen [101 gilt	 - 
- (SAP, çj = 0.	 (3.4) 

Somit erhält man	= e(A 1 ,	Aus dr Voraussetzung (V 1 ) folgt für
beliebige 92 € 8 und 2 > 0  

2(d, •q') + 2 JITI102 

= 2e(A 1 , q'i)v + 2(Aq0, o)v + 2 II1IIH2 
^ 26e 1I1IIv2 + 26 IIIv2 + 2 I 11IIH 2 ^! win {2, 2} IiI	 (3.5) 

und daher gilt	 -, 

2(—dq2, q	± 6 . min {A, 2e} I q JJ	; 2 1II1.t2. 

Mit der Voraussetzung (V2 ) ergibt sich die Koerzitivitatsbedingung (A 2) für die 
Operatoren d und . mit / = 0. Aus der Voraussetzung (V 1 ) folgt die Stetigkeit 
VOfl d, und somit erfüllt d, insbesondere die Stetigkeitsvoraussetzung (A 1 ). Aus 
der Ungleichung (3.5), der Linearität von d und ails (V2) folgt für die Operatoren 
d, und 2 die Bedingung (A 3); (A4) und (A5) sind offensichtlich mit / 0 erfüllt.. 
Die Voraussetzungen (V3 ) und (V4) siehern die MeBbarkeitsbedingungen des , 1. Kapi-
tels. Die Aussage des Satzes 1.1 liefert nun die Behauptung I 

Satz 3.2: Es gibt elnen bis au/ stochastiache Modi/ikationen eindentig bestirnrnten. 
Prozefi (y(t)) €	der mit Wahrscheinlichkeit 1 der Gleichung (2.1) genilgi. 

Bewe'is: Aus der Ungleichung (3.2) folgt die Beschränktheit der Fainilie 
{(y(t), y'(t)): e > o} in 922 für c	0. Daher ergibt sich für eine Teilfolge 

• (e)	() die schwache Konvergenz der Folge (y(t), y'(t)) in YS2 gegen em 

Element (y(t), y'(t))€ 22. Durch fB(s)x(s) w(ds) (1 = 1, 2; x € 2v2) verden 

lineare stet .ige Abbildungen 0 von .f' 2 in 'H2 definiert. Aus der Beziehung 

Ef (JB(s)W(ds)(s))ds 

•	=Eff (Be (s) x(s) w(ds), r(s)-)v de = Ef(E{k*(r)	}, X(S))i de 

(1 = 1, 2; r € Y v2 beliebig; 0* - der zu 'J adjungierte Operator) ergibt sich mit 
x(s) = y 1 (s) für I = 1 und'x(s) = y'(s) für I = 2 wegen der schwachen Konvergenz 
von (y(i), y'(t)) die schwache Konvergenz der Folgen 

(i B 1 (s) y(s) wds))	(0I B2 (8) y'(s) w(ds)) 

in	i-. A us derBeschränktheit der Folge WE-y,'(t))e>o in 'v folgt linI eE f Aye'( t)II' s dl 
0. Wegen	 0 

Ef(Ay(s), r(s))v ds = Ef(A*r(s), yi(S))v ds	-
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erhält man die sehwachc Konvergenz von Ay(s) gegen Ay(s) ins. Aus der Glei- 
chiing	 - 

y'(t) = y  — fAy(s) ds— efAyz'(s)ds +fg(s)ds 

+ I (B i (s) y(s) + B2 (s) y1 (s)) w(ds) + z(1) 

erhält man somit die schache Konvergenz von (y'(1)) in	. fir Z 4. Ogegen 

 —fAy(s) df 
0 +] (Bs) y(s) ±B(s) y'(s)) w(ds).+ 

d. h., ((t), y'(l)) lost die Gleichung (2.1). 
Es bleibt zu zeigen, daB (y(t), y'(t)) mit Wahrscheinlichkeit 1 die einzige Losung in 

£t' ist. Angenomnien (x(t), x'()) E _2 III it 

P fSU P {Ilx ( t) - y (t)IIv, I Ix' ( 1 ) - y '() ! Ij} >	0 

lost die Gleichung (2.1). Dann gilt für die Prozesse (t) := y(1) - x(t), '(t) 
- z'(t) die Beziehung 

= J (—A1(s)) ds •+ I (B&) , ?7(s) + B2 (s) '(s)) (ds). 

Substituiert man(t) :=	und wendet iiber dent Evolutionstripel' (3, i, 3') 
die Ttoforniel für das Normquadrat [8] auf 11(t )II 2 an und beachtet die Formel (3.4) 
und die Eigenschaft (V 2), so erhält man 

E jI( t )IJ 2 = _2Ef(d(s),'(s)) ds 

±f 11B 1(s) 71(S) ± B(s) i ' (s)I Q 2 ds 

< 2hEfiIJ(t) 2 di.	- 

E 1(t)II, 2 it bezUglich I € [0, TI eine beschrankte Funkt .ion. Mit dem Gronwalisehen 
Lemma folgt aus der letzten Ungleichung E 1(1)I 2	0 für alle I € [0, TI, d. h. 
E{(A))(I), i(I))v .+ II'(t)iL,2 }	0. Hieraus folgt mit der Voraussetzung (V 1) (I) = 0,
ij'(I) = 0 (fast sicher), d. h. (y(I), y'(t)) ist bis auf stochastische Modifikationen cm-
deutig bestimmt U	 - 

•	Satz 3.3: EsgilI 

lint E sup (I y ( I) - y(I) 2 + Iy'(t) — y'(1)II,,2) = 0. 
EoL	 j. 

•	/
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Beweis: Wegen den Sät .zen 3.1 und 3.2 existieren mit Wahrscheinliehkeit I ein-
deütig bestininite Losungen (y(1)), (y(t)) E	der Gleichungen (3.1) und (2.1). Für 

:= (?)(t) :
	

((t) - y(l) 
\y, (1) - ON 

gilt in der Bezeichnungsweise zum Beweis des Satzes 3.1 die Glêichung 

d(t) + d(1) dt + (	dl =	t) w(dt)	 (3.6) 
Ay(l)1	.. 

mit (0) = 0() . 
Für 99 E	gilt. 

1 y( l)[v llII	 IIAy(t)I	+ 6II97U2 

Soniit erhält mail 

((o AyE)), (°)) ^ —e	Ay(t)), ('°))
	

- I(AY(O, 91)vI 

— E hA y( t )hIv' hhihIv	IA y(E)hIv * IIhI 

-	 -	
hI Ay( l )h —	hhq'I. 

Mit der TJngleiehung (3.5) ergibt sich soniit	.	. 

2(d, )+ 2E ((0, Ay(i)), ("o)) ± ; IIphI2 

	

6 nun (2,.2e}- -- [Ay(l),.	IIchI 

(6 . nun {2, 2e} - th) 1I921I2. 

Hieraus folgt	 ., 

2(—,	+ 2 (—(0, . eAy(l)), ())+ (6 min 	- 6e) 11 99 11,S2 

III	+	. IA ij(t)I,,. 

Fur hinreichend kleines c ist 6 nun {,., 2e} = 2e6. Daniit ist der Faktor vor 
positiv. EJnter 'Beachtung der \ Toraussetzungen (V 2 )—(V4 ) erg .

 ibt sich für hinreichend 

kleine e das Erfulltsein der Vorauissetzungen zuin Satz 1.1 unit /(t) = -- ll?/(l)lI,., 

k =	Ôe, z(t)	0 und	0) = 0 uiber dew( Evolutionstripel (, , 3'). Die Un-



gleichung, (1.2) zeigt
-I' 

B sup [Iy(t) - y(l)1hv2 ± Iy '( 1 ) - y1 ( t )hhii 2 1 B I .hI Ay ( l )hI ... dl. 

OT	 6 j 
0 

Für ,j. 0 ergibt sich die Behauptung I
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Folgerung: Der Prozef3 (y(t), y'(l)) uui als V x H-weriiger Proze/3 mit Wahr-
scheinlichkeit 1 stetig. 

Beweis: Aus deni Satz 3.3 folgt 

lini P sup [y(t) - y (t)11v2 + I ye'(t) - 00I111 2I > y = 0 
610	10 !r I ---, T	 --	J 

/ for alle y > 0. Da aus der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit die Konvergenz nut 
Wahrscheinlichkeit 1 for eine Teilfolge folgt, gibt es fur fast alle to € Q Folgen. 
E,, :=e,(w)	(s), so da3	

0 

-	 Turn sup [IIy (') - y( t )11v 2 + 11 y (1) - y'(011u 2] = O = I, 
t e40 OtT	 J 

gilt, d. ii. (y€ (t), y(t)) konvergiert fur fast alle w € Q gleichniaBig bezuglicht € [0, '1'] 
gegen (y(t), y'(t)) mi Raurn V x H. Da aus dern Satz 1.1 die Stetigkeit von (y,(t)' 
y(t)) bezuglich t € [0, T] auf Q als V x H-wertige Fun ktion folgt, ist somit (y(t), y'(l)) 
real isierungsweise stet ig in V x H I 

Bern erkung 3.5: Die Satze 3.1 his 3.3 gelten inshesondere for B 1 = 0, B = 0 
unci z. 0. Man erhält dann den in [10] hetracht.et .en deterministisohen Fall. 

Benierkung 3.6: Die Aussagen der Sätze 3.1 his3.3 gelten auch - mit. Aus- 
nahme der e-MeBharkeit - for B 1 0, B0 0 mind (z)) E . J1 2 , wenn die Anfangs-
bedingunen durch End bed ingungen ersetzt werden. 

4. Tine Anwendung in der Steuertlieorie 

Es seien D eine konvexe abgeschlossene Menge in H und 

jot(t)): it 1 [0, T] x 	-' D, (, ,,)-meBbar, Ef Iln(t)Il,,2 di < 
col 

W ein spara.bler Hilbcrtraui,i, C(t) € L(H, W), N € L(H, H) mit (Nx, x) ^ v 
für alle x € Ii, x0 ein Element aus W. For K = H wird die Steueraufgabe 

•	dy'(i) + Ay(t) di = u(t) + w(di), Y(0) = Yo € V, Y'(0 ) = Yi € H	(4.1) 

J(u) := E  IIC(t)y(t) - xIl iv2 di + E  (Nu(i), u(i)),f Mm	 (4.2) 

betrachtet. Thr wird mit der Bezeichnungsweise des 2. Kapit'els die Aufgahe 

dj(i) ± dj(i) di = i(t) di ± (di), (0) = 
(Yy)

 

J(u) = K  Ijyt(i) - x0IIiv2 di ± E  (Nu(t), u(t)),, di Mm	(4.2r) 

zugeorclnet, wobei für q €	die Abbildung C p —> W durch W99 = C(i)	definiert.
ist5.

Amis den Vora ussetz u ngen folgt, dal3 fur die Steuraufgahen (4.1'), (4.2) und (4.1j,
(4.2) optim	 ri (ale Steuerungeu0 (t)), (70(1)) €	existieren. (y0(i)) und (y 0 (i)) be-
zeichnen (lie zu den Steuerungen (u0(i)) und (.0(i)) gehorigen Losungen der Gleichungen 
(4.1) und (4.1). Die Gleichung (4.1,) ist wegen des Satzes 3.1 eine paraholisehe
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gesteuerte Itogleichung uber den Evolitionstripel (3, , 3'). 1)urch die Anwendung 
des in [1] beschriebenen Max imumprinzipes für Steueraufgaben mit parabolischen 
Ttogleichungen erhält man, daB (u €°(t)) E 9 optimal für (4.1), (4.2) genau dann ist, 
wenn fur alle (u(t)) E .9 mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt 

(- E{p 1 (t)	} ± 2Nu°(t), u(t) - uO(t))jj	0,	 (4.3) 

O wobei	(1) : = 
(P

A
ell

(1) )realisierungsweise die
 (l)  

- d°(t) + d,*o(t) = 2*(j E(l) - x )	 (4.4) 

mit °(T)	
() 

lost (*1 - Zeichen für den adjungierten Operator). Fur beliebige 

E , tp.E . W gilt 
(('*, q	= ('', ip)W	(CM q o, ip)w = (C*(l) p, o)H	(C*(t) 1/), cvo)v. 

Aus der Definition des Skalarproduktes ilber	folgt, daB der letzte Ausdruck in 
der Gestalt A . , •)v darstellbar sein muB, d. ., '*v 

= (A C(l) v' Somit erhält man 
für die Gleichung (4.4)	 0 I 

dp°(l)	* 0(e) - 
(2A- I C*(1) [Cy(t) - x0] 

d	 -	 0 
Unter Beachtung der Beziehung d* = —d erhalt man für die Gleichung (4.4) 

—p%( l ) + p(l)	2A-IC*(t) [Cy(t) - xoj,	p%(T) = 0,	(4.5) 
—;() — Ap 0(l)+ e Apc°j (l) = 0,	p1(T) = 0,	(4.6) 

wobei die Gleichungen mit Wahrscheinlichkeit I für alle lE [0, T] gelten. Aus der 
Gleichung (4.6).folgt p(t) - Ap%(l) + eAp(t) = 0. Mit der Gleichung (4.5) folgt 
hieraus für p°(t) := p' (t) die realisierungsweise Beziehiing 

p°'(t) ± Ape°(l)	eAp°'(t) = 2C*(l) [C(t) Ye( 1) - x0]	 (4.7) 

mit p°(T) =tO, p°'(T)	0. 
Satz 4. 1: Es gellen die /olgenden Grenzwertheziehungen: 

a) limEf	 u°(l) 2 dl = 0; 
40 0 

b) urn E 	[11y°(l) - y°(l)11v 2 + II ye°'( t )	y1' ( t )II 2 ] ' dl =0; 
C) litii J(v,°) = J(u0). 

40 -. 

Be we is: Wegen der Stetigkeitsvoraussetzungeñ an J und des Satzes 3.3 gilt für 
alle (u(l)) E. 9 urn J(u) = J(u). Tnsbesondere gilt dann J(u€°)	J(u°) .-+ J(u0) 

ni und soit	40 

lini J(u°) ^-, J(u0).	 (4.8) 

40 

Nach Voraussetzung gilt Je(U°)	vEflIu o t)Ii 11 2 dl.



-	 S	
Regularisierung ciner Itogleichun'g	281' 

Aus derBeziehung 4.8) folgt dainit die Beschränktheit von {(u,°(t)): r > o} im 

Raum 2' 1 . Dahergibt es () ( e ), so daB (°(t)) schwach in 2 11 2 gegen einen ProzeI3 
((t)) aiis 21 112 konvergiert. Aus dem Beweis zurn Satz 3.2 folgt die schwache Kon-
vergenz von (y1°(t)) gegen (y(t)) und von (!,10' (t)) gegen (yE'(t)) in 2v2 und 22, 
.wobei (y(t)) Losung der Gleichung (4.!) für u(t) = (t) ist. Weil aus der Konvexität 
und der St .etigkeit von J die schwache Halbstetigkeit nach unten folgt, erhält man 
- lim J(u°)	J(). Mit (4.8) folgt hieraus urn J(u,0)	.1(20). 

40 
Tn der Beziehung 

IJ(u0) - J(u,0 )I	J(u°) - J(u,°) + IJ,(u,) - J(u,°)I 
konvergiert der erste Summand wegen c) gegen Null. Wegen des Satzes 3.3 und der 
Stetigkeit von J fällt der zweite Summand beliebig klein aus. Somit ist (u,°) eine 
Minirnalfolge. Aus den Voraussetzungen ergibt sich soniit die starke Konvergénz 
von (,°(t)) in 2112 gegen (u0(t)), d. h. es gilt a). Aus dern Sati 3.3 folgt dann h) I 

Bemerkung: Der let•zte Satz zeigt, daB die optimalen Steuerungen der para-
bolisch regularisierten Aufgabe (4.1,), (4.2,) Naherungen für die Aufgabe (4.1), (4.2) 
liefern. 

Aus der Aussage b) ini Satz 4.1 und der Bemèrkung 3.6 folgt 
.Satz 4.2:Esgilt 

lini Ef(jlp,0(t) - p°(€)11v 2 + IIv°'(t) — pO '(t)11 11 2) di = 0, 
CIO	0 

wobei (p0(t)) Losung im Sinne der Bemerkung 3.6 der Au/gabe 
po"(t)	Ap°(t)	2C*(t) [C(t) y°(i)	X0]	 (4;9) 

/ mit po ('f') = 0, p°'(T) = 0 ist.  

• Man erhält also	 - 
Satz 4.3: (u0(t)) € 1st genau dan?1 optimale Steuerung fur-die Av/gabe : (4.1), (4.2), 

wenu em (p°(t)) E YV2 ex1stiert, so da/3 die Gleichung (4.9) real1sierungsweise gilt und 
für alle (u(t)) E 

	

- (_..E{p0(t) I	+ 2Nu°(t), u(t) - U0(t)),j j–̂: 0	 (4.10)
mit Wahrscheinlichkeit I . und alle t € [0, T] gilt. - 

Bemerkung 4.4: ' Tin . Falle D= 1-1 ist u,°(t) = - N'E{p,°(t) I	} und u00(t) 
2. 

= Th'E{p°(t) I }. 

Bemerkung 4.5: Die Auswertung des Maximurnprinipes im Satz 4.3 ist wgen 
des Auftretens der bedingten Erwartung un Ausdruck (4:8) und der zufalligen 
rechten Seite in der Gleichung (4.7) schwiërig. Tin Fall ,,kleiner Storungenyw(dt)" 
(y-kleiner positiver Parameter) erhält man 

• Sat,z 4.6: Die optimale. &enervnq (no(t).) des deterministischeri Problems 

dy'(t) + Ay(t) dt = u(t) di, y(0) = Yo, Y'(0) = Yi ,	 - 
-	T	 S 

•	J(u, ij) := f [IIc(t) y(t) - x0 11w2 -+ (T(t), u(t)),j} dl	Mm	 (4.12). 

	

0	 5	 UEI 
T

:	I(um) U [0, T] -^ D, J IIu(t)II,1 2 dt	 -	'
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1st y-optimal /ilr die An/gabe 

dy'(t) + Ay(t) dE = u(t) di + yw(dt), y(0) = YO, y' (0 )	yi' , -	 (4.13) 

J(u, y) = E f[ItC (t) y(i) - xoIw 2 + (NO), u(i)),,] di Mm.	(4.14) 

d. h. es gibE ein Yo > 0, so dap für E 1 0, Y01 gilt 
0	J(vo, y o(4)) - J(uo, y 0 (u 0 )	y.	

0 

Dabel 1st (y o(v8o)) Lösuny der Gleichung (4.13)/iir u = n, (uo(i)) E optirnale 
Steuerunq für (4.13)—(4.14), (y,o(uo)) Losung der Gelchung (4.13) für it = ito,6 und c 
eine von y unabhängigè Konsianie.' 

Beweis: Es wirdbetrachtet	 0 

d ir( t) 1- d/(t) di = (i) di +yiv(di), f(0) = (YO)	 (4.15) 

J(u,	) = Bf(t) e(1)	.ov2 di ± Ef(Nn(t), u(t)),, di Mm	(4.16) 

Es bezeichnen (V(i)) die opt. imale Steuerung von (4.15)—(4.16), y(u) die Losung 
von (4.15) für u = u, (n(1)) die optirnale (deterministisehe) Steuerung von (4.15) bis 
(4.16) für y = 0, Yo,(18) die Losung von (4.15) für u	?4. Offensichtlich gilt 

0 ,jIY,0(4,0)) 	0	i 0 
\0' 	- çU00, Y000 

0	

Ij(uo, yyo(uo)) - J (U 0y,(u))I	
0	 0	 (4.17) 

• ± J( 11 , yyr(U,)) - J( u8, y0( u ))I	 0	 (4.18) 

±J(v, Yoe (U E)) - J(u0, oo(o))I	
- (4.19) 

•	+ I J(o, yooeugo)) - J( u80, yo(40))l.	•	 (4.20) 

Für hinreichend kleine s fäflt wegen des Satzes 4.1 der Ausdruck (4.17) kleiner als 5' as. Wegen [7] ist (n,(t)) eine y-optiniale Steuerung von (4.15)—(4.16), d. h. der 
0 

Summand (4.18) fällt für hinreichend kleine y kleinór als const y atis, wobei const 
von y unahhangig ist. Atis der det.erministischen Theorie [15] folgt für r . 0 die 
Konvergenz von (4.19) gegen Null. Fir 2(i) :=  (YyO(t - Yoo(i)) gilt d2(t) 

•	

0	
y(i) - Yoo(t) 

-t- d2(i) di = yw(di). Mit der ltoforiiiel erhiAt man unter Bermicksiehtigung der 
Formel (3.4)

T 
0	 1? I12y(i)i 2 <- 2E f (dy(i), 2t))5 (It + y2 E !Iw ( T )1111 2 = V?/ Iw('/')IIn. 

-	 0 

Foiglich kônvergiert der Term (4.20) für y J 0 gegen Null. Sontit gilt für hinreiehend 
kleine's und y die lJngleichung 

0 IJ(uo, y 0(u 0)) -. J(0, y7o()I	CV,  

wobei C eine von ' unahhangige Konstant .e ist I	 -
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Beispiel 4.7: Es sei D = L2 (G) und LI (icr . Laplaceoperator. Uberdein Evolutions-. 
tripel (W2 'O), L2(G), JV0'(G)) mit'G = [0, 11 x [0, 11 ist die Steueraufgabe 

d	
'c"	] - 

y(1; x 1 , x) dl = u(1) dl + yw(dl),	 (4.21), 

y(l; x 1 , x2) 
y(O; x 1 , x2) = y0(x1,.x2) 
- at	t=o 

--	 = yi (x i , x2 ), y(l; x 1 , x2)I(x,.zeac = 0	 -	(4.22) 

(vgl. Bemerkung 2.6), 

•	J(u, y)	Ef f I y (i; x 1 , x2) • x0(x 1 , X2) 12 dz 1 dx2 dl 

+ E f f I0; x 1 , X2) 12 dx 1 dx2 dl Min	 (4.23) 
0 C	 us9 

ein Beispiel fur dasSysteni (4.1, (4.14). Die Losung der (leterministisehen Aufgabe 

a2 1t	x2) - 
Lly(t; x1, 2) =

	

11 (t; x1, x2)	 5	 (4.24) 

(,((; x 1 , 'x) erfiillt die Randbedingungen (4.22)), 

J(u, y) =
	

x1, z2) - x'0(x 1 , X2) 12 dx 1 dx2'dt 

•	 ± f f u(t; x 1 , z2)1 2 dx 1 dx2 dl = Mm	 (4.25) 

0 C	 u(, 

isty-optimal für (4.21)—(4.23). Für die optimale SteuerUng des determinist.ischen 
• Systems erhält man 

X 1, x0) =	p°(I; x 1 , x2),	 S 

wobei gilt 
•	 -	2p°(l;XI, )- 4pO(; x 1 , x2 ) = 2(yg0 (t; x 1 , x 2) - x0(x1, x2)) 

po('J' X, x2) = o, ap°(I- 
x 1 , x2)	

= O•,	7)0(; x 1 , x2)X.X,)EG	0. 
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