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Lokale lieflexiv’itiit und lokale Dualitit von Ultraprodukten.
fiir halbgeordnete Banachriume . - o
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K.-D. KﬁI'lSTEN

Es sei L ein endlichdimensionaler Unterraum des dualen (E;),* zum Ultraprodukt geordneter
Banachriume. Dann existiert eine positive isometrische Einbettung von L in (E;*)y, die noch
zusitzlichen Bedingungen genigt. Im-Falle voh Banachverbinden kann die isometrische Ein-
. bettung als Verbandshomomorphismus gewihlt werden. Fiir die nach dem Prinzip der lokalen
“Reflexivitit existierenden fastisometrischen Einbettungen endlichdimensionaler Unterriume.
von E** in E lasen sich entsprechende, jedoch etwas schwiichere Positivititseigenschaften er-
reichen. ' : '
IonycTum uro (E;)y yaTpanpousBencHue YopAnoueHHbX GAHAXOBBIX npochaHé'TB nuro L
KOHEUHOMEpHOE MOJlNPOCTPAHCTBO CONpPAHEHHOro npocTpancTea (E;),*. Toraa “cyuecTByer
MOJIO:KUTEJILHOE M30oMeTpideckoe Biowenue L 8 (E;*),, KoTopoe Y/IOBJIETBOPAET €Lle HeKOo-
TOPHIM JONOJHMTENbHEM YCiloBuAM. B ciyiae 6aHaXOBLIX pEILUETOK M3OMETPHYECKOE BIO-
iREHME MOYHO B3ATHL Kak romomopduaM pewerok. Ha cywecTByoulie mo NpuaLuIy JI0Kab-
HOMl pe(JIeKCHBHOCTH MOYTH [30METPHUYECKUE BIIOMCHWHA KOHCHHOMEPHHIX MOAMPOCTPAHCTB
F** B F MO#HO HAKIAIHBATL COOTBETCTHCHHHE, HO HECKOALKO Gojee caabhe YCIoBiA
MOAOHHTENLHOCTH.

'

Let (E;)y be the ultraproduct of ordered Banach spaces and let L be a finite dimensional sub-
space of the dual (E;),*. Then there exists a_posiﬁive isémetric‘imbedding of L into (E;*),
also satisfying some additional conditions, In the casec of Banach’lattices the isometric im-
bedding may be chosen as a lattice homomorphism. Similar but somewhat weaker positivity
properties can be satisfied for the almost isometric imbeddings of finite dimensional subspaces
of E** into E which exist by the principle of local reflexivity. '

1. Einleitunk (

Die in dieser Arbeit bewiesenen vier Theoreme haben mit dem Prinzip der lokalen
Reflexivitit von J. LINDENSTRAUSS und H. P. RosENTHAL [11] gemeinsam, dall die
endliche Darstellbarkeit eines Banachraumes in einem bestimmten ‘Unterraum be-
hauptet wird, wobei noch zusitzliche Bedingungen erfiillt sind. Beim Prinzip der.
lokalen Reflexivitit wird der Bidualraum E** in K endlich dargestellt, wihrend die
lokale Dualitit von Ultraprodukten die endliche Darstellbarkeit des Dualraumes eines
Ultraproduktes im Ultraprodiikt der Dualrdume beinhaltet. Theorem 1ist im wesent-
lichen das bekannte Prinzip der lokalen Reflexivitit, wobei zugitzlich eine Positivi-
tatseigenschaft erreicht wird. Wie W. A. GEJLER und 1. T. CudaEv. zeigten, gilt
_dieses Theorem auch fiir-lokalkonvexe Riaume. Theorem 2 stammt im wesentlichen
von J.L. Coxroy und L. C. MoorE jr. [2] und beinhaltet die lokale Reflexivitit
von Banachverbinden. Die Theoreme 3 und 4 beinhalten die lokale Dualitit von
Ultraprodukten von halbgeordneten Banachraumen bzw. von Banachyerbinden. Die
ersten Varianten von Theorem 3 wurden unabhéngig in (10] und in {14] versffent-
¢ licht. Theorem 4 wurde vom Autor zuerst auf der Konferenz zur Banachraumtheorie
" in Bukarest, September 1981, vorgestellt [9]. Fiir Varianten der Theoreme 1, 2 und 3
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sind cine Reihe anderer Beweise und Anwendungen. bekannt (vgl. z. B. [1, 3, 6, 7]).
Die hier angegebenen Beweise beruhen alle auf cinem Trennungssatz fiir eine Anzahl
konvexer Mengen (Lemma 4). Die Arbeit wird durch einige Beispiele; die den Giiltig-
keitsbereich der Theoreme abgrenzen, beendet. Beziiglich weiterer Eigenschaften
von Ultraprodukten bzw. beziiglich elementarer Eigenschaften von Banachverbin-
den sei auf [6] bzw. auf [13] verwiesen.

~

2. Bezeichnungén und Definitionen

Es wcrdenrhalbgeordnet‘e'_ Banachriume E mit Positivititskegel K betrachtet. Im
allgemeinen wird dabei nur verlangt, dall K konvex und positiv homogen ist und-die
Null enthélt. Ist K < £ bzw. K’ < E*, so definieren wir die dualen Kegel -

_ K* = {f € E*: Re f(x) = 0 fiir jedes z € K}
‘bzw. . ' J
K = {x € E:Re f(z) = 0 fiir jedes f € K'}.

Fiir C < K und z € K betrachten wir den Abstand
\

d(z,C) = inf {lx — yl|: y € C}.

Ordnungsinitervalle werden mit [z, y] bezeichnet.

Mit I bezeichnen wir eine Indexmenge und mit U einen Ultrafilter auf I. Es sei
cine Familie' (E;: ¢ € I) halbgeordneter Banachriume mit den Positivititskegeln
K; < E,; gegeben. . _

" Zur Definition des Ultraprodukts (vgl. z. B. [6]) betrachtet man auf dem Raumn
{zi: v e I): x; € B\, sup |lz;]| < oo} die Halbnorm lim [|z;||. Der Faktorraum nach dem
- v

Kern dieser Halbnorm wird Ultraprodukt der ‘Riume E; beziiglich U genannt und mit, -
(E;)u bezeichnet. Seine Elemente werden mit (z;)y bezeichnet. Ein Element (z;)y,
ist bereits definiert, wenhn z; fiir alle 7 aus einem Element des Ultrafilters definiert
und gleichmiBig beschrinkt ist, denn man kann fiir die-restlichen 7 setzen z; = 0.
Eine bestimmte von 7 € I abhingige Aussage heiBt fiir fast alle ¢ erfiillt, wenn die
Menge derjenigen 7 € I, fiir die diese Aussage gilt, zum Ultrafilter gehért. Sind Teil-
mengen C; < E; gegeben, so definieren wir . ’

(Cily = {(=))y: z; € C; fiir fast alle 2}. .
In (.Ei)u wird der Positivititskegel (k,-),, betrachtet. Sind die Riume £; Banach- [_
verbinde, so ist auch (F;); cin Banachverband, und es gilt (;)y v (). = (; v ¥;)y.
Das Ultraprodukt der dualen Riume (E;*); wird durch die Formel '
(6o} (o) = lim fi(a) -~ :

" linear und isometriséﬁ in (E;);* eingebettet. Dabei ist im allgen‘neihen J((E.-*)U)
= (E;)y* und in den Theoremen 3 und 4 wird die Relation zwischen diesen beiden °
Rénmen untersucht. Dabei werden noch folgende Bezeichnungen verwendet:

(B =G, J(BMy) = F<6* 2= (K)y*, Z=JK)y<F.

Auberdem bezeichnen wir das Element J(f;); ebenfalls als (f;)y.
In den Theoremen 1 und 2 werden halbgeordnete Raume E betrachtet. Dabei
werden im Unterschied zum Ultraproduktfall folgende Bezeichnungen verwendet:

J ist die kanonische Einb\cttung von K in E** JE = F,
E*=@, E*=0% JK=ZcF, K =2 cQgG*.
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Das Produkt £* von n°'Banachriumen F ist mlt der \orm

"(xl: vzl = le,|]2 e

~ wiceder ein Banachmum. Das Produkt der Dualrdume (E*)" wird mit dem Dualraum
des. Produktes (E")* ident\iﬁziert, wenn man setzt’ T

(Frr oo fo) (@1, s 22)) = X f25).
Durch die Formel , N
(xln .. xm)U - ( xh [ZE RS ] (xm')l/)

wird (E;")y 111it((E,~)U) 1dent1f1z1ert. Diese Ident}ifizieru'ngen werden wir ohné wéiteren
Hinweis verwenden. - . _ L,

‘3 Formuherung der Resultate

In dlesem Abschmtt werden die Theoreme iiber lokale Refle\lwtat bzw. uber lokale
Dualitdt von Ultraprodukten fiir halbgeordnete Banachriume und fiir Banach-~
verbinde formuhert Die folgenden Abschnitte beinhalten die Beweise fiir dlese
Theoreme.

Theorem 1: Sei E ein éanachmum K < E ein Kegel, ¢ > 0, und seten L = E** -
und M < E* endlichdimensionale Unterriume. Dann existiert evne.lineare Abbildung
S: L — E, so daf fiir beliebige f € L und x € M folgende Bedmgungen erfullt sind:

L (1=l =ISAl = (1 + &) lIfll !

2. z(Sf) = f(=).

3. d(Sf, K) = d(f, K**) +¢ 171 . . )

4, Wenn f € J(E) 7st, dann gilt JSf = {. ' ‘

Theorem 2: Sei & evn Banachverband, L — E** ein endlichdimensionaler Unter-
verband, M — E* ein-endlichdimensionaler Unterraum und ¢ > 0. Dann existiert ein

linearer Operator S: L — E, so dap fiir beliebige f, g € L und x € M /olgende Bedin-
gungen erfillt sind:

(=l = ISA =+,
2: lz(Sf) — f(@)| < e lfll ll=ll. ‘
3. S(fvg) = (8)Hv (Sg).
4. Wenn/ € JK ist, dann gilt JSf < f.

v

Hat E ordnungsstet'lge Norm, so kann zusatziwh erreicht werden
5. Wenn f € JF n L 2st, dann gilt |[JSf — fl| =< e |if]l.

Theorem 3: Ser E; esne Familie von halbgeordneten Bunachriumen mit Positivitiits-
kegeln K; — E; und sei U ein Ultrafilter auf der Indexmenge I. Seten L = (E;)y*
und M < (E;) ,sepamble Unterriume. Dann existiert evn linearer Operator-S: L—(E*)y,
80 du,B fiir beliebige f € L und x € M /olgendes gilt: | -

s =1AL
2. JS/ z) = f(2). ‘ A ,
3. d(Sf, (Ki*)u) < d{f, (Ki)y*)- ‘

"4 Wenn /'e J(E*)y ist, dann gilt JSf = f.
Auferdem ist J(K;*)y = (K;)y* 0 J(E*)y, und folglich ist (K;*)y abgefschlossen. T

S/
~
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Theorem '4: Ser E; etne Familie von Banachverbiinden, U ein Ultrafilter.auf der
Indexmenge I, L (E))y* ein endlichdimensionaler Unterverband und M — (E;)y
ein separabler Unterrawm. Dann existiert ein lmearer Operator S: L — (E* )U, so daf
fiir beliebige f,g € Lund x € M gzlt

L IS/ =-1IAl-
2. JSf(z) = f(a).
3. (8f)v (Sg) = 8(fv 9
4. Wennfe J(K;*)y st (d kh.f € J(EX): und/ = 0), dann gilt (S/) A(f— S/ =0.

Bemerkungen: 'l‘heo\rem 1 ohne Behauptung 3 ist, das Prinzip der lokalen‘
Reflexivitdt in der Fassung von W. B. Jouxsox, H.,P. ROSENTHAL und M. Zrepiv
[7). Theorem 2 ohne Behauptung 4 wurde von S.J. BERNAU [1] verdffentlicht.
Theorem 3 unterscheidet sich von der Formulierung der lokalen Dualitéit von Ultra-
produkten durch S. HEINRICR (6] dadurch, daB Behauptung 3 hinzugekommen ist
und daB die abzihlbare Unvollstindigkeit des Ultrafilters fiir den Bewcis nicht mehr
benotigt wird.

~
N

- 4. ‘Endliéhe Charakterisierung von Eigenschaften endlichdimensionaler Operatoren

Zur Definition lmearer Operatoren werden Glelchungen Tf = g; Verwendung finden,

‘wobei ( /)L, eine vorher festgelegte endli¢he oder unendliche Folge in G* sein wird,

+ . wihrend (g,),_1 éine Folge sein wird, die bestinimten Bedingungen geniigt. Bei der

Formulierung dieser Bedingungen spielen die im folgenden definierten” Mengen
logischer ¥ormeln eine Rolle. Die auftretenden. Parameter a; aus dem Zahlenkorper
R oder C, c € [0, o0), z; ¢ G und f € F sollen dabei jeweils die angegebene Menge
.durchlaufen, wobei aber fiir jede Formel mindestens eins und héchstens endlich viele’
der Llemente x; bzw. Zahlen a; von Null verschleden sind. Es sei nun

P, die ] ’Vlenge der Formeln
): i(x;) — b‘ <c, v

2 @i9; <c¢ und

P, die Menge der Formeln
o m .
d(Za;’gi—*_/,ZI)gC; . .
Aj=1 .
P, diélMenge.der Formeln

o+ 1

und P, die Menge der Formeln . )
gi € Z (d. h., fiir jedes j w1rd eine Formel erhalten)

Wir setzen P = P, u P, u Ps u Py

Fiir Q — P bedeutet (g;) = Q, dal (g7)7~, einc Folge von Elementen von @ ist,
die jede Formel aus Q erfiillt. Fiir loglsche Formcln p € P werden auflerdem noch -
Approximationen betrachtet. Und zwar bezeichrien wir fiir ¢ = 0 mit p(e) die Formel,
die man aus p erhilt, indem man ¢ durch ¢ + ¢ und Z’ durch Z ersetzt und a.uBerdem
gj € F (fiir alle j) fordert. Ist G = (E;)y, so hat jeder Parameter x; bzw. f, der in p

’
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eingeht, .einé Da,rste]lung (Zji)y bzw. (/.)o» wobei (fiir jedes feste p) dle Elemente

z;; € E; und f; € E* fiir das weitere festgehalten werden sollen. Die Formel p(e, ?)

erhidlt man in dlesem Falle aus der Formel p, indem man ¢ durch ¢ + ¢, Z’ durch K;*

f durch f; und z; durch x,, ersetzt und auBerdem noch gf € E* (fur alle j) verlangt

Ist @ = P, so sei Q(¢) :p € Q) und Q(¢, ?) = {p(e, ?): p € @}. Tst Q eine Menge

approximierter Formeln so bedeutet (9;) = @, daB (g;)i~; eine Folge von Elementen
des entsprechenden Raumes ist, die jede Formel aus Q erfullt

Lemma 1: Set § > 0, seien L = G* und M = G endlichdimensionale Terlrdume
 und set [y, ..., fn eine Basis von L, Dann existieren eine positive Zahl & und emllwhe
Tezlmengen Q = Pyund R Pz, so daﬂ /olgendes gelt:

/1)}=QU-R

2 Aus (g;) k= Q) folgt /ur den durch Tf; = g; uu/ L definierten lmearen Operator
und fiir beliebige f € L und x € M N :

(A — O W= ITA S A+ 01, o M
/=T @I = 6 lllel. - @)

3. Aus (g;) = Q(9) U R(8) folgt fiir den in Bekauptung 2 defzmerten linearen Opcm-
lor T und fiir beliebiges f € L

v AT, 2) = dif, z') + 6 I1l. ‘ 3
Beweis: Sei vorerst 0 < 6 < 1 behebxg Sind f = Z‘ a,/, und z € ¢ bclleblg, aber

fest vorgegében, so werden die folgenden Formeln durch (f)i, erfiillt und liegen
in P, baw. -P,:

1l

[ Zm 4595

’ <A, IZ sz — /@) =0, d Zaﬂlpz) =df, 2.

Ist T dcr in Behauptung 2 defmlerte lineare Operator so sind diese Formeln dqui-
valent zu '

ITAI < 1AL, ((TR) () — M=) =0, ~ d(T4,Z') = d(}, 7).

Ist nun A4 ein endliches 3-Netz der Sphéare {f € L: ||f|l = 1}, und bestimmt man eine
endliche Menge B — G so, dall B ein endliches §-Netz der Sphire {z € M : ||z|| = 1}
"ist und auBerdem fiir jedes f € A ein x mit |z = 1 und |f(z)] = 1 — 6 enthilt, so
erhidlt man die endlichen' Formelmengen @ = P, und’ R P,, indem in den oben
angegebenen Formeln / die Menge A und 2-die Menge B durchliuft.

-Setfe L, |ifll = 1 und sei £ € M, ||z|| = 1. Es gibt Da.rstel]ungen\

[

f= 3 ihy, mit |2 =6° und k€ A4,
$=0

-~ - . . ' ; -
=} uys mit Ju,/ <6° und y,€ B, : '
3=0 ' : oo
. - { . ~ e .
sowie Elemente € 4 und y € B mit.||f — A < 6, |lyll = 1 und |k(y)] = 1 — 6. Aus
(9)) = Q((S) und 7'f; = g; folgt dann .

LTS mem31+6f + o)1 — ),
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uT/n;l.'/'/(v)lgl(T('/—h))'(m (Th) (y)] 21— 26 — 6(1 + 6)/(1 — &),

) |7/(2) — f(z) Z At (Thy — hy) (y,) =61 — 92

r.5=0

Tst auBerdcm (g;) = R( ) erfiillt, so fdlgt
. ‘
AT/, Z2) = d(Th, Z) + IT(f — M)l = Ak, Z') +'6 + T If — k|
S d(f,Z) +8+ 5 + 8(1 + 0)/(1 — o).

Ist & geniigend klein, so sind also alle Behauptungen von Lemma- 1 erfiillt §

Lemma 2: Ses @ ein Banachverband und 6 >.0. Wenn f,, ry fm€G* [infy =0
k+j)und 0 < e @ ist, dann existieren z,, ..., x, € G, sodaﬂxi =20, z=x, + ---
+ xp und fi(z,). <6 (k = j) gilt. :

Dieses T.emma ‘ist ein Spezialfall. von Lemma 7 in [1] und be51tzt einen einfachen
Tnduktionsbeweis. .

Lemma 3: Séz’en G und F — G* Banachverbiinde, L G* ein endlickdz’mensz’onaler
Unterverband und f,; ..., f,, eine Basis aus Atomen fiir L. Seien: weiterhin evn 0 > 0
und eine endliche Menge Q — P, mat (f;) = Q gegeben. Dann existiert eine Zahl
6 € (0, 1) und eine~endliche Menge R — Pl, S0 daﬂ (/) }= R gzlt und so da,[f aus-.
(ki) = R(6) und aus :

. d (gi: [(h, — e Z }lk)+ 1+ (51/2) ]) <6 . (4)

: k] .

folgt (g;) t= Q(6). ’
Beweis: Sei 0 € (0, 1) vorerst beliebig und sei

‘ . [(h — 6 1/2 Z;Zk)+ (1 +(51I2) ]

k%]

Angenommen, es gilt |lg; — ¢l = 6. Es reicht aus, das Lemma fiir den Fall einer
cinelementigen Menge Q = {p} zu beweisen, weil man im allgemeinen Fall die fiir die
einzelnen Formeln aus @ erhaltenen Mengen R vereinigen und das minimale 6 nehmen
~ kann.\Im. weiteren Beweis werden zwei Fille unterschieden.

1. Fall: Sei p = (I3 aigill < c).

Es gilt HZ le;l fill = 11 2 aifill < c.- Gehort die Formel (|| Y |a;] g,l <c) zu R, S0
folgt aus (h;) = R(8),

X agill = P lu;‘i +1X “;‘6’;‘”
<6 Tyl + (1487 IS lay) byl |
o STyl AUt .
Fiir geniige;ld kleines ¢ folgt also dic Behagpltung. ‘
2. Fall: Sei p = (1.3 g(x) — b| < o). ‘

. Wendet, man auf den positiven Teil z;* und den negativen Teil z;~ von z; jewelils
P g i i

m
Lemma 2 an, so findet man nichtnegative Elemente zj. und zj, so dab z;* = 3z
k=1

~und (falls & == { ist) /,( z) < 6 gilt. Sind nun die Formeln
(g:(@5) — filzi) =0 - (4, k, Lefl,...,m})
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_ m R enthalten, so folgt aus (hs) }= R(6) fur fcstes 7 und festes k: -
(1 4 612y h,(x],‘) = e,(xjk) = (h —suy h,) i)

= &

. >h(x]k)——61!’22k :ck >h(,,‘)—261/“’m. \

. i+
Man erhilt weiter: :

I(hj — €) ( = 6"2(2m + Az ,k)) 02(2m + 1If;l le;H +9),

g = 1) @ = W9 — &) + (&5 — By) + (b — ) ()] - \
. < b llgll + 8Y%(2m + Il |zl + 8) + 6. -

]

Fiir geniigend kleines 6 folgt daraus.
[2gi(z;) —b] = |§9i(xi — ) — b|
- . 1A

ng/i(:v — ,k)—b|+0<c+0l

Bemerkung: Es seien 7ahlen 2 €140,1} mit 7;=1 (j wird festgeha,lten) und

ein Element e mlt Z Ml — e|| = 6 gegeben. Sind die &; positiv und ist 5 € [6¥2,
k 1 .
6712, so gllb (4), z. B.,, wenn 3
(h -n Z hk)
oder '
‘ gi = Sup(l(h~ — o712 Z hk) ) 2 }kkk
. IEN , k*j
-ist. Um dles fir die erste Formel zu beweisen, setzen wir d = (k, -7 Zkk)+ Es
folgt OSd—g,—d—dAe—(d—e Z)khk—e) also gilt “lid — g;ll

S 1Y by — el] 6.
Fiir die zweite Formel benutzen wir, daB fiir beliebige positive Flemente d, feG*
und fur c € (0, 1) gilt . )
(m(d — N A (@ + /) S (meHed — H*) A ((1 + 0).d + (f — cd)*)
<1 +od.
Es folgt fiir jede natiirliche Zahl /.
(h — o Z )t S (1 (h,» — 07 Tl ) Z‘)kkk < (1 4 6'2) ky.

k+j k#*j

- 5. Ein Trennungssatz

Der folgende Trennungssatz fiir eine Anzahl konvexer Mengen ist das wesentliche
Hilfsmittel zum Beweis der Theoreme. Er wird hier nur fiir Banachriume benétigt,
~ wird aber fur béliebige lokalkonvexe Raume bewiesen. Varianten des Satzes sind

schon bekannt. So ist'das Lemma von A. Ja. Dusowizki und A. A. MILJU'H\' (vgl.
z. B. [15)) ein Spenalfall von Lemma-4a).

Lemma 4: a) Seten Cy, ..., C, konvexe Teilmengen von E mil nichtleerem Inneren
und Cy< E eine nichtleere konvexe Menge. Ist kein Punkt von C, zugleich innerer
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. Punkt von Cyne--nC,, so existieren, reelle Zaklen by, ..., b, und Elemente f,, ..., [,
des Dualraumes F* von denen wemgstens eins von N ull ?,erschzeden ist, so dafl

2f=0, b, =0, und Re /,(x = b, tm Fulle x € C, )
gilt. _ o : ~ :
b) Sind C, (s =0, 1, ..., ) nichtleere o(E*,E)-abgeschlossene konvexe Terlmengen

des Dualraumes E* mat leerem Durchschnitt und vst Cy o( E*,E)- kompalct 80 existieren
Elemente x, ..., x, von E und reelle Zahlen b, .. b,, s0 da,B

. E% =0, S-b, > 0,- und Ref(z,) = b, zmlFalle feC,
gelt. ’

; .

Beweis: Es reicht aus, das Lemma fiir reelle lokalkonvexe Raume zu bewelsen
denn wenn E ein komplexer lokalkonvexer Raum ist, dann kann E* mit dem Dual-
" raum zum zu F assoziierten reellen Raum identifiziert werden. Dem Funktional f
entspricht dabei das recll-lineare Funktional x — Re f(z) (vgl. [12]). -

a) 1.Schritt: Hat ein endlicher Durchschnitt von Kegeln n K, innere Punkte, so

gilt n K,="1nK, (Mit C wird der AbschluB einer Menge C, bezeichnet.) Sind-namlich
eine \Tullumgebung B und ein z, so gewahlt, dal zg Bcn Ks gllt so folgt: fur
belleblges e>0 ,

’
v

nK,—n(K, —}—eB)C:ﬂ(K + K, — ex) =V—ex(;—{—ﬂK,3.

2. Schritt: Hat cin endlicher Durchschnitt von Kegeln innéi‘e‘ Punkte, so gilt
(n Kt =3 K,*. In der Tat, nach einer SchluBfolgerungzaus dem Bipolarensatz

(vgl. [12})) ist 3 K,* in (n K )t = (n K = (n K,)* dicht beziiglich der schwachen
l‘opologle o(E*, E). Konvergiert aber h; = Z by (hy; € Kt) bezughch eines Ultra-
- filters U in der o(E’* E)-Topologie gegen h € E*, so gilt fiir Flemente z einer in N K,
" enthaltenen offenen Menge 0 < h(x) < Ai(x). Deshalb. existiert o(E*, E)-lim hs,
= hy € K,*, und es gllt h= 3 h, Alsoist 3’ K,* bereits abgeschlossen v

- 3. Sc}mtt. Der von C, X 1 in E X R erzeugt-e _Kegel werde mit K, bezeichnet.

Es cxistiert eine eindeutig bestlmmte Zahl n, so dal} ﬂ K, innere’ Punl\te enthalt,
8$=n+1
wiihrend das Tnnere von ﬂ K, leer ist. Die konvexen Mengen K, und ﬁ K, ]assen‘
8=n nt+l1
. sich nun durch eine Hyperebene ‘trennen, d. h., es existiert ein h € (E X R)* mit

+ r r
h =0, he K;* und —hE(ﬂK) = Y K. Alsoist;——h:th mit k, € K,*.

. n+l n+1

Verwendet man dic Identifizierung (E X R)* = E* X R und setzt :f, =0 und .

b, = 0 fiir s < n, (f,, —by) = h und (f,, —-b.,) = h, fur s > n, so sind alle Behaup-
tungen von Lemma 4a) erfillt. . .

b) Jetzt sei fiir s = 1 mit'K, der von C; X 1'in F* X R=(E x R)* erzeugte
w*-abgeschlossene konvexe Kegel bezeichnet. AuBerdem sei- Ky = Cy X 1. Ele-
mente aus n K, haben notwendlgerwelse die Gestalt (f, 1) mit f € n C,. Also'lassen

sich die Mengen K, und ﬂ K, durch eine o(E*,EK)- abgeschlossenc Hyperebene streng

‘ trcnncn — es existicrt ein J e EXR mit

P

sup {h(y): h € Ko} <0 = inf{k(y):he N Ks_}. K
‘ : §=1

\ . ¢
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- T ’ ' ' . .
Nunist ¥ (K,), auf Grund der bereits erwihnten SchluBfolgerurig aus dem Bipolaren-
8=1 ~

T : r A -
satz schwach dicht in ( N K 8) . Konvergiert y; € J (K,). beziiglich eines Ultrafilters
: =1 + 8=1

U schwach gegen y, so folgt aus der Kompaktheit von 'K, fiir fast alle 7
sup {h(y;): b € Ko} <O ‘

.

Man kann deshalb (nachdem evenfuell yldurch ein geeignetes y; ersetzt wurde)

- voraussetzen y = Z Ys = Z(xs: —b,), wobei y, = (zs, —b,) € (Ka)+ ist. Setzt
man noch - s=1 ©s=1 . : ‘

(@0, —bo) = —¥o — (0, sup {hly): b € Kol),

\
so sind alle Beha'ubtungen von Lemma 4b) erfiillt §

“ Bemerkung: Lemma 4 laBt sich umkehren. Sind z. B. konvexe Mengen C,, ..., C

in E, reelle Zahlen by, ..., b, und Funktionale f,, ..., f, gegeben, und ist (5) erfillt,

so enthilt C, keinen inneren Punkt von C,n--- n C,. Wire z ein solcher Punkt, so

wiirde folgen f(z) = b,, und wenigstens eine dieser Ungleichungen wire ‘echt, also
“wire 0 = Y f{x) > X b, =0. B ' '

r
R

6. Beweis der Theoreme 1 und 2

Tm folgenden Lemma 5 und beim Beweis der Theoreme 1 und 2 werden die dafiir
eingefithrten Bezeichnungen G = E*, Z = JK usw. verwendet. ’

Lemma 5: Seien eine endliche M eﬁge von Formeln Q — P und eine Folge (f;)i%,
i G* so gegeben, daf (f;) = Q gilt, und sev 6 > 0. Dann gibt es eine Folge (g;) mat
(g) = Q). | | '

Beweis: Da nur endlich viele g; in Formeln p € Q eingehen, kdnnen wir voraus-
_setzen, daB m < oo ist. Es reicht nun aus, zu zeigen, daB folgende Teilmengen von
_E™ nichtleeren Durchschnitt haben: ! w7 :

. Co={(g1,---rgm): g; € K fiir alle diejenigen 7, fiir die die Formel.(g,- €7
zu Q gehort}, : ‘

Cp = (g1 gm): (Jg)) = D)} (P € QN Py).

Fiir p € Q \ Py/gehort (fy, ..., fm) zum w*-AbschluB von {(gy, ..., gm): (9j) = p(8/2)}.
Esist leicht zu sehen, dal die Mengen C, innere Punkte enthalten, und daB (/,, ..., fm)
innerer Punkt vom w*-AbschluB von JC, ist. AuBerdem gehort (fy, ..., fm) zum .
w*-AbschluB von JC, Wire .der Durchschnitt der betrachteten Mengen leer, so -
wiirde mit Hilfe von Lemma 4a) folgen, daB kein Punkt gleichzeitig zum w*-Ab-
schluB von C,und zum Tnneren des w*-Abschlusses jeder der Mengen C, (p € QN Py

[

gehort. Also ist Lemma 5 bewiesen 8
Bemerkung: Als SchluBfolgerung aus Lemma 5 erhilt nian, da8
fme Bl S L,z € Ky '

der w*-AbschluB von J({z € E: |lzll < 1, z € K}) ist. Lemma 5 in [1] beinhaltet die-
selbe Aussage unter zusitzlichen Voraussetzungen.
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Beweis \/ron Theorem 1: Sei /,, ..., / einc Basis von L, so daB fatts ooes [ €INE
Basis von JE n L ist, und sei 0 > 0. Seien ferner Q — P, R=P, und 6 > 0 so
definiert, daB8 die Behauptungen von Lemma 1 gelten. Aus Lemma 5 folgt die Exi-
stenz einer Folge (g;) mit (g;) = (Q u R) (8), so daB auBerdem noch llg; — Al =6
fiilr n < j < m erfiillt ist. SchlieBlich sei 7';: B — E/M, die kanonische Quotienten-
abbildung und T',: E**/M* — K solch eine lincare Abbildung, daB8 7,7, die kano-
nische Isometrie von K**/M+ auf E/M, ist, und sei 7': I, = F durch Tf; = g; und
S: L — FE durch . A

Sf; = JTgi + T (f; —g;) fiir 1< <»

R Y o0V Ciir n<jism
definiert. Dann gilt die thaup'tung 4 von Theorem 1, wihrend die Behauptung 2
aus JSf — f € Ker T',** folgt. Tst ¢ solch cine Konstante, dal 3’ (4] < c || 2/l
gilt, so zieht das - ' s

TS — ) (5 4 -
< 12 i (1 £ e — 2 + £o)
nach sich." Aus Lemma 1/(2) folgt ||7',**(f — T/)|l < 6 ||fl. Man kann 6 und 0 < &2

so klein wihlen, daB |lJS — 7| < ¢/2 ist, denn ¢ und IT,|f hingen nicht von é und 0
- ab. Die Behauptungen 1 und 3 folgen dann aus Lemma 1/(1) und (3) @ :

Y

Beweis von Theorem 2: Sei f,,...; /. eine Basis aus. Atomen fiir L, wobei
fas1s -+ fm bereits zu F gehéren, AuBerdem.seien ey, ..., ¢, so gewihlt, daBl sie zu-
sammen .mit f.,, ..., f, eine Basis aus Atomen fiir L n F bilden. Es kann dabei

- . . .n
zusdtzlich erreicht werden, daB jedes Element e, eine Darstellung 3’ 7,/; mit
N '_l

. j=
+ 245 € {0, 1} besitzt. Laut Lemima 1 existicrt ein 6 > 0 und eine endliche Menge
Q= Py, so dab (f;) = Q gilt, und daB aus (9;) = Q8), Tf; = g; und aus f¢€ L,
z € M folgt . . , L _
A=l SN <A+,  (f—TH @) < elfil .

Entsprechend Lemma 3 seien R = P und ¢ e’(O, 1) bestimmt. R’ sei aus R durch
Hinzur}ahme.der Formeln . - .

lgj —AHl=0) - (n<jsm)
I Augi — e S0) 1 (1<s=<7)
(95 €2 : (1<j<m)

erhalten. Aus Lemma 5 folgt die Existenz einer Folge A; mit (k;) = R'(9). Zur Defi-
nition von g; = JS/; werden drei Fille unterschieden.

1. Fall: Es sei n < § < m. Wir setzen
g’ = (}b’ - 61/2 th)+ A/i'
k+j

2. Fall: Es existiert ein s mit /i < e, d. h. es gibt eine eindeutig bestimmte Zahl s,
. ) n . .
so dafl in der Darstellung 3 7/, gilt A = 1. Wir setzen
=1
g;i = (h’ — o2 Z kk)-?. AP

k+j
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3. Fall: Es sei f; A (3 e,) = 0 und j < n. Wir setzen

;o g= A(h; — o2 Z’%)*-

v 4 k+j , ‘ . -
Aus der Definition der Elemente g; folgt Behauptung 4. Da Lemma 3/(4) nach der
-sich dort anschlieBenden Bemerkung erfiillt ist, folgen die Behauptungen 1 und 2
'aus Lemma 1 und 3. Ist ¢ € (0, 1) und sind d, e € G* beliebige: positive Elemente,
so gilt , _ )
0= (d—ce)* Ale—c ) < c“((d — ce)* A (ce —'d)*) = 0.

Daraus folgt g; Ag, =0, falls 1 < j<n,1 <k Zmund 7 % k gilt. Dies gilf aber
auch wenn » < j < k < m ist, denn in dlesem Fallist 0 S gjnge S firnfe = 0 Es
- folgt die Behauptung 3. Fiirn < j = m folgt weiter

(_) s /fi— 9 § fi — by n ;) + 6Y2 3 by = (i = k)" + 82 Loy,
If; — JSfill = 6 + 02 X [kl = 6 + 6V X (Ilfill + ).
Es ist moglich, 6 von Anfang an so klein zu wihlen, daB aus diesen Unglelchungen
fir jedes Element f aus der linearen Hiille von /,,H, coor [ Tolgt [|[SSF = fIl = eIl
Hat E ordnungsstetige Norm, so wiirde aus 0 < /; < e, bereits f; € JE folgen. Alsg: .

fillt ¥ n L mit der linearen Hulle der Elemente fas1y <+ fm zusamnien. Damit ist .
auch Behauptung 5 bew1esen 1 - '

[N

7. Eigenschaften von Ultraprodukte}l

Beim Beweis von Lemma 5 wurde wesentlich verwendet, daB (f,, ..., /) zZum w*-

AbschluB von C, gehorte. Dies folgte daraus, dal JK w*-dicht in K** ist und aus

einer analogen Aussage fiic-Einheitskugeln. Um die Theoreme 3 und 4.zu beweisen,

‘benGtigen wir entsprechende Resultate fiir Ultraprodukte. Diese werden. in den
nichsten beiden Lemmas bereitgestellt.

Lemma 6: Set z,,...,z, eine Basis eines endlichdimensiorialen Unterraumes

M < (E,)y und seten x4 € E; so gewdihlt, daf (xy)y = x; st Dann gelt fiir die durch

T, = x4 de/mzerten linearen Operatoren T; von M auf die lineure Hiille von

. {xs, s€{l, }C E;:

Ty < -

2. Fir fast alle.v wst T; mz,ertzerbar . _ _ ' , .
3. llm‘ Wi = llm 17773 = 1.
v

Beweis: Nach Defmlt,lon von 7’; gilt Behauptung 1 fiir die Ba51sclemcnte von M
" und folgllch auch fiir belleblges z € M. Angenommen, eine der Behauptungen 2
oder 3 sei nicht erfiillt. Dann existieren ¢ € (0, 1y und Elemente 2; € M, so daB fur
fast alle 7 ¢ I entweder ||Tiz| < (1 — &) ||zl oder |7zl > (1 4+ €) |izgf| gilt. ITm
ersten Fall nehmen wir noch |jz;]] = 1 und im zweiten Fall ||7';2;]] = 1 an. Verwendet
man die Basisda.rstcllﬁngen 2; = ) A%, s0 bilden die i,;, als Koordinaten einer-
beschrankten Familie in einem endlichdimensionalen Banachraum, ebenfalls be-
schrankte Familien.. Aus '

(Tizi)y = Z(hm ).“) (xs,-),, = lim z; : N
v U
folgt im Widerspruch zu den gemachten Annahmen lim llz;}j = lim {|Tiz;f| = 1 Damit
1st das Lemma bewiesen 1 U 17
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In den folgenden beiden Lemmas, sowie im Beweis der Theoreme 3 und 4. werden
die dazu eingefiihrten Bezeichnungen G = (E;),, Z = J(K;*)y usw. verwendet.

Lemma 7: Seien eine natiirliche Zahl m, ein p € P und eine Folge (f)}., so vor-
gegeben, daﬂ (/i) = {p} wst. Sez ferner . '

c; = {(g1, - gm) € (B#ym: () = {p(0, )Y}
Dann gehort (fy, ..., fn) 2um w*-Abscizlu,B von J(C;)y tn (G*)™.

Beweis: Fiir einen vorerst beliebig gowahlten endlichdimensionalen Unterraum

Me (E;)y scien T; die in Lemma 6 definierten Operatoren. Fur fast alle 7 werden
auf 7;(M) durch

hii(x) = f{(Ti 'x)

T

lineare Funktionale 4;; definiert. Bestimmt man g; = (g;;)y so, daB gi;lr,an = hj; ist,
so ist eine e-Umgebung von (g,, ..., g,) in einer beliebig vorgegebenen w¥*-Umgebung
von (f,, ..., fm) enthalten, wenn hur M und ¢ > 0 gecignet gewihit wurden. Deshalb
reicht es aus, fiir 6 > 0 und fiir fast alle ¢ gleichmiBig normbcschmnkte Fort-
setzungen g;; von h;; so zu finden, daB

A(G1ir - Gi)s C.~) <o 7 6)
gllt !

. 1. Fall: Es sei p = (]3] gj(z;) — b] < ¢). In diesem Fall wird M so gewihlt, daB
x; € M ist. Sind g;; Hahn-Banach-Fortsetzungen von k;;, so folgt fiir fast alle 2:
¢ 21X fil) — bl = |Z gilTix) — bl = | £ gi@) — b,

¢ = lim |g;i(x;;) — b|, wenn (z;;), = x; ist -
v

(vgl. die Definition von p(e, 7). Da wemgstcns eins der Elemente z; von Null ver-
schieden ist, gilt (6) fiir fast alle <.

2. Fall: bsselp—( (X aig; +12) =c).
1. Schritt: Fiir fast alle 7 und fiir beliebiges 6 > 0 haben die Mengen

D= Kit + (g€ Erilgl S ¢ + 0)

und .

| Hi=lg € BX:g(Ta) = X ) + HT), gl < 1.5 afs + /I + 1)

nichtleeren Durchschnitt (wobei (f;)y = f gilt, vgl. die Definition vlon ple, 2)). An-
genommnien dies sei falsch. Dann konnen diese Mengen durch eine w*-abgeschlossene -
Hyperebene getrennt werden, d. h. fiir fast alle 7 existieren Elemente y; € E; mit
|]y‘|| = 1, so daB gilt: :

sup {Re g(y,) g € D;} <inf{Reg(y;):g€ H},
yi € —K;, = —K,, sup {Reg(y;): g € D} = ¢+ 6.

Also kann man auch z; € —K; mit |jz;]| = 1 so wihlen, daB

inf {Re g(z;):g € H} > ¢+ 6
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gilt. Sei 7'/ eine Fortsetzung von T; auf die lineare Hiille von A und =z =2 llllt
(T'/'2)y = z (Lemma 6), und sei ¢; eme Hahn-Banach-Fortsetzung von

T (lin (M y {z}) €z —>-) ai/i Ty-12) + fi2)-
Dann folgt im Widcrspruch zur Voraussetzung fiir fast alle ¢

Q.EH::(Q. Za,/, +/z)>c+(§ ’ ) . : o
d(gai/;+/é)20+6. , .

9. Schritt: Wir wihlen ein festes k, so daBl a, == 0 ist. Nach dem Resultat des
1. Schrittes ist es mdglich, Funktionale gi € E;* so festzulegen, daB fiir fast alle ¢
,gllt gi € D;n H;. Falls j = k ist, so bestimmen wir g;; als Hahn-Banach- Fortsetzung
von hy;. Danach setzen wir g,; = ¢~ (g. — fi = Zg,,) Dann folgt d(}, a;g;; + /i, K

=’c +76 fiir fast alle 7. Fiir geniigend kleines ¢ folgt daraus (6).

3. Fall: Es sei p=1I(g9;€2Z).
Die Behauptung folgt aus dem zweiten Fall fiir die Formel
dg;, ') < 0. ¢ : .
4. Fall: Es sci p = X ajg; + /Il < o).

Ersetzt man K; durch E;, so erhdlt man Z = 2’ = {0} und dié Behauptung folgt
durch Anwendung des zweiten Falles § S

Lemma 8: Seien 6 > 0, eine endliche Formelmenge @ — P und eine Folge (f;) so.
vorgegeben;, daf3 (f;) = Q ¥st. Dann existiert fiur fast jedes ¥ € I eine Folge (g;) mat
(95) = Q(0,7):

Beweis: Da in Q nur endllch v1ele Elemente.g; wirklich aufbretcn kann man
m < oo annehmen. Angenommen die Behaupbung sei falsch. Dann haben fiir fast
alle 7 dic Mengen R

Opi = {(g1s - g™) € ( %) m (g5) = D6, z‘)}} (0 £ Q\P);
Coi = (g, - 9™ € (BF)m: T gl < S + 1,
= { gy, ... g™) € (E Fm © (g,) = {p6,7)) fallspe@Qn P4 lst}

leeren Durchschnitt. Nach Lemma 4b) kénnen trennende Elemente z,; € (E;)™ und
. Zahlen b,; bestimmt werden. Zusitzlich kann man noch voraussetzen, daf
Z (lzgill + |bm|) = 1 ist. Dann werden aber die Mengen J( Coilus (Co,),, und J(C’l,

und folgllch auch ihre w*-Abschliisse durch z, = (Ty;)y und b, = lim b,; getrennt.
U

Tm’ Widerspruch dazu folgt aber aus Lemma 7, daB (f,, ..., f,) innerer Punkt der
w*-Abschliisse von (Cp,;)y (p € @\ P,) und von (Cy;)y ist undauch im w*-Abschlu8
~von (C};)y liegt 8 . o ‘

8. Beweis der Theoreme 3 und 4
Beweis von Theorem 3: Sei (f;)i., einc linear unabhingige Folge in L, deren
lineare Hiille eine in L n F dichte [‘ellmenge von L n F enthilt und selbst in L dicht
liegt. AuBerdem sei M, cine aufstelgende Folge endlichdimensionaler Teilrdume von
M, deren Vereinigung dicht in M ist. Durch wiederholte Anwendung von Lemma 1

\wird eine aufsteigende Folge endlicher Formelmengen @, — P und eine monoton
17 Analysis—]j(.l. 3, Heft 3 (1984) ’

N : : '
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fallende Nullfolge (6,) so bestimmt, daB (f;) = @, ist und daB fiir den auf der linearen

Hille L, von {f,, ..., f,} durch ’1,,/, = g; definierten linearen Operator folgendes gilt:

Aus (g;) = @nl(0y) und aus f € L,;, x € M, folgen (1), (2) und (3), wobei 0 = 1/n ist.

Zusitzlich kann noch erreicht werden, daB fiir eine abzédhlbare in L n F' dichte Teil-
. menge von Elementen der Form

=5

endl. .
-die selbst in F' liegen, jeweils die Formel . ' _ ’ .
(LX 295 — l £ 0) . R |
2u Y Q, gehort Fiir ]edes T sel ‘
Jni) =supin +1:3(g) mit (g) k= Qul1/n, i)
Weiterhm sei fiir n < n( 7) eine 11olge~(g;‘.~);"_l mit
(g5:) = Qn(1/n, 7) '

festgelegt. Definiert man ‘mit Hllfe emes frelen ﬁltrafllters V auf der Menge der
na,turhchen Zahlen

: g;'i&')_l-, wenn n(7) < oo ist
9ii = y w*-lim g%, wenn n(7) = oo ist,
nV

so folgt (gj;) F= Du(1/n,?), wenn nur » < n(z ) ist. Da bei beliebigem festem n aus
Lemma 8 fiir fast alle ¢ folgt n(z) > =, erhélt man fiir (g,) {g;:)v und fur belleblges n

(9;) = Qu(l/n).,

Wird nun 7 auf der linearen Hiille von {/,}’_l durch Tf; = J™1g; defmlert so ist T
isometrisch, Sei § der AbschluB von 7'. Dann sind die Behauptun"en 1, 2 und 3

~des Theorems erfiillt. Behauptung 4 ist auch erfiillt, da JSf = f fiir eme dlchte Teil-
menge von L n J(E;*)y aus (g;) = U @,(0) folgt. Esmul nurnoch J(K;*)y = (K;)y* n F
gezeigt werden. Sei f = (f;)y € (K;)y* und sei @ die Menge der beiden ¥Formeln
(g — Al £ 0), (g1 € Z’), wobei m = 1 ist. Da f diese Formeln erfiillt, gehért nach
Lemma 8 fiir ]edes feste n die Menge der ¢, fiir die ein &, mit (2;") |= Q(]/n ) existiert,
“zum Ultrafilter. Wie oben findet man ein % mit (k) }= Q(0). Das bedeutet aber 2 = f
und k€ Z = J(K;*)y 1 .

Beweis von Theorem 4: Wir wihlen f,, ..., f, und ey, ..., ¢, wie im Beweis von
Theorem 2, d. h. die f; bilden eine Basis von L aus Atomen, e,, ..., ¢, fri1, ios [
bilden cine Basis aus Atomen fir L nF und es gibt Zahlen 2, € {0, 1}, so dal}

Z /8,/, gilt. Sei (M) eine aufstelgende Folge endlichdimensionaler Unterréume

V(;l’l M deren Vereinigung dicht in M .ist. Mit Hilfe von Lemma 1 1iBt sich eine
Folge endlicher Teilmengen @, — P, und eine monotone Nullfolge positiver Zahlen
6, so bestimmen, daB (f;) = @, und @; < @y, ist, und daB aus g, E @(0,) fir den
auf 'L durch T/; = g; definierten linearen Operator folgt N
(1— l/l) AL ITA < (1 + 1/0) M e,
KTf — H.@)] = VA il o (feL,ze My).
Auf Grund von Lemma 3 lassen sich nun endliche Teilmengen R; — P und eine
monotone Nullfolge posntlver Zahlen 8, so finden, daB Q, e R, < Ry, und (f;) = R,
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ist, und daB ails () = R((6;) und aus (4) mit 6 = §, folgt (g;) = Q(6,). AuBerdem
kann noch erreicht werden, daB P, — R, gilt und da8 auch folgende Formeln zu R,
-gehoren :- . :

llgsll = WAl 1=j=m),

lgi — HIl <0 (n<j<m),

n

. ‘ Z }'Gigi - e.s
1=1

Fiir 7 € I sei

. .
N N

<0 (l<s<r. "

' Ue) = sup {l + 1:3 (k) mit (k) k= Ry(8,, 7)) . o h
Fiir | < I(z) sei (B, so gewihlt, daB (k) = Ry(dy, ©) ist. Weiterhin sei

I - wenn [(?) < oo ist
hii = ) w* — Iim ki, wenn l(2) = oo ist.
LV .

Ist I < U(7), so gilt (hi,:) = Ry(d;, 7). Aus Lemma 8 folgt bei festem 1, daB fiir fast
alle 7 gilt I(z) > L. Deshalb existiert k; = (h;;)y und\es gilt (%;) = U R,(6;) und folglich
. . f

auch (&;) = u R)(0). Fiir I < [(Z) werden Elemente g5 € E;* definiert. Dabei werden. -
in Abhangigkeit von 5 drei Fille unterschieden. T . ‘

. 1. Fall: Es sei n < j < m. Wir setzen , ’ T
A g:, = (hii — G2 Z hki)'*~
k+j

‘2. Fall: Es existiert ein s mit f; < e, (d. h. 2,; = 1). Wir setzen
. ' / ‘

9,‘. = 32}? (Q (kii —o Tz y hk.j)f) /\kél Ash; -

k#j

3.Fall: Esscil < j<nund f;n Y e, = 0. Wir setzen

g5 = (hii — o Z.kki))+-,
 k%j

" Beriicksichtigt man, daB Disjunktheit bei mopotoned Grenzwerten erhalten bleibt,
so kann man wie beim Beweis von Theorem 2 zcigen, daf gl A gl; = 0 ist falls
1=j=<n 1<k =m;j+kgilt. Definiert man (9}:)u = 94,0 folgt auf Grund der
Bemerkung nach Lemma 3, daB die Elemente (g;')72, die Ungleichungen (4) mit
0 = §, erfiillen. Es folgt also (g;') = Q,(6,). Da- jede- Formel p € Q, die Gestalt
1Y aigill = ¢ baw. | X gi{(z;i)u) — b] < ¢ hat, folgt (gfi)\= Qi(20,, 7) fiir fast alle <,
denn es gilt ' :

2 g ((z)y) = liUm.Z ghi(®i) und | X a9l = “lf/“ 12 aigiill. .

Fiir jedes feste 7 sei V; ein (mdglicherweise auch trivialer) U‘lktra,filt-er auf der Menge

la € N: (g%) = Q20,9
der gegen das Supremum g¢(7) dieser Menge strebt. Es sei gleich bemerkt, daB bei
festem g fiir-fast alle 7 gilt ¢(¢) > ¢. Insbesondere ist die Definition von V; fiir fast

¢

17+
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alle ¢ méglich. Sei

L — w*lim o9 = (0. '
gii = wHlimg%, « g; = (g1 A
o ‘ . .

Es gilt dann (g;) = U Q,(26,) und folgl'ich auch (g;) = U Qy(0).. Der Operator S sei '

durch die Formeln S/, J “lg; definiert. Es folgen dann sofort die Behauptungen 1
. und 2 des Theorems. =
Fir n <j < m folgt-aus (h;) = Ri(§;, 7)

e —fiill < 80~ Nlghs — hjill = 6,117 X IRyl ' a

Deshalb giit fiir diese § auch ¢; = f;. 'Ist l1<js=n 15k m und 7 = k, so gilt
7% A gii = 0._Es folgt, daB die Elemente g; positiv und paarweise disjunkt sind und
daB also Behauptung gilt.

. n .
* Da fiir /; < e, und fiir { < {(?) nach Definition q‘-» die Projektion von 3 Jgh,; auf -
k=1

das von (hj; — 6,72 3 k)" erzeugte Band und “ 3 b — e |l <0, ist, so
folgt: k] K=1
n’ /

( 2 /.wkg;l’i) A ( 2 Aslhyi — 9,['.')) =0,

k=1 k=1 ‘ )

(g skgn) (;‘ ;‘slq(hji - 9;;)) = 0) : ! , ’

(Seg) A (e — Sey) = 0. ) -
Daraus folgt, Behauptung 4 des Theorems B .
9. Beispiele . R ' RN

\ : . :
In [1] sind drei Beispicle angegeben, dic zeigen, daB in den Behauptungen 2 und 5
von Theorem 2 die positive Zahl ¢ nicht durch Null ersetzt werden kann und daf
in allgemeinen Banachverbinden Behauptung 5 nicht erfiillbar ist. Wir werden
jetzt einige weitere abgrenzende Beispiele bringen.

Beispiel 1: Fiir dic endliche Darstellbarkeit eines Dualraumes E* in seinem
Unterraum F ist die w*-Dichtheit der Einheitskugel von F in‘der Einheitskugel
von E* nicht hinreichend. Bezeichnet man mit y, = (y,,)7., die Folge der Rade- .
macherfolgen, d. h. setzt man y,, = sign sin (2 ‘n(2n + 1)) so kann man Elemente
2; von ly, so finden, daB sich die Folgen z, und y; jeweils nur in endlich vielen Gliedern -
unterscheiden und daB {3} eine w*-dichte Teilmenge der Einheitskugel von 1, = 1,*
ist. Auf Grund der Elgcnschatten der Rademacherfolgen gilt fur reelle Zahlen /,

(P DX /1?/1[] = 3 4l

Deshalbist die abgeschlossene lineare Hiille ¥ von z,} (auch inr Falle l\omplexer
Banachriume) 1somorph zu 1,. Ist nun ein Unterraum H von F c-isomorph zu 1%,
-~ (d. h. emstlert ein Operator T':1% — H mit |7 |T'|| = ¢), so ist die 1dentlsche .
Abbildung von I%, in folgender Weise faktorisierbar:

~

T s "
5, — Ho F=—1, TS| < c.

" Dann ist aber S*T* eine Faktorisierung der identischen Abbildung von /,® durch den
* P;-Raum F*. Daraus, daB die Projektionskonstanten von {,* gegen unendlich streben .
(vgl. [B]), folgt, daB l mcht in F endlich darstellbar ist.
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. Beispiel 2: Unter den Vorausse’tzungen von Theorem 1 kann selbst bei ab-
geschlossenen ‘K nicht erreicht werden, daB S(L n K++) = K gilt, wenn aullerdem
Ker § = {0} verlangt wird. Sei : -

1, wennl<n <!+ 1ist
Zin = 3 .
0, wennn <lodern>14 1 ist.

. Es werden die Elemente z, = (2,,)%, in I, = (co)* betrachtet. Sei K = )52 ) e
K enthilt keine Gerade, weil die w*-abgeschlossene lineare Hiille von {z;} mit A
* zusammenfillt.-Andererseits liegt die lineare Hiille L von ((—l)");‘:",=l in-K**, denn
die Folgen (£,,)3.; mit '

} = (—1)-n, wenﬁ,n < [ ist, .
“1=o, . wennn > [ist
liegen in K. Aus SL — K wiirde nun folgen S(L) = {0}. ' ‘

Beispiel 3: Unter den Voraussetzungen von Theorem 1 kann nicht erreicht wer-
den, daB [|S/l| = |If|| gilt. Der reelle Raum co**(= I,) enthilt einen zweidimensionalen
.Euklidischen Raum, z. B. die lineare Hiille von (cos ta)ory und (sin ¢,)2.,, wobei (¢,)
eine in [0, 2a] dichte Folge reeller Zahlen ist. Der Raum ¢, selbst enthilt jedoch als
polyedrischer Raum (vgl. [8]) keinen zweidimensionalen Euklidischen Unterraum.

Bemerk{mg: Unter den Voraussetzungen von Theorem 2 kann auch nicht
IS/l = Iifll erreicht weérden, weil es polyedrische Banachverbinde gibt, so dal} der
* zweidimensionale Euklidische Raum Unterverband des Bidualen ist.

‘Beispiel 4: Unter den Voraussetzungen von Theorem 4 ist J(E,;*),; im allgemeinen
nicht g-ordnungsvollstindig und es ist méglich, daB die Summe zweier positiver
disjunkter Elemente von (E;),* zu J(E;*); gchért, wihrend jedes Einzelne dieser
Elemente nicht in J(E*); liegt. Als Indexmenge I sci die ‘Menge der natiirlichen
Zahlen mit cinem freien Ultrafilter U gewihlt. Sei E; = I, und scicn e, die kano-
nischen Bilder der iiblichen Koordinatenbasis von ¢, in ,* = co**. Es werden
folgende Elemente betrachtet: . -

k
e, € E;,  e=wxlim Je,,
k=00 n=1

= fe= v € (B)*,- g = (gi)y € (Ew*, b= sup fe € (Ed)p*.
' .
Bei festem k gilt fi; A (g; — fii) = O fiir fast alle 7. Es folgt ‘

henlg—f) =0, halg—h)=0.

Deshalb reicht es zu beweisen, daB & ¢ J(E;*); ist. Angenommen, es ist & = (k;),.
Dann gilt (k; A fii)y = kA f = [i. Bei festem k folgt k; = f,; — k'€ fiir fast alle 7.
Deshalb kann man eine Folge (I,) von Elementen des Ultrafilters so finden, daB fiir
1€ I, gilt h; = fr; — k7 e. Zusitelich kann- I, < I, und k4 I, erreicht werden.
Setzt man d; = (1 — k') ¢ € E;* fir v € I, '\ I;,,, so folgt

fin(d))y =0, (diy =k, Hdyll =1 .

-im Widerspruch zur Beweisannahme.

k .
i=2Ye € BX, . g =

n=1 ‘ n

1.

Bemerkung: Es ist unbekannt, ob'in Theorem 4 zusitzlich -erreicht werden
kann, daB fiir f € JF n L gilt JSf = /.



262 K.-D. KURSTEN

LITERATUR

[1] BEr¥aUD,S.J.: A umfned approach to the principle of local reflexivity. In: Notes in
Banach spaces. Univ. of Texas: Austin 1981.

[2) Co~rov, d. L., and L. C. MoorE Jr Local reflexivity in Banach ]attlces Preprmt Duke
University: Durham,

[3] DEax, D. W.: The equation L(E, X**) = L(E, X)** and the prmuple of local reflex1v1ty
Proc. Amer. Math. Soc. 40 (1973), 146 —148.

[4] Feftaee, B. A, v N. 1. Yyuaep: OCwuit npuHunn JOKATbHOA pedAEKCUBHOCTH U €ro’
TIPHMEHEHHHA B TEOPMHU ABOMCTBENHOCTH KOHyCcoR. Cib. MaT. sypHan 23, 1 (1982), 32—43.

[5] GRiNBAUM, B.: Projection constants. Trans. Amer. Math. Soc. 95 (1960), 451 —465. -

[6] HEINRICH, S.: Ultraproducts in Banach space theory. J. Reme Angew. Math. 313 (1980),
72—104.

[7] Jouxsox, W, B., ROSENTL{AL, H. P and M. ZippiN: On \ba.ses finite dimensional decom-
positions and \weaker structures in-Banach spaces, Israel J. Math. 9 (1971), 488 —506.

[8) KLrE, V.: Polyhedral sections of convex bodies. Acta Math. 103 (1960), 243 —267.

[9] KirsTEN, K.-D.: Local Duality of Ultraproducts of Banach Lattices. In: Banach Space

Theory and its Applications. Proceedings, Bucharest 1981, 137—142, Springer-Verlag: -

Berlin— Heidelberg — New York —Tokyo 1983,

[10) Kwrcreu, K.-II.: O uexoroprx sonpocax A. IMuua II. Teopusa dynrumit, Gpyuru.
. anaaus 1 ux npua. 29 (1978}, 61 -73. .
[11} LiNpENSTRAUSS, J., and H. P. RoseNTHAL: The &, spaces. Isracl J. Math. 7 (1969),
- 325—349. '
" [12] ScHAEFER, H. H.: Topological vector spaces. . Macmillan: New York 1966.
[13] ScHaEFER, H. H.: Banach lattices and positive operators. Springer- Vcrlag Bcrlm—
Heidelberg — New York 1974.

{14] StErx, J.: Ultraproducts and local properties of Banach spaces. Tmns Amer. Math. Soc
240 (1978), 231 —252. .

(15) ZEIDLER, E.: Vor‘leSungcn iiber nichtlineare Funktionalanalysis III — Variationsmetho-
den und Optimierung —. BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft: Leipzig 1977.

Manuskripteingang: 10. 12. 1982

'VERFASSER:

Dr. Kuaus-DETLEF KGRSTEN .
Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitat
DDR-7010 Leipzig, Karl-Marx-Platz

'



