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Lokale Reflexivjtat tind lokále Dualität von U1traprodukten 
für halbgeordnete Banachrãume	0 

K.-D. KURSTEN 

Es sei L ein endlichdimensionaler Unterraum des dualen (E)u* zum Ultraprodukt geordncter 
Biinachräume. Dann existiert eine positive isometrisehe Einbettung von L in (E*)u, die noch 
zusätzlichen Bedingungen genugt. ImFalle von Banachverbanden kann die isometrische Em- 
bettung als Verbandshomomorphismus gewahit werden. Für die nach demPrinzip der lokalen 
Ref1exivität existierenden fastisometrischen Einbettungen endlichdimensionaler iJriterräume 
von R** in E lasen sieh entsprechende, jedoch etwas sehwiichere Positivitatseigenschaften er-
reichen.	 - 
JJOHyCT1IM 'ITO (E1 )u ysITpanpollaBeIwHlie yn0pa0'IeHI1Mx 6aHaoBbIx HpOCTpaHCTB II 4TOL 

ioiieiiioiepIioe nojulpocTpaHcTBo coupA?eeIIIIorO .Hp0CTIMSHcTBa (Ej)u*. rIora cyLl(ecTbyeT 
noJIo7+ulTeilbHoe iisoeTpirecioe HJI01Heuue L is (E1 *)u, HOTOPOC yjWBrIeTBopReT ene HeH0-
TOMM itononimTeRbElbIM ycioniiha. B cJ1y1ae GaHaxoahix PCIUeT0K It30r1eTpueCHOe 11210-

aeH11e MOHIIO B3wrb iaH I'0M0MOp4III3M pewerox. Ha CyuecTBy}OLU1le HO npiituisy J1oIaMb- 
HOü l)e(l)J1eIclI1lI-IocTH flO4TtI Il30MeTpu'IecHHe n.uo,BeHHH HoHe'IHoMepHblx nO)(npocTpaHcTB 
E* s is E Moi+iio 1IaxJIaju1BaTb cooTBeTcTHeIlliue, HO llecHoJihHO 6ojee CJla6ble ycJionuif 
n021OHI1TeJ1bll0cTH. 
Let (B1 )u be the ultraproduct of ordered Banach spaces and let L be a finite dimensional sub-
space of the çlual ( E1)*. Then there exists a positive iscmetric imbedding of L into (E*)u 
also satisfying some additional conditions In the case of Banach lattices the isometric im-
bedding may be chosen as a lattice homomorphism. Similar but somewhat weaker positivity 
properties can be satisfied for the almost isometric imbeddings of finite dimensional subspaces 
of E** into E which exist by the principle of local reflexivity. 

1. EinIeitun 

Die in dieser Arbeit bewiesnen vier Theorerue haben mit dern Prinzip der lokalen 
Reflexivität von J. LDENSTBAUSS und H. P. ROSENTHAL [111 geineinsam, daB die 
endliche Darstelibarkeit eines Banachrautues in einem bestimmten Unterrauni he-
hauptet wird, wobei noch zusitzliche Bedingungen erfüllt sind. Beini Prinzip der. 
lokalen Reflexivität wird der Bidualraum R in E endlich dargestellt, vährend die 
lokale Dualität von Ultraprodukten die end] icheDarsteliharkeit desDualraumes eines 
Tiltraproduktes im U1traprod6kt der Dualriiuiile beinháltet. Theorem list liii wesent-
lichen das bekannte Prinzip der lokalen Reflexivitdt, wobei zudtzlich cine Positivi-
tatseigenschaft erreicht wird. Wie W. A. GEJLER und I. T. 6U6AEV zeigten, gilt 
dieses Theorem auch für lokalkonvexe Rdume. Theorem 2 stamnit mi wesentlicheri 
von J. L. CoioY und L. C. MOORE Jr. [2] und beinhaltet die lokale Reflexivität 
von .Banachverbänden. Die Theoreme 3 und 4 beinhalten die lokale Dualitdt von 
Ultrajrodukten von halbgeordneten Banachräu mn bzw. von Banachyerbdnden. Die 
ersten Varianten von Theorem 3 wurden unabhdngig in [10] und in [14] veröffent-
licht. Theorem 4 wurdé vom Autor zuerst auf der .Konferenz zur Banachraumtheorie 
in Bukarest, September 1981, vorgestellt [9]. Für Varianten der Theorenie 1, 2 und 3
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sind eine Reihe anderer Beweise und Anwendungenbekannt (vgl. z. B. [1, 3, 6, 71). 
Die hier angegebenen Beweise beruhen alle auf eineni Trennungssatz für eine Anzahl 
konvexer Mengen (Lemma 4). Die Arbeit wird dureh einige Beispiele; die den Gliltig-
keitsbereich der Theoreme abgrenzen, beendet. Bezuglich weiterer - Eigenschaf ten 
von Ultraprodukten bzw. bezuglich elementarer Eigenschaften von Banachverbän-
den sei auf [6] bzw. auf [13] verwiesen. 

2. Bezeichnungn und DefinLtioneri 

-Es werden halhgeordnete Banachräunie E mit Positivitätskegel K - betraeht.et. mi 
aligemeinen wird dabei nur verlangt, daB K konvex und positiv homogen ist und'dié 
Null enthält. 1st K	E bzw. K'	E* , so definieren wir die dualen Kegel - 

K 1 = {/ € E: Re /(x)	0 für jedes x €-K} 
bzw.

	

	 ) 
K' = x € E: Re /(x) Z^ 0 für jedes/ € K') . 

Für C E und x € E hetracht.en wir den Abstand 
d(x, C) = inf IIx - yI : y € C}.  

Ordnungsii3tervalle werden mit [x, y] bezeichnet. 
!\-lit I bezeichnen wir eine Tndexmenge und mit U einen Ultrafilter auf I. Es sei 

cine Familie'(E 1 : 1€ I) halbgeordneter Banachräume mit den Positivittskegeln 
K 1 c E 1 gegehen.	 - 
- Zur Definition des Ultraprodukts (vgl. z. B. [61) betrachtet man auf dent Rautn 

{(x 1 : I € I): x 1 € E,, sup Il;II < cc) die Halbnorm lint II;). Der Faktorraum naeh deni 
U 

Kern dieser Halbnorm wird Ultraproduki der l-?äurne E j bezüglich U genannt und mit 
(E i )u bezeichnet. Seine Elemente werden mit, (x,)u bezeichnet. Ein Element (Xi) 
ist bereits definiert, wehn ; für alle I aus einem Element des tjltrafilters definiert 
und gleichmai3ig beschrankt ist, denn man kann iür die-restlichen I setzen ; = 0. 
Eine bestininit.e von I € I abhangige Aissage heiBt für fast alle I erfiillt, \venn die 
Menge derjenigen I € I, für die these Aussage gilt, zum Ultrafilter gehort. Sind Teil-
niengen C, c K 1 gegeben, so definieren wir 

= ((x i )u: x i € C1 für fast alle 1).	 - 
In (E i)u ¶ird der Positivitatskegel (Ks, betràchtet. Sind die Räume B 1 Banach-
verbände, so ist auch (Ei )u cin Banachverband, und es gilt (X&) v (y= (x1 v YOU. 
Das LTltraprodukt der dualen Räume (E1*) wird durch die Formel 

(J(/1)u) ((x)u) = lint /(x) 

linear und isometrisch in (E 1 ) u * eingehettet. Dahei ist mm aligemeinen J((E1*)u) 
(B j ).* und in den Theoren-ien 3 und 4 wird die Relation zwischen diesen beiden 

Räunien untersucht. Dabei werden noch folgende Bezeichnungen verwendet: 

-	(E1)	U, J((E 1 *) u )	F - G*' Z' = (K 1), Z = J(K 1 )	F. 

Au!Jerdem bezeichnen wir das Element J(/)u ebenfalls als (/j )U .	- 
In den Theorenien I und 2 werden halbgeordncte Räunie K betrachtet. Dabei 

werden irn TJntersehied zum Ultraproduktfall folgende Bezeiehnungen verwendet 
J ist die kanonische Einb'ettung von B in E**, JE = F, 
E* G, E**=G* , JK=Zc:F,	=Z'c:G*.
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Dàs Produkt E' von n-Banachräumen E ist mit der Norm-

•	 ...,	= (X Ix2)112 
wieder ein Banachraum. Das Produkt der Dualräume (E*)t3 wird mit dem Dualraum 
des Produktes (E)* identifiziert, wenn man setzt 

(/j, ..., /) ((x i , ..., xe)) =	/(x). 
•	Durch die Formel 

	

(x 11 , . . .,	((X1)U, . •, (x),) 

wird (E 1 t') init((B1 ))' identifiziert. Diese Tdentifizierungen werden wir ohn weiteren 
Hinweis verwenden.	 - 

3. Formulierung der Resultate	 - 

In dieseni Abschnitt wôrden die Theo me über lokale Reflexivität bzw. fiber lokale 
Dua1itat von Ultraprodukteii Mr halbgeordnete Banachräume' und für Banach-
verbände formuliert. Die folgenden Abschnitte beinhalten die Beweise für these 
Theoreme. 

Theorem 1: Sei B em Banachraum, K E ein Kegel, s> 0, und'seien L= 
nd M c: E* endlichdimensionale Unterräume. Dann ezistiert einelineare Abbildung 

8: L -* B, so da/ /ür beliebige / € L und z € M /olgende Bedingungen er/üllt .sind: 
1. (	- a) il/li	118/Il	(1 + a) Il/li. 

•	2. z(8/) = 
3. d(S/, K)	d(/, lf) +.e Il/Il.	- 
4. Wenn / € J(E) 1st, dann gilt JS/ = I. 
Theorem 2: Sei B ciii Banuchverband, L E** ein endlichdimensionaler Un/er-

- verband, M JJ ciii endlichdimensionaler Unterrtum und a > 0. Dunn existiert eii 
linearer Operator 8: L  so dap/ür beliebige /, g E L und x € M folgende Bedin-
gun gen er/lUll sind: 

1. (1 - a) Il/Il	HS/ll	. ( 1 + a) I/Il. 
2. x(S/) - /(x)I ;5- a	lxii.	 S 

3. S(/vg) = (S/)v(Sg). 
4. Wenn/ € J  ist, dunn gilt J8/ /.	- 

Hot B ordnungsstétige Norm, so kann ztsälzlich erreicht werden: 
5. Wenn / € JE n L ist, dawn gilt IIJSI Ill	€ ft/il. 
Theorem 3: Sei B 1 cue Familie von halbgeordneten Banachräumen mit Positivitäts-

kegein K	B 1 und sei U ciii Ultra/il/er au/ der Indexmenge I. eien L (B1)u* 
•

	

	und M ( K 1 ) 0 separible Unterräuine. Dann existiert em linearer OperatorS: L - ( B1*), 
- so da/3 /ür beliebige / € L und x € M /olgendes gilt: 

1. hS/ii = li/Il. 
2. JS/(x)==/(x).	• 
3. d(S/, ( K 1 ) 0) 5 d(/, (K1)0*).	 p 

4. Wenn /'€ J(E 1 *) 0 ist, dunn gilt JS/'= /.	 - 
Au/3erdem ist J(K 1 ) 0 = ( K 1 ) 0 n J(E1*)0, und /olglich ist ( K 1 )0 abge.schlossen.
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Theorem 4: Sei E eine Familie von Banacherbanden, U ein Ultra/ilter. auf der 
lndexrnenge I, L c (E1 )u* ein endlicMimensionaler Unterverband und M (E1) 
ein separabler Unterraum. Dann exi.stiert em. linearer Operator 8: L - (E1 *)u, so daf3 
/iir beliebige /, g € L und x € M gilt:. 

1. _IIS/iI	I/Il. 
2. J8/(x) = /(x). 
3. (S/)v (Sg) = 
4. Wen.n. / € J(K) ist (d. h. / € .J (E*). und / 0), dann gilt (8/) A (/ - 8/) = 0. 

Bemerkungen: Theorem 1 ohne Behauptung 3 istdas Prinzip der lokalen 
Reflexivitkt in der Fassung von W. B. Jo1nsoN, H., P. ROSENTRAL und M. Zxnc 
[7]. Theorem 2 ohne Behauptung 4 wurde von S. J. BERNA [1] veröffentlicht. 
Theorem 3 unterscheidet sich von der Formulierung der lokalen Dualitt von Ultra-
produkten durch S. HErNRICa [6] dadurch, daB Behauptung 3 hinzugekomnien ist 
und daB die abzählbare TJnvollstandigkeit des Ultrafilters für den Beweis nicht mehr 
benotigt wird. 

.4. Endiiéhe Charakterisierung von Eigcnsehaften endlichdirnensionaler Operatoren 

Zur Definition linearer Operatoren werdenGleichungen T/ = gj Verwendung finden, 
wobei (fj)	eine vorher festgelegte endlithe oder unendliche Folge in G sein wird, 
während (g.)1 éine Folge sein wird, die bestinrnten Bedingungen geniigt. Bei der 
Formulierung dieser Bedingungen spielen die iiii folgenden definierten Ivlengen 
logischer Formein eine Rolle. Die auftretendenParaineter a aus dem Zahlenkorper 
R oder C, c € [0, oc), x j € 0 und / E F sollen dabei jeweils die angegebene Menge 
durchlaufen, wobei aber für jede Forniel mindestens ems und höchstens endlich viele' 
der Element.e :r 1 bzw. Zahlen aj von Null verschieden sind. Es sci nun 

P 1 die Menge der Formein 

-	 ajgj	c und	- b	c, 

P2 die Menge der Foriieln 

ajgj +/, z')	c, 

P3 die 1lenge der FOrmeln 

Eaigi ±tll c 

iind P4 die Menge der Formeln 

€ Z' (d. h., für jedes j wird eine Formel erhalten). 

Wir set.zen P = P1 u P1 U P3 U P4. 
Für Q P bedeutet (gj) H Q, daB (qj)7 1 eine Folge von Elementen von 0 ist, 

die jede FoIrllel aus Q erfiillt. Für logisehe Formein p € P werden aul3erdem noch 
Aproximationen betrachtet. Und zwar bezeichnen wir für e 0 mit p(s) die Formel, - 
die man aus p erhalt, indeni man c dureh c + s und Z' durch Z ersetzt und auBerdem 
g1 € F (für, alle j) fordert. Tst 0 =	o hat jeder Parameter x) bzw. I, der in p
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eingeht, .einé Darstellung (ji)U bzw. (/j)U, wobei (für jedes feste p) die Elemente 
xii € E1 und /i € E1 * fur das weitere festgehalten werden sollen. Die* Formel p(e, i) 
erhält man in diesem Falle aus der Formel p, indem man c durch c + e, Z' durch K, 
/ durch /i und xj durch xii ersetzt und aulkrdeni noch gj € E1 * (für alle j) verlangt. 
1st Q P, so sei Q(s) = {p(e): p E Q} und Q(e, 1) {p(,-, i): p E Q}. 1st Q eine Menge 
approximierter Formein, so bedeutet (gj) H Q, daB (g)7 eine Folge von Elenienten 
des entsprechenden Raunies ist, die jede Formel aus Q erfullt. 

Lemma 1: Sei U > 0, seien. L cz G* und M 0 endlichdimensionale Teilraume 
• und sei /, . . ., / eine Basis von L. Dann exislieren eine positive . Zahi 6 und endliche 

Teilniengen Q P 1 iznd B P2 , so dap /olgendes gilt: 
1. (/1H=QuR. 
2. A us (g,) = Q(6) /olgt /ur den durch T/, = g, auf L definierten linearen Operator 

und fur beliebige I € L und x € M	 - 
(1 -

 

0 ) 11/11	lI T/il	(1	0 ) 11/11,	 (1) 

(1— T/) (x)I	Il/Il IIXII.	 (2) 

3. A us (gj)	Q(ô) u 1?(6) /olgt /iir den in Behauptung 2 de/inierten linearen Opera-
br T und für beliebiges / E L	 S 

•	 d(T/, Z) ^ d(f, Z') + U Il/Il. 

Beweis: Sei vorerst 0 <6 < I beliebig. Sind / =E aifI und x € 0 beliebig, dber 

fest vorgegében, so werden die folgenden Formein durch (/)7 erfüllt und liégen 
in P1 bzw.-P0:	 -	 - 

•	 agj	J/Jl	ajgj(x)— /(x)l	0, d(_Y ajgj , Z')	d(f, Z'). 

1st T der in Behauptung 2 definierte lineare Operator, so sind diese Formeln äqui-' 
valent zu

lI T/Il	Il/il,	i(Th) (x) - h(x)l	0,	d(T/, Z') !!^ d(f, Z'). 

1st nun A ein endliches ô-Netz der Sphäre (/ € L: li/li = 1), und bestimmt man eine 
endliche Menge B	0 so, daa B ein endliches 6-Netz der Sphare {x € M: j jxjj = Ii 
1st und auBerdetu fur jedès / € A ein x mit IlII = 1 und .i/(x)i 1 - 6 enthält, so 
erhält man die endlichen Fornielmengen Q P und B P2 , indeti in' den oben 
angegebenen Formein / die Menge A und x'die Menge B durchläuft. 

Sei 1€ L, I/il = 1 und sei E M, J jxjj	1 Es gibt Darstellungen 
00	 I 

/	f 2 3h, mit 12 3 1	6 und h, € A, 

	

x =E/L SY3 "'it 1,a 3!	6 und y3 € B, 

owieE1emente h  A unci y  B mitIl/ - hil ^5 6, Ilyll = I uid ih(y)i	1 - 6. Aus

( g ) )= Q(6) iind T/, = g5 folgt dann 

• IT/il	X iAi ii'rh3lI ^ (1 + o)E 68 = ( I + 6 )1( 1 - 6),
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jjT/	T/(y)I	R T '/ - Ii)) (y) + (Th) (y ) l	1 - 26 - 6(1 + 6)1(1 - 6), 

I'/7(x )	/(x)I =	ALr(Th8 - h 3 ) (yr) 5'6(1 
r,s=O 

1st au8erdem (gj)	R(6) erfullt, so folgt 

d(T/, Z) 5 d(Th, Z) + IT(/ - h)II ' d(h, Z') +6 + ITIJ lit - hij 
d(/, Z') +. 6 + 6 ± 6(l + 6 )1( 1 - 6). 

1st 6 genugend klein, so sind also alle Behauptungen von Lemma 1 erfullt I 
Lemma 2: Sel 0 elm Banachverband und 6 >0. Wenrt f	fm € O, Ii A /k 0 

(k	j) und 0	x E 0 i8t, damn exzstieren x 1 , ..., X,,, € 0, so dap x ^ 0, x	x 1 + 
+ Xm und /,(Xk) <6 (k == j) gilt. 

Dieses Lemma ist ein Spezialfall von Lemma 7 in [1] und besitzt einen einfachen 
Induktionsbeweis. 

Le m in a 3: Sèien 0 und F 0* Banachverbände, L G* elm endlichdimensiomaler 
Unterverband mud , /m eine Basis aiis A tomem /ilr L. Seim weiterhin elm 0 >. 0 
und eine endliche Menge Q P1 mit (/) = Q geqeben. Dann exstiert eine Zahi 
6 € (0, 1) mmd eine'endliche -Menge 1?	P 1 , so dap (/,) 1= R gilt, und so dap aus-. 
(h,) H R(6) und aus 

d (gj, 1(h — 61/2 E hk	(1 + 6 1 / 2 ) hi 	 (4) 

•/olgt (g1 ) = 00).  

Beweis: Sei 6 € (0, 1) vorerst beliebig und sei 
e, E[(h, — 6_ 1 / 2 _T

I 
(1 + 6 1 /2 ) h


	

L\	k+j	- 
Angenomnien, es gilt Iig — ell 5 6. Es reieht aus, das Lemma fur den Fall einer 
einelementigen Menge Q = {p} zu beweisen, veil man im allgenieinen Fall die für die 
einzelnen Formeln aus Q erhaltenen Mengen 1? vereinigen und das niinimale 6 nehmen 
kann. "mi weiteren Beweis werden zwei Fälle unterschieden. 

1. Fall: Sei p = (ll' a1g1	c). 
•	Es gilt II!' 1a5 1 fi ll = lii' a1/iI	C.• Gehört die Formel (lIi' lal g111 < c) zu R, so

folgt aus (h1 ) 1= 11(6), 

JJZ agj	Ô Z Jai l+ liE aeij 

	

-	6 E u1 + (1 + 6 1 1 2 ) 11 '1- laI hi ll	 - 
EIal+(l±61/2)(c±6). 

Für genugend kleines 6 folgt also die Behaup'tung. 
•	2. Fall: Sei p = (	gj (xj ) — bJ	c). 
Wendet man auf den positiven Teil	und den negativen Teil x von x1 jeweils 

Lemma 2 an so finder man nichtnegative Elemente x und x, so daB x1 = E 
• und (falls k == list) /,(x) < 6 gilt. Sind nun die Formein	k1 

(Igj (x) — /,(x)j	0	(j, k, 1 € {1, ..., m})
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in R enthalten, so folgt aus (h1) = R(6) far festes i und festes k: 
(I ± 61/2) h(x 	e(x,) > (h7 - 6-1/2	' h)' (z,) 

^ h,(4) - 6-1/2 Eh,(x) 	- 26112m. 
•	 1*) 

Man erhält weiter:	 • 

-. -	
- e) (x)j ^5 61/2(m + h1(x)) ^5 6 1 12 (2m +11/i ll IIxi ll + 6), 

l(g, - I,) (xftjj

	

	((g - e) -- (e —h,) •-f- (h, - I,)) (xJ)I 
6 jlx fl + 61!2(2m + 11/ILIx1 Il + 6) + 6. 

Far genugend kleines 6 folgt daraus, 

- 'b I  =	gj(x - x) - b 

Bemerkung: Es seien Zahlen 2k E (0, 1) mit j.7 T=r 1 (j wird festgehalten) und 

ein Element e mit '	- e	6 gegeben. Sind die h positiv und ist € [62, 
k=1 

61/2J, so gilt (4), Z. B., wenn	 - 

gj -r (hj -?)XhkrAe	-. kj 
oder

= sup (1 (h - 6 1/ 2	A	 S 

lE N 	/ /	 - 

• ist,. Urn dies für die erste Forniel zu beweisen, setzen wir d	(h - j 
'I 

Es kj  
folgt 0	d —g = d —.dAe = (d— e)	(Z ) khk - e), also gilt 'lid —gII 

llE 2k1lk — ell ^6. 
Far die weite Foritiel benutzen wir, dal3 für beliebige positive Elemente d, / E O 

und far c € (0, 1) gilt 

•	(m(d - c-1/)t) A (d + I)	(MC--'(rd - /)+) A ((1 +c)d + (t— cdY) 

-	 ^(1-f-)d. 

Es folgt far jede natürliche Zahl 1	 -	 - 

(h1 - 6- 1/2 E hk
/	

(1 (h1 - 6I2	
1/ 

A E 2khk 5 (1 + 6U2) h1. 
•	 k*j	\ \	 k#j	kI 

5. Ein Trenntingssatz 

Der folgende Trennungssatz far eine Anzahl konvexer Mengen ist das wesentliche 
Hilfsmittel zuiii Beweis der Theoreme. Er wird hier nur far Banachrãume benotigt, 
wird aber far beliebige lokalkonvexe Räume bewiesen. Varianten des Satzes sind 
schon bekannt. So istdas Lemma von A. JA. 1)uBowIzKI iind A. A. MILJIJTIN (vgl. 
z. B. [151) ein Spezialfall von Leiprna4a). 

L e iii in a 4: a) Selen 01, . . ., C. konvexe Teilniengen von E mit nic/itleerem Inneren 
und CO B eine nichileere kohvexe Menge. let kein Punkt von CO zugleich innerer
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Punkt von C 1 n	n Cr, so existieren reelle Zahien b0 , ..., b und Elemente /, .. . , fr

des Dualravmes E*, von denen wenigstens ems von Null verschieden 1st, so daf 

= 0,	' b, = 0, und Re /,(x) ^E! b, im Falle x € C,	. (5) 
gilt.	 S 

b) 'Sind C, (s = 0, 1, ..., r) nichtleere ( B 4', B) -abgeschlossene /onvexe Telimengen 
des Dualraumes K 4' mit leeren, Durch.gchnitt und 1st C0 (E4'E)-koinpakt, so existieren 
Elemente x0, ..., x von B und reelle Zahien b 0, ..., b, so daf3 

x, = 0, rb,> 0,-j und Re /(x,) ^ b, imFalle I E C, 
gilt. 

Beweis: Es reicht aus, das Lemma für reelle lokalkonvexe Räume zu beweisen, 
den'n wenn B ein komplexer lokalkonvxer Rauin 1st, dann kann B* wit dew Dual-
raum zum zu B assoziierten reellen Rauni identifiziert werden. Dew Funktional 
entspricht dabei dasreell-lineare Funktional x -* Re /(x) (vgl. [12]). 

a) 1; Schritt: Hat ein endlicher Durchschnitt von Kegein n K, innere Punkte, so 
gilt n K,n K , . (Mit d wird der Abschlu3 einerMenge ,bezeichnet.) Sind-näii1ich 
eine Nullunigebung B und cin. x0 so gewahlt, daB x0 4- B n K, gilt, so folgt für 
beliebiges e > 0 

n K, n (K, -F eB) n (K, + K, - sx0) = —ex0 + n K,. 

2. ,Schrit€: Hat cin endlicher Durchschnitt von Kegein innére Punkte, so gilt 
(n K,) + =' ,f  K,. In der Tat, nach einer SchluBfolgerung aus dew Bipolarensatz 
(vgl. [12]) ist f K, in (n K,) = (nK,) = (n K,) dicht bezüglich der schwachen 
Topologie (B4', B). Konvergiert aber h = f h, (h, 1 E K,) bezüglich eines Ultra-
filters U in der a(E4',E)-Topologie gegen h E K4', so gilt für Elemente x einer in n K, 
enthaltenen offenen Menge 0	h,1 (x)	h(x). Deshalb. existiert a(E*, E)-liln h, 
= h, E K,, und es gilt h =	h,. Also ist	K, bereits abgeschlossen.	U 

.. Schritt: Der von C, x 1 in K X It erzeugte Keg1 verde wit K, bezeichnet. 

Es existiert eine eindeutig bestimmte ZahI n, so daB fl K, innere Punkte enthãlt, 

	

r	 3=n-3-1	 r 

während das Tnnere von fl K, leer ist. Die konvexen Mengen K n. und fl K, lassen1 

	

3=n	 n -f -I 

sich nun durch eine Hyperebene trennen, d. h., es existiert em h E (B X It) 4' ]nit
Jr	\+	r	 r 

h==0, h€K, und ---hE(flK,) =' K S . Alsoist —h=h, mit h,E K,t 
\n+1	/	n+I	 n+I 

Verwendet man die Jdentifizierung (E X It) 4' = B4' X It und setzt /, =0 und 
b, = 0 für s < n, (/ —b,) = h und (I,, —b,) = h, für s > n, so sind alle 13ehaup-
tungen von Lemma 4a) erfül!t. 

b) Jetzt sei fUI s I mitK, der von C, X I' in K 4' X It = (B X It)* erzeugt.e 
w4'-abgesehlossene konvexe Kegel- b'ezeichnet; Aul3erdem sei K0 = CO X 1. Ele-
mente atis n K. haben notwendigerweise die Gestalt (I, 1) mit / 'E n C,. Also lassen 

sich die Mengen K0 und flK, durch elne a(E4',E)-abgeschlosseneIyperebene streng 

trennen - es existiert ein y € B x It mit	 S 

sup {h(y): h  K0} <0 = inf{h():h Efi K8}. -,
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Nun ist' (K 3), auf Grund der bereit,s erwahnten SchluBfolgerung aus dciii Bipolaren- 

satz schwach dicht in 
(ri 

K 3) . Kohvergiert y E ' (K 3) .bezuglich ein'es Ultrafilters 
8 	1-	 8=1 

U schwach gegen y, so fo aus der Kompaktheit von K0 für fast alle I 

sup {h(y 1): h  K0} <O 
Man kann deshaib (nachdem evenuc11 y durch ein geeignetes y, ersetzt wurde) 

• voraussetzen y =y,=f (x3 , —b 3), wobei y, 	(x3 , —b 3 ) € (K 3), ist. Setzt 
man noch -	3=1	8=1 

(x0 , —b0 )	Yo - (0, sup {h(y): h E K0}), 

sosind alle Behauptungen von Lemma 4b) erfullt I 
Bemerkung: Lemma 4 läl3t sich umkehren. Sind z. B.konvexeMengen Co, ..., Cr 

in E, reelle Zahien b0, ..., b, und Funktionale /o, ..., I gegeben, und ist (5) erfüllt, 
so enthält Co keinen inneren Punkt von C1 n .•• n Cr. Ware x ein soicher Punkt, so 
wurde folgen 13(x) b 3 , und wenigstens eine dieser Ungleichungen ware echt, also 
ware 0 = ' 13(x) > Z b 3 = 0. 

6. Beweis der rJheoreme 1 und 2 

Tm folgenden Lemma 5 und beim Beweis der Theoreme 1 und 2 werden die dafiir 
eingefiilirten Bezeichnungen G = E*, Z = JK usw. verwendet. 

Lemma  5: Seien eine endliche Menge von Formein Q P und eine Folge (/)7. 
in G* so gegeben, dafi (fi) )= Q gilt, und sei 5 > 0. Dann galt es eine 1olge (g,) mit 
(gi ) 1= Q(ô). 

Beweis:Da nur endlich viele g1 in Formein p € Q einehen, können wir voraus- 
setzen, daB m < co ist. Es reicht nun aus, zu zeigen, daB folgende Teilmergen von 

_Em nichtleeren Durchschnitt haben: 

CO = {(g 1 ,' . . .,,gm ): gj € K für alle diejenigen j, für die die Formel (gj €_.Z') 

zuQgehort), 

	

= {(gi, ..., gm): (Jg1 )	p(ô)}	(p € Q \ P4). 

Für p EQ \ P4 geh6rt (/i, ...,/m) zum w*AbsehluB von (g 1 , ..., gm): (g1) 
Es ist leicht zu sehen, daB die Mengen C innere P.unkte enthalten, und daB (/, .. ., /,,) 
innerer Punkt vom w*Ahseh1uB von JC9 ist. AuBerdem gehort (/, ..., /,,) zum 
w*.AbschluB von JC0. Ware .der i),irchschiiitt der betrachteten Mengen leer, so 
wurde init Hilfe von Lemma 4a) folgen, daB kein Punkt gleichzeitig zum 24b*-Ab-
schluB von C0 und zun Inneren des w*Abschlusses jeder der Mengen C (p € Q \ P) 
gehort. Also ist Lemma 5 bewiesen I 

Bemerkung: Als SchluBfolgerung aus :Lemnia 5 erhalt nian, daB 

(x E	
**: lxii i—:, I, x € 

der w*AbschluB von J({x €.E: lxii ^5 1, x E K) ist. Lemma 5 in [1] beiñhaltet die. 
selbe Aussage unter zusatzlichen Voraussetziinger.
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Beweis von Theorem 1: Sei /, •••,/m eine Basis von L, so daB /, •••/rn einë 
•	Basis von JEnL ist, und sei 0>0. Seien ferner QcP1 , J?cP2 iind 6>0 50 

definiert, daB die Behauptungen von Lemma 1 gelten. Aus Lemma 5 folgt die Exi-
stenz einer Folge (g1 ) nut (g,) H (Q U 1?) (6), so daB aul3erdeni noch lI g, - Ill 6 
für n < j ^5 m erfililt ist. SchlieLUich sei T 1 : E -* E/M, die kanonische Quotienten-
abbildung und T2 : E**/M+ -* E soich eine lineare Abbildung, daB T1 7'2 die kano-
nische Tsonietrie von i 5'**/M+ auf E/M ist, und sei 7': L - F durch Tfj	g1 und

S:L Bdurch 

— J 
J _ 1 9 ± 7T21'1**(f —gj) für 1	j :!E^ n 

•	 für n<	m 
definiert. Dann gilt die Behauptung 4 von Thorein 1, während die Behaupturig 2 
ails JS/ - / € Ker T 1 folgt. 1st c solch eine Konstante, dab ' A 1j c ILL' ifll gilt, so zieht das 

ll(JS T T) (E 2/)ll 

	

I	n	 rn 

^ C lIE A flI (11T211 ' 'j?**(/ - T/)II + ' 6


	

\	1	 n+i 
nach sich. Aus Lemma 1/(2) folgt I7' 1**(/ - T/)lI	0 11111. Man kann 6 und 0 < /2

so klein wählen, daB IIJS - 'I'll </2 ist, denn c und II T2II hangen nicht von 6 und 0 

• ab. Die Behauptungen I und 3 folgen (Iann aus Lemma 11(1) Lind (3) (3) I 
Beweis von Theorem 2: Sei /, •••fm eine Basis aus Atonuen für L, wobei 

/n+i, /m bereits zu F gehoren. AuBerdem. seien e1 , ..., e, so gewahit, daB sie zu-
samiinien mit /fl+i, ... , fm  eine Basis aus Atomen für L íì F bilden. Es kann dabei 
zusätzlich erreicht werden, daB jedes Element e8 eine Darstellung E	wit 
, j € {0, 1} besitzt. Laut Lemma I existiert ein o > 0 uid eine endlkhe Menge 
Q P1, so daB (/) H Q gilt, und daB aus (qj) H Q(0), T/ = gj und aus / € L, 
x€Mfolgt

- e) il/Il	IT/Il	(1 + ) II/M	RI - r//) (x)I	e li/Il IlxIl. 
Entsprechend Lemma 3 seien R c P und 6 € (0, 1) bestim nit. R' sei aus 1? durch 
E-Iinzunahnue der Formeln 

(llgj - /J1	0)	•	 (n <j	rn)	 • 

0) / (1	s<r) 
(g,€Z')	•	 (l^j:E^:m)	• 

erhalten. Aus Lemma 5 folgt die Existenz einer Folge h1 wit (kg) H R'(0). Zur Defi-
nition von gj = JS1j werden drei Mille unterschieden. 

I. Fall: Es sel n < / < in. Wir setzen 
= (h, _6h/2 Ehk

/
 Ali. 

k*j  

2. Fall: Es existiert ein s nut/i ^ e,, d. h. es gibt eine eindeutig bestinumte ZahI s, 
so daB in der Darstellung E	gilt A = 1. Wir setzen 

gj = (h, - 6- 111 ,f hk) A C. 
k*j 

/	'S
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3. Fall: Es sei Ij A ( e 8) = 0 und j :!E^ n. Wir setzen 

gi = (h, - 6-112 E 
kj ,) 

Aus der Definition der Elemente g, folgt Behauptung 4. Da Lemma 31(4) nach der 
sich dort anschlieBenden Bemerkung erfüllt ist, folgen die Behauptungen I und 2 
aus Lemma 1 und 3. 1st c E (0, 1) ünd sind ,d, e € G* beliebige'yositive Eleinente, 
so gilt

0	(d°— ce) A (e - cd) ^5 c((d - ce) r (ce —d) + ) = 0. 

Daraus fólgt g,A g = 0, falls I	j	n, 1	k	rn und	= k gilt. Dies gilt aber

auch wenn.n <1 <k mist, denn in diesem Fall ist 0 S-^ g j Agk f^fjA/k = 0. Es 
folgt die Behauptung 3. Für'n <j	m folgt weiter	 . 

0	—gj	—(k1AIi) +Ô"2 Ehk =(/ - h1 ) + +ó'2h, 

II/	J8/IJ	
6 ± ó'	' JhII	ô +	X (ItII + 6). 

Es ist moglich, 6 von Anang an so' klein zu wählen, daB aus diesen Ungleichunen 
für jedes Element / aus der linearen Hulle von	--- , fm folgt II 1 /	/M	C 

Hat E ordnungsstetige Norm, so wUrde aus 0 < /	e 3 bereits fj € JE folgen. Also 
fällt F n L mit der linearen HUlle der Eleniente /n+1,	t zusammen. i)amit ist

auch Behaupt.ung 5 bewiesen I 

7. Eigensehaftcn von Ultraprodukten 

Beim Beweis von Lenimar 5 wurde wesentlich verwendet, daB (/i, ..:, /m) ZUi W' 

AbschluB von C gehorte. Dies folgte daraus, daB JK w*dicht in ist und aus 
einer analogen Aussage für-Einheitskugeln. Tim die Theoreme 3 und 4 z beweisen, 
benotigen wir entsprechende Resultate für Ultraprodukte. Diese werden. in den 
nächsten beiden Leni mas bereitgestellt. 

Lem ma 6: Sei x 1 , ..., x eine Basis eines endlichdimensioñalen Unlerrawnes 
M (Ei )u und seien x, j € E 1 so qewuhlt, dap (Z 3j)u = x8 ist. Dann gill /ür die durch 
'1'z 8 = Z31 dé/inierlen linearen Operatoren T 1 von M au/ die lineare HiWe von 
{x31 :sE {1,...,r}}cE: 

1. (TZ)u	X.	 S. 

2. Für last aIl&i ist T 1 invertierbar. 
3.. lini I lT i ll = Jim II TC'II = 1. 

U. 

Beweis: Nach Definition von T1 gilt Behauptung I für die Basiselemente son M 
und folglich auch für heliebiges Z € M. Angenommen, eine der Behauptungen 2 
odr 3 sei niclit erfUllt. Dann existieren e E (0, ly und Elemente ; E M, so daB für 
fast alle i € I entweder. II Tz1II < (1 - e)IIz II oder ITz 1 II > (I + e) I lz i ll gilt. mi 
ersten Fall nehuien wir noch Hz II = 1 und 1w zweiten Fall II Tz1Ii = 1 an. Verwendet 
man die Basisdarstellüngen ; = 2 3 X8 , so bilden die A 81 , als Koordinat.en einer 
besehränkten Fam ilie in einem endlichdimensionalen Banachraum, ebenfalls be-
schränkte Faniilien. Aus	

0 

• (('1z) =	' (lirn ;, j) (X 3g) = [un z1 
U 	•	 U 

folgt im Widerspruch zu den gemachten Annahmen limIz1 ! = Jim JT1z 1 II = 1. Daniit 
ist das Lemma bewiesen I	 U	 U
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In den folgenden beiden Lemmas, sowie mi Beweis der Theoreme 3 und 4 wet-den 
die dazu eingefuhrten Bezeichnungen G = (E 1), Z = J(K i'+ )u usw. verwendet. 

Lemma 7: Selem eine natiirliche Zahi rn, ein p € P und elne Folge (f)7 so vor-
gegeben, dap (ft) H { p} 1st. Sel /erner 

C 1 = {(g1, ...,g) E (E1*)m: (gj) H {p(O,1)'}}. 

Dunn gehort (f 1, .. ., /m) zum w*Absch1itf3 von J(C 1 ), In (G*)m. 

ewe is: Für einen vorerst beliebig gewählten enllichditnensionalen Uhterrauiu 
M c (E i)u seien Ti die in Lemma 6 definierten Operatoren. Für fast alle I werden 
auf '1' 1 (M) durch 

h11 (x) =	 - 
li,neare Funktionale h11 definiert. Bestimmt man gj = (gji )u so, daB gj,Irf) = h 1 ist, 
so ist eine s-Umgebung von (g1 , ..., gm )'in einer beliebig vorgegebenen w*Umgebung 
VOfl (ti, .. ., /m) enthalten, wenn nur M und s > 0 geeignet gewahit wurden. Deshaib 
reicht es aus, für 0 > 0 und für fast alle I gleichmaBig normbeschränkté Fort- 
setzungen gii von h 1 so zu linden, daB 

d((g 11 , •..,	C1)	0	 -	 (6)

gilt.

1. Fall: Es sei p = (if gi (xi) - bj	c). In dieseiii Fall wird 1W so gewahlt, daB 
xi € M ist. Sind g,, Halm-Banach-Fortsetzungen von h, 1 , so folgt für fast alle 1: 

c	/(x) - bI = Ig11 (T 1x1) - bI = Ig(x1) - bI, 

c	liiii gj6 (xjj ) - b, wenn (x 1) = x, ist 
U 

•	(vgl. die Definition von p(e, 1)). Da wenigstens ems der Eleniente x von Null ver-
schieden ist, gilt (6) für fast alle i. 

2. Fall: Es sei p = (d(Ea1g1 ±1, Z') _<^ c). 
•	1. SchrItt: Für fast alle I und für beliebiges ô > 0 haben die Mengen 

D1 =K1 + {g E E1*: III!	c + ô} 
und	 0 

Hi = {g € E: g(T 1x) =	a/(x) + /1 (T1x),	UlI	lIE a111 + /ll ± I 

nichtleeren Durchschnitt (wobei (/j)U = / gilt, vgl. die Definition von p(e, 1)). An-
gnonimen dies sei falsch. .Dann können these Mengen durch ine w*abgesch1ossene 
Hyperebene getrennt werden, d. h. für fast alle I existieren Eleiiiente yi € Ki mit 
I!ydl = 1, so daB gilt:	

I 

sup {Re g(y1 ): g E D 1 } < inf {R.e g(y1 ): g € hJ}, 

yi. —Kil	—K s , sup (Re g(y1 ): g € D 1 } = c . + ö. 

Also kann man audi z1 E —K1 mit !kII = 1 so wählen, daB 

ml (Re g(z1 ): g € 11} > c• ± 6
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gilt. Sei T' eine Fortsetzung von T1 auf die lineare Hülle von M and (zj)U = Z mit. 
( T1 'z) = z (Lemma 6), und sei g1 eine Hahn-Banach-Fortsetzung von 

T1 '(lin (M u {z}) E x -*	a/(T1 '-'x) + /1(x). 
Dann folgt mi Widerspruch zur Voraussetzung fur fast alle I 

g1 € H, (g )u (z) = E a111(z) +.!()	c + 6, 

2. Schritt: \Vir wählen ein festes k, so daB ak == 0 ist. Nach dew Resultat des 
1. Schrittes ist es moglich, Funktionale gi € E1 * so festzulegen, daB für fast alle I 

,gilt' g1 € D 1 n H . . Falls k ist, so bestiinmen wir gii als Hahn-Banach-Fortsetzung 
von h1 . J)anach setzen wir gki = ak'frjl — A — E g\. Dann olgt d( a,g, 1 + /, K1) jk	/ 

c	â für fast alle I. Für genilgend kleines 6 folgt daraus (6). 

3. Fall: Es sei p = (gj € Z'). 
Die Behauptung folgt aus dern zweiten Fall für die Formel 

d(g,Z')O. 

4. Fall: Es sei p	( lIZ	+ I!!	c). 

Ersetzt niar' K i durch L', so erhält man Z = Z' = {0} und die Behauptung folgt 
durch Anwendung des zweit.en Falles I 

i.e iii ma 8: .S'eien 6 > 0, eine endliehe Formelmenge Q	P und elne Folge (/) so. 

vorgegebei; da/3 (/) )= Q 1st. Damn exlstiert für fast jedes I € I elne Folge (g j) mit 
(gj)	Q(O, I);	 . 

Beweis: Da in Q nur endlich viéle Elemente.q, wirklich auftreten, kann man 
in < oo annehnien. Angcnommen die Behauptung sei falsch. Dann haben für fast 
alle i die Mengen	 - 

cpi = ( (gi, ,..., gm) € ( E*)m: (gj) = ( p (o , i)}}	(p Q\P4); 

C0 = ( (g 1 , ..., gm) € (Ej*)m: Z IIg1 2	Z III! + 1), 
C11 = { (gj, ..., gm) € (E j ) m : (g1 ) 1= {p(6, i)}	falls p E Q n P4 ist} 

leeren Durchsehnitt. Naeh Lemma 4b) können trennende Eleinente x, 1 E (Ei)"' und 
Zahien b81 bestimint werden. Zusätzlich kann man noch voraussetzen, daB 
Z (11x8111 + 1b 81 1) = I ist. ann werden aber die Mengen J(C 1), J(C01) und J(C11)u 

und foiglich auch ihre w*Abschlusse durch x3 = (X8j) und b 3 . = 11w b31 getrennt. 
Tm Widerspruch qazu folgt aber aus Lenima 7, daB (/, ..., fm) innerer Punkt der 
%v*Abschljisse von (C, 1 ) ( p € Q \ F4 ) tind von (C01 ) ist und %auch im w*AbschluB 
von (Cj )u liegt I  

8. Beweis derTheoreine aund 4 

Beweis von Theorem 3: Sei (/) eine linear unahhängigc Folge in L, deren 
Jineare [Tulle eine in L n F dichte Teilinenge von Ii n F enthalt und selbst in L dicht 
liegt. AuBerdtn sei M,, eine aufsteigende Folge end lichdimensionaler Teilräunie von 
M, cleren \'ereinigung dicht in M ist. Durch wiederholte Anwendung von Lemtiia 1 
vird eine aufsteigende Folge endlicher Formelmengen Q	P und eine monoton 

17 Analysis Bd. 3, Heft 3(1984)
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falIendeNu1lfolge(ô)sobestimmt,da13 (/) = Q, ist und daB f Ur den auf der linearen 
HUIle L von {/, ..., /} durch T/1 = gj definierten linearen Operator folgendes gilt: 
Aus (gj) 1= Q(ô) und aus / € L, x € M folgen (1), (2) und (3), wobei 0 = 1/n ist. 
Zusätzlich kann noch erreicht werden, dalI für eine abzählbare in L n F dichte Teil-
mengè von Elementen der Form 
o 

/ - S ••# f/i' 

	

endi.	 S 

die selbst in F liegen, jeweils die Formel	
S 

(lIE 2,9 - Ill	0)	
I' 

zu u Q,, gehort. Für jedes I sei 

n(i) =. sup In +. 1: 3 (g,) nut (g5) = Q(1/n, i)}. 

Weiterhin si für n <n(I) eine Fo1ge(g)7., mit	 S 

(g7)	Q. (1/n, 1) 

festgelegt. Definiert man mit Hilfe eines freien Jltiafilters V auf der Menge der 
naturlicheri Zahien

wenn n(I) < oo ist 
9ji = w''-1im g,	wenn n(I) =00 ist, 

	

I.	n.V 

so folgt (g) = D,( 1/n, I), wenn nur n <n(i) ist. Da bei beliebigem festem n aus 
Lemma 8 für fast alle I folgt n(I) > n, erhält man für (gj) = (g),,, und fü j beliebiges n 

•	(g)	Q(1/n)., 

Wird nun T auf der linearen Hülle von {/j}7 durch Tf = J-1gj definiert, so ist T 
isornetriseh. Sei S der AbsehluB von 1'. Dann sind die Behaupt .ungen 1, 2 und 3 
des Theorems erfüllt. Behauptung 4 ist auch erfflhlt, da JS/ =,/ für eine dichte Teil-
nienge von L n J(E1 *)u aus (g,) 1= u Q(0) folgt. EsmuB nurnochJ(K 1 )u = (K 1 ) nF 
gezeigt werden. Sei I = (I j)U € ( K 1 )	und sei Q die Menge der beiden Formeln 
( 1 g 1	 0), (g 1 E Z'), wobei m = 1 ist. Da / these Forrneln erfüllt, gehort nach 
Lemma 8 für jedes fste n die Menge der I, für die ein h1' mit (h') Q( 1/n, I) existiert, 
zuni Ultrafilter. Wie oben findet man ein h mit (h) = Q(0). Das bedeutet aber h = / 
undh€ Z =- j(K i + )u I 

Beweis von Theorem 4: Wir wählen/ 1 , •••/m und e 1 , ..., e wie im Beweis on 
Theorem 2, d. h. die /j bilden eine Basis von L aus Atomen, e 1 , ..., e, /n+1, "Im 
bilden eine Basis aus Atomen für L n F und es gibt Zahlen 2 € 10, 1), so daB 

e3 =E	gilt. Sei (M,) eine aufsteigende Folge endliehdimensionaler TJnterräume 

von M, deren Vereinigung dicht in M .ist. Mit Hilfe von Lemma 1 läBt sich eine 
Folge endlicher Teilmengen Q, P 1 und eine monotone Nuilfolge positiver Zahlen 
0 1 so bestimmen, daB (I,) = Q, und Q, c: Q,.1 ist, und daB aus (gj ) 1= Q,(01 ) für den 
auf L durch T/, = g, definierten linearen Operator flgt 

(I — 1/I) I/Il	hI'lyhI	(1 -I-- 1/i) I/	(I € L), 
(TI - /)(x)h	1/i 11/11114	 (/€ L, x € M,). 

Auf Grund von Lemma 3 lassen sich nun endliche Teilniengen R, P und ene 
monotone Nullfolge positiver Zahien so finden, dalI Q,	R,	I und (/)
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I

• ist, und daB aus (h,) = R1 (6 1 ) und aus (4) mit ô = & folgt (g )	Q1 (01 ). AuBerdem

kann noch erreicht werdeui, daB P4 R 1 gilt und daB auch folgende Formein zu 
•gehoren:.

I/ill	 (1	):5-' in.), 

g, — /jIIO	 (n<jrn), 
1*

4j9j —e	O	(1sr). 
1=1 

FiiriE Isei  

l(i)=sup {l+ l:(h). mit (h1 ) F=R,(â1,i)}. 

Für I < 1(1) sei (h 1 )7!. 1 so gewahlt, daB (h)	R1 (61 , i) ist. Weiterhin'sei 

wenn 1(1) < 00 ist 
hii	

WS

— lim h}, wenn 1(1) = 00 iSt. 

1st 1 < 1(i), so gilt (h 1 ) )= .R,(&, 1). Aus Lemma 8 folgt bei festem 1, daB für fast 
alle igilt 1(i) > 1. Deshalb existiert h, = (hj j ) U undes gilt (h1 ) 1= U R,(,) und folglich 
auch (h1) = u R I (0). Fur 1 <1(1) werden Elemente g E E.* definiert. Dabei werden 
in Abhangigkeit von i drei Fälle unterschieden. 

1. Fall: Es sei n <	M. Wir setzen 

g'.. = (h, - 61h12 E hki 
k*j 

2. Fall: Es existiert em s nut	e8 (d. h. 2j = I). Wir setzen	.	S 

•
911i sup (q(h — 6,- h 1 2	 A	)Skhk.  

qEN	 kj	1 1 k=1 

3. Fall: Es sei 1 :E^	n und Ij A !' e3 = 0. Wir setlen 

gjli = (h - 61 112 Z.

k*j	I 

• Berucksichtigt man, daB Disjunktheit bei monotonen Grenzwerten erhaten bleibt, 
so kann rn'an vie beim Beweis von Theorem 2 zeigen, da g, A	= 0 is falls 
1 ^ ^ ii, 1 m / k gilt. Definiert man (q = g/,so folgt auf Grund der 
Bemerkung nas

Ic
 h Lemma 3, daB die Elenuente (yj ')T, die Ungleichungen (4) mit 

6 = 61 erfüllen. Es folgt also (g) = Q1 (0 1 ). Da jede . Forrnel p EQ1 die Gestalt 
ILL' ajgj lj ;S c bzw. If g,((x,j)u) — b	c hat, folgt (g)\	Q 1 (20 1 , 1) für fast alIc 1,

denn es gilt

g1 '((x, ) U) = lini	' g1(x51)	und II.'	= 1iri ILL' ag dI .	.. 

Fur jedes feste I sei V 1 em (moglicherweise auch trivialer) T.Jltrafilt.er  auf der Menge 

{q € N: (g ) 1= Q(20q , i)}, 

der gegen das Supremum q(i) di'eser Menge strebt. Es sei gleich bemerkt, daB bei 
festem q fUrfast alle I gilt q(I) > q. Tnsbesondere ist die Definition von V, für fast 
17*
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alle I moglieh. Sd 

gii = w*_lini g,	gj = (g)u. 
q.V 

Es gilt dann (gj ) H U Qq(20q) und folglich aiich (gj) H u Qq(0). Der Operator S sd 
q 

durch die l'ormeln S1 1 = J -1yj definiert. Es folgen dann sofort die Behaiipt.ungen I 
'und 2 des Theorems. 

Für n < j	rn folgt . aus (k 1 ) H R,(,, I)	 S 

IV	-tI	, 	I g -	ô''	' IIhjI . 

Deshaib gilt fur these j auch gj = /,. 1st 1	n, I	k	m und j r= k, so gilt. 
A	= 0. Es folgt, daB die Eletiiente g i positiv und paarwcisé' disjunkt sind und 

daB also Behauptung 3 gilt. 
Da für/i	e 3 und für I < 1(1) nach Definition	die Projektion von	auf 

das von (h1 - 6,—h/2 Z h)	 ' erzeugte Band und 	-..e,i	61 ist., 50 
folgt:	 k*j	 k1 

	

n	 / 

(k 1kUi) A 
(k	

, -	-= 0, 

In	\	/n 
( L' '.k11ji) A(	'ALS(h - g)) = 0,	

0 \k=i	/	\k=i	 /. 

(Se,) A (e - Se,) = 0.	 - 

Daraus folgt Behauptung 4 des Theorems I 

9. Beispiele	 . 

In [I] siiid drei Beispiele angegeben, die zeigen, daB in den Behauptungen 2 und 5 
von Theorem 2 die positive Zahi e nicht dureh Null ersetzt werden kann und daB 
in allgeiiieinen Banachverhänden Behauptung 5 nicht erfüllbar ist. Wir weçden 
jetzt einige weitere abgrenzende Beispiele bringen. 

Beispiel I: Für die endliche Darstellbrkeit eines Ditairaumes E* in seinem 
Unterraum F ist die w*1)ichtheit der Einheitskugel von F in der Einheit.skugel 
von E* nicht hinreichend. Bezeichnet man mit y1 = (Yin)-, die Folge der Rade- 
inacherfolgen, d. h. setzt man y,, = sign sin (2_ 1 (2m + 1)), so kann man Elernente 
z1 von	so linden, daB sich die Folgen z1 und y, jeweils nur in endlich vielen Gliedern - 
unterscheiden und daB {} dine w*dichte Teilmenge der Einheitskugel von	= 
ist. Auf Grund der Eigenschaften der Radeniacherfolgen gilt fur reelle Zahlen 2 

ILE)., ziII	P	, ytII =	I!.	 .	. 

Deshalbist die abgeschlossene lineare Mille F von (Zj} (audh mi Falle komplexer 
Banaehräume) isoniorph zu l. 1st nun ein EJnterraum H von F c-isomorph zu 
(d. Ii. éxistiert ein Operator 'I': 1 —* Ii mit Il T j	< c), so ist die identische

Abbildang von l in folgender Weise faktorisierhar: S 

- 1-+J-I---F--+l,	ITIIIJSII	c. 
00

•

 

Dann isL aber S*T* eine Faktorisierung der identisehen Abbildung von 1 i?2 durch den 
P1 -Raunm F*. Daraus, daB die Projektionskonstanten von 1 1" gegen unendlich streben 
(vgl. [51), folgt, daB 1 nicht in F endlich darstellbar 1st.
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Beispiel 2: Unter den Voraussetzungen yon Theorem I kann selbst bei ab-
geschlosseneui K nieht erreicht werden, daB S(L n K)	K gilt, wenn auBerdem 
Ker S =	veriangt wird. Sd	 - 

11, Wennt:!E^ng:1+list 
xtn=<

wenn n < I ocler n > I + 1 1st. 

Es werden die Elemente x1 = (x,) 1 in I = (c0)* hetrachtet. Sei K (x1)1). 
K ent.hält keine Gerade, sveil die w*abgesch1ossene lineare Mille von {x,} mit I 
zusanimenfällt.Andererseits Iiegt die lineare Hilile L von ((-1)")°. inK 1 , denn 
die Folgen _ I mit 

f = (_ 1)- 1; , wenn .n	I ist 
IinS = 0,	Weflfl fl> 1 ist 

liegen in K. Aus SL	K wiirde nun folgen 8(L)  

Beispiel 3: Unter den \'oraussetzungen von Theorem I kann nicht errèicht wer-
den, daB J IS111 = Il/Il gilt. Der reelle Raum c0**(= 1) enthält einen zweidimensionalen 

- Euklidischen R.auni, z. B. die lineare Mille von (cos tind (sin wobei (1) 
eine in [0, 2i] dichte Folge reeller Zahlen ist. IDerRaum co selbst enthalt jedoch als 
polyedrischer R.aum (vgl. [8]) keinen zweidimensionalen Enklidisehen Unterrauni. 

Bemerkung: Unter den Voraussetzungen von Theorem 2 kann aich nicht 
IS/l j = 11/11 erreicht wérden, veil es polyedrische Banachverbiinde gibt, so daB der 
zweicljiiiensjonale Euklidisehe Raum Unt .er,erband des Bidualeri ist. 

Beispiel 4: Unter den Voraussetzungen von Theorem '4 istJ(E*)11 im ailgemeinen 
nicht a-ordnungsvollstandig und es ist moglich, daB die Summe zweier positiver 
disjunkter Elemente von (J? j ) tJ * zu J(p*) gehort, während jedes Einzelne dieser 
Eleniente nicht in J(E*)u liegt. Als Tndexmenge I sei die Menge der natiirlichen 
Zahlen init eineni freien Ultrafilter U gewahlt. Sei K1 = 1 1 und seien e die kano-
nischen Bilder der iiblichen Koordinatenbasis von coin 1,*. co** . Es verden 
folgende Elemente betraehtet: 

k	 I	 k 

Iki = EeE E* ,	gi = ZeE K1 ,	e= w*lim _T e, 
n=I	 •	,,=1	 k--c. n = I 

-	Ik = (/ki)U E (R 1 )u*, g = (Ui)u E (E j ) u*, h = S il l) Ik E (E1)u*. 
k 

Bei fetem k gilt Iki A (g 1 - IkI) = 0 für fast alle 1. Es folgt 
/kA(g—/k)=O,	hA(g—h)=0 

Deshalb reicht es zu beweisen, daB it q J(B 1 *)u ist. Angenommen, es ist h = (h1). 
Dann gilt (h1 A /kj)U = It A Ik = /k• Bel festem Ic folgt h /kj - ke für fast alle 1. 
I)eshalb kann man eine Folge (Ik) von Elementen des Ultrafilters so finden, daB für 

€ Ik gilt h 1	Iki - V ie. Ziisätzlich kann Tk+I	Ik und Ic J Ik erreicht werden. 
Setzt man d2 = (I - ic -1 ) e,,, E E fur i € Tk	1k+l, so folgt 

Ik A (d1 )	0,	(d1) 	it,	II(d1)ull = I 

mi Widerspruch zu r Beweisanrahme. 

Bemerkung: Es 1st unbekannt, ob in Theorem 4 zusitzlich erreicht werden 
kann, daB für / E JF n L gilt JS/ =
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