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Abschitzungen fiir das Spektrum von Ap auf Riumen konstanter
Kriimmung '

J. EICHHORN

- N

In der vorliegenden Arbeit werden Abschiitzunger fiir den ersten Eigenwert von A p auf Riu-
men M konstanter Kriimmung in Abhingigkeit vom Volumen, Durchmesser und vom Radius
der groBten in M. enthaltenen geodiitischen Vollkuge! angegeben. Das angewandte Verfahren
benutzt wesentlich Abschidtzungen fiir die Nullstellen sphirischer Funktionen. '

B naunott pa6ore ouenuaerca neppoe COGCTBEHHOE 3HAUEHIE ONCPATOPA A\, HA TIPOCTPAHCT-
BaX M NOCTOAHHON KPUBM3HEI B TepMiuHAX o0bema, AMaMeTpa U pamnyca Haubosbuiero
reojle3nueckoro juicka suytpu M. Ilpu 3ToM CylECTBEHHO HCHOJIL3YIOTCA -OLEHKH nyaefi
chepruecknx dynKuui. : ' -

We present estimations for the first eigenvalue of A, on spaces M of constant curvature in
terms of ol (M), dy; and the radius of the greatest geodesic ball contained in 3. The applied
method in an essential way uses the zeros of spherical functions. -

/ ) ~
1. Einleitung

Vergleicht man die Geometrie Riemannscher Mannigfaltigkeiten iiber das Spektrum
der Laplaceoperatoren, so ergibt sich in natiirlicher Weise die Frage nach gewissen -
Standardgeometrien; mit denen man vergleicht. Deren Wahl wird von dem Gesichts-
punkt abhingen, mit dem man an die Untersuchungen herangeht. Fiir kompakte
Mannigfaltigkeiten kann die spektrale Information z. B. durch die Gleichheit der
Minakshisundaram-Pleijel-Entwicklung (Untersuchungen - von' Patopr, GILKEY,
DoNNELLY, SAKAI u. a.) oder aber durch gewisse numerische Ungleichungen fiir die
Eigenwerte “gegeben sein (Obata-Theorem). In jedem Falle sind’ die Riaume kon-
stanter Kriimmung eine sich anbietende Standardklasse fiir Vergleichstechniken. Wir
geben in dieser Arbeit Abschétzungen fiir die Eigenwerte im kompakten bzw. fiir den
. ersten Spektralwert im offenen Fall an. Fiir den Laplaceoperator auf den Funktionen
gibt es eine Fiille schoner Resultate von Buser, CRENG, L1, SiMoN, Yau u. a. Wir
studieren A,, 1 =p<n— 1. : : :

Diese Arbeit wurde wesentlich durch die Arbeit [1] von CHENG inspiriert und
benutzt eine Reihe von Formeln aus [2], die auch in [3] enthalten sind.

:

2. Reduktion der Problemstellung

Seien (M*", g) eine vollsténdige Riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung
K = ¢, A = A, die Laplaceoperatoren auf den p-Formen, 1 < p < n — 1. Als Defi-
nitionsbereich fiir 4 werde in erster Instanz Co®(A?(M)) festgesetzt, und es werde
dann die AbschlieBung A in Ly(A?(M)) betrachtet, die gleich der Friedrichsschen
Erweiterung ist. Fiir eine offene Teilmenge U von M werde mit Ap(U) die Friedrichs-
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290 J. EICHHORYN

sche Erweiterung (4|c,co( 42v)))r bezeichnet. Es gilt dann

ApU) S Dp = Dp(M) und  L(Ap) < 4(86(U)), (2.1)

_wobei 7, den jeweiligen kleinsten Spektralwert bezeichne. Dabei ist

(D) = (Lo, )

w€C,® (AP} (w, w)

(2.2)

mit(w,w>-—fw/\*w —f(w '), d vol.

. In einem lokalen, Systcm geoditischer Polarkoordinaten (7, u!, ..., u*"1) gilt fiir
die Metrik

d12+(sinl/zr/]/g)2 do?, K=c>0 -
Cdst = 3 drt + rde?, K =0 , S (2.3)
* |dr + (sinh Yo rfYc)* do?, K= —c <0, '

wobei do? die Standardmetrik auf der §7- (1) ist. Dxe Metrik ist also in einem solchen
System von der Gestalt

ds? = dr? + f(r)* do?, , . (2.4)

also lokal rotationssymmetrisch.

Jede in einem geoditischen Ball ‘definierte p-Form' « 1Bt sich schreiben als
w = adr 4+ b, wobei a bzw. b eine (p — 1)-Form bzw. p-Form auf der S*~! ist, die
von einem Parameter r abhingt. Fir eine g]atte p-Form w = adr + b gilt dann

\

) e g P
Sar +0) =2 b — = 2p + ) (L0 4 £ 22)
0? 2 Co
.v - a_rg + ( R ) //3 60b} df H <
| - f ob b’ 2
+{/"2Aob—-(n—2ip“1)f7g—-ar—2+(—l ; doa,}

(2.5)

t

Hierbei bezeichne dj, 8y, A, die.entsprechenden Operatoren auf der S"-1. Schreibt
man w = adr + b als Spaltenvektor (az r) , so erhilt man

/A(adr)_(Au Do\ [adry -
ANb ] T \By D/ \ D :

mit . .
: o2 o___ 2 ' a\.
.Au=—~ﬁ—~_(n—2p+1)(1//T/+£f_5)+/—2A0’

. 2 . . . N

.A12=‘—1) ldr/\(—l) /{, S0, - | 26
2/

Azx-_—(-l)”T/\dooi(-;r), \

: a2 . _—

b= === 0L o

~
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. . A AL
A'ist unitar dquivalent zu A’ = ( " }‘), wobei

T ' AV . AV o

, _ i (m—2p +1F n—2p41\(/\
Al.lad"-{“a_,z“‘*'[( 1 + 3 7) -

_r=2p+1 /_J o+ /—2Aoa} dr,
2 /
AlLd = (—1)p2j—f260bd7: A S : e
., 0 (n-—2p,—'.1)2‘-n—2p—1 '\
_ 2 _ 1 14 :
+'n—;—/7j b + [T2AW,

A;lac‘ir = (—1) 27/2- dea o
ist. o ’

Wir betrachten nun in einer Raumform fiir einen offenen geoddtischen Ball B,
vom Radius a die Friedrichssche Erwei‘t,erung Ap(B;) und die entsprechende Er-
weiterung A, die natiirlich zu Ag(B,) unitir dquivalent und damit isospektral ist. .
Wir bezeichnen mit g4(A, ,) bzw. 05(A,,,) das Spektrum von A, auf den geschlossenen
bzw. kogeschlossenen p-Formen der S"-1. Dann ist a(AF(B,,)) = o(Ap') ein reines

.+ Punktspektrum und X o
o) = U 0oDusr)V U 6Duur)u U olBps), . (28)

v€a4(Do,p-1) HE€T5( Do, p) “E”&(Ao,p-l)n"‘a(Ao,p)

. wobei fiir «, 8 € C,>(]0, a)

i

‘ az [{(n—2p+ 12 n—2p+1\/f\2
ey RS
@ o [{(n—=2p— 1) '.nv—2p—fl f\2
o= S [ 2y
B i . 2 . 1 - . . . ) . \. .
e /7J B+ 1w, (2.10)
und . _ . . ‘ . :
o A{ladf+(~1)P-2-é 8obdr _
, [adr . /
Az,,.( ) ) = » , (2.11)
", ' Ajpd + (—=1)? 7 doa, :

| Dopat=ra, Sa=0, Agyb=pub,dp=0
ist. Einen Beweis hierfiir findet man in [2]. Wir bezeichnen i. f. die Ausdriicke in
eckigen Klammern von Dy, bzw. D;, mit [ ];, bzw. [ ]z.

i

- 19% ' '
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" Jeder ).-Eigéilraum von A; , wird von Ausdriicken der Gestalt
x(r) au(u) dr + B(r) dou,(u)

erzeugt. Wil_' schreiben eine Eigenform zum Eigenwert 4 in der Gestalt | )
(—1va(r)a dr-}-V_ﬂ ) do(1). S -
Aus der Eigenwertglelchung,

DL (= 1)P agudr + (=1) 2/_/2 = ﬂéodoq,,dr = A=1P aadr
' Iz

(2.12)

Dip 7= B, + (—1p 2L (1P adgt, = 4 p,
| V# a VZ
- erhilt man unter Benutzung, von
.8 . - -
dr (5;) =1, <“w au)o =1, (60d0a,{, %}o = (Aoam a’,u>0 = u,
<d6ay’ doa;:>o = tu'a : ,
az ' o .
—drga+[]110¢+#f_26‘ +—{'V_,u—ﬂ=/.a, )
‘ a2 of C . _ (2.13) °
o o d7238+[]22ﬂ+#/2ﬂ+/2 V;CY:;-ﬂ;
Defmlercn wir D, , fir &, B € Cy®(]0, a[) durch
B d2 . 2 ' - ) .
. x - dz(x_t_[]ll‘x_*“.’ /‘“‘Ir‘—.le/;;ﬂ T
D = , . 2.14
(ﬂ) o2k o e

dr2ﬂ+[]22ﬂ / Pﬂ+/2 ]/;(x

so erhalten wir - ' ' ‘
o(D3,4ir) = o(Dy,u,r) ‘ (2.15)

Mit (2.1), (2.8)—(2.10), (2.15) wird die Abschdtzung von 4,(A;) von oben wesentlich
auf die des. 1. Spektralwertes der D-Operatoren reduziert.,

3. 'Abschiitzunv des ersten Spckt-ralwerteé

In diesem Abschnitt soll eine effektive Abschatzung des 1. Spektralwertes in Ab-
hingigkeit vom Supremum des Injektivititsradius von(M*, g) vorgenommen werden.
Wir suchen zunichst nach Abschdtzungen von oben. Selen fiir einen’ geoditischen
Ball B (e = Injektivititsradius an der entsprechenden Stelle)

Ay, =min 2," 2,4 ,=min 1, A2.u = min i.,v (3.1)
A€a(Diy,p, p) 2€6(Dys,y, F) A€o( D,y F) :
1>0 1>0 . A0

© A =min iy yy,, A = min ;'_1;‘22,;1: 212 = min 4, ,.
’ v #
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Dann ist ‘ .
Vs .
;'I(AF(M)) = )'I(AF(Ba)) = min{iy 155 41,095 21,0} A (3.2) .

Zum Vergleich der 2, 1;.,, 21,004, %1.2.,, Miissen wir das Spektrum der Laplaceopera-
toren Ay -y bzw. A, , auf den (p — 1)- bzw. p-Formen der %1 betrachten. Gemi
[5]ist (p — 1) (n — p + 1) baw. (p + 1) (n — p — 1) bzw. p(n — p) das kleinste in
Frage kommende » bzw. p firr D,,, bzw. Dy, bzw. D, ,. Fiir dic kleinsten Eigen-
werte der D-Operatoren gilt' gemiB dem Courantschen Mini-Max-Prinzip:

, . a -

[ + (O + ) a2 dr
‘i, = inf 2 . , — (33)
a€C42(]0.af) f 2dr .
) 0
J B+ (e + /%) Y dr L
Mos,= inf 2 - , (3.4)
BEC422()0,a() fﬂgd'r .
0 .
;.]_2"‘ —— inf )
a,8€C4%°(]0,a()
a. : . . : 4 r,
./%*+QLH#WOM+RLHHg+ﬁ%W”+%Wﬂﬂ}W
5O , _ ' : .. (3.5)\
N f [ +8%) dr . .
0 =t .
Fiir 2 ;L : <p bzw.. P g:? gilt pl(n — ) g(p — 1= p -- 1) baw,
P—pP S+ D —p—1). - C(3.6)

.Wa-‘hl von f = 0 bzw. x = 0 iiberfiihrt den zu minimierenden Quotienten von (3.5)
_in den von (3.3) bzw. (3.4), wenn man ein fixiertes w zugrunde-legt. Unter Beriick-
sichtigung von (3.1)—(3.6) erhilt man schlieBlich o '

1
.n + <

Are £ fir ) =P

. . (3.7)
Ao S A fiir p=

2(Dp(M) S 21(Lp(By) < .

Ferner gilt wegen (3.2) natiirlich fiir alle p, 0 < p < mn, auch L(Ax(M)) < ).1,;,5.’ Fiir

-

. n . 1
=3 gilt Dy, = D,,, 2, 1, = 412 . : . '
Wir werden ZI(AF.(M)) fir K = —c < Ound p 2'7—;’ firK=c>0,0<p= %

und fiir K = 0, 0 < p < » durch 4, ,, abschitzen. Ubergang von p zu n — p liefert .
dann Schranken fiir den gesamten Bercich 0 < p < n. In Satz 3.6 werden wir zeigen,
daB fiir obige Wahl von p in Abhingigkeit von K stets 4, ) < 4,0, gilt und Uber-
gang von p zu n — p gerade die im Komplementirbereich aus Dy, zu gewinnenden
Schranken liefert.-Unser Vorgehen ist also in einem gewissen Sinne optimal.

-~
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- Satz 3.1: Seien (M7, ) kompakt und eben und a.der Radius des grofiten in M" ent-
haltenen geoditischen Balles A = Ap(M) bezeichne den Lap/aceoperator auf den
p-F ormen, 0 < p < n. Dann gilt fiir den ersten Eigenwert A,(A) :

(n +2) (n +6)

';'I(A) < 2a2 . .

(3.8) -

Beweis: Wir wenden (2.1) auf U = B, an, /I(AF ) ist é,iso von oben abzu-
. schdtzen. In geodatischen Polarkoordinaten gilt in B, d82 = dr? 4+ r2de?, d. h,, man

hat f(r) = r. Zu bestimmen ist der kleinste !mgcnwelfb A von :
: D1 (p-1ya-pe1) —. =0, t.X(GI)A =0, ' (3.9) .
d.h." | | | '
_%H[n—?;“"—?g’\“,t S
L= (7:2'_7,%1)]“_‘2“___0, ' S C R 1)
e ”Z; St e = 0. | ' BECALY

(3.11) wird éeméi,B [6] von x = V"_Jn/o (}/_) gelost. Die Bedinguné «(a) = 0 fithrt
auf Jyp (]/—a = 0. Ist also y,,,2 die erste positive Nullstelle von J,;., so hat man

VAa = fujes A = Jplal. Es ist wohlbekannb dal 7,”2 < 2 ( 3 + l) (E - ‘3) ist [7],
| (n+2) (n+6) , o

woraus 4, < 222 folgt [ ]
Wir behandeln nun den Fa]l K=—c<0/’ ‘ ' ' :
" Satz 3.2: Seien (M",g) kompaict von konstanter Schmttlcrmnmung K = —c¢ < 0

und -a der groﬁtc Radws evnes geodditischen Balles B, in M". Dann gilt fiir ),(A),

<
.z p

. ™ 2 ,
{——(2m+1) (2m—p+ 1) - —(1+2,,)n}a2c, n = 2m
4 . a® .
4(2 2)2 : (1 — 92my2 42
me) s VEEDE  pom g 2 - )+ EE 20T (3.12) -
a =2 R 1
+(snh1+2zm).}c, n=2m -+ 1.

sinh ]/c_r . i

Beweis: Einsetzen von f(r) = V— in 'Du,(,,_l)(,,_pﬂ)a‘— i = O_ergibt'
. P ‘ i )

—(x"\-{-[n'_22pv+3n_\22?9+'lctgh2]/c_7+(77,—1).(7"—77+])Cf'gh2l/;7’ y
—2;22’—+1—(p—1)(7z—p+1) cx — 2 =0, "(3.13)
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— — 1
__a,,+[n-;—ln2 lctgh"’]/c_r—#

—,(p_l)(n'_p“)}m_;:a;o. | By
ni1 ) . V '

Die Transformation o = (§mh }/—r) @ uberfuhrt (3. 14)

Ve

' ' ,. n+1 n— +1

2
—(p — l)(n—lp—',—l)c(p——/'(p_O P _ (3.15)
—¢" — (0 + 1) Yo ctgh l/_w —pln—p+lop—ipg=0. (316
\Ilt der Transformation cosh }/_r = z,r = _ L arcosh z, y(x ) ( arcosh x)'
= () erhilt man schliefllich < VC_ VC

—p (22 — 1) e — yp'(n + 2) 2¢ — p(n —.p + f) cy — Ay =0,

w"(xz.—— )+ n+2)yp'z+pn—p+ 1)y iy :0,. Vo= —:;—

* Zu studieren ist also die Aufgabe
Y@t —1) +(n +2) 9z + Ay =0, .
y(cosh Yc a).= 0. o : - | (3.1’?) '
_.Sel n = 2m. Dann erhalt man aus (9: Selten 19 und 402] oder [1: Seite 294]
(2m + 1)2 (1 + 2m)?

| A= 1 + = , .
also ) ,

5 2m + 1)2 L gmy2 g2

H(8) g{'(—j_) — plem —p + 1) + 2D ”}c

. o a

Die gleichen Litcraturstellen liefern im Falln + 1 = 2(m <+ 1).

Ly < (2m o+ 2)2 (1 422m2p2 - ( a \2

s =g +—0 ;+ smhm

und damit die 2. Ungleichung von (3.12) 1

' Bemérkung"Ersetzung von p durch 2 — p in (8.12) liefert die Schranken im
Fall p S —. Bei Satz 3.1 brauchte diese Ersetzung effektiv gar nicht vorgenommen
'w werden, da die Schranken von p unabhingig ausfielen. -

Es sollen nun die erhaltenen Gleichungen bzw. Abschitzungen auf den Fall einfach
zusammenhiangender offener’ Mannigfaltigkeiten konstanter Schnittkriimmung
K = —c¢ < 0 angewendet werden. Dabei werden entsprechende Modifikationen der
Resultate von [3] erhalten. Dazu zitieren wir zunichst das Hauptresultat aus [3].
Dazu sei H* der einfach zusammenhédngende hyperbolische Raum konstanter Kriim-
mung —l.und A, = A,(H") der Laplaceoperator auf den p-Formen von H" '



296 J. EICHHORN

s

Satz 3.3: a) A, besitat ein nichtleeres Punktspektrum genaw dann, wenn p
vist. Der einzige Ezgenu,ert st dann 0, und dieser besitzt unendliche Vzel/achhezt.
b) Fur den ersten Spcklralu,ert (D) gult

7
2

(n — 1)

.\ ' 4—, ?’):0,"/
. n—2p— 12 (n— 1)2 ~n. v
2Dy = mm{( f ) ,,( 2?:+ ) }, p:,‘:O,n,E

0, p=

n .
5
Wir beweisen jetzt folgenden . . .

Satz 3.4: Set (M ';, g) offen, vollstéind@, emfach zusammenhingend und von kon-

stanter Schnittkriommung K = "¢ < 0. Dann gtlt fiir % S P <N Oess(AV2 (2, o0,
. ~2p 4 1) ' -
wober 2 = (n—%u -coust; und fir 0 <p = % ?CSS(A)-Q [2, oo, wwober
. (n—2p— 1) . . ‘ ’
= (n_z:_) . c\;lst. ) ) , ;
Beweis: Sei 7unachst 5 = p < n(3.12) gllt natiirlich fiir M” mit obigen Voraus-
112
setaungen wobei a zwischen O und oo frei wihlbar ist. Man erhélt 2, < W
— 1) ‘
Sei _n% c-< /. Es werde a so gewéhlt, daBl 2 erster Eigenwert des

. Dirichletproblems Aw = 2w fiir Ap(B,) auf B, ist. Sei fiir ein fixiertes B, w eine zu i
gehorige Eigenform (die man durch Multiplikation der Lésung von (3.14) mit einer
zu (p — 1) (n - p + 1) gehorigen Eigenform von A, ,_, und dr erhilt). Diese werde
als 0 auBerhalb B, fortgesetzt. Die Wahl unendlich vieler dlswnkter Vollkugeln

" (B,), und entsprechender w, ergibt eine Weylsche Folge fiir 2. Also |st 4 € Oogs(Ap(M)).

F‘rsetumg von p durch n—p ergibt die Bchauptung fiiro < p S - also insgesamt
fiir 0, <p<n LI

'¥olgerung: Fir das Spektrum o[ D, (H™)) gilt _
' — - 1)2 .
‘ [<n__2p+_>, s [ I epin

4
o(Dp(H™) = 0eso Dp(H™) = , . /

(n —2p — 1) Coon
J[T_)w )0<p<5-

- ’ v
Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Inklusionen g, (A) S o(A)
€ |4,, oo sowie den Sitzen 3.3b) und 3.4 B

AbschlieBend behandeln wir den Fa,ll K = ¢ > 0Fir » = 2m sind die spharlschcn
Radmformen und das Spektrum o(A,) vollstindig bekannt. Abschitzungen: eritbri-
gen sich also. Es verbleibt nur der Fall n = 2m 4 1. Jede Raumform M2m*1 kon-

stanter Kriimmung K = ¢ > 0 hat die Gestalt, S?;"jl/G‘, wobei @ éine endliche frei

m+1

operierende Gruppe von Isometrlen auf SQN— ist. Der Injektivitiatsradius r,,; von
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f;"',}' erfiillt - sicher die Ungleichungen =f)c - |G| = 7iay < [, wobei (G| die
Ordnung von @G bezeichnet. Im ‘Falle der Sphére S:'/},c— (G = ev) wird n/Vc_, im Falle
n=1,G=Z, wird n/]/c_ m angenommen. n/}/c_lG’| erhilt man als untere Schranké

fiir den Injektivititsradius, wenn man den Extremfall annimmt, daB der Orbit
eines Punktes auf einem GroBkreis liegt. Fiir G = e und n > 1 gilt also swhcr

n/V— Gl Erp; = n/]/— Schranken fiir A, (A,) werden somit wesentlich. von |G}
. abhingen.
- Wir bezeichnen wie ubhch mit P,(z) eine der. beiden linear unabhénglgen normier-
ten Legendreschen Funktionen, die '

(2 — 1) 9" + 229" — »(v + 1) w'= 0

g

l6sen. Dann erfiillt d— P, die Gleichung -
.dx™ o

@S DY Am Dy G bt D=0, . (3.18)

Ana,log zum Fall K = —¢ << 0 werden im Fall K =¢ > 0 die Schrankcn fiir 7,
wesentlich aus Abschétzungen fiir die Nullstellen .der entsprechenden sphirischen
dm
-Hq’d?" —-+|q
deren Nullstellen sich vergleichsweise einfach abschitzen lassen [9]. Fir K =¢ >0’

-Funktionen erhalten. Bei K = —¢ < 0 waren diesdie Funktionen P 1

sind die Nullstellen von dl— P,, » recll, abzuschiitzen, was fiir nicht ganzzahliges »
™ m . :

m .
P - .Sowohl Pmalsauch d— P, besitzen die
‘ dx™ —§+«‘q . dx™
glelchen Nullstellen. Fiir den Inde;\ v = v(m, 8), fiir den P,™(cos 0) = 0 ist, existiert
einc sehr komplizierte und umfangreiche Forniel, die man in [9: Seite 409] auszugs-
weise findet. Wir verzichten hier auf das Zitat dieser Formel und begniigen uns mit

deren Existenz. In unserem. Fall ist 0 = V_r und n/V— |G| fiir » zu nehmen, also
6 = 7/|G|. Also schen wir » = »(m, =/|G|) als im Prinzip ,,berechenbar‘ an.

wesentlich schwieriger ist als fiir —

Satz 3.0: Ser (M", g) = 1/VE/G von konstanter Kriimmung K: c>0,n=2m —};-1 .

Dann gilt fiir 2,(A), 0 < p < %

pn —p 4+ 1) ¢ < (D)

Spn—p+Dct|6—mbrm .- 2L
. ]n'/l’c'-lcl \ 1 L

— m4+ fuﬂm)) 22— 1)7hdz | -c. (3.19)
0 ' -

‘Beweis: Die Abschidtzung p(n — p 4+ 1) < 1(A) ist schon in [5] enthalten Die
Gleichung Dy, (p-1)n-p+1y® — Ax = 0 lautet, ausgeschrieben

a® - n—2p4+3n—2p + 1 . n—2p+l ‘
72~ -{—[ > ; > ctg]/Zr—{—.—z ‘ o

- ¢
+ sin?}cr

(P—D—p+Da—ia=0, (3.20)
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d? n+1n—1 = n—2p41
F =g+ D|a—ia=0. © 320)

n+1
sin )¢ 7\ 2

7 ) iiberfithrt (3.20) in
C .

g — (1) ]/c_ctg]/c_'%q;' +ole =P+ Vo —  ip=0. (3.21)

Die Transformation x = (p(

1 ' -
Substltutxon cos ]/c r=2x, r = l/—— arccos z, 1p( z)=¢ (V__ arccos x) = @(r) ergibt -
c .

unter Fortlassung des Termes p(n — p + 1) - ¢ von (3.21) o !
( —l)y;"—i(n—{—l)c:mp +p=0._ /
Zu studlcren ist also
(2 — 1) y" + (0 + xw—7w—0
(3.22)-
p (cos Vc a) = 0.

Sei ‘in (3.22) » = 2m. Dann lost ; P, die Glexchung (3.22) mit 2 = (v — m)
X v+ m+ 1). Wir haben (3. 22 fir den Fall » + 2=1+ 2(m -+ 1) zu l6sen, d. h.
(22— 1) " +( + 2(m. + ) oy — iy = 0,

(3.23) :
y(cos /|@)) = _
Kine ecinfache Rechnung ergibt Folgendes Erfullt Y dié Glelchung (2 — 1)y
4 2(m + :m,u — Ay = 0, so erfiillt y = (2? 1) 4 y; die Glelchung '
: ' o L dm 43 dmt 1 /
2 __ N oLl Y —
(z 1)( i (1+2(m+1))fm v( ey + 2 @ 1.)/ 0.
Hieraus'folgt im Falln = 1 + 2m ‘ . ’ N
. | . S, '3 4 al¥eicl ST .
(XS —m) e tm 1) — ’”j - lf(p,ﬂm))z (22 — )l

\ o . . 0.

- .und damit die Abschétzung (3.13) §

. Bemerkung: Es ist aus verschiedenen chrlegungen heraus klar, daBB 4, fiir
fallendes Volumen und fallenden Durchmesser, d. h. fiir wachsende Ordnung |G
von G wachsen wird. (3.19) liefert eine obere Schranke fiir das Wachstum in |@], dic
wesentlich quadratisch in v(m n/IG’I) ist. Die erwahnte Formel aus [9] zelgt daB
v(m, 0) in 671 wéchst. '

Wir rechtfertxgen abschlieBend unser Vorgehen mdem wir die Satz 3.1 voran-
gehenden Bemerkungen bewelsen :



-

Spektrum A,, auf Riumen konstanter Krilmmung_ 299
Satz 3.6:a) Fir K = —c < 0 gilt 7,4, < %199 genau dann, wenn p = 5 zst

b) Fiir K = ¢ > 0 gilt 31,1, S %100 genau dann, wenn p < é st.
¢y Fir K=0gqilt 7,4, = /lnfurallep,o Sp <.
d) Ubergang von p nach n — p lze/ert tm K omplementurberezck genau die aus Dy,
‘zu gewinnenden Schranken:

Beweis: a) Sei K = —c < 0. Die beiden Randwertaufgaben

_Du.(p—l)(n-—pﬂ)a‘ - Zb‘ =0, . ala) =0,
DZé,(p+:)(n—p—l)ﬂ - ;ﬂ = 0: ) ﬁ(“’) =0

lauten ausgeschrieben ~ \
1 1 .
7a11+ 'n;- n — ctghzl/_f—ﬂ—f_'(p_l)("_p'{“l)

X cx — Ao =0, (3.24)

“fn L+ 10— —2 ]
A 3 Ctgh Vcr-r—2p— (p+1)(n—p—1)
L c
X cf — /ﬂ = 0. . .
n—2p+1 :
Es' gilt folglich 1, 11 = 24,9, genau dann, wenn ey (p—1n—p+1)
= # — (p + 1) (n — p —= 1) ist. Dies ist aber mit p- = %,gleichwertig.

'b) Im Fall K = ¢ > 0 hat man diese Zahlen mit umgekehrtem.Voricichen Zu ver-

gleichen und erhé.lt.p = 7—21 .
. r d? n+1n—1]1
C) Im Fall K = 0 glltv Dll = D22 = _drz + b} 'T 'ﬁ'.'
d) Sei K = —c < 0, 7 = 2m., Dy (p-1)(n-p+1) liefert gemaB (3.13) die Schranke

((2 nz. 1 9my2 o)

Die von (3.24) ausgehende Rechnung liefert diejenige Schranke, die aus (3.13) ent-’
steht, indem man p(2m — p + 1) = p(n — P+ 1) durch (p-+ 1) (n — p) ersetzt.
p(n — p + 1) wird aber durch p -2 — p in (p + 1) (n — p) iiberfiihrt. In der
zweiten Ungleichung von (3.13) (d. h. n = 2m +- 1) steht’ ebenfal]s pn —p + 1).

Im Fall K = ¢ > 0 hat man ebenfalls p(n — p + 1) bei Dy, bzw. (p + 1) (n — p)
bei D,, stehen, nur-mit einem anderen Vorzeichen behaftet @

Béme'rkung': Eine gewisse Sonderrolle spielt der Fallp = %, wie schon das Auf-
treten von L,-harmonischen Formen auf offenen hyperbollschen Mannigfaltigkeiten
elgt Die hier aus D,,, D,, fiir p = 2 gewonnenen Schranken fallen zu grob aus.
Es ist Dy, pn—py = Dy pp 20 studleren Das Varla.tlonsprmmp liefert kleinere Schran-

ken.FurK=—6<0,p—§g|lt, s <

' dz 2 —1 1) o~
D,y = Dy, = — a7 4+ [%T ctgh? ]/c—r —p* 4+ E] c, V/l. =,
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\ ) \ -

fir § = —«

Yl o\ [ « 5 cosh Jcr
(L) =30 (22

cosh ]/c_r >

sinh? }/—r

Die Mlmmlerung von <D2_p: (a), (“))/((0‘),(“)) wird hier aber nicht weiter
verfolgt. - : B/ \B. B B . -

4. Abschitzungen fiir die héheren Eigenwerte

= 2(922 ,,xoc, a) — dpc <

Sei (M™, g) so beschaffen, daB m, Elgenwertc l,~ unterhalb des A\iinimums des wesent-
lichen Spektrums von A liegen, 2, < 4, < -+- < Jp,, 4 gezihlt entsprechend der
Vielfachheit, 7, ..., Tn,, Seien zugehorlgc normierte Eigenformen. Ist m < mg, so
gilt .

’Jv‘m+1. —  inf (Aw w)

w€C,™® <w’ w>
(w,t)=0
i=1..., m

h (4.1) |

1

Eine éihfa.che Abschédtzung fiir 2,,,, liefert

AN

Lemma 4.1: Erfille (M*, g) obige Voraussetzungen Sind dann B,, (1 =1, ..., m)

dusjunkte geoddtische Bille derart, daf3 71(A, ) =i(t=1,...,m) zst so gilt .
AmaD6(3D) < 2. o T @
Beweis: Seien | Wg, normierte Eigenformen zu (AF(B,, ) T=1,..,m,
(wg,, wg,) = 0, 7 + k. Die w,, werden als Null fortgesetat auf M. Es eXIStleren s1cher
Zahlen y,, «ev» Yms1 derart, SIaB El@/,(r,, wg) =0 (7 =1, m) ist. Wegen der Dis-

) Junkthe_lt der B,, ist w = Z’ Yi Wg, :4- 0. Dann gl]t wegen (‘;1 1) und Ap(B,,) & Ap(M)

: . .
; Am?ls(Aww) Z%)—Zl .
(w, ) Yy ‘
—
_Mit vol (M) werde i. f. das Volumen einer Manmgfalt,lgkelt be701chnet y

‘Satz 4:2: Ses (M", g) eine kompakie Raumform der konstanten K 'mmmung K =c.
Dann gilt fiir den (m —{— 1)-ten Evgenwert Ay, (Dp(M)):

8) Apiy < 2n(n + 2) (0 + 6) (m + 1) - T(2/2 + 1)1 - vol (M)~)2le

S LD+ Ol . (4.3)
. . 1 5 | |
b) Apr = {(n+) pln —p + 1')
‘- _ 2An— /2
(1 + 252 22(m - 1) - vol (Sn 1) - 1)o/n . (Slnh (V—d )) }
- J N Vedy -
fiir K = —c < 0,n =2k, p = =, |

2
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bzw. ) ,
. N | . |
‘mr S {(n+) —pn—p+1)
‘ : ‘ ’ H > 2{n—2)/2
4 (142222 (m + 1) - vol (Sv-1) . 1ol (S__'“h (Ve d»r))
: . : : Vedy
o+ [sinb ((m + =40 vol (7= (e duyfsinh (Ve d, )"

><(1+22*)-1)]"2}c o (44)

'

Jiir K = Te<Ou=2%+1,pz7.

dyr bezeichne hierbei den Purchmesser von M.

Beweis: Die Voraussetzungen von Lemma 4.1 sind erfillt, wenn-in M" m + 1
disjunkte geoditische Bille von gleichem Radius a existieren. GemaB [10] ist in
* seiner Raumforni die maximale Anzahl offener disjunkter geoditischer Bille B; vom

. . . . vol (M) . . vol (M) .
Radius.« in M nicht kleiner als ———= . Die Ungleichung m + 1 = ———" fiihrt
n M nic vo(l (Bza)2) / 8 87T = ol (Ba) §
-n2a)"2" 1 ( m+1 )"
i = i = ——_——— f_q 2 < S .
im Falle K = 0 mit vol (By,) T2 1) 2 T@/2 + 1) vol ()
Lemma 4.1 und (3.8) ergeben=(4.3)..Im Fallc K=—-c< 0 hat man
. . - 2a A -
. . R . h —‘ n-1
vol (M) < (m + 1) vol (Sm-1) —/‘(S”’V#) dr,
< ¢
. T 0 .
woraus o N - . -
: ) )
. iz é‘((m + 1) vol (s"‘l))2/": sinh_}/c dy\ " (45)
T SO ]/c dy )

folgt. Mit (4.5) folgt (4.4) wieder aus (3.13) ‘und folgt Lemma 4,1 |

/
0
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