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Abschätzungen für das Spektrurn von / auf Räumen konstanter 
Krümmung 

J. Eicmrors 

In der vorliegenden Arbeit werden Abschatzungen für den ersten Eigenwert von L P auf Rau. 
men M konstanter Krummung in Abhangigkeit vom Volumen, Durchmesser und vom Radius 
der groBten in M. enthaltenen geodktischen Vollkugel angegeben. Das angewandee Verfahren 
benutzt wesentlich Abschatzungen für die Nullstellen sphhrischer Funktionen. 

B )laHuoft pa6oTe oueuHuaeTcn nepnoe c06crneHHoe 3naiesI1Ie onepaopa A 7, iia IlpocrpallcT-
iax Al rIocTOnhIiioü HI1BH3HbI B epivax o6esia, juiaiepa it pauiyca lIaIi50JIbu1ero 
reOe3ii'iecioI'o JUiCl-a BiiyTpii Al. Ilpit 3TOM CytgecTBeHHO ncnoJIl3yIoTca . oL(elliu iiyieri 
cepIaecxiix	ii1uH(l.	 --

We present estimations for the first eigenvalue of A 7, on spaces M of constant curvature in 
terms of .vol (M), d41 and the radius of the greatest geodesic ball contained in M. The applied 
method in an essential way uses the zeros of spherical functions. 

/ 

1. Ei.nleitung 

Vergleicht man die Geometrie Riemannscher Mann igfaltigkeiten ilber das Spektrutn 
der Laplaceoperatoren, so ergibt sich in naturlicher Weise die Frage nach gewissen 
Standardgeometrien 3 mit denen man vergleicht. Deren Wahl wird von dem Gesichts-
punkt abhangen, mit dem man an die Untersuchungen herangeht. Für kompakte 
Mannigfaltigkeiten kann die spektrale Information z. B. durch die Glèiehheit der 
Minakshisundarain-Pleijel-Entwicklung (EJntersuchungen von PATODI, GrLKEY, 
DONNELLY, SAKAI U. a.) oder abet durch gewisse numerische Ungleichungen für die 
Eigenwerte "gegebe.n spin (Obata-Theorem). In jedem Falle sind' die Raume koii-
stanter Krumrnung eine sich anbietende Standardklasse für Vergleichstechniken. Wir 
geben in dieser Arbeit Abschatzungen für die Eigenwerte im konipakten bzw. für den 
ersten Spektralwert im offenen Fall an. Für den Laplaceoperator auf den Funktionen 
gibt es eine Fülle schöner Resultate von BUSER, CHENG, Li, SIMON, YAU u. a. Wir 
studieren L, 1 :5".p :!^ n - 1. 

1)iese Arbeit wurde wesentlich durch die Arbeit [1] von CHENO inspiriert und 
benutzt eine Reihe von Formein aus [2], die auch in [3] enthalten sind. 

2. Reduktion der Probicinstellung 

Seien (M", g) eine vollstandige Riemannsche Mann igfaltigkeit konstanter Kriimmung 
K = c, A = L die Laplaceoperatoren auf den p-Formen, 1 p ^5 n - 1. Als Def i-
nitionsbereich für zI werde in erster Tnstanz C000 (AP (M)) festgesetzt, und es werde 
dann die Abschliel3ung Z in L2 (AP (M)) betrachtet, die gleich der Friedrichsschen 
Erweiterung ist. Für eine offene Teilmenge U von M werde mit F( U) die Friedrichs-
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sche Erweiterung (LlI C,c( A P (U) ) ) F bezeichnet. Es gilt dann 

(U) c	.	LF(M) und AI(AF)	2 1((u)),	 (2.1) 

wobei A den jeweiligen kleinsten Spektralwert bezeichne. Dabei ist 

= inf	 (0)	
(2.2) 

w(C,(A	(w, (0) 

nut (CO, co' = f to A * (U' = f (w w ' ),, d vol. 
In einern lokalen System geodatischer Polarkoordinaten (r, u', ..., u'') gilt fur. 

die Metrik

dr2+ (sin )I r/JIc) 2 du2 , K=c>0 
d82 = dr2 + r2da2 , K = 0	 (2.3) 

dr2 -i- (sinh rc r/ 3/c)2 dc2 , K = —c <0, 

wobei da2 die St.andardmetrik auf der S''(1) ist. Die Metrik ist also in einem solchen 
System von der Gestalt 

d82 = dr2 + /(r) 2 da2 ,	 (2.4) 

also lokal rotationssymmetrisch.	 - 
Jede in einem geodatisehen Ball definierte p-Form a JäBt sich schreiben als 

co = adr + b, wobei a bzw. b eine (p - 1)-Form bzw. p-Form auf der S-1 ist, die 
von einem Parameter r abhangt. Für eine glatte p-Form co = adr + b gilt dann

Oa 
/(adr + b) Ir2a —(n- 2p + i (II /2 / 

2 

a + - -) 
32a	2/'	1 -	+ (-1) - ô0b1 dr

ab	02b 

	

- (n -	-	 ----±(—J)- doa}. - 

(2.5) 

Hierbei bezeichne d, 60, Ao die entsprechenden Operatoren auf der S"'. Schreibt 

man co = adr + b als Spaltenvektor (r so erhält man 

- (	12\ (adr
kb )	',,21	22 	b 

mit

= 32 (i - 2p + 1) (/1" f2 +
	+ /-2 . All

• IL 12 = (— 1)'dr A (-1)P	60 , -	
(2.6) 

	

• IL21 H l)'J do oi )	 - 
-	 32 

- 22" -——(n-2p— 1)7-+/2L,0.
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ist unitar äquivalent zu	
('	

wobei 

=	
a± R (n -2p + 1)2 + n —2p + 1) (1)2 

_fl2P+lL]a+/2ioa}dr 

L 2b= (—l)-ô0bdr,	 (2.7) 

i' b

 

a2 b

+ 
1(( - 2p,— . 1)2	fl, -	

1\ f/\2 
•	 22 

	R	4	-	2	,J k71 
• .	 + .jb+/2ob, 

Ljadr=(_1)P*doa	 0 

ist. 
Wir betrachten nun in einer Raumform für einen offenen geodatischen Ball B 

vom Radius a die Friedrichssche Erweiterung AF (BO ) und die entsprechende Er-
weiterung F, die natürlich zu AF(B) unitär äquivalent und dainit isospektral ist. 
Wir bezeichnen mit o( 0 ) bz'w. o( 0 ) das Spektrum von A, auf den gesehiossenen 
bzw. kogeschlossenen p-Formen der S-1. Dann ist a(/ F(BQ)) = oi") ein reines 
Punktspektrurn und	 - 

= U •a(D j1 ,) u U	(D22 .) u	U	a( F,	 (2.8) 
EOd( A0 • -)	 l'E06(A,.9_,)naa(t,,.9) 

vobei für a, € C0 (]0, a[)
 

d2	 (n-2p+1)2	n-2+1\//'\2 . 
=	a	 +	2	) kT) 

n-2p+1/"]	-2	— 
-	2	- yj a+/ •v . a,	 •	 (2.9) 

D22,,.,8(r) -	d2	1f( -	- 1)2	-	1\ ff\2 
 7	 m	 -	2	) /) 

•	 - n.-2p--- 1/"l 
+	2	7]+/_2	 (2.10) 

und.	 0	

0 

•

	 (
adr\	7 I; jadr + (_l)PL ô0bdr 

 b ) = 1	2/'	I'	•	( 2.11) 
0	 \2b+---l)P--doa	

/ 
-	i0-1a.= va,	60a = 0,	A0. b = ,ab, d0b = 0 
ist. Einen Beweis hierfiir findet man in [2]. Wir bezeichnen i. f. die Ausdrtjcke in 
eckigen Kiammern von D 11 bzw. D22 nut [] bzw. [122. 
j9*
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Jeder 2-Eig6nrautii von	,. vird von Ausdrucken der Gestalt 
(r) a(u) dr + (r) doa(u) 

erzeugt. Wir schreiben eine Eigenform zurn Eigenwert A in der Gestalt 

(1)P (r)a(u) dr +	(r) d0a(u).	 - 

Aus der Eigenwertgleichung,	 - 

L 1 (-1)P aa,dr + (--1)" L -L j960d0adr ==2(1)P cadr 
/	

(2.12) 
A22,ju -_L 19a0a,, +	1)P 2/' (-1)ad0a = A--- fld0a,. 

•	 • 5/	 II 

erhãlt man unter Benutzung von 

dr () = 1, (au, a)0 = I, (o0d0i, a)0 = ( 0a, a)0 = 

doa, d0a)0 =	 / 

2/ 
dr2-X ±[Jii a +i4 2	 -

(2.13) 

Definieren wir D2,, fürx, j9 € C0 (I0, a[) durch	 - 

	

1d2	 2/' 

(a ) D2,,	= l	2	 (2.14) 

p	 P+[]22P±/2P+1a 

so erhalten wir - 

- a(,F)	a(D2,, r).	 (2.15) 
•	Mit (2.1), (2.8)—(2.10), (2.15) wird die Abschätzung von 21('F) von oben wesentlich 

auf die desi. Spektralwertes der D-Operatoren reduziert., 

3. Absehätziing des ersten Spektralwertes 

In diesem Abschnitt soil eine effektive Abschatzung des 1. Spektralwertes in Ab-
hangigkeit vom Suprernum des Tnjektivitätsradius von'(M", g) vorgenommen werden. 
Wir suchen zunachst nach Abschätzuifigen von obén. Seien für einen geodatisehen 
Ball B. (a = Injektivitatsradius an der entsprechenden Stelle) 

= mm 1,	2122p = min A,	2 1 , 2 ,. = min A,	 (3.1) 
AEc( D,,,,)	 1€a(D,)	 A€a( 

2>0	 2>0	 - 2>0 

-	A 1,11 = min	Al22 = min Aj, 22,,	42 = min 42. 
p	 p
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Dann ist

	

^ 2 1(.(B0 )) = win {2 i ; 1.22; 421 .	 (3.2) 

Zuni Vergleieh der	2122, 2 1.2.,
 
niüssen wir das Spektrurn der Laplaceopera-




toren Op-1 bzw. Aop auf den (p - 1)- bzw. p-Fornien der S' betrachten. GeruäB 
[5] ist (p - 1) (n - p ± '1) bzw. (p + 1) (n - p	1) bzw. .p(n - p) das kleinste in - 

Frage kommende v bzw. z für D 11 , bzw. D22 bzw. D2 ,. Für die kleinsten Eigen-
werte der D-Operatoren gilt geniB dew Courantschen Mini-Max-Prinzip: 

f{' 2 ± ([1i +t2v)2}dr 

	

=	inf	°	
a	 (3.3) 

a(C,(JOa()
Jcdr 
0 

f 112 + ([122 ± /t) 2} dr 
)1,22, y =inf	

a	 '	 -	(3.4) V	 €C,(10,aI)	

f fi2dr 

1.2,p	inf  

	

a,fl(C,00(JQ,aj)	 V 

	

± ([J	/-2) 2 + 12 + ([122+ /-2) 2 +	i} dr 

V 

a 

•f[	±'2)1r 

Vn J_ I	 n—i Fur	phzw.p^ 2 gilt p(n_p)	(p_I)(n_p1)bzy. 

.p(n - p)	(p + 1) (n - P , — 1).	 (3.6) 
Wahl von = 0 bzw. x = 0 überführt den zu minintierenden Quotienten von (3.5) 
in den von (3.3) bzv. (3.4), wenn man ein fixiert.es i zugrundelegt. Unter Berück-
sichtigung von (3.•1)—(3.6) erhlt man schlie8lich	 - 

V	 V	 .. __ 

/ 12 ^ 2 111	fur	
2 2 l (LF(M)) ^ 2 i(/p(Ba ))	 .	(3.7) 

V	

V	 21.2	21.22	fur p ^ ' 

Ferner gilt wegen (3.2) natlirlich für alle p, 0 <p < n, auch A 1((M)) ;5; 2	Für V V 

j gilt D 11 = D22,	
V	 - 

Wir werden A I ( F'(M)) fiirK = —c <0 u n d 	für K = c > 0, 0 <p - 
iind für K = 0, Q < p < n durch;1 1 .11 absehätzen. t)bergang von p zu n - p liefert 

V 

V	 dann Schranken Mr den gesamten Bereich 0 <p <n. In Satz 3.6 werden wir zeigen, 
V	 daB fur obige Wahl von p in Abhangigkcit von K stets 2 1 j	;'1,22 gilt und Ober-




gang von p zu n - p gerade die im Komplenientarbereich aus D22 Zu gewinnenden 
V	 Sehranken liefert. Unser Vorgehen ist also in einem géwissep Sinne optimal.
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Satz 3. 1: Seien (M' 3 ,g) kompakt und eben und a.der Radius. des grofiten in M" cut-
haltenen geodatischen Balles. A = b (M) bezeichne den Lapiaceoperator au/ den 
p-Formen, 0 <p <n. Dann qill für den ersten Eüjenwert )() 

< (n + 2)(n + 6)	 (3.8) 

Beweis: Wir wenden (2.1) auf U = B0 an, ;.l(F(BO )) 1st also von oben abzu- 
schätzen. In geodatischen Polarkoordinaten gilt in B0d82 = dr2 + r2 da2, d. h., man 
hat /(r) = r. Zu bestinimen 1st der kleinste Eigenwert 2 von 

= 0,	a(a) = 0,	 (3.9)

d. h.

d2	In,-2p+3n-2p+11 

	

a + L	2	2 ,	r2 

(P — 1)(n— P + 1)]	= 0,	 (3.10) 

d2 ,	n2	I 

	

2 	;.a	0. (3.11) ± dr..	4r 

(3.11) wird etnäB [6] von a = r J,,12 (i) gelöst. Die Bedingung a(a) = 0 fiihrt 
auf J,12 (i'Ta) = 0. 1st also ln/2 die erste positive Nullstelle von 4 12 , so hat man 

T/AaJn/2, = j, 2/a2 . Es it wohlbekannt daB j,2 < 2 (--
	

3)1st j'j, 
•	 (n±2)(n±6)	. woraus h 1 <	2a2	folgt I	 -. 

Wir behandein nun den Fall K = —c <0.' 

Satz 3.2: Selen (M n , g) kompakt, von konstanter Schn.itlkrilinrnvng: K = —c < 0 
und a der gröfile Radius eines geodatischen . Balles B0 in M0 . Dann gill für 2(), 

____ - p(2m - p + 1) ± (1+2) 2} a2 C,	n = 27 

	

{(2rn + 2)2 - p(2in + 2— P) +• ' - :m)22	( 3.12). 

+ (s nh 1 ± 22M)
-21

 c,	n = 2rn ± 1. 

Beweis: Einsetzeii von /(r) = Siflh Fr in Dll(_l)(_+l)a— 2a = 0 ergibt 
• 0	 / 

[ii 2 + 3 fl 2 + 1 ctgh2 CC , + (p - 1) (n - p + I) ctgh2T/r 

_n2P+1(P_l)(iP+I)])aO  

/



Spektrum z auf Räumen konstanter Krummung	295 

•	_±[nmn;1ctgh2r_n_+1 

•	 S	

(_1)(n_P+1)]c_2a=0.	V	 (3.14)


n±1 

Die Transformation a 
= (

	uberführt (3.14) in

}/c 

-" - (n + 1) ]/ctgh r•p,-
	I CIp 2P + 1 

-	—(p—l)(n—p±1) cop —2=0,	'	 (3.15) 

—q" - (n + 1) }/ ctgh /rq' - p(n - p + 1) c -	= 0.	(3.16) 

Mit der Transformation cosh }Ir = x,r= -- àrcosh x, v(x) = q	arcosii

= (r) erhält man schlieBlich 

Zu studieren ist also die Aufgabe	 V	 V 

- 1) + (n ± 2) 'x + ).'V 	0,	 V 

V	 (cosh/a).=0.	 (3.17)

Sei n = 2m. Dann erhiJt man aus [9: Seiten 19 und 402] oder [1: Seite 294] 

(2m + 1)2 + (1 + 2n)2 2 ,
	V 4	 a2	 V	

V	

•	 V 

also	•	 V	

V	

V 

V

	

(2m + I 1)2	 (1	m)225	 - 
— p(2m - p + I) ±	a	f 

Die gleichen Literaturstellen liefern im Fall fl + 1 =.2(m + 1).	
V 

S 

(2m + 2) 2	(1 + 22m)22 V f	a	\_2	V 

4	+	 + sinh + 22m) • 
V	 und clamit die 2. Ungleichung von (3.12) I 

Bemérkung: Erstzung von p durch n - p in (3.12) liefert die Schranken un 

Fall p	j. Bei Satz 3.1 brauchte these Ersetzung effektiv gar nicht vorgenonimen 

zu werden, da die Schfariken von p unabhangig ausfielen.	V	 V	 V 

V Es sollen nun die erhaltenen Gleichungen bzv. Abschätzungen auf den Fall einfach 
zusammenhangender offener Mann igfaltigkeiten konstanter Schn ittkrummung 
K = —c <0 angewendet werden. .Dabei werden entsprechende Modifikationen der 
Resultate von [3] crhalten. Dazu zitieren wir zunächst das Hauptresultat aus [3]. 
Dazu sei H" der einfach zusammenhangende hyperbolisehe Raumn konstanter Kriim-
mung - 1und L = L(H") der Laplaceperator auf den p-Fornien von H".	

•	V
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Satz 3.3: a) A p besitzt elm nichtleeres Punkispekirurn genan damn, wenn p = 
1st. Der einzige Eigenwert 1st dann 0, und dieser besitzl unendliche Viel/achheit. 

b) Für den ersten Spektralwert 2,() gilt 

	

•	 (n — fl' 

	

-	S	 4	, pO,n 

2i() - min 
(n - 2 - 1)2 (n - 2 ± 1)2 },

	
o, 

O ,Pj .	 - 

Wir beweisen jetzt folgenden	- 
• Satz 3.4: Sei (M', g) 0//en, vollstandig, ein/ach zusurninenhangend und von kon- 

stanter &hnittkruminunq K = —c <0. Dann gilt für j p <n	[, oc[, 

wobel	= (n 2 + 1) c 1st; und für 0 <p	 )- [2, cc[, wobei

(n.— 2p - 1)2 

	

'V	

•cist. 

	

Beweis: Sei zpnachst --	p < m. (3.12) gilt naturlich fur M' mit obigen Voraus- 

	

2	 (n-2p+ 1)1 

	

•	setzungen, wobei azwischen 0 und cc frei wählbar ist. Man erhält 2	 C. 

Sei 
(71- 2 + ;l)2 

c < 2. Es verde a so gewahit, daB 2 erster Eigenwert des 
Dirichletprobleins Aeo = 2w fur .(B0 ) auf B0 ist. Sei für ein fixiertes B0 cv eine zu 2 
gehorige Eigenforrn (die man durch Multiplikation der Losung von (3.14) mit éiner 
.zu (p - I) (n p -j- 1) gehorigenEigenform von und dr erhält). Diese werde 
als 0 auBerhalb B0 fortgesetzt. Die Wahl unendlich vieler disjunkter Voilkugein 
(B0 ), und ent.sprechender cv, ergibt eine Weylsche Folge für 2. Also ist 2 E ess((M)). 

•	Erset.zung von p durch n - p ergibt die Behauptung für 0 <p j-, also insgesamt 

	

I	ftir0<p<n I 

Folgerung: Für das Spektrum a( p(R")) gilt 

•
	I (n_2P+1)2cc[<p<n 

oj(	(Ha )) = aess( (Ha)) =
	 V	 / 

1(n_2p_1) 2	I n 

	

- V	 4 

Beweis: Die Behauptung folgt unn,ittelbar aus den Tnklusionen aes) [2,, oc[ sowie den Sätzen 3.3b) und 3.4 I	- 

AbschlieBend behandeln wir den Fall K = c> 0.'Fur n = 2m sind die sphàrischen 
R.aiImfornien und das Spektrurn a() vollstandig bekannt. Abschatzungen erübri-
gen sich also. Es verbleibt nur der Fall n = 2rn ± 1. Jede Rauniform M2m+ kon-
stanter Krumm ing K = c > 0 hat die Gestalt S7'/G, wobei 0 ine endliche frei 
operierende Gruppe von Isornetrien auf S7' ist. 1)er' Injektivitätsradius r 0j von 

I,
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erfüllt sicher die Ungleichungen /JIc . IGI	r1	-r//	wobei GI die

Ordnung von U bezeichnet. ImTalle der Sphare S . (0 = e) wird on/rc, on/J/ im Falle 

= 1, 0 = Zm'wird 4i'• m angenommen. i/J/ i G i erhält man als untere Schrankë 
für den Jnjektivitätsradius, wenn man den Extremfall annimmt, dal3 der Orbit 

== eines Punktes auf einem GroBkreis liegt. Fur 0	e Iind n > I gilt also sicher 
4i	UI ^ rkflJ ^ 7r/J/ Schranken Mr A 1() werden s' omit wesentlich von 
abhängen. 

Wir bezeiehnen wie iiblich mit P(x) elne der.heiden linear unabhangigen nornhier-
ten Legendreschen Funktionen, die 

(2 — 1) " + 2x/ - v(v + 1) v = 0	- 

• lösen. Dann cr1 ililt dm P. die Gleichung .dxm 
• (x2 1)" ± 2(rn + 1) x' - (v - rn) (v + n + I) V=' O. (3.18) 

Analog zuin Fall K = —c <0 werden un Fall K = c> 0 die Schranken fur ). 
wesentlichaus Abschätzungen für die Nullstellen der entsprechenden sphärischen 

	

-Funktionen erhalten. Bei K = —c < Owaren dies die FunktionenP I	
dm ,—P 1 

-	 -+tq dxm -+q 
deren Nulistellen sich vergleichsweise einfach abschätzen lassen [9]. Für K = c > 0 

dm sind die Nullstellen von	v. reell, abzuschätzen, was für nicht ganzzahliges v 
X	dm	 dm wesentlich schwieriger 1st als für	P- 1	Sowohl pm als auch	P. besitzen die 

	

dxm	+i	 dxm 
gleichen Nullstellen. Für den Index v = v(m, 0), für den P,m(cos 0) = 0 ist, existiert 
elne sehr koniplizierte und iimfangreiche Forniel, die man in , [9: Seite 4091 auszugs-
weise findet. Wir verzichten hier auf das Zit .at dieser Fortuel und begnugen iins wit 
deren Existenz. in unsereru. Fall ist 0 = 1/yr und	G1 fur r zu nehmen,'also 
o =	Also sehen wir v '= v(rn, /I Gj ) als im Prinzip ,,berechenbar" an. 

Satz 3.5: Sei(M', g) =	on konstanter Krümrnung K-= c>0, n = 2m ±1. 


Damn gilt für 2(), 0 <p 

p(n— p+ l ) . c21 (1l)	 - 
•	 I	 '	4rn+3 

/1'.iGI 
— 4m	If (p(m))2 (x2 - I)-' dx] . C.	(3.19) 

• -Beweis: Die Abschatzung p(n - p + I)	1st schon in [5] enthalten. Die 
Gleichung DlI( _ l)(fl_^l)a -	= 0 lautetausgeschrieben 

a2 - In-2p+3n-2p+_I	j—	n-2p+l1 -	 +c1	2	,	2	etg-cr±	
2	j 

+	
C	(p-1)(n—p+_A=0,	 (3.20)


sin 2j/r
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d2	In+1 n—I	 n.-2p+1 
+ C L, 2	2 

ctg2j/Cr ±	2 

+(P_1)(n_P+1)]_2=0.	 (3.20) 

Die Transformation = 99 sin	
r)-2 

überführt (3.20) in 
j/c 

- (n -F 1) j/ctg /. r• " + p(n - p + 1)C9' - ;.T = 0.	(3.21) 

Substitution cos }'Cr	r =	arccos x, (x) =	arccos	= 9'(r) ergibt


unter Fortlassung des Ternies p(n5 - p + 1) c 'on (3.21)  

c(x2 —.1) v' ± (n + 1)cx9"+ ;.V = 0. 

Zu studieren ist also 

(x2-1)p"+(n+2)xp'-2'v=0,.
(3.22)-

(cos I/ a) = 0.

- Sei in (3.22) n = 2m. Dann lost dm P. die Gleichung (3.22) mit 2' = (v - m) 
dxIn 

X(v+ m + 1 )'. Wir haben (3.22) für den Fall  + 2 = I + 2(m + 1) zu losen, d. h. 

(x2 .— 1)'" L_ (i -F 2(m . + 1))x9" - 1/)	0, 

V'( cos7r/J G I) =O 

Eine cinfache Rechnung ergibt Folgendes. 'Erfüllt ip d ie Gleichung (x 2 - 1) 

+ 2(m ± 1) ' - A' = 0, so erfüllt y = (x2 - 1)	die Gleichung 

(z2 - 1) 7" + (1 + 2(m + l))xy' + (_2' + 4rn+ 
+ 4m+ 

1 x2—	=
I )z 

Hierausfolgt im Fall n= 1 + 2m

4VGI	•-

^(' - m)( H1 m ± 1) 4m± 34rn± 
f

(X2 - i)1dx 

.un'd darnit die Absehatzuig (3.13)1 

Bernerkung: Es ist aus verschiedenen tYberlegungen heraus kiar, daB A für 
fallendes Volumenund fallenden Durchmesser, d' h. für wachsende Ordnung IG 
von 0 wachsen wird: (3.19) liefert eine obere Schranke für das Waehstum in 101, die 
wesentlich quadratisch in v(m, /I GI) ist. Die erwähnte.Formel aus [9] zeigt, daB 
v(rn, 0) in 0 wachst.  

Wir rechtfertigen bschlieBend unser Vorgehen, indem wir die Satz 3.1 voran-
gehenden Bemerkungen beweisen:
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Satz 3.6: a) Für K = —c <0 gilt 2	21,22 genau damn, wenn p j is!. 

b) Für K = c> 0 gilt	2j genau damn, wenn p	ist. 
c) Für K = 0 gilt 2	= 2122 für allë p, O p ' !5.- n. 
d) Ubergâng von p nach n - p liefert im Kornpleinentärbereic/t genau die a.ws D22 

- zu gewinnenden &hranken: 

Beweis: a) Sei K = —c <0. Die beiden Randwertaufgaben 

-	= 0,	a(a) = 0,  
- 2j9 = 0,	(a) = 0 

lauten ausgeschrieben 

± 
[n ± 1i - I ctgh2Jr -	+ 1 (p - l)'(n— p + 1)] 

x Ca - ).a = 0, 	
(3.24) 

In+ l n- 1	- n-2p-1- 
.9 + [ 2	2 

ctgh2/crf	
2	- (p + 1)(n. - p - 1) 

X c9 - 29 = 0.
n-2p+1 

•	Es gilt folglich 2111 ^5 412 genau dann, wenn -	
2 	(p - 1) (n - p + 1) 

- 2	- (p + 1) (n - p	1) ist. Dies 1st aber mit p	--.gleichwertig. 

'b) Tm Fall K = c > 0 hat man these Zahien mit umgekehrtem Vorzeichen zu ver-

gleichen und erhalt p 2	d 2 [nc) Im Fall K = O gilt D11 =D22 = -	+ ± 1n.— I. 
d) Sei K = —c < 0, n = 2m., D!j,(_1)(_+j) liefert geinal3 (3.13) die Schranke 

1(2rn + 1) 2. (1± 2-)2 ,-Z2 
C.

 

4	—p(2m—p+1)+	a2 

Die von (3.24) ausgehende Rechnung liefert diejenige Schranke, die aus (3.13) ent-
steht, indeni man p(2nm. - p +1) = p(n - p + 1) durch ( p + 1) (n. - p) èrsetzt. 
p(n - p + 1) wird aber durch p -+n p in (p + 1) (n - p) uberführt. In der 
zweiten Ungleichung von (3.13) (d. h. n = 2m + 1) stehtebenfalls p(n - p + 1). 
Tm Fall K = c > 0 hat man ebenfalls p(n. - p + 1) bei D11 bzw. (p + 1) ( - p) 
bi D22 stehen, nur mit einem anderen Vorzeichen behaftet I 

Bemerkung' : Eine gewisse Sonderrolle spielt der Fall p = j-, wie schón das Amf- 

treten von L2 -harmonischen Formen auf offenen hyperbolischen Mannigfaltigkeiten 

zeigt. Die hier aus D 11 , D22 for p = gewonnenen Schranken fallen zu grob aus. 

Es ist D2( _ ) =	zu studieren. Das \7ariationsprinzip liefert kleinere Schran- 

ken. FiirK= _c<o,p=jgilt	 S	 - 

D 11 = D22 =	+ 
[e2	

ctgii2 }/ r - p2 +	c, jI't = 7),
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furj9=—x 

'() (_:)) 
= 2D1I !, u) - 4c3/2 (coshi:

	) 
=	 ) - 4p3/2  

(sinl,2
cosh Vcr 

1/Jr 

Die l tinirnierung von D2. 1'
( a ) , ())/((), ()) 

wird hier aber'-nicht weiter verfolgt. 

4. Abschätzungen für die höheren Eigenwerte 

Sei (M's , g) so besehaffen, daB m0 Eigenwerte )Lj unterhaib des Minimums des wesent-
- lichen Spektruins von L liegen, 2	A2	2,, A, gezahlt ent.sprechend der 

Vielfachheit, t 1 , •., r,,,, seien zugehorige norinierte Eigenfornien. 1st rn < m0, so gilt

2m+i	
infKw, w)	

(4.1) 
-EC,00 (w , W) 

yn i=l..... 
Eine infaehe Abschätzung für Am+i liefert  

Leni ma 4.-i: Erfiille (iW", q) obige VorawssetzzLngen. Sind dunn Ba, (1 = 1, ..., m) 
dvsjunkte geodut-isclte Bälle derart, dap A 1(L(B)) = A (1 = 1, ..., m) is!, so gilt

(4.2) 
Beweis: Scien w, normierte Eigenforrnen zu 21(F(BU,)), I = 1, ...,


(we,, Oa k) = 0, 1	ic. Die co,,, werden als Null fortgesetzt auf M. Es existieien sicher rn+l	I 
Zahien y, ..., Yrn+i derart, daB f yj(r, (o0,) = 0 (j = 1, ..., m) ist. Wegen der Dis 

rn-fl	s=1 
junktheit der Ba, ist (1) = ' co,,, r 0. Dann gilt wegen (4.1) und	(B0 ,)	p(M) 

tl 

(w,(0)y1 22 - 
-	_2I 

	

K 10 1 (0)	 2)	Ey	 - 

Mit vol (M) werde i. f. das Volumen einer Mannigfaltigkeit bezeichnet..
 

'Satz 4:2: ,S'ei (M", g) elne kompakie Raurn/orm der konstanten Kriimniung 'K = c. 
Dann gilt /iir den (m + 1)-ten Eigenwert Am+i(F(M)): 

a) Arn+i ^ 27i(n + 2) (n + 6) ((m + 1) . 1'(n/2 + 1)' . vol (M)-1)2/fl 
/ür K = 0, 0 <p <n.	 -	 (4.3) 

b) 2rn+ 	
{(n ± 1)2	

An - + 1) 

-  
V	'1112 

-f (1 -f- 21)2 71 2 (m ± 1) vol (S 2 ) nT2)u/7 
( sinh VC MI	c 

S	 '\	j/ d 1	I 
/urK=—c<0n=2kp>	 :
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bzw.	 -	 - 

I(n+l)2

	

	 - 
7)(fl, — p + 1)

2-22 + (1 + 221)2 2 ((m ± 1) vol (S) . ni)2/n. (sinh	d11)  \	Vcd1 

-*- [fli1 ((m + 1)-' I	vol (S0-1)h/	(J/dj,/sinh (1/d1, ))n_2/u 

x (1 + 22i)]21 c	 (4.4) 

/iir K= Tc <Q, n = 2/c + 1, v 

d, bezeic/tne hierbel den Dvrchmes.ser von M. 
Beweis: Die Voraussetzungen voi Lemma 4.1 sind erfullt, wenn in Mn m ± 1 

disjunkte geodatische Bälle von gleichein Radius a existieren. GemäB [10] ist in 
• einer Raurnforrii die iiiaximale Anzahl offener disjunkter geodätischer Bälle B0 VOlU 

Radius ,a in M nicht kleiner als Vol (M) . Die Ungleichung ?n ± I	
vol(M) fuhrt vol (B20 )	 vol (B20) 

	

- ( i(2a) 2 ) n / 2	1	
(I'(n/2 m + 

I	\2/n 
un Falle K = 0 mit, vol (H,0) 

-i'(n/2 ± 
I)auf	 2 '	

+1)vol(M)) 
Lemma 4.1 tind (3.8) ergeben-(4.3).. mi Falle K = —c <0 hat man 

-	 20 

vol (M)	(m+ 1) vol (S.) .f	 r)'- dr 

woraus
2(n-2) 

((tn+ 1) Vo l (8fl_i)\12/fl :(s___ hJIcdu \	 (4.5) 
—	n	/	\ /c d1, 

folgt. Mit (4.5) folgt (4.4) wieder atis (3.13) und folgt Lemma 4:1 I 
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