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Spektrale Geometne und Huygenssches Prinzip fiir Tensorfelder .
und leferentlalformen 1)

R. ScHIMMING und G. TEI\]MER

Geometrische Eigenschaften (lokale Flachheit u.a.) einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
werden aus analytischen Eigenschaften (Spektrum bzw. Huygenssches Prinzip) eines Laplace-
operators erschlossen. Insbesondere wird das ,,Definitheitsproblem‘ der Spektralgeometrie
geschlossener Mannigfaltigkeiten fur den auf anferentmlformen wirkenden kanomschen
L'Lpla.ceopemtor gelost.

I‘eome'rpuqecr\ue cpoiicTBa (MCYE3HOBEHIE KPUBUBHBI MJAM €€ 4acTH) o'rpamalo'rcn‘n aHa-
JIHTHYECKUX CBOficTBAX (CMEKTp MJIM NMPMHLMI riofireHca), HekoToporo omepartopa Jlannaca.
B ocoGennocTu pewaercs ,,npoGuema onpenenennocm“cnempanbnoﬁ reoMeTpHH 3AMKHYTBIX
.MHOroo0pasuil IJIA KaHOHIYECKOrO onepa'ropa Jlamlaca, ,lencmylomero Ha nnqupepeu-,
uuam,uue (bopmu , .

" Geometrical properties (especlally local flatness) of a Riemannian manifold are recognized
from analytical properties (spectrum or Huygens’ principle) of a Laplace operator. Especially,

,"- the ‘“‘definiteness problem” of the spectral geometry of closed manifolds is solved for the -

canonical Laplace operator which acts on differential forms.
Finle\itur'lg‘
Die vorhegende Arbeit setzt [I] fort und stiitzt sich des weiteren auf [3, 4]. Der all-’
" gemeine Rahmen und die Bezeichnungen werden aus M ubemommen es werden
.aber dort offen gebliebene Probleme behandelt. y

Grob gesprochen geht es darum, geometrische Elgenscha,ft,en (Flachheit, RICCI-
Flachheit, ...) einer n-dimensionalen orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit
. (M, g) aus analytlschen Eigenschaften (Spektrum bzw. Huygens-Eigenschaft) eines
Laplaceoperators

L=A+C=g¢g®V,+C -
zu erschlieBen, welcher wahlweise auf kovariante Tensorfelder p-ter ‘Stufe, ‘alter-
nierende (fiir ¢ = —1) bzw. symmetrische (fir ¢ = 1) p-Differentialformen, spur-

freie symmetrische Formen wirkt. Zur Vermeidung von Fallunterscheldungen sel
n =4 vora,usgesetzt die Rxemannsche Metrik ist entweder definit. oder lorentzsch
Fir '
C=0, —Z2Z2 R, 2z ' ' '

_ =0 im0 f L
liegt beziehentlich der ,,reine Laplacian®, der ,Laplacian mit verschwindender
Cottoninvariante®, der ,,kanonische Laplacian‘ vor. Letzterer Wirkt nur auf Formen
und baut sich gemaB .

e6d — dd = A + ¢Z . , ' \

1) Teil I erschien in 1 (1982) 2 dieser Zeitschrift. A PR
. . ’ ~

‘.
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aus dem duleren Differential d und dem inneren Differential 6 auf; Z bezeichnet den
bekannten Weitzenbick-Operator. Auf Grund der Dualitdt brauchen altermerende
- Formen nur fiir Stufen p < 2/2 betrachtet zu werden.

Unsere Hauptergebnisse zur Spektralgeometrie, fiir definites g und geschlossenes M,
kénnen folgendermaBen charakt,cnslert, werden : .

1. Bei dem auf altcrnzerende p -Formen wirkenden kanonischen Lagalacum — (dé + 6d)
=4-7 gzbt es Schranken p;= = p;t(n) (2 = 0, 1) derart, daf fiir

entweder P <P =po “oder py* Sp<pt
‘dw (lokale) Flacizheu von (M, g) aus dem Spektrum von L erschlossen werden kann

2.' Ber dém auf,sz/mmetrzsche p-Formen wirkenden kanonischen Laplacian éd — do
= A + 7 gibt es eine Schranke p* = p*(n) derart, da/? fiir p > p* die Flachheit aus
dem Spektrum erschlossen werden kann.

3. Ber ‘spezz’eiler (zm etnzelnen angegebener)

-~

Situation : = (F'eldtyp, Typ von L, n, p)
kann die Fi’gensc/za/t konstanter Kriimmung aus dem Spektrum erschlossen werden.

'4. Bes spezieller. Situation innerhalb der Klasse der Einstein- Mannigfaltigkeiter bzw.
- der Mannigfaltigkeiten mit verschwindender Skalmkrummung kann die Eigenschaft
der Ricci-Flachheit erschlossen werden

Von der Methode her handelt es smh darum, fur welche Situationen die aus dem
2. Hadamardkoeffizienten Uy(2, y) gebildete Spektralinvariante

U,[M]):= fTr Uy(z, x) d Vol (x)
u )

eine definite quadratische Form in der Kriimmung von (M, g) bzw. in einem Bestand-
teil der Kriimmung darstellt. Dieses ,,Definitheit-sproblem“ wird hier fiir den kano-
nischen Laplacian allgemein gelést, wihrend in der Literatur (siehe die in [I] gegebe-
nen Zitate) bisher nur Speualfalle fiir kleine n bzw. p betrachtet wurden. Als neuen
Gesichtspunkt fuhren wir zahlentheoretische (diophantische) Probléme in die
. Spektralgeometrie ein. Ein Frgebms zum Huygcnsschen Prmup (HP), bei n = 6
und Iorenbzschem g, lautet wie folgt:

Ist der auf sz;mmetnscke p- Formen mit p = 2 wirkende kanonusche La-y)laczan
huygenssch und AR = 0 und sind |S[?, |We1/l|2 poszm, definat, so ist (M g) flach.

Wie in [I] sei

Riem = Krummungstensor Ric = RlCCltensor E = Skalarkriimmung,

S = Ric — — Rg, Weyl = Konformkrummungstensor

. Durch |...|? wird die Uberschlebung (belugllch g) eines ’Eensors mit sich selbst an-
gezeigt. Definitheitsbedingungen sind ]ewells fiir eine ganze Klasse von Metriken g
zu 1nterpret1eren So ist oben gememt daB in der betrachteten Klasse gilt:

|S|2 =0 und glelch null genau dann, wenn § = 0;
© |Weyl|? = 0 und glexch null genau dann, wenn Weyl = 0.
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(In [I} wurden Klassen von Metriken mit diesen Elgenschaften diskutiert.) Benn
HP fiir n = 6 wird die unintegrierte Gleichung

Tr Uyz,z) =0

auf Definitheit untersucht {(Tr = Trace = Spur eines linearen Operators). Die_
Methode geht im Prinzip auf [1] zuriick;-siehe im iibrigen die in [I} zitierte Literatur
zum HP,
Die Autoren danken Herrn Dr W Quarr fiir die Durchfithrung von Computer-
rechnungen , :

~

l .

§ 1. Losung des Definitheitsproblems fiir den kanonischen Laplacian

In diesem und im folgenden Abschnitt setzen wir M als geschlossen und g als definit
voraus. Der Terminus ,,proportional“ bzw. das Zeichen ~ sollen hier stets einschlie-
Ben, daB der. Proportionalitdtsfaktor in allen in Fragc kommenden Sltuatlonen
positiv ist. [ .

Satz 1.1: Die 2. Speklralmvarmnte U,[M] zst beirm kanonwclzen Laplaczan propor-
tional zum Matrizenprodukt A
o ’ /5 -2 2 1222 .
(2No*, BNyim, 15m(m — N2)) - (2 6 —1 || ||Ric|?
| S 1 e 245 \IRiem|? :
" mat m= p(n + ep). - '
Der Beweis érgibt sich durch Fortsetzung der Rechnungen von [I]. Bei der Inte-
gration iiber M werden aus den’ Quadraten |...]2 die Normen ||...||> und der Term mit,
AR fillt weg I o -

, In das Matnzenprodukt setzen wir nun ein ’ : - . N

Np = (n + &) (n 4eq +6) .. (n +ep ~ollp— 1, . - 0

. ) ,
|Ric)? = |S]* -+ - R, P
| Riem|2 = |Weyl|? -+ L |S|2 + _ 2 g |
i n{n — 1)
und erhalten nach einiger Rechnung

Satz 1.2: 1. Fiir den auf alternierende p~Formen wirkenden kanonwcken Laplacian
stnd die Faktoren von ||RI2, |IS|13, ||Weyll|2 in U,[M) der 'Rethe nach proportumal zu

— 20 —n + 1)z + 20n(n — 1) (5n® — Tn 4 6) =: ¢,,
’ —z2+5(3n2—2n+4)z— 10n(n— H(n—2)(n = 6) =: €1,
— 10n(n + 1) 2 + 40n(n —1(n—2Y(n—3)=

mit z := 60m = 60p(n — p). : o
. Die Koeffizienten cy, c,, ¢, sind nicht glezchzezlvg negatzv Genauer st c, po&‘dw

definit fir n = 18 und die Glezchungen ¢, =0 (:=0,1) haben fir n = 18 reelle =
Wurzeln 2, z;t mit '

0<z™ <z <2z'< zl* < 15n2.

20 -Analysis Bd. 3, Heft 4 (1084)



306 R. Scammixng und G. TEUMER

2 Fiir den uu/ symmetrische p-Formen wirkenden kanonischen Laplacian sind d.ze
Faktoren von ||R|?, ||S||2, |Weyl)|? vn U o| M] der Rethe nach proportional zu

22 4 60(n3 4 2n® — 4n — 15) z + 180n(n + 1)2 (n —+— 3) (5n* — Tn + 6) =: Co>

2% 4 15(3n3 — 5n2 — 46n — 60) z — 90n(n + 1)2 (0 4+ 2) (n 4+ 3) (n — 6) =:¢c,,
22— 10(n + 1) (n® + 23n +'24) z 4+ 120n(n + 1)® (0 + 2) (v + 3) =: ¢,

mit-z 1= 180( v + 1) m = 180(n + 1) p(n + p).

" Der Koe//zzwnt Co Ut positiy definit /urn = dundcy it pomm, definat /ur n = 16

"Die Gleichung ¢, = 0 hat fiir n = 7 genaw eine positive Wurzel z* :
Wir skizzieren einen Beweis der behaupteten Vorzeichen- ]ulgenschaften 1. W(.g,en

.

(n — 2)co 4+ 2(n — 1) ¢; + ney = 120030 — 1)2 (n — 2) >0

ist wemgstens ein ¢; positiv. Die Diskriminanten der quadrdtlschen Funktionen
¢; = ¢;(z) ( = 0, 1, 2) sind der Reihe nach . .

“dy = 20(2n3 - 202 — 4n + 5), o

d, = 3 (37n¥ + 1203 — 20n2 + 16n + 80),

dy = 5(—3nd - |- 5852 — 8‘3n + 48).

Die fiir n = ‘18 giiltigen Abschidtzungen .

-

d; <0, 36n3 <d, < 9nt, »(1377,2.)2 < 4d, < (14n2)®
ergeben '
2" >0, 2z —2z~ >nbn 4+ 5), 2zt — 2z~ > 120312,
zt — 2ot > n(n + 5), 2zt < 1502, .
9. Die Diskriminante von ¢, = c,(2) ist proportional zu
— 1904 + 8603 + 2621n2 + 192(28n + 15)
und ist negatlv fiir » = 16. Die Behauptungen iiber ¢, ¢, lassen sich aus den Vor-
zeichen der Ila,ktoren von 2%, z, 1 ablesen 1 :

Theorem 1: 1 Wenn der au/ alternierende p-Formen wirkende kanonische Laplacian
wsospektral zum Laplaczan emer flachen M anmgfaltzgkezl ist und wenn entweder (n, p)
“der Tabelle. .

— -4> ‘ﬁa‘ 9: ll! [ :
n = 5 2 10 12 13 14 | .15 16 17
AR EEAE
o 2 ’ ikl 4, 2,
p=| 0 2 | 3 | s[4 | g |3 :
5 ’ )
N 6 6
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eninommen wird oder n = 18 und gleichzeitiy .

fo:=90p%(n — p)2 — 30(n% — n -+ l).'p(n — py+ (502 — Tn 4 6) (;) =0,

1= 60pn — p)? — 5(302 — 20 + ) pln — p) + (n — 6) (Z) =

-

ast, dann st (M » ) selbst flach. Ber Beschrinkung auf 2p < n sind die Ungleichungen :
dquivalent zu

entweder p;” < p < py” oder pyt < p < p*,
wo die p;* = p,;*(n) die, ez’ndeu{z’gen Zégurigeoz von '
li=lhnp) =0, 0<p - <p*<n2 . (=01

bezeichnen. Jedes der Intervalle 1217, 2071, 1207, 2o7 [, (Do, prt( enthiilt fur n = 18
natiirliche Zahlen. : ' 4

2. Wenn der auf symmetrische p-Formen wirkende kanonische Laplaciun vsospektral
zum Laplacian einer flachen Manwigfaltigkeit Vst und wenn entweder n = 15 und
P =2o0dern = 16 und : .

/:=60(n + 1) p*(n + p)?

+ 5(32% — 5n2 — 46n — 60) p(n -+ p) — 4(n — 6) (n\j 3) >0

st dunn’ist (M, g) selbst flach. Die Ungleichung z‘st\dquz'valent up > pt,wop*t = pi(n)
dee exndeutige positive Losung von f = f(n, p) = 0 bezeichnet. T
Id

Beweis: 1. Wir haben die Proportionalititen Co~ fo, ¢ ~ —f,. Wenn ¢, > 0,
¢y > 0 ist, so ist U,[M] eine positiv definite quadratische Form in der Kriimmung
und U,[M] = 0 ergibt Riem = 0. Im Grenzfall co=0, ¢, > 0 ergibt U,[M] =0

.nur konstante Kriimmung. Aus dem Verschwinden der 1. Spektralinvarianten

U\[M]~ (L — 6m) [ Rd Vol
M

/

erhalten wir dann zusitzlich R = 0. (Der Fall ¢o = 0, 6m = 1 kann nicht ahft,reten.) .
Fir2p =»,0 < 4m < 22 wird m = p(n — p) eindeutig durch

, 2p = n — (n? — 4m)1?

_aufgeltisp und die Abschéitzung fiir zwei Paare (p', m"), (p”, m")
\ m —m’ = (n—p —p")(p—p") é n(p"— p")

zeigt un;Monotonie. Deshalb wird aus der Anordnung der z;* eine analoge Anordnung '
- der p;% (v = 0, 1). Dariiber hinaus erhalten wir: )
\ Po" — P~ > (6n + 5)/60 >‘l fur » = 18,
por —pom > Val5 > 1 fie n = 2,
7t — pet > (n + 5)/60 > 1 fiir n = 56.

Die fehlenden Werte 18 < n < 25 bzw. 18 < 2'< 55 wurden ebenso wie die‘Be.-' )
hauptungen zur obigen Tabelle durch Computerrechnungen geliefert. T

20 : ' :
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2. Wir haben ¢, ~ f. Die Beziehung m = p(n + p) wird eindeutig durch
v ) . v
2p = (n'-’ + 4m)it —n -

(aufgelost folglich-entspricht der S(hranke :<,r+ 0 emdeutlg eine Schranke p* > 0.
Der Bereich » < 15, p = 2 wurde wueder durch Computerrechnungen erfait @

Belsplel 1: Paare (n, p) aus der Tabelle fiir altermere‘nde Formen

n= 20 30 | 40 50 100 200

: pe 1,3, L5 |7, |9l | (2,197 (3, 39),
- (5,7] | (8, 11] | [10,15]| [12, 19] | [23, 38] | (45, 78]

1

“bzw. fiir symmetrische Formen

n = 20.| 50 100 | 200 | 1000

=
v

1.1 2| 3 | 11

geniigen der Voraussetzung von Theorem 1. . .

Man kann die Schranken p;%(n) bzw. p*(n) auf recht brauchbare Weise durch
Linearkombinationen von =, }/n 1 ersetzen: Dle Abschitzungen _fiir alternierende

Formen . B ,
n = 18 und
‘enm}éder o ,
S8 — o) n — 092 Y8 < 10Y5p < 55 — VZ) n — m) — 412
oder ) . ‘ .
S5 — Y2) n + 25mz — 4)ZT < 10Y6p < 5T — Vo) » — 30118
. mit ) -

]/goci :='3Vg;t 37 ‘ ’

bzw. fiir symmetrische Formen _
S .
n = 16 und 1590p = 530 (Y& — l)n + 22 — 211/—1/53) Vo

mit

30« := 15 + V5 /53

.

’

sind hinreichend fiir die Unglelchungen in Theorem 1 und sind dxe bestmdoglichen
: Abschitzungen dieser Art bei dreistelliger Genauigkeit.
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- I . .

§ 2. Diophantische Probleme in der Spektralgeometrie

In der Spektralgeometrie geschlossener Mannigfaltigkeiten ist die Invariante U,[M]
eine Linearkombination von |[R|}?, |]S|I2, [[Weyll2, und die Faktoren .sind " hierbei
jeweils proportional zu einém Polynom in # und p mit ganuahhgen Koeffizienten.
Das Verschwinden eines der drei Polynome fiihrt auf ein diophantisches Problem
und gibt dann AnlaB zu einem Vergleichssatz der Spektralgeometrie. Die in Rede
stehenden Polynome sind fiir die beiden nichtkanonischen Laplaceoperatoren aus

. den Formeln (3.2), (4.20), (5.3) der Arbeit [I] abzulesen und wurden fiir den: kano~

nischen Laplaceoperator gerade in § 1 berechnet
n

Satz %.1: Es sei L= oder L =4 — 4(n—17 RI. Der Koe//zzzent von
||We ylI* in Uy[ M verschwindet genau dann, wenn .
— be? Tensorfeldern. 16p = n ist; / :

— bez alternierenden Formen (n, p) aus dem w ertebcrezch des Rekurszonssystems

[}

= 3m_y —myp + 2, Pk = B3py — pre + 1

ist, 'ma k=.2,34,...und (ng, po) = (0,0), (ny, p)) = (1, 1);
— bei symmetrischen Formen (n, p) aus dem Wertebereich des Rekursionssystems

:

\ ny = 287Tn_; — o + 30,- e = 287pe_y — Pue 2~ 15
st it k = 2,3, 4, ... und (ng, po) = (0, 0), (ny, py) = (lo l) o .
— ber spurfreien symmemschen Formen (n, p)° aus dem Werteberezck des Rekursions-
- systems - :
vy =271y + 255k, — 495, e = 1T, + 16pk._‘1 — 31
ist, mitk = 2,8,4, ... und i
(n;, p1) = (15, 1) A erste Familie von Lisungen,
(ny, p1) = (31, 2) A 2weite Familie von Lésungen.-

Beweis: Bei Formen ist die diophantische Glei‘chung

]5pn—{—ep)—n(n+e) . )
zu l6sen. Die lineare Transformation N := (15 4 4¢) n + 2, P =n + 2¢p erglbt
eine Gleichung vom Pellschen. Typ N® — la(la + 4¢) P2 = 4. GemdB der in [2]
dargelegten Theorie sind die Losungen (N P) im Bereich der natiirlichen Zahlen
rekursxv gegeben durch

Nk—NNkl_Nk—2: Pk=_N1Pk-l—Pk—2: o \ -
(No, Po) = (2,0), . (Ny; Py) = (15 4 2¢,1). ;
Die Zusatzbedingung N, = 2(—¢)* mod (15 + 4¢) ist bei alternierenden Formen von
selbst effiillt, schlieBt aber bei symmetrischen Formen die ungeraden %k aus. Die
elementare Theorie linearer Differenzengleichungen liefert dann ein neues Rekur-
-sionssystem fiir die (N, Py) mit geradem.k. Bei der Riicktransformation auf (n, p)
entstehen dann keine weiteren Bedingungen mehr.
© Bei spurfreien. symmet,rlschen Formen ist ebenfalls die Theorie in [2] anwendbar:
' Bpn +p — 2 =n(n—1), N:i= 19n—32 - Pi=19p — 3,
15(P* — PN) — N2 =19.29,
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N, = l()Nk 1+ 15P, 4, P‘ Nk |+ Pk )
(N4, I = (13,3) A erste Famllle (N, P) = (‘32 3) A zweite bamlhe
N, = (—-1)"6 und P‘ —(—I)"? mod 19. ‘- '
Da,raus folgt, dali fur gerade k zuldssig sind -8

Beispiel 2.1: Die jeweuls dred ersten Losungen (n, p) wn Satz 2.1 sind

(15, 1), (30,‘2), : (45, 3) : ber Tensorfeldern; | N
_(15,71), - (196, 14)3 (2535, 182) - " bet alternierenden Formen; ‘
(15, 1),. (4335, 272), (I 244 160, 78048)  ber symmetrischen Formen; .
(15, 1), (31,2), (3825, 240) - ber sy;ztr/rcz'é7z symmetrz'sc/zen'
o . - Formen. =
Satz 2.2: KEs set =24 oder L=/ — 4(7&*2 RI. Der Koe//z'zz'ent von

" ISI? e U,[ M ).verschwindet genaw dunn, wenn n = 6, p = 0 zst.

Bewels Aus der Voraussetzung folgt 6 —n = 0; es sind also nur dlc Fille
n =4, 5, 6 zu durchmustern 8

Satz 2 3: Es set L= A. Der Koeffizient von IIRI mn Uy[M] verschwindet

— ber 1 ensor/eldern genau dann, wenn

n=0,5, 8, 18, 20, 30, 33, 38, 45, :18, 50, 53 mod 60

L)

und 60p = n(dn* — Tn + 6) ust (p 2st dann gngzalzlig!) ;
—_bet alternierenden Formen niemals;-
—- ber symmetrischen Formen und n < 150 genau fiir (n, p) = (15, 57); .
— bez’ spurfreien symmetrischen Formen und n < 150 genaw fiir (n, p) = (33, 288).

k Bewem Bei Tensorfeldern erhalten wir die notwendlgen und hmremhendon
Kongruenzen

0= n2n — 2)mod 3; 0=n(n — 1) (n — 2) mod 4; 0 = 2n(n — 3) mod 5.

Der Durchschnitt deér Losungsscharen ergibt die ohigen Kongraenzen mod 60. ,

Bei alternierenden Formen ist 60p(n — p) = n(n — 1) (502 — 7o — 6) zu losen.
Einsetzen der fiir n = 4 giiltigen Ungleichung 12p(n — p) < 3n® < 4n(n — 1) ergibt
den Widerspruch 5n2 — 7Tn + 6 < 20 fir » = 4. Bei %ymmetrISLhen und spur-
frelen symmetrlschen Formen folgt das Ergebnis aus Computerrechnungen 1

n

tz 2.4:°E ) =/_l——
Saz 4:'Es sev L 1)

schwindet genaw dann, wenn
— bei Tensorfeldern (n, p) = (6, 0), (10, 6), .

~— bez alternierenden Formen (n, p) = (6, 0), (8, 2), _
— ber symmetrischen Formen (n, p) = (6, 0) ¥st. : -

- Bet spurfreien symmetrischen Formen ist (n, p) = (6, 0) evne Lisung.

RI. Der Koeffizient von ||I{||- n U2[M] ver-

Beweis: Aus der \/oraussetlung folgt n—6=0, d h.»n = 6. Bel Tensorfeldern
haben wir .

240(n — 1)p = n(n — 6) (5n® — 18n + 4) =: ®(n)

L . ~
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zu studieren. Nach dém Taylorschen Lehrsatz ist @(n) = ®(1) + ®'(1) (n — 1) + -
genau dann ohne Rest durch n — 1 teilbar, wenn @(1) = 45 diese Eigenschaft hat
Also kommen n = 6, 10, 16, 46 in Frage. Ein zugehériges p gibt es aber nur fiir
n = 6, 10. . '

Bei alternierenden Formen ist 240p(n — p) = n(n — 6) (dn® — 18n 4 4) zu 15sen.
Einsetzen der fiir n = 9 giiltigen Ungleichung 4p(n — p) < 2% < 3n(n — 6) erglbt
den Widerspruch 5u2 — 18n + 4 < 180 fiir » = 9. Also kommen n = 6, 7, 8 i
Pr&ge Fiir n = 7 gibt es aber kein zugehdériges p.

Bei symmetrischen Formen vcrlauft der Beweis analog zu dem bei Tensorfeldern 1

~In (I] wurden die Koefftzxent-en von ||Weyl|®, |ISI%, IIR||? in U,[M] bis auf Pro--
portionalitat mit by, by, by ‘bezeichnet und es wurde gezeigt:

by < b, < by _fiir 4 und fiir 4 =2 pra=7,
. N 4(1, — 1) _ -
‘ . n— 2
bo=b, <b, fira —+.RI,71=4,5,6.
4(n = 1)

Die einiige Situé,fion, in der zwei Koeffizienten gleichzeitig verschwinden, ist’
R . 1
n=6, p=20, \L_——A——RI bo—bl—O
Fiir den kanonischen Laplacian sind die diophantischen Probleme recht kompliziert

und werden von uns nicht behandelt. Wir geben speziclle Ergebnisse an:

‘Beis piel 2.2: Fiir den auf alternierende Formen wirkenden kanonvschen Luplacian
- sind alle Losungen von byn,p) =0 (2 =0, 1, 2), n < 20, in der folgenden. Tubelle
enthalten; sie wurden auch bereits in |5, 6] gefunden. Die Tabelle enthdlt zusditzlich die

Vorzeichen der.restlichen (nichtverschwindenden) b;:
n P sign by | sign b, | sign b,
8 1 — + 0
8 2 + + 0
6 0 + 0 + ,
15 1 0 - +
15 - 2 0 + +
16 2 0 + +

Fiir den auf gymmtrz_'sche Formen wirkenden kanonischen Laplacian sinid alle Losungen
von bi(n,p) =0 (2 =0, 1, 2), »n = 20, ¥n der folgenden Tabelle enthalten;

n p | signby ~sign-b,"- sign b,
6L 0| + |0 + S .
715 1 + + 0 _ "

~ :
Jetzt sind wir soweit, die zah]entheoretlschcn Egebnisse in Ergebnisse zur Spek-
‘tralgeometrie umzusetzen.
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Theorenr 2.1: Es liege evne Sztuatzon mzt b0 =0, (n, p) =% (6, 0) vor entsprechend
Satz 2.3, Satz 2.4 oder Beisprel 2.2. :

7/

a) Wenn dann der Laplacian isospektral zum entéprechendcn Luplacian evner M annig-
Jaltigkeit mit konstanier Kriimmung ist, so hat (M, g) selbst konstante Kriimmung. -
b) Wenn andrerseits der Laplacian wospelctraé 2um Laplaczan erner /lachen zllunnzg-
- faltigkeit ist, so vst (M, g) selbst  flach.

Beweis: a) Wir werten das \/ersphwiriden der 2. Spektralinvarianten aus:
0 = Us[M] ~ (n = 2) b, [Weylil® + 4b, IS]2  und sign b, = sign b, == 0.
Das hat Weyl =0, S = 0 und somit konstante Krummung zur Folge.

b) Wie unter a) erglbt sich konstante Kriimmung. und daraus noch R = const.
Zusitzlich werten wir das Verschwinden der 1. Spektralmvam&nte aus:

' 0 = U,[M)~ [ Rd Vol = R Vol (M). S
N M :
" Alsoist R=101

Theorem 2.2: (M, g) habe verschwindende Skalarkriimmung oder sei eine Einstein-
Manmg/altzqkezt Weiter liege eine Sutuation mit by = 0 vor entsprechend Satz 2.1
(stehe auch Beispiel 2.1) oder Beispiel 2.2. Wenn dann der Laplacian isospekiral zum
entsprechenden Laplacian einer Ricci-flachen ‘Manmg/alhgkezt ist, so vst (M q) selbst ;
Ricci-flach. . -

\

Beweis: Wir schlieBen: entweder ist (O = Uz[M] ~I|ISIP=> 8 = O) oder
0 =UM] ~|RF=RE=0)18 .

AbschlieBend in diesem Abschnitt sei bemerkt, daB die Auswertung von b, = 0
entsprechend Satz 2.2 bzw. Beispiel 2.2 kein ncues Ergebnis liefert.

§ 3. Ergebnisse zum Huygensschen Prinzip

Tn diesem Abschnitt setzen ‘wir\n-——- 6 und lorentzsche Signatur von ¢ voraus. Wir
kénnen uns auf p = 1 beschrinken, da » = 0 bereits in [T} mit erfat wurde.

Theorem 3.1: Es séien die folgenden Bedz'ngungen erfullt:
(1) g=yg +g" st (lokal) zerlegbar in eine Metrik g' der Dimension n = 2 und eine’
flache Metrik g’
(2) |S'12 ¥st positiv definat fiir n' = 3,
|Weyl' |2 ist positiv definit fiir n' = 4; ) :
* (3) A'R <0 oder- M wird von einer n''-parametrigen Schar geschlossener n'-dimen-
sionaler Riemannscher Untermunnigfaltigkeiten (M', g') iiberdeck;;
4) (p=2undn’ < 6)oder (p=3und n' < 4). -
Wenn dann der awuf alternierende p-Formen wirkende kanonwckc La,placwn dem
Huygensschen Prznzzp geniigt, so ist (M, g) flach.

Beweis: Durch eine Modifikation von'in [I] durchgefiihrten Rechnungen erhalten -
wir: Tr U,, die Spur des 2. Hadamardkoeffizienten, ist proportional zum Matrizen-
produkt

. 1 124'R’
: ' 5 —1 .2 R,2
mm —5)-| =5 —2 3 —
(2, 2m, m(m — 5)) 5 3 —1 2 |Ric'|?
0 1 -2 1

\ |Riem'|*
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mit m = p(6 — p). Hier driicken wir Ric’, Riem' durch R', §’, Weyl’ aus, wobei eine
Fallunterscheidung beziiglich »’ zu machen ist, und gehen die"Stufen p. =1, 2, 3
durch (p = 4, 5, 6 brauchen auf Grund der Dualitdt nicht betrachtet zu werden).
Unter der Voraussetzung (4) sind die Koeffizienten von R'2, |§’|2, {Weyl’|? in der
Bedingung T'r U, = 0 positiv und der Koeffizient von 4'R’ ist negativ. Dagegen ist
fiir » = 1 und alle »’ der quadmtische Anteil von Tr U; indefinit. Haben wir, die
Behaupbung des Satzes fiir ein bestimmtes »' bestatigt, so gilt sie dann auch fiir alle ‘
kieineren "' 1 . :

Es sei ausdricklich darauf verwiesen, dal in Theorem 3.1 auch die unelgentllche A
Zerlegbarkeit n' = 6 zugelassen ist. :

Theorem 3.2: Es seien |S|2, |Weyl|2 posztw defmzl und AR = 0 oder M geschlosscn
Wenn dann der wuf symmetrische p-Formen wirkende kanonische Laplaczan fiir ein
p = 2'dem Huygensschen Prmzzp gendigt, so ist (M, g) [lach. ' .

‘Beweis: Theorem 1/2. nebst Beweis kann auf dén in der Krimmung quadra-
tischen Anteil in der Bedingung 77 U, = 0 umgcdeutet werden; dieser ist fiir
n = 6, p =.2 positiv definit. Der Koeffizient von 4R in Tr U, ist proportional zu

7 + 2am mit m = p(6 - p) und da,mlt stets positiv i p
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