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Zur numerischen Bestimmung des Abbildimgsgrades im R» 1Y)

~
.

W. KLIESCH

) .

Es werden zwei Formeln zur Berechnung des Abbildungsgrades einer stetigen Funktion @
fiir ein n-dimensionales Polyeder P™ angegeben, die auf einem gememsamen Konstrukbnons-
prinzip beruhen. -

Ist T cine Triangulation des Randes von P* und f(e) = sgn ®(e), e 6 E T) eine simpliziale
Abbildung von T in eine Trmnou]a.tlon des Randes des - dnmensnonalen Einheitsw iirfels, so
gilt -

deg (@, int PT) = k1 5 sgn d(o, ),

. 0€T,,

d(o, @) := det (H(a") .. f(aﬂ)), o =[a...a",.

falls T in geecigneter Weise orientiert ist. .
Die zweite Formel verwendet eine simpliziale Abbildung von T in die natiirliche Triangu-
lation des Randes des n-dimensionalen Einheitsoktaeders.

[puBonaTcst nBe QopMyIH AAA BRIYHCAEHHA crenedn OTOGpaKeHHA HeNpephBHOM Q)ym\-
- umu @ JAA n-MEPHOTO MHOTOTPaHHMKEA P? KOTOpLIE MONYYAITCH C MOMOLbI0 Q6IIero NpuH-
LA KOHCTPYKILIMH. \

[ycts T — TpHauryjsaiua rpaHiusl P?% opueHTHpOBaHHAA TOAXONAWMM 06pasom, a
f(e) = sgh @(e), e € E(T), — cumnuunuansuoe orobpamenue T B Tpuanrynnumo TPaHIUL
n-MepHOro efuHuyHOro rxy6a. Tormga umeer mecro

deg (@, int P*)'= k-1 3- sgnd(s, P), .
) " 0€T,, .

d(o, @) := det (K@) .. K@),  o.= [al....an].

Bropan Qopmy:aa HCNOAb3yeT CUMMIMLIANLHOE oToGparenné T B ecrecTnenny Tpu- -
AHrYJAUNIO TPAHHILE 7-MEPHOTr0 ¢AMHHYHOTO OKTAJAPA.

Two formulas computing the topological degree of a continuous function @ relative to an
n-dimensional polyhedron P" are presented. Both" formulus are based on the same idea of
construction.

Let T be a triangulation of the boundary of P7 and let f(e) = sgn PD(e), e € E(T), be a sim-
plicial mapping from T into a boundary triangulation of the #-dimensional unit cube, then the
topological degree of the function @ relative to. P" is given by

deg (@, int P?) = oy sgn d(a, q)),

0€T,_,
d(ﬁ, ®) := det (f(a") ... f(a")), o =[a...a",

if T is oriented in a suitable manner.
~ The second computation formula is based on a simplicial mapping from T mt,o the natural
boundary triangulation of the n-dimensional unit octahedron.

'

1) Der abschlieBende Teil II wird im f(;lgehdcn Heft dieser Zeitschrift erscheinen.
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~

0. Einleitung

v

Der Abbildungsgrad ist seit langem ein wichtiges und wirkungsvolles Hilfsmittel
fiir Existenzbeweise in der nichtlinearen Funktionalanalysis. Seine Axiomatisierung
durch FUHRER [3] und ZEIDLER [25] erméglichte eine einheitliche Behandlung der
verschiedenen Zuginge und ebnete den Weg fiir weitere Anwendungen

In den letzten Jahren hat der Abbildungsgrad auch Eingang in die numerische
Analysis gcfunden z. B. bei der Bestimmung von Bifurkationspunkten parameter-
abhingiger Glelchungssysteme und Systemen gewohnlxcher leferentlalglcmhungen
(s. (13, 14,17]).

Die Berechnung des Abblldungsgrades ist prmupxe]l iiber den analytlschen /u- -

gang (Kroneckerintegral, Formel von Herxz [8]; vgl. auch [25]) und den ‘topologi-
schen Zugang (Brouwersche Definition, Schniftzahl; s. (1, 3, 11]) méglich. Der
analytische Zugang fithrt immer auf die numerische Auswertung von Integralen
(vgl. [12]) und erfdubt nur eine isolierte Betrachtung des Abbildungsgrades. Der
topologische Zugang ist aufwendiger und komplizierter als der analytische, aber er
- entspricht voll den Erfordernissen. der simplizialen Mcthoden, die immer gréfere
Bedeutung in der numerischen Analysis erlangen, und erméglicht den Einsatz des
Abbildungsgrades als ,,Hilfsgrofie®-in simplizialen Algorithmen (s. (10, 13, 14, 17]
und die in diesen Arbeiten angegebene Literatur). Die heute zur numerischen Be-
stimmung des Abbildungsgrades am hédufigsten verwendeten Formeln [9, 16, 21 —23]
kann man alle in die Rubrik ,,topologischer Zugang* einordnen. Sie entstanden aus
praktischen Erfordernissen (vgl. [6, 17]). So wurde zunachst auch das Hauptaugen-
merk auf numerische und rechentechnische Aspekte gelegt und weniger auf theo-
retische Fragestellungcn (7usammenhang mit axiomatisch definiertem Abbildungs- -
grad u. 4.). Als ein erster Schritt in Richtung einer einheitlichen Behandlung der fiir

die numerische Analysis wichtigen Darstellungen des Abbildungsgrades kann dic
Arbeit von PEITGEN und SiEcBERG [15] angeschen werden. Die Autoren zeigen fiir

eine konstruktive Variante dés Brouwerschen Abbildungsgrades, daf sie den Axio-

men des Abbildungsgrades geniigt. Allerdings lassen sich aus dieser Darstellung die

gebriuchlichen Berechnungsformeln nicht herleiten. .

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die fiir die numerische Bestimmung des Abblldungs-
grades wichtigen Formeln in die bestehende Theorie einzuordnen und weitere zu
gewinnen. Ausgangspunkt der Uberlegungen sind zwei Darstellungen des Abbildungs-
grades, die auf einem gemeinsamen Konstruktionsprinzip beruben, das im Abschnitt 3
ausfiihrlich beschrieben wird. Ist @ eine auf dem n-dimensionalen Polyeder P" des
R” definierte stetige Funktion, die auf dem Rand von P* keine Nullstellen besitzt,
go laBt sich der Abbildungsgrad von @ bez. int P* mit Hilfe der Formel

deg (D, int P*) = k! 3 sgnd(s, ?); | , (’l;)

{3 v .
d(o, @) := det (sgn D(al) ... sgn .(I)(a”)), ‘o= [a...a"],

berechnen, falls die'Randsimplexe ¢ einer Triangulation von P" in geeigneter Weise
orientiert und ihre Durchmesser hinreichend klein sind. Der Wert der Konstanten &
ist bekannt. Im Abschnitt 4 wird gezeigt, daBl die auf der rechten Seite von (x)
stehende GroBle den Axiomen des Abbildungsgrades gentigt. Die zweite Darstellung,
die die gleiche Struktur wie die erste besitzt und sich von dieser nur-in der GroBe
d(o, @) unterscheidet, wird im Abschnitt. 5 betrachtet. Im Teil II dieser Arbeit
“werden aus den in diesem Teil behandelten Darstellungen des Abbildungsgrades eine
Reihe. bekannter sowie neuer Berechnungsformeln hergeleitet und Testergebnisse
mitgeteilt. . .
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- Einen AbriB} iiber die Geschichte des Abbildungsgrades unter besonderer Beriick-
sichtigung des numerischen Aspektes findet man in [20]. Uber die Axiomatisierung
von Abbildungsgraden in allgemeineren Raumen kann man sich in [2] und [26]
‘informieren. . ' SR

~

1. Hilfsmiltt-el der kombinatorischen Topologi\e

Uber die in dieser Arbeit verwendeten Begriffe und Sitze der kombinatorischen
- Topologie kann sich der Leser in den Biichern {19, 3] und [1] ausfiihrlich informieren.

Ein durch die affin unabhingigen Punkte a9, ..., a* € R® aufgespanntes (k-) Sim-
plex s wird durch 8 =(a*, ..., a*) und die Menge sciner Eckpunkte mit E(s) bezeich-
net. Die Gréfie o : . :

© diani(s) 1= sup {||x —Yl:z,yes)

heilt Durchmesser von 8. ,;5, < s* bedeutet, daB} s, Seite von s ist. Fiir ein orientiertes °
Simplex o wird die Schreibweisc ¢ = [a® ... a*] verwendet, wobei die Orientierung
durch-die Reihenfolge der Eckpunkte a?, ...; a* gégeben ist. Ist z eine Permutation
auf {0, ..., &}, so gilt : A : '

C[al ... @*] = y(x) [@™O ... a™b)]

(z(z) — Charakter von n). S

- Alle in dicser Arbeit auftretenden Komplexe werden als endlich, homogen n-dimen-
sional und euklidisch vorausgesetzt. Bezeichnet K einen solchen Komplex, so ist K,
die Menge aller I-Simplexe aus K, |K| das durch K erzeugte n-dimensionalc Polyeder,
Rd(K) der Randkomplex von K und E(K) die Vereinigung der Mengen E(s), s ¢ K.
Der Feinheitsgrad einer Triangulation K des n-dimensionalen Polyeders |K| ist durch
mesh(K) := sup {diam(s) : s € K} definiert. Wird ein Komplex K mit einer Orien-
tierung versehen, so wird der orientierte Komplex einfachheitshalber wieder mit K
bezeichnet. ¢ ist dann die zugehérige natiirliche Berandungsfunktion.. _

Definition: Erfiillt jede regulire Seite v cines orienticrten Komplexes K mit den
beiden von 7 berandeten Simplexen ¢, und o, die Gleichung (z, 6,) +¢(z, 0,) = 0,
so heit K kohdrent orientiert. Ist K kohirent orientiert und unverzweigt, so nennt
man K inzident-kohdrent orientiert, falls fir alle Randsimplexe 7 von K und dic von
ihnen berandeten n-Simplexe ¢ aus K stets &(z, 0) = 1, || < |q], gilt.

Es gelten folgende einfach zu beweisende Lemmata.
’

. . AN « - '
Lemma 1 [10]: Der Randkomplex einer inzident-kohdrent orientierten Pseudo-
. mannigfaltigkeit ist kohdrent orientiert. :

Lemma 2 [10]: Sind die Grundsimplexe eines orientierten. Komplexes K, K| < Re,
alle gleichorientiert tm R®, so ist K kohdrent orientiert.

P™ sei ein m-dimensionales Polyeder im R™, T eine Triangulation von Pm™,
p: P & R™ — R" (m = n) eine stetige Funktion und g:= y|gr,. Jeder Punkt
y €s =(a%...,a"), s €T, laft sich mit Hilfe der Eckpunkte von s darstellen (bary-
zentrische Koordinaten): , . ‘ :

k- k ~ ' :
:Il\zgt; ;..'ai (;(;)., =1 und ;Ai % O, ) = O(l)k). . v

22%
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' Die Funktion Ig wird durch den Ansatz.

I ¢ =[a’...a"] &-regular fir &7, so \/vxrd die Grofle
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. m .
L Sy) = Y Aiglat), s ={(a%..;,a™,-
i=0 . ‘ . ‘ ‘
zu einer stetigen Funktion &/, mit &7 |s = &%, s € T,,, auf P™ fortgesetzt. 27, be-
zeichnet man als lineare Fortsetzung von g. .

Definition: 0 € R7 heiBt reguldr fir +7,, falls &,-1(0) n s'= 0 fiir alle s € T,_,

gilt.. Ein »- Szmplex s € T wird als regylar fir <7, bezelchnet falls O0¢ .si,,(s) und 0 -

_reguldr fir o7, ist.

Der folgende Satz ermogllcht eine Abschwachung des socben emgcfuhrten Regu-
laritdtsbegriffs. . ‘ -

N\

Satz 1[15]: Fiir jede ,stetzge Funklwn v und jede Trzangulatwn 'l‘ existiert ein gy > 0,

" so dap fiir alle € (0 < & < &) . ’

(i) 0 € R" reguldr fiir.of, — & 1st (:= (s, 8% ..., &) und

- (ii) ein n- -Simplex s € T regular fir oZ, — & st /alls s reguldr fir ﬂ —c (b <c<é&)
ust.

Défiriitlion.: Ein n-Simplex-s € T heil3t &-reqular fiir Ay, falls ein & > 0 existieft,

so daB s.fiir jedes ¢ (0 < &£ < &) reguldr fiir o, — £-ist.

‘Definition: Gilt p:P" & R* > R", und ist das orientierte ﬁ-Simplex

or (o) = or (o; é) :=sgn Vde“t (a%’ i") sgn det (g(a"; ;(a"))v

als Orientierungszahl von ¢ bezeichnet.

‘Satz 2. [15]: o#: P71 < Re X [0, i].—> Re, :i = (a, t) — é/, sei eine stetige Fﬁnk-
tion mit (., 0) @D, und H(, 1) = &, (D;: R* - R, i = 0, 1). Die orientierten
n-Simplexe 74, 11 € RA(T) seien durch einen (n -+ 1)-dimensionalen Weg “verbunden

und g-reguldr fiir die lineare Fortsetzung von h := #|gm). Sind |z, [r,[ n R® X {0}

u R® X {1} enthalten, so gilt: ‘ - .
(i) “or(z; f) 4 or(z)5 1) = 0, falls |z, [11| S R» X {2} st .
(i)  or(zy; fy) = or (r,"; 1), falls |to] S R® X {0} und |7, = R" X {1} ist
(' =[a...a") fir v =[@"...a") und §; = h(-,4),7 = 0, 1). .

Definition: Es'éei No=1{0,...,n}. Ist M einé n- Pseudomannigfaltigkeit so heilit

eine Abbildung I: E(M) — N, Bewerlwzg auf M. Erfiillt ein Simplex s = (a%, ..., a*) €M
die Beziehung {l{(a®), ..., l{a*)} = Ny (No \ {5}, 7 € Ny), so nennt man § wllstamhg
(7 fast vollstindig). bewertet oder kurz cl-Simplex (7 cl-Simplex).

Der folgende Satz ist eine orientiertc Varlante des bekannten Spernersch(,n
Lemmas . .

Satz 3 (16): T sei eine Triangulation des Simplexes s = (a®, ..., a") und | eine Be-

wertung mit folgenden Eigenschaften:
(@)  Ua*) =k, k= 0(1)n;

(i1) Ist b€ E(T) in der Seite 8, = {a¥, ..., &‘!) {0 <k =n)von 8 e-'.nthalten,'so.

gilt U(b) € {U(a’r), ..., la')}.
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.
’

Dann st ‘ . . ‘
1 1...1 ‘

Sgndet(aom )oezgzsgndet< .b")=1’
={o=1[b...0"): |o| € T; l(b*) = k, k = O(1)n}.

~

2. Definifion des Abbildungs’gradt;s:

J® bezeichne die Klasse aller offenen,, beschrinkten und nichtleeren Teilmengen -
QS R, 0O den Abschluf und b(.Q) den Rand von Q. Fiir 2 ¢ J" sei

D@ = {Bec@): @) iy =0},

wobei C(£2) wie iiblich die Klasse aller stetigen Funktionen (D 0 c R" — R" be:
zeichnet. I" sei die Menge der ganzen Zahlen. 4

~

Definition: Eine Familie deg = (dcg(~, .Q)),Q € J®, von Abbildpngen .
deg(-, Q):D(@) > T .
~heiBt Abbildungsgrad, wenn fiir jedes Q € J* die folgenden Axnomc erfullt smd

A;: Aus @ € D(Q) und &-1(0) = O folgt deg(®, 2) = 0.
A,: Fur Plx)y =2 —p(pe€ Q) ist deg(@ Qy=1. '

~

Ay: Zerfillt Q in der Form Q = U Q mlt paarwelse dlSJunkten Q €17, und ist
‘P € D(Q; ) firi = 1(1)m, so gilt =1 .

deg(@, @) = 2 deg(®, Q).

: Sind die Funktlonen (D,, P, € D(Q) auf b(2) homotop, SO gllt

deg(d),, 2) = deg(@z, Q). . -y

Theo rem 1 [25: S. 270]: Es existiert genaw ein Abbzldungsgmd der den Axiomen
Ay, ..., A, geniigt. >

’

. 3. Dés Standardkorper-Prinzip

P und Q seien n-dimensionale Polyeder im. R" und K und L Triangulationen von P
bzw. @. Das Polyeder @ sei aulerdem konvex. Nach bekannten Sitzen der Topologie
‘ist L eine Pseudomannigfaltigkeit und der Randkomplex Rd(L) von L eine geschlos-
sene Pseudomannigfaltigkeit. Versieht man Rd(L) mit einer kohirenten Orientie-

rung (das ist im vorliegeﬁden Fall-stets méglich), so ist 2 = 3’ 48; ein Zyklus auf V

. ’ =1 .
Rd (L), falls 8y, ..., 8,, sémtliche (n — 1)-Simplexe von Rd (L) sind. Der Komplex K
ist offensichtlich homogen n-dimensional und unverzweigt. Er sei nun so.orientiert,
daB alle seine Grundsimplexe im R" gleichorientiert sind und daB jedes Grund-
simplex, das von einem Randsimplex berandet wird, mit diesem glelchsmmg onen- '
tiert ist. K ist somit inzident-kohirent orientiert (s. L.emma 2). Bezeichnen 7,,..., 7,
samtllche Grundsimplexe und gy, ..., g, samtllche Randsimplexe von K, so ist.

c= Z 7; eine Kette auf K, fiir deren Rand &c = Z o; gilt. Ist nun feme sxmphzmle'

i=1, . i=1
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Abbxldung von RA(K) in Rd(L) und F die durch f induzierte l\cttenabblldung von

C,- l(Rd(K ) in C,_ l(Rd(L) so ist bekanntlich F(&c) ein Zyklus auf Rd(L). Da @ als
konvex vorausgesetzt wurde, .ist Rd(L) monozyklisch. Folglich gilt F(oc) = y2, y € I".
Die Zahl y wird in der Homologietheoric als Abbildungsgrad der simplizialen Abbil-
dung f bezeichnet (vgl. [19]). Ist dic Triangulation L explizit bekannt, so kann man
den Abbildungsgrad von f bestimmen, indem untersucht wird, wie oft ein (n — 1)-
Simplex 4 € Rd(L) unter Beachtung seiner Orlcutlcrung in der Kette F(oc) enthalten
ist.

Abb.M

Mit Hilfe dieses Abbildungsgrades fiir simpliziale Abbildungen liBt sich ein Ab-
bildungsgrad fiir stetige Funktionen @ : P — R® definieren, der den Axiomen des
Abbildungsgrades im R" geniigt. Hierzu wird zunichst eine stetige, stiickweise
lineare Funktion &Z* : P — Q konstruiert, die auf dem Rand von P zu @ homotop
ist und deren Einschrinkung &7s*|gk) eine simpliziale Abbildung von K in L ist.
Um diese Bedingungen crfiillen zu kénnen, muf3 gegebenenfalls die 'J.‘riangulation K.
durch eine Verfeinerung ersetzt werden. Da nun Funktionen, die auf dem Rand eines
Gebietes homotop sind, den gleichen Abblldungsgrad besitzen, geniigt es also zur
,Bestxmmung des Abbildungsgrades von @, den Abbildungsgrad fiir &75* zu berech-
nen, der mit Hilfe der durch die snuplmale Abbildung & *|gk, bestimmten Ketten-
,abbildung nach dem ‘oben beschriebenen Prinzip berechnet werden kann. Ent-
scheidend fiir die numerisché Berechenbarkeit des Abbildungsgrades einer stetigen
Funktion @ : P. S R® — R® ist also deren Ersetzung durch cine Polyederabbildung
& o* 1 P-— @, deren Wertebereich explizit bekannt ist (s. Abb. 1).

Im folgenden wird fiir das Polyeder @ ¢inmal der n-dimensionale Einheitswiirfel
(Kubusdarstcllung) und zuim anderen das n- dlmcnsmnale Einheitsoktaeder (Okta-
ederdarstellung) verwendet. Withrend fiir das Einheitsoktaeder auf natiirliche Weise
eine Triangulation gegeben ist, mull man sich fiir den Lmhmtswurfel erst eine ge-
,elgnete Triangulation beschaffen. v

‘4. Die Kubusdarstellung !

Es sei | ,

P* < R" ein n-dimensionales Polyeder (2 > 1), : \

M eine Tnangulatlon von Pr,

T = Rd(M) und |Rd(M)| = h(|M]), ‘
W := {z € R" :||lz]|x < 1} der n-dimensionale Einheitswiirfel des R, *

v
\
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K eine Triangulation von' W*,

L = Rd(K), . ‘ ' -
® = (@, ..., @;) : P* — R» eine Funktion aus D(P"), int P" € )", B
sgn y := (sgn ¥, ..., sgn ¥,)T fiic y = (¥, ..., ya)T € R™ _ ; . .

Ein orientiertes Simplex ¢ = [a° ... a"] im R® wird positiv orientiert genannt, wenn
det (a* — a® a% = a%, ..., a" — a%-> O gilt. -

Definition: Der Rand von P*? heiBt ag- /éin zerlegt bez. der Funktion @, wen;l eine
Trxangulatlon von b(P") existiert, die der folgenden Bedmgung geniigt:

B,: Fiir jedes Grundsimplex s € 'I' existiert ein Index 7, mit sgn ¢;, () = - const *+0

V x € S.

T w1rd dann als zxo-Trzangulatwn von b(P") bez. @ bczelchnct

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz von aO-Trmngulatloncn erhélt man
aus einem in [23] angegebenen Sata ! - '

Lemma 3: Jede szmplazlmle Unterteilung einer ao-l'rzangulatwn von b(P") be~ _
einer Funktion ® ist wieder einé xy-Triangulation von b(P") bez. ®.

Definition: Kine ag-Triangulation T von b{P") hei3t L-zuldssig fiir @, wenn dic
Abbildung f(e) = sgn ®@(e), e € E(T), eine sirgpliziale Abbildung von T in L ist.

——

r

Abb. 2 : , Abb. 3

Eine simpliziale Unterteilung einer L-zuldssigen Tria‘mgu]ation von b(P?) fir @ ist nicht not-
wendig wieder eine L-zulissige T'riangulation von b(P?) fir @, wie das folgende Beispiel zeigt.
Zwei 2-Simplexe einer L-zuldssigen Triangulation des Randes eines 3-dimensionalen Polyeders
mogen — w‘ie in Abb. 2 dargestellt — unterteilt sein, wobei

sgngy(ah) = (— 1)1 far 1(1)5, .
sgn @y(al) = —1 fir i1 =2,3,5,

sgn @y(af) = 1 fiir 1 =1,4
und '

1

sgn @u(at) =1 fir < = 1(1)5

gilt. L sei eine Triangulation des Randes von W3, wobei der relevante Tul von b(W?3) ent-
sprechend Abb. 3 trianguliert sei. )
Wiihrend die Simplexe (f(a'), #(a?), 1(a®)) und ((al), I(a®), £(a*)) zu L gehoren, sind die Snm-
plexe (f(a'), [(a®), 1(a®)) und (t(a?), f(at), f(a®)) keine Elemente von L.

N N
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Definition: Ist M ein homogen n-dimensionaler Komplex, so werden dessen
Teilkomplexe Mt, ¢ = 1(1)l, als Zerlegung von M bezeichnet, wenn
(i) jedes 11‘ homogen n-dimensional ist,

!

(ii) M = U M gilt und
(m) -dim (\l‘ nMy < n — 1 fiir¢ 4 g ist.

_ Definition: Ein orientierter homogen n-dimensionaler Komplex Q S R" heiit
kanontisch orientiert, falls

(i) Q inzident-kohédrent orientiert ist und

(ii) dlle Grundsimplexe von Q im R” positiv orientiert sind.
‘Mit Dy(Pr, T) wird die Menge aller Funktlonen aus D(P") bezelchnet fiir die folgende s
Bedingungen erfiillt sind:

(i) T ist eine L-zuldssige Triangulation von b(P"). .

(ii) Ist M eine ']‘nangulatlon von P* mit Rd(M) = T und blldcn deren Teilkomplexe

Mf, ¢ = 1(1), eine Zerlegung von M, so sind dic, Randkomplexe Rd(M') L-zulas-
sige Triangulationen von b(|M}).

Theorem 2: Sind die Trmngulatwnen M und K von P" bzw. H{" kanonisch orien-
tiert, und enthdlt K genau k Randsimplexe, so gilt fir jede Funknon P e Dy (P, T

deg(®, int P*) = k~' 3 sgn d(o, D), . v(l)
0€eT,, -
d(a, ‘@) = det (sgn P(a!) ...sgn P(a")), o= [al .a%]. '

- Beweis: Wie bereits im Abschnitt 2 festgestellt wurde, ist K eine Pseudomanmg-
faltigkeit und Rd(K) eine geschlossene (n — 1)-Pseudomannigfaltigkeit. Auf Grund
der Lemmata 1 und 2 ist K inzident-kohédrent und Rd(K) koharent orientiert.

Bezeichnen &y, ..., 6; samtllche Grundsimplexe von L, so ist 2 = L 8; ein /yk-‘
lus auf L. -

M ist ein-unverzweigter homogen n- dnmensnonaler Komplex. Sind 7,,..., 7 samt-
‘liche Grundsimplexe und o, ..., 6, simtliche Randsimplexe von M, so gilt-.

m {
=20i; '-CZ‘ZT,',

wie sofort aus den nachfolgenden Uberlegungen ersichtlich wird. Ist 7 = = [a%...a"]

und o = [a" ... @*n] eine Seite von 7, so folgt aus den Darstellungen

7= [a’...a"] = (—1) [@ia®... 4/ ... a"], "1 = elo, 7) [ala’ ... ai]
die Gleichung (—1)i [a°.. ..a"l =¢&lo,7)0. Da M inzident-kohérent orientiert
ist, folgt :

i

z = 80% 6(.Zl‘r,~) -—_Zl' oty =) 3 ea, tjja=.£'ai‘

j=1o0=sr,

Die Kette z ist ein (n — 1)-Rand auf M und somit ein Zyklus. Folglich ist z auch ein
Zyklus auf T.

Die Abbildung f(e) sgn ¢(e), e€ E('I‘), ist nach Voraussetzung eine simpliziale
Abbildung von T in L. Fiir die durch f induzierte. Kettenabblldung F:Chy(T)
— Cp (L) gilt

ZFG,—VZa—yé vel. o 2)
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Man definiert fiir § = 1(1)k
" S;xi={0€T,,:Flo)= 48}, m*:= cardS;*

und erhélt aus (2

y=ut—u,  j=Uk T B (3)

& sei ein beliebiges (n — 1)-Simplex.aus L und # = [a°... a"] jenes Simplex aus K,
das von & berandet wird. Es kann angenommen werden, dafl a® kein Eckpunkt von &
ist. Da nach Voraussetzung £(8, t) = 1 ist, gilt somit ¢ = [a' ... a"].

Ist = ein beliebiger Punkt des R” und

' 11 ...1
Az = (x al ... a”)’

so erhilt man durch Entwicklung der Detcrmmante von 4, nach der ersten Spalte
die Gleichung

det 4, = det (a! .. a") + Z‘ —1)' z; det AS,
=
wobei A ¢ die Matrix bezelchnet dle durch Strelchcn der ersten Spalte und (t+1
ten Zeile von 4, entsteht. det 4, ist genau dann Null, wenn z in.der durch dle Eck-
punkte von 16] aufgespannten Hyperebene E des R" liegt. Liegen. die ' Punkte
z,y € R* \\ E im gleichen Halbraum bez. E,-so folgt aus der Definition des Halb- *
raumes sgn det 4, = sgn det 4,. Die Punkte y = 0 und z = a° sind beide innere

’

\

Abb. 4

Punkte von W* und liegen wegen der Konvexitét von W* im glelchen Halbr&um

bez. E. Fiir ¢ erhalt man nun det (a'...a") = det Ao und det 44> 0, da £ nach Vor-

aussetzung im' R” positiv orientiert ist: Die folgenden Gleichungen sind damit klar:
u;® = 4+ 3 sgn d(o, (D), i = 1(1)k. - ,

o€S;

\

_d(o, D) ist' genau dann Null, wenn f auf |o] ausgeartet ist. Da die Mengen S;* paar-

_weise disjunkt sind, ergibt sich aus (3)

&
ky-—Z'l( i —,u,)—Z; ngnd(a (D) ngnd(a;,d)),
1= j=1 o0€S; -
S; = §;* uS;”, womit der Nachweis der Ga.nuahllgkelt von (1) erbracht ist:
Zur Veremfachung spaterer chrlegungen moge der Komplex M folgender Be-
dingung geniigen:
Ist 8, = (a', ..., a") ein Randsimplex von M und s = (a°, a!, . a") das von s,
berandete Grundsnmplex, so sei a° innerer Punkt von Pr.
Durch einfache baryzentrische Untertcllung (vgl. [3] oder [7] samthcher Grund- -
simplexe von M kann diese Bedingung immer erfiillt werden (s. Abb 4). Der Rand-
komplex T wird dabei nicht verindert!

\
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Es sei
P(e) 1 {sgn ®(e), falls e € E(RA(M))
q . sonst,

wobei_g &= 0 ein beliebiger innerer Punkt von W" ist. Die Abbildu‘ng f* ist eine
simpliziale Abbildung von M in die Zentralunterteilung Z(L, ¢) (vgl. [19: S. 3281f.]).

" Zo* sci dic lineare Fortsetzung von f. Offensichtlich gllt f lg(rayn) = T, s0 daB
A ¢ := A o*|ppn) dic lineare Fortsetzung von f ist. Die Funktionen @ und 7 * sind
auf b(P") homotop, denn fiir die Abbildung

Hly, ) — tBly) + (L — 1) Lo*y), (9,0 € PPX[0, 1],

gilt 2 (y, t) = 0 fiir alle (J, t) € b(P") X [0, 1], da es nach Voraussetzung zu jedem
(n — 1)-Simplex s = (al, ..., a") € T eine Koordmatenfunktlon p;, gibt mit sgn q),,(y
= const == 0 fiir alle y € 8, so ddB ! )

9i(y) + (1 —0) 2 2 sgn g fa @) +0  Vyes Vieo1]
ist. Aus dem Axiom A,, folgt dcg(q), int Py = deg(sZe*, int P*). Somit geniigt es
zum Beweis des Theorems zu zcigen, daB die durch (2) definierte Abbildung
y(-, Py := y fiir die Funktionen &Z,*, ® € D (P", T), dic Axiome A, ..., A, erfiillt.

Zu A,: Es wird die Negation von A, bewiesen.
Ist v(o*, P*). =+ 0, so besteht wegen (2) die Beziehung -

L)) = h(W"). P 3

Es gilt sogar &Zo*(P") = W*. Die Relation &7,*(P") & W= ist auf Grund der Kon-
struktion von .;1/,,, sofort klar. Angenommen, es gilt <7 o ¥(P7) :#: W" ‘Dann glbt es
cin n-Simplex § aus der Zentraluntertcnlung Z(L, q) mit {s € M, : Ao*(s) = §} = 4. |
§ besitzt eine (n — 1)-Seite §, € L. Wegen (4) gibt es mindestens em (n — 1)-Simplex

€ T mit &Zp*(8y) = §. Der Komplex M ist Homogen n-dimensional, also ist s,

Selte eines n- Slmplcxes s = (a9, ..., a". {* muB nun auf s aysgeartet sein, daanderen-
falls /o*(s) =8 gilt, was oblger Annahme widerspricht. Andererseits sind die
Punkte f*(a%), ..., I¥(@"1), *(a") = q affin unabhingig, was .ein Widerspruch zu der

Tatsache ist, daB i* auf s ausgeartet ist. Damit ist die obige Behauptung bewiesen.
Da der \Tullpunkt ein Element von W7 ist, folgt aus &/o*(P") = W* die Existenz
cines Punktes p € int P* mit do ( )y = 0. _ .

Zu A,: Die Funktion (I)(x) =x—p, pe€int P”, ist ein Isomorphlsmus und folg-
lich MO = {&(s) : 8 € M} ein zu M isomorpher Komplex, der ®(P") trianguliert. Die
Grundsimplexe des orientierten Komplexes

.

M = (7,= [P(a) ... D))o = [a...d'] € M}

sind im R" positiv orientiert. f(a) := ®(a), @ € E(T), ist eine simpliziale Abbildung
von T in Rd(M°). o ’
Man kann annehmen, daB p im Inneren eines Grundsimplexes von M liegt. Ande- -
- renfalls wihlt man einen Punkt a € E(s) \\ E(T) und ersétzt ihn durch einen Punkt a,
aus R"\ E(M) mit ||a — @] < e. Man priift leicht, daB eine derartige Storung
keinen EinfluB auf den Komplex T hat und die Grundsnmplexe des gestorten orien-
tierten Komplexes im R* alle positiv orientiert sind.

1
~
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Da @ ein Isomorphiswus ist, liegt der Nullpunkt des R” in genau einem Grund-
simplex von M°, so daf fiir die Ordnung des Nullpunktes bez. der Kette F(z) (vgl.
[3]) stets v(O F( z)) =1 gilt (F bezeichne die durch f induzierte Kettenabbildung).

- Fiir den’(n — 1)-Rand 2 erhilt man ebenfalls (0, 3) = 1. Da die Abbildungen @
und o auf dem Rand von P? homotop sind, folgt aus dem Satz von POI\CARF/

Bour [1,3] (0, F(z)) = +(0, F(z)). Somit erhilt man y = y2(0,2) = »(0, F(z)) -
C= v((), f?(z)) =1 : ' -

Zu Ag: MY, ..., M! sei cine Zerlegung von M. Alle Komplexe M¢ sind homogen
n-dimensional und unverzweigt. Fiir die durch sie bestimmten n-dimensionalen
Polyeder ;" gilt” B

\ ) .

v int@Q"nint Q=0 fiir = j.
. Es sei T":=Rd(M), 4 = 1(1)l. Nach Voraussetzung ist jeder Komplex T¢ ecine
L- zulassnge Tnangulatlon von h(@,") bez. der Funktion @. Die orienticrten Komplexe

M* scien kanonisch orientiert. Analog zu fruheren Betrachtungen erhilt man, daf
m(i)

jede Kette z; = )—‘a,, ein 7yklus auf T ist, falls Gits +ovy Oimey Sdmtliche Grund-
j= .
-simplexe von T smd (i = 1(1)l ‘ :
Fiir die durch die simplizialen Abbildungen f;(e) := sgn ®(e) (e € E(TY, ¢ = 1(])l)
‘induzierten Kettenabbildungen F; gilt F;(z;) = y;2,9; € I'. Das Axiom A, wird offen-
bar erfiillt, wenn .

-

M-

V=LY ' . :

—

gezeigt ist. Dazu wird auf L die Kette

! : : \
¢ = Z Fi(zi) = Xpi2 )
i=1 =1 .
betrachtet. Jedes Grundsnmplcx aus T ist in genau einem der Randkomplexe T*
enthalten. Da nach Voraussetzung die orientierten Komplexe T und T¢ kanonisch
orientiert sind, gilt fiir jedes Grundsxmplc;\ o aus dem orientierten Komplex T

v

o= g, fallsé ¢ T und [o] = |7]
ist. Somit laBt sich die Kette ¢ in folgender Weise zerlegen:

¢ = Fl2) + X F¥(o), ' . !

o€S
i
S = {o;, € U T oyl += |a,|, r = 1(1)m }

F* ist dabei eine Abbildung von S in C,_,(L), die der Bedingung
. F*= Filsnc,.am, 1 = 1(1),

" geniigt. Jedes Simplex {g|, o € S, ist eine regulire Seite von M und somit Seite zweier
. n-Simplexe §,, 8, € M, die in verschiedenen Teilkomplexen der eingangs beschrie-
benen Art liegen. Es kann s, € M! und s, € M2 angenommen werden. |o| ist dann-
Element von T und T2 Auf Grund eines békannten Satzes der kombinatorischen
"Topologie (7] liegen's, und s, bez. 'der Trigerebene von |o| in verschiedenen Halb- |
riumen des R7, und die orientierten Simplexe 1; € MY, |7;| = s; (¢ = 1, 2), induzieren
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in das Simplex lo] entgegengesetzte Orientierungen (s.. (1, S. 167]). Folglich gibt es zu
jedem o €.S ein Simplex ¢’ € S mit ¢ = —¢’. Dariiber hinaus besteht die Beziehung
F*(¢) = —F*(0’). Somit 1st Z F*(o) = 0 und ¢ = F(z) = yz (mit 6 gleich. der Null-

kette). Ein Vergleich mit* (5) hefert nun sofort die angestrebte Aussage.

Zu Ay: Die Funktionen @Dy und @, aus DL(P", T) seien auf b(P") homotop. Also’
existiert cine stetige ‘Abbildung ,

Ho: (P X [0,1] > R” ' o |
mit s o ’ . ' o
' WO(" 0) == ¢d|b(P")’ ;#0(‘, 1) = ¢l|b(P")
und S .
: Aoz, t) =0 .\ (z,8) € H(P" X (0, 1].

Ist Q = Pt % [0, 1]‘, s0 1aBt sich die stétige Funktion ;
‘ Ay b(Q) — R7

mit

H(0) =By, Hy(;1) =& und .9?,|.,(,,,,,xm.[,"=‘;.fo

auf Grand des Erweiterungssatzes von TIETZE (vgl.’[4: S. 95)) fortsetzen zu einer
. stetigen Funktion 5# : @ — R". )
' Die Triangulation M von P* induziert auf natiirliche Weise eine Tnangulatxon in
. der Menge (P7" X {0}) u (P"X {1}). Mit Hilfe der Zylinderkonstruktion (s. {1] oder
[3]) erhdlt man eine Triangulation Z von Q. Der Komplex Z ist homogen (n + 1)-
- dimensional und unverzweigt. Im folgenden werden verschiedene simpliziale Unter-
teilungen von Z und mit diesen verbunderic Hilfsfunktionen betrachtet. Den an-.
- schlieBenden Ausfithrungen folgt einc Gegeniiberstellung (s.- Abb. 5) dieser verschie-
denen Triangulationen von @, die die Gemeinsamkeiten und Unterschlede etwas ver-
deutlichen'soll.
Wegen der Kompakthelt von b(P") X [0, 1] und d(,r 'l‘atsache daBl 5, eine Homo-.
tople auf b(P") X [0, 1] ist, gilt

0= mf{"% x, t)|| x,t) € b(P")X[O 1]}> 0.

_ Wir wihlen eine simpliziale: Untertcnlung Z* von Z, deren Feinheitsgrad der Un-
gleichung mesh(Z*) < 6 geniigt, wobei ¢ > 0 so gewahlt sei, daB fiir alle »- -Sim-
plexe s aus Rd(Z* die Bez1ehung ’

@) — #Gll<e<e " VyFes

erfiillt ist. Die glelchmaBlge Stetigkeit von 5 auf @ sichert die Ex1stenz eines sol-
chen é. Mxp sei die lineare Fortsetaung vonh := .9{”[,5(7., und &, '=F 5 — £ (0 < ¢

< &), wobei g so gewihlt sei,dall der Nullpunkt ein regulirer Wert fiir die Funktio-
" nen &, ist (s. Satz 1) und die Unglelchung |20l < min (1,0 — @) erfullt

- Ist nun yes =@, , .o y") € RA(Z%), .5 S B(P™) X [0, 1], und y = 2;,1,

(i__g"_z,. =1, % 2 0 fiir i = O(I)n), so gilt ‘ |
Ml = 1) — () — ) — A -

- 2 | — £y - “’f(y)" — izl

R >e—||zz(afy> W)~ e

= ~ max |7#@) — £ — el = e — e =I5l > 0.
l .
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7 Somit sind die Funktionen #,(-, 0) und &7,(-, 1) auf h(P") homotop. Alle fiir &,
reguldren n-Simplexe, die Randsimplexe - von z* smd sind in der Menge (P" X {0})

u (P*X{1}) enthalten.

"R (¢ = 0, 1) sei jener Teilkomplex von Rd(Z*), der die Menge P"X{i} triangu-
liert. Durch R wird in das Polyeder P7 eine Triangulation M? induziert, die auf
Grund der Konstruktion von Z* eine simpliziale Unterteilung von \I ist. Fir die
Abblldungcn gi := Pileony gilt: :

. 8i = Dilpmy = -, d)emy = Mﬂ( l)lrmu

o (-, 1) ist also die lmeare Fortsetzung von g;. N

Zur Vcrcmfachung der Schreibweise fithren wir folgende Beaelchnung ein: Ist g
~eine Abblldung von der. Eckpunktmenge eines Komplexes K’ in den -R%, so sei .
R(g; K') die ] ’\ienge der &- regularen Simplexe fiir die lineare Fortsetzung von g.

M° und M! seien kanonisch orientiert. Dann folgt aus Satz 2

~

Y or(r)= X or(z). - o (6)

t'eR(go; M) ' €R (B MY

Ist T; : = @;|gor,, so sei fiir e € EQMF)

1

_ { i(e), falls e € EQM) ) ’
gi*(e) = . (7‘ = 07 1)” ’
fi(e), falls e € L(\I') NE®M) o o ‘
wobei e’ ein beheblger Eckpunkt des Tragers1mplexes von e bez M ist.
Da die Komplexe M! (¢ = 0, 1) simpliziale Untertexlungcn von M sind, so glbt es
.zu jedem orientierten n-Simplex = € M n-Simplexe tfj, ..., 7jj,,, € M* mit :

7
q(i)

ITI U lt‘)k]

Es gibt also fiir ]edes n-Simplex 7 € M und 7 = 0, 1 einen Tellkomplex K¥(z) von
Mt der 7| trxangullcrt
Dle Abbildung g;* mduznert auf K'(r) eme Bewertung I; durch

.‘(6) —k, falls gi*(e) = gila®) ist

(e € E(K¥(r)) und v = [a°...a"]; i =0, 1). Die Konstruktion der Bewertungen ;
sichert, daB die Voraussetzungen des Satzes 3 erfiillt sind. Es sei &7 o, die lineare
Fortsetzung von f; und %;* die lineare Fortsetzung von g;* (i = 0, 1). Ist nun ||
ein fiir die Funktion &7 o, -regulires n- Sxmplc‘( ) smd alle cl-Simplexe von K'(z) -
g-regular fiir 4,*, dean das Simplex § = (& ,(a®) — &, ..., ¥ o (a") — &) enthilt den
Nullpunkt, und Jedes cl-Simplex von Ki(z) wird durch g x _ g auf s abgebildet. So-
mit erhilt man unter Verwendung des Satzes'3 fiir ¢ = 0, 1

. or (z; t,) = J or (7). _— (7
‘o T em(&‘ Ki(r))

- Fiir das Polyeder Q konstruieren wir nun unter Verwendung der.Triangulatidnen
Mt von P mit Hilfe der Zylinderkonstruktion Triangulationen Z* (z = 0, 1). Auf den |
Eckpunktmengen E(Z?) seicn die Abbildungen co

hit(a) = tgi@) + (1 — 0 g*@) (8= (0) € B(Z); i = 1,2)
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Ve

definiert. #;* bezeichne die lineare Fortset/ung von h;*. Fiir einen bcheblgen Punkt
a_(x,t)e( (P X [0, 1])ns s = {a°, . ,a")ERdZ)gxlt

,/f*a) Z/h*a’

Z 2 (tzcx(x’ (1—1¢) gi*(xi)) + 0,

al = (af, 1;) € E(s) fir j = 0(1)n, da der Komplex T eine «y- Triangulation von b(P") :
bez. @, und @, ist. Somit gilt auf Grund des Satzes 2

Y oor(r)y="+*%

eRg MY .

or@)  (=01. @

- veR(g MY -

Dic linearen ‘Fortsctzungén der auf E(Z) definierten Abbildungen -

hi(a) = H:*(z) + (1 —t)yf(x) . ‘(a = (v, t) € P*X[0,1])

sind Homotoplen auf b(P”)X[O 1], da nach Voraussetzung die Triangulation T
von b(P") eine «,-Triangulation der Funktionen @, und @, ist (f;* ist analog zu der
zu Beginn der Beweisfilhrung erklirten Abbildung f* definiert). Der Satz 2 liefert
fiir dlesen Fall

T oal= T ol G=0,1). *9)
c€R(E,* ;M) eRAM) ; . C
iP M bi(-, 0) = §; = Pilgm,,
- A,
~ SN s/ = .
i SO PN hi(-, 1) = §:* = sgn @ilgey (0 =0, 1).
S el
Lo NN . Die lineare Fortsetzung von b ist cine Homotople
4 \\ / N
Ly . . auf b(P) %0, 1}. :
"="M Rn P
(. i pf .
b ) ,
i < SN T .
AN R N . . '
\1:\,/ ANV g = Dilepry = Zop(-, t)emy (6 =0, 1).
G O s N P4 ‘ : ) :
N TR &7 4 ist Homotopie auf b(P?) X [0, 1]. .
AN H op . .
: RO; MO R ’
. L
:} w0
1 X . T
\ 7\ AN / .
\ Y / \\ -
}\\// i \\ // E AN // 20 g0 = WO*}('; AI)IE(M"))' gO* = ')f(}*(') O)IE(M")' .
AT . .
i ANTVANIAN . y* ist Homotopie auf b(P") X [0, 1].
QL___ i \‘l(/ \\\L/ . \ . A .
. gMO Rn
\
t =M! .
! \\ /,/?\\ /T‘\ / ' * ‘ ¥ — % OV
ALY g = #*(, Dlgoy, &* = 1*(, O)leom -
o Gt s D4 B
AR TARTA #* ist Homotopie auf b(P") X [0, 1].
7 N )’/ \y/ \
0 :Ml R
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Die durch die simplizialen Abbildungen f;* (i =0, 1) bestimmten Kettenabbildun-
gen von (M) in C,(K) werden der’ Einfachheit halber ebenfalls mit F; bezeichnet.
Die Schnittzahl der Kette Fi(c) mit dem Nullpunkt wird mit (0, F; (c)) bezeichnet.
. Aus den Definitionen der SchnlttLahl (s. [3]) und der Omentlerungszahl folgt fiir ein
n-Simplex 7 € M

i(0, F(r)_ or (3; £* ' A _. (10)

da die Grundsimplexe der Komplexe M und K im R” posmv orientiert smd ,

Unter Verwendung der Gleichungen (7) bis (10) und der Tatsache, daB8 simtliche
Grundsunple\c von M und Mt (z = 0, 1) im R" positiv orlcntlcrt sind, erhalt man
fur 1=0,1

vi = (0, y,é) = v(O Fi( z)) = (0, F 80)) Z or (z)

€RA M) .
2 5y oam2 ¥ X o) SN -
1€R{T ;M) el @M reR(g* KU n) ) i .
‘(@) ) ‘
= or(z)y= 3 or(7). . .
' eR(g,* ;MY ' eR(g; MY . ,

Die Beziehung (6) liefert nun das gewiinschte Resultat:

Tye= XY or(@)= Y or(r)=y 1
' eR(ge ;M) t'eNig, ;M) )

Ist in einem Zusammenhang die genaue Iﬁienntms der zur Berechnung des Abbil-
dungsgrades verwendeten Triangulationen ‘von h(P") bzw. b(W*) erforderlich, so
erscheinen diese als untere Indizes an der GroBe y(D, P*); also yr,L(®@, Pr).

Definition: Di(P") bezeichne die Klasse aller Funktionen aus D(P"), fur die
folgende. Bedingungen- erfiillt sind :

(i) Es existiert eine Triangulation M von P", so daB Rd(M) eine L-zulissige Tri-
N angulation von b(P") ist. n

(i) Es sex Pr = U Q:", wobei jedes Q;" ein ndlmensmnales Polyeder ist mit

int @ nint Q" = G fur 7 % 4. Dann existiert eine Trnangulatlon M° von Pr, di€ Teil-
kothplexe M? (¢ = 1(1)m) enthilt, fiir die

a) M| = @;" und

b) Rd(M‘) eine L- zulas&ge Triangulation von b(Q;") ist.

Auf Dy(P") definieren wir eine Funktion

n(, PY):DUPY T
durch = - !
(P, Pty := ypr,(P, P"), falls @ € D (P, T) ist.

‘

Besitzt b(P") zwei L-zulissige Tria,ngula.tionen»"1‘1 und T? fur-@, so gibt es eine
gemeinsame simpliziale Unterteilung T (vgl. {10]). Unter Verwendung der Formel (7)
und der in diesem Zusammenhang benutzten Argumente erhilt man -

you®, PP) = yru(®, P) = yoi(®, P7), s
‘woinit die Korrektheit unserer Definition gezeigt ist.

N
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Korrolar 1: Fiir. alle Funktionen @ € Dy(P") gilt
deg(@, int Pr) = i@, Pr).

Beweis: Man sieht lelcht daB die Abblldung yils, P*) die Axiome A,, A, und A;
fiir alle (D ¢ Dp(Pn) erfiillt.

Zu A,: @y, @, € DL(P") seien homotop auf b(P*). Der Komplex Mt (: = 0, 1) sei
eine Triangulation von P", so daf Rd(M‘) = T* eine L-zulassige Triangulation von

b(P") bez. @; ist. Fiir M° und MY existiert eine gemeinsame simpliziale Unterteilung M

(vgl. [10]). Der Randkomplex T = Rd(\l) ist wegen Lemma. 3 ecine «,-Triangulation
* bez. q)o und @,. .
Fur © = 0, 1 sei &/; die lineare Fortsctcung der Abblldung

© | sgn @; t
() — { g %(tj , falls e e'\E(T) o .
sgn @;(é), -falls e € E(T) \\ E(T¥)
wobei & ein beliebiger Eckpunkt des Triagersimplexes von e bez. T¢ ist. y; sei die
stetige Fortsetzung von &7; auf P" (Erweiterungssatz von TIETZE; s. [4]). Die Funk-
tionen y; gehéren offensichtlich zu Dy (P"). -
" Nach Voraussctzung gibt es eine Homotopie

Sy 2 b(P?) X (0,1] > R*
mit (-, 1) = Dilnpny, ¢ = 0, 1. Dle Abblldungen
- Hlx, t) = t(po(fv) + (1 =19 W_o(x), .;{”3(2:, t) = z\1;0‘1("7) I‘*‘ (1 — ) Dy(2),

(z, t) € b(P™) X [0, 1], ‘sind ebenfalls Homotopien, da der »IKomplex T eine op-Tri-
angulation von b(P").bez. @, upd @, ist. Die Funktion

H(z, t) := #(x, t) .im Falle i1

)
St —
3

ist eine Homotople auf b(P") X[O 1]. Somit sind die Funktionen Yo und Py auf
b(Pr) homotop, und es gxlt .

)’TL(Wo, P") = 7T, L(wl) P”)- i \(11) .

Man erhalt nun firz = 0, 1

)’L(q’., P ) = yru(®;, P) = '}’T‘L(Wn Pry = yruly;, P)

und wegen (11) )/L(‘Do, P") = yp(D,y, P? ) [
: -t
Im Verlaufe des Beweises von Theorem 2 wurden Beziehungen zwischen der Zahl y
und anderen GroBen hergestellt, die nun auch Darstellungen des Abbildungsgrades
sind. Im folgenden Korrolar sind diese. GroBen Lusammengcstel]t :

Korrolar 2: Ist @ E DL(P"), so bestehen fiir den Abbddungsgmd die Bezz’ehuﬁgeﬁ A
(iy deg(@,int P*) = pu*t — p-, ' '
(i) deg (D, int Py = J or (r),

. el ;M) )

(iii)  deg (&, int P*) = (0, F(2)).-
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5. Die Oktacderdarstellung

Bei genauer Betrachtung des Beweises von Theorem 2 erkennt man, dal der Einheits-
wiirfel W* durch ein beliebiges konvexes Polyeder, das den Nullpunkt enthilt, ersetzt
werden kanh. Es ist nur zu sichern, daf die Abbildung f eine simpliziale Abbildung
in die Triangulation des Randes dieses Polyeders ist und daB die lineare Fortsetzung
von { zu der Funktion @ auf dem Rand des Polyeders P* homotop ist. Fiir den Fall
des n-dimensionalen Einheitsoktaeders soll dies nun etwas genauer betrachtet
werden. ‘ ‘ o ’
. Die Punkte der Menge E" := {3°, 3!, ..., y"} & R” seien durch

i—1]
<l ey

o (—1), falls k= [
:l/k‘ = ‘
0 sonst .
definiert ([a] bezeichnet den ganzen Teil der Zahl a). Offensichtlich ist ?j° =0.
) Eine (n 4 1)-elementige Teilmenge B = {y°, y*, ..., y""} S E" heilit s-zuldssig,
falls die folgende Bedingung erfiillt ist: , ~ . )
g it g®, j=1(1)n—1) und k= (G + L)(1)n. G
Wie man leicht sieht, sind die Punkte jeder s-zulé.ssigen.']‘eiln;énge von E* affin un-
abhingig. Folglich ist die konvexe Hiille jeder s-zuldssigen Teilmenge von E" ein
Simplex. Die Menge K° aller Seiten der Simplexe aus der Menge {conv B : B S E*

. und B s-zulissig} ist ein Komplex. Das durch K° erzeugte n-dimensionale Polyeder

0" wird als n-dimensionales Einheitsoktaeder und K° als natiirliche Triangulation
von O" bezeichnet. B _ ) ’
Lemma 4 [10]: (i) Der Komplex KO ist. eine n-Pseudomnnig/altigkeit, und der
Randkomplex RA(K°) ist eine geschlossene (n — 1)-Pseudomannigfaltigkeit. - :
(ii) Ein (n — 1)-Simplex s € K° ist genau dann ein Randsimplex, wenn y° ¢ E(s)
gilt. : ' . '
(iiiy Der Randkomplex RA(K®) enthdlt genaw 2" Grundsimplexe.

Mit St(e) bezeichnen wic den dl'll‘ch den Eckpunkt e € E(K?) erzeugtén Stern aus
dem Komplex K°; vgl. [19]. Weiterhin sei ¥ := {1, ..., n}. '
( Lemma 5: Die Abbildung g = (g,,..-,9x) : E(T) — E(Rd(Ko)), deren Koordinaten-
funktionen ¢; durch : : ' '
sgn @;(e), falls ¢ = nle) ,
gi(e) :=1q )
. 0 sonst , : .
7(e) := min {z € N :sgng(xr) =const=0 V z € |St(e)|}, definiert sind, ist eine sim-
~ pliziale Abbildung. ) o ,

Beweis: Es geniigt zu beweisen, daB die Menge {g(a'), ..., g(a")} eines (n — 1)-
Simplexes s = {a!, ..., a") € T kein Antipodenpaar enthélt. Angenommen, die Punkte
g(a') und g(a) (a*, o/ € E(s) und ¢ = j) bilden ein Antipodenpaar. Dann gilt -

pla’) = nla’) = k und sgn gi(a') = —5gn pilal). ' (13)
~ Weiterhin gilt s € St(a?) n St(af), also . .
sgn q;,,.(x)' = sgn g(a’) .und sgn ¢k(:£) = sgn g(a’) .- Y €S,
was wegén (13) ein Widerspfuch ist 1

23 Analysis Bd. 3', Heft 4 (1884) ,
’ /
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Unter Verwendung der in ob(igem Lemma eingefithrten simplizialen' Abbildung
“kann man nun eine Darstellung des Abbildungsgrades einfiihren, die auf dem Stan-
dardkérperprinzip beruht und das n-dimensionale Einheitsoktaeder verwendet. Der
Beweis verlauft analog zum Beweis von Theorem 2. ; '

Definition: Der Rand b(P") eincs Polyeders P" heillt «,-fein zerlegt bez. der
Funktion @, falls fiirr B(P*) eine Triangulation T existiert, so daB fir jeden Eckpunkt
e € E(T) eine Koordinatenfunktion g;_ existiert mitsgn @; () = const £ 0V z € |St(e)].
1" bezeichnet man als «,-1'rianguldation von h(P") bez. ®. * :

Definition: D,(P") ist. die Mehge aller Funktionen @ ¢ D(P”); fiir die fplgchde
" Bedingungen erfiillt sind: o - :

(i) Es existiert cine a,-Triangulation von h(P") bez. ®..

(ii). Es'gilt die Bedingung (ii) aus der Definition vori Dy(P").

, Theorem 3: Sind die Triangulationen M und K° von P" bzw. O™ kanonisch orien-
. tiert, so gilt fiir @ € D,(P") __ . :
deg (@, int Pr) = 277 ¥ d*(0, ),

'GGT,._,
- d*(o, @) = det (g(a!) ... gla")), o =[a'...a"],
falls T = RA(M) eine «,-Triangulation von b(P").bez. P ist. o

Bemerkungen: 1. Die Kubusdarstellung 148t sich rechentechnisch besser. reali-
sieren als die Oktaederdarstellung, da die simpliziale ‘Abbildung im ersten Fall
allein durch die Funktionswerte in dén Eckpunkten von T bestimmt ist, wihrend im
zweiten Fall zusitzlich noch das Verhalten der Funktion auf dem Stern des jeweiligen
Eckpunktes beriicksichtigt ‘werden mull. B

. 2. Die Oktaedetdarstellung hat den Vofteil,\daB die Abbildung g stets eine simpli-
ziale Abbildung von T in Rd(K?) ist. Gegeniiber der Darstellung (1) entfallt damit
eine Voraussetzung (L-Zulissigkeit von f), die praktisch nicht iiberpriifbar ist.

3. Die Kubus- und die Oktaederdarstellung kdnnen auch zur nlimeris'chen“Bestim- .
mung des Abbildungsgrades von stetigen Funktionen bez. beliebiger Gebicte 2 € J*
verwendet werden. Hierzu ist 2 nur in geeigneter Weise durch ein n-dimensionales
. Polyeder zu approximieren (vgl. das Vargehen in (13]). . : . o

N\ . . s . . . '
4. Aussagen iiber die Existenz von «,-Triangulationen erhilt man wieder aus dem
in [23] angegebenen Satz. ' : ’ .
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