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Zur numerisehon Bestimmung des Abbildungsgrades irn Rn I') 

W. KLIESCH -	.	 .. 

Es werden zwci Formein zur Berechnung des Abbildungsgrades einer stetigen Funktion 'P 
für em n-dimensionales Polyeder F" angegeben, die auf einem gemeinsamen Konstruktions-
prinzip beruhen.	 - 

1st T eine Triangulation des Randes von P." und f(e) = sgn 'P(e), e € E(T), eine simpliziale 
Abbildung von T in cine Triangulation des Randes des n-dimensionalen Einheitswurfels, so 
gilt

deg ('P. mt F") = k-' ' sgn d(a,'P), 

dot (f (0)	f(a")),	a = [a' ... a"], 

	

falls T in geeignetcr Weise orientiert ist.	 .	 ..	- 
Die zweite Formel verwendet eine simpliziale Abbildung von 'I' in die natürliche Triangu-

lation des Randes des n-dimensionalen Einheitsoktaeders. 

flp 1B0)IHTC H jIBe ()OpMyMJI Tjan BhIq HcJIeI,IIR creneHu oT06paeeI(HH lIenpephlBHoi (1ylIK-

[1111 Pis n-Mepeoro miworpaintima F", ioropie noJ!y'4aJorcH C noMOabIo o6uero npnu-
wna- I4oHcTpyKLHu. 

FlycTI 'I' — rpnaHi'ysiiiit rpani P', opueHTupoBaHHasI noJlxoiu1IIIHM o6pa30M, a 
t(e) = sgh 'P(e), e E E(T), — cu1nJ1nEltaJ1LlIoe oToOpa?EeIlHe T B Tpuaiiryji q Ljmo rpanui 
n-Meplloro ejiuiiu q iioro iy6a. Tora uMeer MCCTO 

deg('P, mt P")= k-' Z- sgn d(o'P), . 
OET_ 

	

d(a,'P) := dot (f(a') .... f(a")),	a.= [a'.... a"].	 . 

13ropaa 4lopMy:Ia ucno.lh3yer cuMnnuLnaJlbHoe oToGpa}Hellne 1' n ececiieiiiiyio rpa-
aIIry.nH[H10 rpaHHiu.i n-MepllOrO eH,I,, q ,JorO oHTaapa. 

Two formulas computing the topological degree of a continuous function 'P relative to an 
n-dimensional polyhedron F" are presented. Both formulas are based on the same idea of 
construction. 

Let T be a triangulation of the boundary of F" and let 1(e) = sgn 'P(e), e € E(T), be a sim-
plicial mapping from T into a boundary triangulation of the n-dimensional unit cube, then the 
topological degree of the function 'P relative toP" is given by 

deg ('P, mt F") = k' E gn d(a,'P), 

	

d(a,'P) := dot (1(a') ... f(a")),	a = [a' ... a"], 

if T is oriented in a suitable manner. 
The second computation formula is based on a simplicial mapping from T into the natural 

boundary triangulation of the n-dimensional unit octahedron. 

1) Der abschlieBende Teil II wird im klgenden Heft dieser Zeitschrift erscheinen. 

22 Analysis Ed. 3, heft 4 (1984)	-
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0. Einleitung 

Der Abbildungsgrad ist seit 1angen ein wichtiges und wirkungsvolles Hilfsniittel 
für Existen',beweise in der nichtlinearen FunLtionalanalysis. Seine Axioniatisierung 
durch FUhRER [5] und ZEIDLER [25] ermoglichte eine einheitliche Behandlung der 
•versehiedenen Zugange und ebnete den Weg für weitere Anwendungen. 

In den letzten Jahren hat der Abbildungsgrad auch Eingang in die numerische 
Analysis gefunden, z. B. bei der Bestiinmung von Bifurkationspiinkten parameter-
abhangiger Gleichungssysteme und Systernen gewohnlieher Differentialgleichungen 
(s. [13, 14,-17]).	 - 

1)ie Berechnung des Abbi1dungsgrades ist prinzipiell uber den analytisehen Zu-
gang (Kroneckerintegral, Formel von HErIcz [ 8]; vgl. auch [25]) und den topologi-
schen Zugang (Brouwersehe Definition, Schniftzahl; s. [1, 3, 11]) moglich. Der 
analytisehe Zugang führt iminer auf die numerische Auswertung von Integralen 
(vgl. [12]) und er1ubt nur eine isolierte Betrachtung de's Abbildungsgrades. Der 
topologische Zugang ist aufwendiger und komplizierter als der analytische, aber er 
entspricht voll den Erfordernissen. der simplizialen Methoden, die mimer gr6l3ere 
Bedeutung in der niimerischen Analysis erlangen, und erinoglicht den Einsatz des 
Abbildungsgrades als ,,HilfsgroWe"in siniplizialen Algorithmen (s. [10, 13, 14, 171 
und die in diesen Arbeitcn angegebene Literatur). Die heute zur. numerisehen Be-
stimmung des Abhildungsgrades am haufigsten verwendeten Formeln [9, 16, 21-23] 
kann man alle in die Rubrik ,,topologischer Zugang" eiñordnen. Sic entstanden aus 
praktisehen Erfordernissen (vgl. [6, 17]). So wurde zunächst auch das Hauptaugen-
merk auf numerisehe und rechenteehnische Aspekte gelegt und weniger auf theo-
retisehe Fragestellungen (Zusainmenhang mit axiomatisch definiertem Abbildungs-
grad u. a.). Als ciii erster Schritt in Richtung einer einheitlichen Behandlung der für 
die numerisehe Analysis wihtigen Darstellungen des Abbildungsgrades kann die 
Arbeit von PEITCEN und SIEGBERG [15] angesehen werden. Die Autoren zeigen für 
eine konstruktive Variante des Brouwerschen Abbildungsgrades, daB sic den Axio-
men des Abbildungsgrades genUgt. Allerdings lassen sich aus dieser Darstellung die 
gebrauchliehen Berechnungsformeln nieht herleiten.	 - - 

I)as Ziel dieser Arbeit ist es, die für die numerisehe Bestimmung des Abbildungs- 
grades wichtigen Formein in die bestehende Theorie einzuordnen und weitere zu 
gewinnen. Ausgangspunkt der tYberlegungen sind zwei Darstellungen des Abbildungs- 
grades, die auf einem gemeinsamen Konstruktionsprinzip beruhen, das im.Abschnitt 3 
ausfuhrlich besehrieben wird. 1st cb eine auf den) n-dimensionalen Polyeder pn des 
R' definierte stetige Funktion, die auf dem Rand von P' keine Nulistellen besitzt, 
so laBt sich der Abbildungsgrad von 0 bez. mt P11 mit Hue der Formel 

deg (, intP) = k- I f sgn d(a, (I.);	 (*) 

d(a, b) := det (sgn 1(a 1 ) ... sgn (a1')),	a = [a' ... a'], 

bereehnen, falls die'Randsirnplexe a einer Triangulation von P' in geeigneter Weise 
orientiert und ihre Durchmesser hinreichend klein sind. Der Wert der Konstanten k 
ist bekannt. Im Abschnitt 4 wird gezeigt, daB die auf der rechten Seite von (*) 
stthende GröBe den Axiornen des Abbildungsgrades genugt. Die zweite Darstellung, 
die die gleiche Struktur wie die erste besitzt und sich von dieser nurin der GröBe 
d(a, 0) unterscheidet, wird im Abschnitt\ 5 betrachtet. Im Ted II dieser Arbeit 
werden aus den in diesem Teil béhandelten Darstellungen des Abbildungsgrades eine 
Reihe. bekannter sówie neuer Berechnungsformeln hergeleitet und Testergebnisse 
mitgeteilt.	 -
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Linen Abrif3 iiber die Geschichte des Abbildungsgrades unter besdnderer Beriick-
sichtigung des numerisehen Aspektes findet man in [20]. lJber die Axioniatisierting 
von Abbildungsgraden in allgeneineren Räunien kann man sich in [2] und [261 
infortnieren. 

1. Hilfsmittel der komhivatorischen Topologie 

Ober die in dieser Arbeit verwendeten Begriffe und Sätze der konibinatorischen 
Topologie kann sich der Leser in den Büchern [19, 31 und [1] ausführlich inforinieren. 

Ein durch die affin unabhangigen Pirnkte a°, ..., ak E R". aufgespan.ntes (k-) Sim-
plex s wird durch s = (a°, . . .,ak) und die Menge seiner Eckpunkte nut E(s) hezeich-
net. Die Gr6f3e 

diain(s) := sup Ox. - !41 : x, y E s} 

heilt Durchmesser von s. ,,s :!-, s" bedeutet, daB s 0 Seite von s ist. Für ein orieritiertes 
Simplex a wird die Schreibweise a [a° ... a"] verwendet, wobei die Orientierung 
durch die Reihenfolge der Eekpunkte a°, . . . a1' gègeben ist. 1st n eine Permutation 
auf {0, ..., k}, so gilt 

[a° ... a'] = Z(71) [a"° ) ... a'(1')] 

(y('i) - Charakter von ii). 
Alle in dieser Arbeit auftretenden Komplexe werden als end lich, homogen n-dimen-

sional und euklidisch vorausgesetzt. Bezeichnet K einen solchen Komplex, so ist K1 
die Menge aller l-Sinaplexe aus K, IKI das durch K erzeugte n-dimensionale Polyeder, 
Rd(K) der Randkomplex von K und E(K) die Vereinigung der Mengen E(s);s € K. 
Der Feinheitsgrad einer Triangulation K des n-diinensionalen Poiyeders IKI ist durch 
mesh(K) := sup {diam(s) : s € K} defiriiert. %Vird ein Kotuplex K mit einer Orien-
tierung versehen, so wird der orientierte Komplex einfachheitshalber wieder mit K 
bezeichnet. e ist darn die zugehorige natiirliche Berandungsfunktion.. 

Definition: ErfulIt jede regulare Seite r eines orientierten Komplexes K mit den 
beiden von t berandeten Simplexen a 1 und a2 die Gleichung c(r, a 1 ) ± e(r, a 2) = 0, 
so heil3t K kohãrent orientiert. 1st K koharent orientiert und unverzweigt, so nennt 
man K inzident-kohdrent orientiert, falls für alle Randsimplexe r von K urid die von 
ihnen berandeten n-Simplexe a aus K stets e(r, a) = 1, I T I	lCrI, gilt. 

Es.geltenfolgende einfach zu be'eisende Lemmata. 

Lem ma  1 [10]: Der Rand/complex einer inzident-kohdrent orientierten Pseuido-
rnannig/altigkeit ist kohãrent orientiert. 

Lem ma 2 [10]: Sind die Grundsimplexe eines orientierten Komplexes K, IKI 
alle gleichorientiert im R", so ist K kohdrent orientiert. 

F" sei ein rn-dimensionales Polyeder im li"', T eine Triangulation von 
V -: Ptm -* R" (m n) eine stetige Funktion und 9 := 4E(T). Jeder Punkt 
y € s = (a°, ..., a), s € T, IäBt sich iüit Hilfe der Eckpunkte von s darstellen (bary-
zentrische Koordinaten): 

	

k	 1k
Ajai (EA1=1 und	i=0(1)k 

	

i=O	 \i=O 

22 *
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Die Fun ktion g wird durch den Ansatz 

d(y)	Ag(a),	S = (a°, .::, am),. 

zu einer stetigen Funktion d mit W. I. =d, s E Tm auf F" fortgesetzt. d, be-
zeichnet man als lineare Fortsetzung von g. 

Definition: 0 E R" .heiflt regular für d',, falls d,'(0) n s'= 0 fur alie S € T_1 
gilt.. Em n-Simplex s € T wird als iegztlãr fürdç, bezeichnet, falls 0 € d,(s) und 0 
rêgularf Ur' d 8 ist. 

Per folgende Satz e'rmoglicht èine Abschwachurig des soeben eingefuhrtn Regu-
larititsbegriffs.	 - 

Satz 1 [15]: Für jedesttgeFunktionp und jede Triangulation T existiert ein co> 0, 
so dap /ilr ails e (0 < s <50) 

(i) 0 € it" regular /urd,, - ë ist ( := (r, r2, •.•, ")T) ud 
(ii) ein n-Simplex s € T regular für d - ist, falls s regular für	- c (b <C < s) 

ist.

Definition: Em n-Simplex . s € T heiBt e-regular für d, falls em -o > 0 existie?t, 
so dab sfür jedes e (0 < E < e) regular für d - isU 

Definition: Gilt	: F"	It" - it", und ist das orientierte n-Simplex 
I o = [a° ... a"] -regular für cV,, so wird die GrOBe 

or (a) 
= 

or (a; g)	sgn det (
	1,,) sgn det (g(a0 ... g(a)) 

als Orientierungszahl von a bezeiehnët. 

Satz 2.[15]: jr . : P"' It" X [0,1]—> R", a = (a, t) -- y, sei eine stetige Funk-
tion mit *'(., 0) = P0 und °(., 1) = J) ( : it" —> II", i = 0, 1). Die orientierten 
n-Simplexe To r € Rd(T) seien durch einén (n i-f-- 1)-dimensionalen Weg verbunden 
und i-regular für die lineare Fortsetzung von h : =	E(T)- Sind Irol, IT, I in it" X {0}, 
U it" )< {1} enthalten, so gilt:	 - 

(i) or ('a';	+ or (fl'; ,) = 0, falls -col,	it" X {i} ist, 
(ii) or (To ' ; f0 ) = or (Ti ' ; f t ), falls liol c R" X {0} und lx i !	R" x {1} ist 

(x'=[a° ... a"J/ürr= [d o ... a"]und=h(.,i),i=0,1).	- 

Definition: Es sei No = {0, ..., n}. 1st 11 eine n-Pseudomannigfaltigkeit, so hei!3t 
eine Abbildung 1: E(M) --* No Bewertung auf M. Erfüllt ein Simplex s = a0, ..., a') € Ill 
die Beziehung {i(a°), ..., l(ak)} = No (N0 \ {j}, j € N0), so nennt man S volistandig 
(-/ast vollständig) bewertet oder kurz cl-Simplex (j-cl-Simplex). 

Per -folgende Satz ist eine orientierte Variante des bekannten Spernerschen 
Lemmas. 

Satz 3 [16]: T sei eine Triangulation des Simplexes s = (a°, ..., a") und l eine Be-
wertung nut jolgenden Eigenschaften: 

(1)	l(ak) = k, Ic = 0(1)n;	-	 - 
(ii)	1st b € E(T) in derSeite s = (at. , ..., a%) (0 < kf^ n) von 8 enthalten, so 

gilt 1(b) € {l(a1o ), . . ., l(a')}.	 -
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Dann ist
/1...1\
	(bo

l...1\ 

= Ic = [b° .. b"]: jal E T; l(bk) = k, k = 0(1)n}. 

2. Definition des Abbildungsgrades 

J'1 bezeiôhne die Kiasse aller offenen,, beschränkten und nichtleeren Teilmengen 
Q\ R,Q den AbschiuB und b(Q) den Rand von Q. Für Q E J' sei 

D(D) = {frE C() :	{O}= 0),  
wobei C() wieüb1ich die Kiasse aller stetigén Funktionen 0: Q	R' -* R" be-



zeichnet. 1' sei die Menge der ganzen Zahlen. 

1)efiñition: Eine Farnilie deg = (deg( . , -Q)), .Q € J", von Abbildungen 

de 

heiBt Abbildungsqrad, wenn für jedes Q € J''die folgenden Axiome erfüllt sind: 
A1: Aus 0 E D() und 0- 1 (0) = 0 folgt deg(b, Q) = 0. 
A2: Fur (x)	— p.(p € Q) ist deg(, 92)*= 1. 

•	A3: Zerfällt Q in der Form	= U ), mit paarweise disjinkten 17 1 E J", und ist
E D(Q) fun = 1(1)m, so gilt - 

deg(, 17) = ' deg(CP, Q). 

A 4 : Sind die 'Funktionen 01, 02 E D(-Q) auf b(Q) homotop, so gilt 

S .	 deg(1)1,Q)=deg(J)2,Q).	

0 

Theorem 1 [25: S. 270]: Es existiert genau ein Abbildungsgrad, der den Axionien 
A 1 , ..., A 4 genügt. 

• 3. Das Standardkörper-Prinzip 

P und Q seien n-dimensionalc Polyeder im, R" und K und L Triangulationen von P 
bzw. Q. Das Polyeder Q sei aul3erdem konvex. Nach bekannten Sätzen der Topolbgie 
ist L eine Pseudomannigfaltigkeit und der Randkoniplex Rd(L) von L einegesehlos-
senePseudomannigfaltigkeit. Versieht man Rd(L) mit elner kohärenen Orientie-

rung (das it im vorliegenden Fall stets moglieh), so ist 2 =	ein Zyklus auf 

Rd (L), falls i, ..., m sämtliche (n — 1)-Sitnplexé von Rd (L) sind. Der Komplex K 
1st offensichtlich homogen n-dimensional und unverzweigt. Er sei nun so.onientiert, 
daB alle seine Grundsimplexe im E? gleichorientiert sind und daB jedes Grund-
simplex, das von einem Randsimplex berandet wird, mit diesem gleichsinnig orien-
tiert ist. K jst somit inzident-kohärent orientiert (s. Lemma 2). Bezeichnen r, .:., 
simtliche Grundsimplexe und a 1 , ..., a, sämtliche Randsimplexe von K, so 1st-

k	 I 

C =_T ; elne Kette auf K, für deren Rand ac = Ea gilt. 1st nun f eine simpliziale 
1=1	 1=1
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Abbilditng von Rd(K) in Rd(L) und F die durch f iñduzierte KettnabbilclLing von 
C_ 1 (Rd(K)) in C_1(Rd(L)), so ist bekanutlich F(ac) eiri Zykius auf R.d(L). 1)a Q als 
konvex vorausgesetzt wurde, ist Rd(L) nionozyklisch. 'Foiglich gilt F(ac) = E I'. 
Die Zahi ywirdin der Homologietheorie als Abbildungsgrad der situplizialen Abbil-
dung f bezeichnet (vgl. [191). 1st die Triangulation L explizit hekannt, so kann man 
den Ahbilclungsgrad von f bestimiiien, indem untersucht wird, vie oft em (n - 1)-
Simplex & E Rd(L) unter Beachtung seiner Orientierung in der Kette F(c) enthalten 
ist.

Abb.' 1 

Mit Hilfe dieses Abbildungsgrades für snip1iziale Abbildungen läl3t sich ein Ab-
bildungsgrad für stetige Funktionen (b : P - It" definieren, der den Axiomen de 
Abbildungsgrades im R" genugt. Hierzu wird zunächst eine stetige, stuckweise 
lineare Funktion : P - Q koi!l struiert, die auf dem Rand von P zu 0 honiotop 
ist und deren Einschrankung d* E(K) eine simpliziale Abbildung von K in L ist. 
Urn these Bedingungen erfullen zu können, mul3 gegebenenfalls die Triangulation K 
durch dine Verfeinerung ersetzt werden. Da nun Funktionen, die auf dem Rand eines 
Gebietes homotop sind, den gleichen Ahbildüngsgrad hesitzen, genugt es also zur 
.Bestiinniung des Abbildungsgrades von (, den Abbildungsgrad für d" xii berech- 
nen, der mit Hilfe der dprch die siinpliziale Abbildung do*I E(K) bestimrnten Ketten-
abbildung naeh dern 'oben hesehriebenn Prinzip berechnet werden kann. Ent-
scheidend für die nuwerisehé Berechenbarkcit des Abbildungsgrades einer stetigen 
Funktion 1: P	-* It" ist also deren Ersetzung durch eine Polyederabbildung 

1' - Q, deren Wertehereich explizit bekannt ist (s. Abb. 1). 
liii folgenden wird für das Polyeder Q dinmal. der n-dimensionale EinheitswUrfel 

(Kubtisdarstellung) und ziImn anderen das n-imensionale Einheitsoktaeder (Okta-
edetrdarstellung) verwendet. Während für das Einheitsoktaeder auf natiirliehe Weise 
eine Triangulation gegchcn ist, muI3 man sich fili den EinheitswUrfel erst eine ge-
eignete Triangulation beschaffen. 

4. Die Kubusdarstellung 

Es sei 
P"	It" em n-diwensionales Polyeder (n > 1), 
M eine Triangulation von P", 
T = Rd(M) und IRd(M)I = h(IMI), 
W" := {x € R" : li x iko ^ 1} der n-diinensionale Einheitswiirfel des R",
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K eine Triangulation von- W°, 
L = Rd(K),	 - 

= (q,	q) : P' - W eine Funktion aus D(P'), mt P' E Jfl, 

sgn y := (sgn y, ..., sgn 11)T für y = (yi, •.., y.)' E W.	 - 

Ein orientiertes Simplex a = [a°	a'] im R" wird positiv orientirt genannt, wenn 
det(a1 _a0,a2 __a0 ,..., all _ a0)>Ogilt.	 - - 

Definition: IDer Rand von P" hei!3t c 0-/ein zerlegt bez. der Funktion ()5, wen  eine 
Triangulation T von h(P) existiert, die der folgenden Bedingung genitgt: 

B0 : Fur jedes Grundsimplex S E r existiert ein Index i 3 mit sgn j(X) = const	0
V x E S. 

T wird dann als c 0-Triangulation von b(P) bez. b bezichiiet.	 - 

Eine hinreichende Bedingung für die Existenz von c 0-Triangulationen erhält man 
aus einem in [23] angegebenen Satz.' 

Lenima 3: Jede simpliziale Unterteitung einer a,-Triangulation von b(P 12 ) bez. 
einer Funktion 0 ist wieder einé 0-Triangulation on b(P) bez. 0. 

Definition: Eine x0-Triangulation T von b(P12) heiBt L-zulässig für P, wenn die 
Abbildung f(e) = sun P(e), e E E(T), eine sinjpliziale Abbildung von T in L ist. 

-	 1 1 

a 
2	^05^ 0 

•	 _ 

Abb. 2	 Abb. 3 

Eine simpliziale Unterteilung einer L-zulassigen Triangulation von b(P') für 0 ist nicht not-, 
vondig wieder eine L-zulässige Triangulation von b(P') für 0, wie das folgende Beispiel zeigt. 

Zwei 2-Simplexe einer L-zulässigen Triangulation des Randes eines 3-dimensionalen Polyeders 
niogen - vie in Abb. 2 dargestellt - unterteilt scm, wobei 

-	sgnq(a)	(-1)	für 1(1)5, 

sgn 2(a) = —t für i = 2, :3,5, 
•	

sgn 2 (at) = 1 für i = 1, 4	 - 
und

	

	 - 
sgn 3 (a) = 1 für i = 1(1)5 - 

gilt. L sci eine Triangulation des Randes von W3, wobei der relevante Toil von b( W3 ) ent-
sprechend Abb. 3 trianguliert sei. 
Viihrend die Simplexe (1(a'), 1(a 2 ), 1(a3 )) und (1(a'), 1(a9, 1(a4 )) zu L gehoren, sind die Sim- 

plexe (1(a1 ), 1(a4 ). 1(a5 )) und (1(a2 ), 1(a4 ), 1(a5 )) keine Elernente von L.	 -



344	W. KLIESCII 

Definition: 1st M ein homogen •n-dimensionaler Koinpiex, so werden dessen 
Teilkomplexe M', i = 1(1)1, als Zerlegung von M bezeichnet, wenn	 - 

(i) jedes Mt homogen n-dimensional ist, 
I .	 I 

(ii) M = U Mt gilt und 
1=1 

(iii) dim (Mt n M')	n - 1 für j == j ist. 

Definition: Ein orientièrter homogen n-dimensiOnaler Komplex Q9 R" heiBt 
kanonisch orientiert, falls 

(i) Q inzident-kohärent orientiert ist und 
(ii) alle Grundsimplexe von Q im II" positiv orientiert sind. 
Mit DL(P", T) wird die Menge aller Funktionen aus D(P") bezeichnet, für die folgende 
Bedingungen erfiillt sind: 
(i) F ist eine L'-zulassige Triangulation von b(P"). 

(ii) 1st II eine Triangultion von P" mit Rd(M) = T und bilden deren Teilkomplexe 
M', i = 1(1)1, eine Zerlegung von 5 M, so sind dieRandkomplexe Rd(31 i) L-zulä-
sige Triangulationen von b(IMtI). 

Theorem 2: Sind die Triangulationen M und K i'on P" bzw. Hf" lcanonisch orien-
tiert, und enthält K genau k Randsimplexe, so gilt für jede Fünktion J) E DL(P", T) 

deg(, mt F")	k	sgn d(a,.ø),	 (1) 
ET,,_,	 - 

d(a,) = det (sgn O(al ) ... sgn cP(a")),	a = [a1 ... a"]. 
• Beweis: Wie bereits im Abschnitt 2 festgestellt wurde, ist K eine Pseudomannig-

faltigkeit und Rd(K) eine geschlossene (n - 1)-Pseudomannigfaltigkeit. Auf Grund 
der Lemmata 1 und 2 ist K inzident-kohrent und Rd(K) kohärent orientiert. 

k 
Bezeichnen 61, ..., 6L'. sämtliche Grundsimplexe von L, so ist	6i cin Zyk-

•	lus auf L. 
M ist em -unverzweigter hornogen n-dimensionaler Komplex. Sind r,, . . ., x saint-

liche Grundsimplexe und a,, ..., a, samtliche Randsirnpexe von M, so gilt -

	

M	 I 

ac = E aj ,	c = ' r1, 
-	 j=1	 1=1 

vie sofort aus den nachfolgenden Uberlegungen ersichtlich wird. 1st t = [a° ... a"] 
und a = [a 1' :.. a"1 eine Seite von r, so folgt aus den Darstellungen 

= [a° ... a"] = (1) 1 [ala° ...	... a"],	r = e(a, r) [alai ' ... a1] 
die Gleichung (_l) i [a° ...	... a"] = e(a, ) a. Da M inzident-kohärent orientiert 
is t ' folgt

/	I	\	I	 I 

z=3c=a(Et5 )=ar1 =E 'e(a,r1)a=a. 
-	 \ji	/	ji	j=1 or	 5=1 

Die Ikette z ist em (n - 1)-Rand auf M und somit ein Zyklus. Folglich ist z auch em 
Zykius auf T. 

Die Abbildung 1(e) = sgn (e), e E E(T), ist nach Voraussetzung eine simpliziale 
Abbildung von T in L. Fur die durch I induzierte, Kettenabbildung F : C,,-,(T) 

C,,. 1 (L) gilt

	

m	 k	 S 

F(z)= E F(a,) = y	a, = ,	y 6 1'.	 (2)
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Man defihiert für j = 1(1)k	-. 

Si :': {a E T_ 1 : F(o) = +o},	,j	:= card S1± 

und erhält aus (2) 

y =	-	-,	j = 1(1)k.	 (3) 

	

sei ein beliebiges (n - 1)-Siniplex.aus L und f = [a°	a"] jenes Simplex aus K,
das von a berandet wird. Es kann angenoinmen werden, daB a 0 kein Eckpunkt von 
ist. Da nach Voraussetzung E(, t) = 1 ist, gilt somit 6	[a' ... a"]. 

1st x ein beliebiger Punkt des R" und 

A	/1J...1\ 
x al...a"/ 

so erhält man durch Entwicklung der Determinante von A nach der ersten Spalte 
(lie Gleichung	0 

det A = det (a' ... a") + _Y	1)i xi det 

wobei A xi die Matrix bezeichnet, die durch Streichen der ersten Spalte und (i + 1)-
ten Zeile von A entsteht. det A x ist genau dann Null, wenn x in.der durch die Eck-
punkte von 161 aufgespannten Hyperebene E des It" ligt. Liegen. die' Punkte 
x, y E R" \ E im gleichen Halbrauni bez. E,-so folgt aus der Definition des Haib- 
raumes sgn det A. sgn det A. Die Punkte y = 0 und x =a0 sind beide innere 

Abb.4 

Punkte von W" und liegen wegen de'r Konvexität von TV" im gleichen Halbrauin 
bez. E. Für dr erhält man nun det (a' a")= det Ao und det A 0 > 0, dat nach Vor-
aussetzung im It" positiv orientiert ist Die folgendenGleichungen sind damit kiar: 

•	 ji,± =+Esgnd(a,c1),	j=.1(1)k. 
G E sj ±	 S	 - 

d(, ) istgenaudann Null, wenn f auf I al ausgeartet ist. Pa die Mengen S 1 ± paar-
•	weise disjunkt sind, ergibt sich aus (3) 

k	 •	m 
ky =	- ,)= Z 'sgnd(a,) =	sgnd(o,), 

	

1 = 1 a€S,	 1=1 

S = S1-- u S, wornit der Nachweis der Ganzzahligkeit von (1) erbracht 1st: 
Zur Vreinfachung spaterer Oberlegungen möge der Komplex M folgender Be- 

dingunggenugen:	 0 

1st s0 = (a', ..., a") ein Randsimplex von M und s = (a°, a', ..., a") das von s0 
berandete Grundsimplex, so sei a 0 innerer Punkt von F". 
Durch einfache baryzentrische Unterteilung (vgl. [3] oder [71) sämtlicher Grund-' 
simplexe von M kann these Bedingung immer erfililt werden (s. Abb. 4). Per Rand-
komplex T wird dabel nicht verändert!	 -
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Essei

{
sgn tJ(c), falls E E(Rd(M)) 

q	sonst, 

wobei q 4 0 ein beliebiger innerer Punkt von W" ist. Die Abbildung P ist eine 
simpliziale Abbildung von M in die Zentralunterteilung Z(L, q) (vgl. [19: S. 328ff.]). 
d0* sei die lineare Fortsetzung von f. Offensichtlich gilt £*IE(R(101)) = f, so daB 
IWO := d*Ib( pn ) die lineare Fortsetzung von fist. Die Funktionen J) und sind 
auf b(P") homotop, denn für die Abbildung 

i' (i, t) = 40(y) ± (1 - 0	*(y),	(y, t) E P" X [0, 1], 

gilt °(y, t) 4 0 für alle (y, t) E b(P") X [0, 1], da es nach Voraussetzung zu jedem 
(n - 1)-Simplex s = (a', ..., a") E T eine 'Koordinatenfunktion 99j. gibt uuit sgn 9,(y) 
= const 4 0 fur alle y E s, so daB  

t 1,(y) + (1 - t),E 2 sgn W (ai) 4 0	V y € S	V t € [0, 1] 

ist. Aus dciii Axiom A4 folgt deg(, mt P") = deg(I*, mt P"). Somit genügt es 
zum Beweis des Theorems zu zeigen, daB die dureh (2) definierte Abbildung 
y ( . , P") := y für die Funktionen d, P € DL ( P", T), die Axiome A 1 , ..., A 4 erfiillt. 

Zu A: Es wird die Negation von A 1 bewiesen. 
1st y(d, P") 4 0, so besteht wegen (2) die Beziehung 

= h(W").	 (4) 

Es gilt sogar d*(Ptl ) = W". Die Relation d,*(P)	W" ist auf Grund der Kon-
struktion von c?," sofort kiar. Angenommen, es gilt 2/0*(P)	W". Dann gibt es 
cm n-Simplex aus der Zentralunterteilung Z(L, q) mit (s E M,, : 1*(s) = = 0. 

besitzt eine (3 - 1)-Seite L E L. Wegen (4) gibt es mindestens eiñ (n - 1)-Simplex 
So € T mit d*(s0) = . Per. Komplex Mist hoinogen n-dimensional, also ist s0 
Seitè eines n-Simplexes s = (a°, ..., a"). f* muB nun auf s asgeartet sein, da anderen-
falls d*(s)gilt, was obiger Annahme widerspricht. Andererseits sind die 
Punkte f*(aO) , . . . , f*(a) , f*(a) = q affin unabhangig, was .ein \Viderspruch zu der 
Tatsache ist, daB f* auf S ausgeartet ist. Damit ist die obige Behauptung bewiesen. 

	

Pa der Nulipunkt em Element von W" ist, folgt aus d	LV 0*(P) = " die Existenz 
elnes Punktes pE mt F" mit d,*(p) = 0. 

Zu A 2 : Die Funktion 1(x) = x --- p, p € mt F", ist . ein Isomorphist+mus und foig-
lich 1%P = ( s) : s € M} ein zu M isomorpher Komplex, der (P(p") trianguliert. Die 
Grundsimplexe des orientierten Komplexes 

ifl° = {o= [(a°) ... 0(a')] : a = [a° ...,a']  E All 

sind un R." positiv orientiert. (a) := (a), a € E(T), ist eine sumnpliziale Abbildung 
von T inRd(M°). 

Man kann annehmen, daB p un Inneren eines Grundsimplexes von .111 liegt. Ande-
renfalls wählt man einen Punkt a € E(s) \ E(T) und ersetzt ihn durch einen Punkt a, 
aus R" \ E(111) mit V a - a,II < e. Man pruft leicht, daB Pine derrtige Storung 
keinen EinfluB auf den Komplex T hat und die Grundsimplexe des gestörten orien-
tierten Komplexes im R" alle positiv orientiert sind.
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Pa 0 ein Isomorphisinus ist, liegt der Nullpunkt des li" in genau einem Grund-
simplex von M°, so daB für die Ordnung des Nullpunktes bez. der Kette z) (vgl. 
[31) stets v(O, F(z)) = 1 gilt (F bezeichne die durch f induzierte Kettenabbildung). 
Für den'(n - 1)-Rand 2 erhiUt man ehenfalls v(O, fl = I. Da die Abbildungen 
uni .2/o auf dem Rand von P" hornotop sind, folgt aus dem Satz von PorNcRE/ 
B0JIL [1, 31 v(O, F(z)) = v(O, F(z)). Somit erhält man y = yv(O, ) = v(O, F(z)) 

v(O, F(z)) =. 1. 

Zu A 3 : 1111 , ..., M' sei eirie Zerlegung von M. Allö Komplexe Mt sind hoinogeri 
n-dimensional tind unveizweigt. Für die durch sle bestiminten n-dimensionalen 

	

Polyeder Q1" gilt	 - 

¼ mt Qj n mt Q = 0 fUr i t 
Es sei Tj1 := Rd(M), i = 1(1)1. Nach Voraussetzung ist jeder Komplex T i eine 
L-zulissige Triangulation von h(Q 1") bez. der Funktion 0. Die orientierten Komplexe 
M' seien kanonisch orientiert. Analog zu frUheren Betrachtungen erhält man, daB 

M(i) 
jede Kette z =' a ein Zykius auf Ti 1st, falls a, ..., 0fli(i) sämtliche Grund-

. simplexe von Ti sind (i = 1(1)1). 
Fur die durch die situplizialen Abbildungen f(e) := sgn (e) (e E E(it) , j = 1(1)1) 

induzierten Kettenabbildungen F, gilt F 1 (z 1 ) = y, y1 E I'. Das Axiom A 3 wird offen-
bar erfullt, wenn 

y=yi	 - 

	

1=1	 - 

gezeigt 1st. Dazu wird auf L die Kette 

c =E F(z 1 ) =y,I	 (5) 

hetrachtet. Jedes Gruidsinlex aus 'r ist in genau einem der Randkomplexe pi 
enthalten. Pa naeh Vdraussetzung die orientierten Kotuplexe 'F unci Ti kanoniseh 
orientiert sind, gilt für jedes Grundsimplex a aus dem orientierten Komplex P 

a = , falls j E Ti und Ia = II 

1st. Soniit lällt sich die Kette c in folgender Weise zerlegen: 

c = F(z) + L' F*(a) ,	 I 

OES 

S - { aii €UT: IijP + Ial, r = l(I)rn}. 

F* 1st dahel eine Abbildung von S in C_ 1 (L), die der Bedingimg 
F*== FiIsflc(r l ),	1(1)1, 

genügt. Jedes Simplex Ia, or E S, 1st elne regulare Seite von M tind somit Seite zweier 
n-Simplexe s 1 , s2 E M, die in verschiedenen Teilkomplexen der eingangs beschrie-
henen Art liegen. Es kann S 1 € M' und S. € M 2 angenommen werden. jai ist dann 
Element von T 1 und T2. Auf Grund eines bkannten Satzes der kombinatorischen 
Topologie [7] liegen s 1 und S2 hez. der Trgcrebene von at in verschiedenen TTalb-
raumen des II", und die orientierten Siniplexe t, € M, IxjI = Si (i = 1, 2), induzieren
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in das Simplex jai entgegengesetzte Orientierungen (s. [1, S. 167]). Foiglich gibt es zu 
jedem a E.S ein Simplex a' E S mit a = --a'. Darllber hinaus besteht die Beziehung 
F*(ci) = _F*(a'). Sornit ist 'F*(c) = 0 und c = F(z) = y (mit 0 gleich. der Null-

kette). Ein Vergleich mit(5) liefert nun sofort die angestrebte Aussage. 
Zu A 4 : Die Funktionen 00 und 01 aus DL(P, T) seien auf b(P) homotop. Also 

existiert eine stetige -Abbildung	 - 

°: b(P) x [0, 1] -* 

mit	 S	 S 

0)	IoIb(P"),	 1) =	IIb(P") 
und

*0(x, t)	0	V (x, t) E b(P-) X [0, 11.. 
1st Q := P X [0, 1], so la2t sich die sttige Funktion 

*°: b(Q) -* 

ni it
0) =	*'(.;1) = çki und	°IIb(P")x[0.11 = 

auf Grund des Erweiterungssatzes von TIETZE (vgl. [4: S. 95]) fortsetzen zu einer 
• sttigen Funktion ° : Q -± R'. 

Die Triangulation M von Pz induziert auf natürliche Weise eine Triangulation in 
• der Menge (1?" x {0}.) u (Pn X {1}). Alit Hilfe der Zylinderkonstruktion (s. [1] oder 

[3]) erhält man eine Triangulation Z von Q. Der Koniplex Z ist homogen (n + 1)-
dimensional und uhverzweigt. Im folgenden werden versehiedene simpliziale Unter-
teilungen von Z und mit diesen verbunderic Hilfsfunktionen betrachtet. Den an-

• schlieBenden Ausfuhrungen folgt eine Gegenuberstellung (s.-Abb. 5) dieser verschie-
• denen Triangulationen von Q, die die Gemeinsamkeiten und Unterschiede etwas ver-

deutlichen soil. 
Wegen'der Kompaktheit von b(P) x [0, 1] und der Tatsache, daB XI, eine Homo-

topie auf b(P) X [0, 1] ist, gilt 

inf {II*'(x, )II : (x, 1) E b(P-) X [0, ii} > 0. 
Wir wáhlen eine simpliziale Unterteilung Z von Z, deren Feinheitsgrad der Un-
gleichung mesh(Z*) <ô genügt, wobei ô> 0 so gewahit sei, daB für alle n-Sini-

	

• plexe s aus Rd(Z*) die Beziehung	. 

	

II°(y) - °(ThII o <o	V y, P E s 

erfüllt ist. Die gleichmaf3ige Stetigkeit von ° auf Q siehert die Existenz eines so! 
hen ô.seidie lineareFortsetzungvonh := °IE(z .) undde - E (0 <e 

<€), wobei e0 so gewahlt sei,daB der Nullpunkt ein regularer Wert für die Funktio-
ner d ist (s. Satz 1) und die Ungleichung IIeolI < mm (1, Q- ) erfullt. 

1st nun y E S = (y°, ..., yn) E Rd(Z*), ,s 9 b(P) X [0, 1], und y = 
(E A 1 = 'I, 2	0 für i = 0(1)n) so gilt	. 

II() II = II(y) - (r(y) - d(y) - )II 
11-ye(Y)II - II°(y) - '.o(y)II - IIII 

o -  1 1-0̂' A(°(y) - i*(yi))._ IIII 
- max II°(y) - °(y4)II - h e ll	0 - 01 _hIeoII> 0. 

Oin
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/ Somit sind die Funktionen d( . , 0) und d,( . , 1) .auf h(P') honiotop. Alle für 1 
regulär,en n-Simplexe, die Randsimplexe von Z sind, sind in der Menge (p" X 101) 

(Px{1}) enthalten. 
Rt (i = 0, l)sei jener Teilkomplex von Rd(Z*), der die Menge P'X{i} triangu-

liert. Durch R' wird in das Polyeder P' eine Triangulation M' induziert, die auf 
Grand der Konstruktion von Z" eine siiipliziale Unterteilung von iL ist. Für die 
Abbildungen g := 1 iIE(M') gilt: 

= 1iIE(M') 
=	0(., )IE(1') =	t30(., )IF(M'). 

da(, i) 1st also die lineare Fortsetzung von g. 
Zur Vereinfachung der Schreibweise fUhren wir folgende Bezeichnung. em: 1st g 

eine Abbildung v'on der. Eckpunktmenge eines Kompleces K' in den 1V, so sel. 
R(g; K') die Menge der e-regulären Simpléxe für die lineare Fortsetzung von g. 

M° und M 1 seien kanonisch orientiert. Dann folgt au Satz 2 

or (t ' ) =	or (r').	 -	 (6) 
'ER(S,;M°) 

1st Yi :=	so sei für e € E(311i) 

I (e) falls e € E(M) 
-	 (i = 0, 1), 
f . (e'), falls e € E(31i) \ E(M) 

wobei e' ein beliebiger Eckpunkt des Tragersimplexes von e' bez. M ist. 
Da die Komplexe M (i = 0, 1) simpliziale Unterteilungen von M sind,so gibt es 

zu jedeni orientierten n-Simplex t € M n-Siniplexe	..., r j> E W mit 

q(i) 
TI	U 

k=1	 - 

Es gibt also für jedes n-Simplex r E Al und I = 0, 1 einen Teilkomplex K(x) von 
Mt, der ITI trianguliert. 

Die Abbildung g* induziert auf K1() eine Bewertung 1i durch 

11 (e) = k, falls g1 *(e) = g•(al) ist 

(e € E(K'(r)) and r = [&0 ... a's]; I = 0, 1). Die Konstruktion der Bewerturgen l 
sichert, daB die Voraussetzungen des Satzes 3 erfUllt sind. Es s •ei do, die lineare 
Fortsetzung von fi und 1 * die lineare Fortsetzung von gj* (i = 0, 1). 1st nun 
ein für die Funktion d , -regulares n-Simplex, so sind alle cl-S implexe von K'(T) 
-regular für cc,, denn das Simplex S = (d (a°) - , ..., d (a') - e) enthöAt den 

Nullpunkt, und jedes cl-Simplex von K(t) wird durch	- auf s abgebildet. So-



mit erhält man unter Verwendung des Satzes3 für I = 0, 1 

or . (-r; 1) =	' or (r').	 .	.	(7) 

Für das Polyeder Q konstruieren wir nun unter Verwendung der Triangulationen 
M' von pn mit Hilfe der Zylinderkonstruktion Triangulationen Zt (I = 0, 1). Auf den 
Eekpunktmengen E(V) seien die Abbildungen 

h 1 *(a) = (9,(x) + (1 - 1) g1*(x)	(a = (x, t) € E(Zt); I = 1, 2)
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/ 

definiert. S °' bezeichne die lineare Fortetzung von h* . Für cinen bcliebigenYunkt 
a = (x, t) E (b(P') X [0, i]) n s, S = (a0, ..., a') € Rd(Z), gilt 

X. i *(a) =	2h*(ai)	21(i1g(xi) + ( 1 - t1 ) g*(x7))	0, 

a = (x1 , 1)E E(s) für j = 0(1)n, da der Koniplex T eine 0-Triangulation von b(P) 
bez. ,Oo und 0 1 ist. Somit gilt auf Grund des Satzes 2 

	

or (r') =	or (r')	(i = 0, 1).	 (8) 
•	 - 

Die linearen Fortsetzungen der auf E(Z) definierten Abbildungen 

h 1 (a) = tf*(x) + (1 - t) f 1 (x)	(a = (x, € F" X [0, ii) 

sind Homotopien auf b(P") X [0; 1], da nach Voraussetzung die Triangulation T 
on b(P") eine 0-Triangulation der Funktionen 00 und 01 ist (f* ist analog zu der 

zu Beginn der Beweisfiihrung erklärten Abbildung f'' definiert). Der Satz 2 liefert 
für diesen Fall 

' or (T) 	' or (r)	(i=0,1). 
,e5(f,;M>	rE9(f;M)

0) =	= ilE(M),	-	- 

/	h(., 1) =	= sgn iIEM) (i = 0, 1). 
---	--4---y---- Z 
•	," ".	Die lineare Fortsetzung von h i ist eine Homotopie 

auf b(P") x-[0, 1]. -	 R"

 gi iIE(M') = d(. , i)IE(M') '(i = 0, 1). 
zN

do ist Homotopie auf b(P") X [0, 1]. 

R02; MO	 R" 

•	 - ,	,• 
\ ,' 	g0	 l)IEM , 

g0*	* =	'o*(., °)JE(11') 

	

--• Z 	 S 

ist IThmotopie auf b(P") X [0, 1]. 

mo C-
F?" 

t	 Ml

g1 =	l)IEM' , 
g* = AOi*(., O)IEM' 

ist Homotopie auf b(P") X [0, 1]. 

	

.M1	 R°
5'
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Die durch die simpflzialen Abbildungen £' (i = 0, 1) bestimrnten Kettenabbi1dun-
gen von C(M) in C(K) werden der Einfachheit halber ebenfalls mit F, hezeichnet. 
Die Schnittzahl der Kette F•(c) mit dem Nullpunkt wird mit i(O, F 1 (c)) bezeichnet. 
Aus den i)efinitionen der Schnittzahl (s. [3]) und der Orientierungszahl folgt fur em 
n-Simplex r E M	 - 

i(0, F(t)) = or (; f* ),	 (10) 

da die Grundsimplexe der Komplexe M und K im B? positiv orientiert sind. 
Unter Verwendung der Gleichungen (7) bis (10) und der Tatsache, daB sämtIiche 

Grundsimplexe von M und Mt (i = 0, 1) im Rn positiv orientiert sind, erhalt man 
— fiiri=0,1	 - 

= v(0, 1) = v(0, F(z)) = v(0, F(ac))	-	or (r)	 - 

• =	or (r)	'	E or (i' )	 -	- 

=	or()	E or (T'). 

Die Beziehung (6) liefert nun das gewunscl)te Resultat: 

Yo =	or (t ')=	or (r') = y' I 
t'E9(g;M°) 

1st in einem Zusaninienhang die genaue Kenntnis der zur Berechnung des Abbil-
dungsgrades verwendeten Triangulationen avon b(P 11 ) hzw. b(W') erforderlich, so 
erseheinen these als untere Indizes an der GräI3e y( (/) , P's ); also yT,L(P, P"). 

Definition: DL(P) bezeiehne die Masse aller Funktionen aus D(Pvz), für die 
folgende.Bedingungen erfullt sind: 

(i) Es existiert eine Triangulation M von P's , so daB Rd(M) eine L-zulassige Tri-
angulation von b(P) ist. 

(ii) Es sei F" =u Q", wobei jdes Q" einn-dimeñs1ona1es Polyeder ist mit 

mt Q," n mt Q" '0 für i + j. Dann existiert eine Triangulation M° von F", die Tell-
koinpiexe M' (i = 1(1)m) enthält, für die 

a) IM' = Q" und 
b) Rd(Mt) eine L-zulassige Triangulation von b(Q1") ist. 
Auf DL(F") definieren wir eine Funktion	 - 

•	 YL(.,F"): DL(F")-± 

durch
YL(, F") := yT,L(, F"),	falls (ii € DL(P", T) ist. 

Besitzt b(P") zwei L-zuhissige TriangulationenT 1 und P für', so gibt es eine 
gemeinsanle simpliziale Unterteilung T (vgl. [101). Uiter Verwendung der Formel (7) 
und der in diesern Zusamrnenhang . benutzten Argumente erhält man 

YT-.L(' P") = YT,L(, f") = YT-.L(, F"),	•	•

womit die Korrektheit unserer Definition gezeigt ist.
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Korrola.r 1: F1)r alle Funklionen 0 E DL(P) gilt 

deg(, mt F")	YL(, F"). 

Beweis: Man sieht leicht, daB die Abbildung yL(•, F") die Axiorne A 1 , A 2 und A3 
für alle 0 E DL(Fn ) erfiillt. 

Zu A4 : 00, cP € DL(P") seien homotop auf b(P"). Der Koniplex Mt (i = 0, 1) sei 
eine Triangulation von P", so daB Rd(M') = T i eine L-zulassige Triangulation von 
b(P") bez. Oi ist. Für M° und M' existiert eine gemeinsame simpliziale Unterteilung M 
(vgl. [10]). Der Randkomplex T = Rd(M) ist wegen Lemma 3 eine 0-Triangulation 
bez. 00 und . 

Für i = 0, 1 sei d die lineare Fortsetzung der Abbildung	- 

	

sgn 9(e), falls e €	
( € T), 

sgn q 1 (e), falls e € E(T) \ E(Ti) 

wobei ë ein beliebiger Eckpunkt des Tragersirnplexes von e bez. T i ist. j sei die 
stetige Fortsetzung von d 1 auf P"(Erweiterungssatz von TIETZE; S. [4]). Die Funk 
tionen ip i gehoren offensichtlich zu DL(F"). 

Nach Voraussetzuiig gibt es eine Homotopie 

	

b(P") X [0, 1] --* R"	 S 

mit i* 2 ( • , i) = jIbP', i = 0, 1. Die Abbildungen 

1 (x, t) = tcP0(x) + (1 - t) (x), *°3(x, t) = t 1 () + ( 1 - t) 01 (x), 

(x, t) € b(P-) X [0, 1], 'sind ebenfalls Homotopien, da der Komplex T eine x 0-Tri-
-	angulation von b(P") bez. 0 0 und 0, ist. Die Funktion 

(x,t) :	1(x, t) . . im Falle	1 

ist cine Hornotopie auf b(P")X[O, 11. Somit sind die Furiktionen V, und	auf 
b(P") homotop, und es gilt 

'T.L(Vo, Fn) = yT.L( vi, F"):	 (11) 

Man erhalt nun für i = 0, 1 

YL(i, F")	;vTcL(1, F")	YTd.L()i, P") = YT.L(IPI, F")

und wegen (11) YL(o, F") = yL(i, 1") 

Tm Verlaufe des Beweises von Theorem 2 wurden Beziehungen zwischen der Zahl y 
und anderen GröBen hergesteilt, die nun auch Darstellungen des Abbildungsgrades 
sind. Tm folgenden Korrolar siud dieseGröBen zusammengestelit. 

Korrolar 2: 1st 0 € DL(F"), so bestehen für den Abbildungsgrad die Beziehu'ngen 
(i) deg (, mt F") =	- 

(ii) deg (,int F") =	or (i),	 S 

tER(f;M) 
(iii) deg (, mt F") = v(O, F(s))..	S
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5. Die Oktaederdarstellung 

Bei genauer Betrachtung des Beweises von Theorem 2 erkeunt man, daI3 der Einheits-
wUrfel W" durch ein beliebiges konvexes Polyeder, das den Nullpunkt enthält,ersetzt 
werden kanh. Es ist nur zu sichern, daB die Abbildung I eind sinipliziale Abbildung 
in die Triangulation des Randes dieseg Polyeders ist und daB die lineare Fortsetziing 
von I zu der Funktion 0 auf dew Rand des Polyeders F" homotop ist. Für den Fall 
des n-dimensionalen Einheitsoktaeders soil dies nun etwas genauer betrachtet 
werden. 

Die Punkte der Menge E" : {y°, y', . .., y"} 9 II" seien durch 

•:=
 j1)

i falls k T 
[i	

+ 1	
(k =1(1)n)	 S 

0	sonst 

definiert ([a] bezeiehnet den ganzen Teil der Zahi a). Offensichtlich ist y° = 0. 
Eine (n + 1)-elementige Teilmenge B = {y°, yi,,..., y"}	E" heiBt s-zuld&sig,

falls die folgende Bedingung erfullt ist: 

y + y + y°, I = 1(1)(n - 1) und ic = (j + l)(l)n.	 (12) 

\Vie man Ieicht sieht, sind die Punkte jeder s-zulässigen Teilmenge von E" aIim un-
abhangig. Foiglich ist die konvexe I-Iüile jeder s-zulässigen Teilmenge von E" em 
Simplex. J)ie Menge K° afler Seiten der Simnplexe aus der Menge (con y B : B 

- und B s-zulassig} ist ein Koniplex. Das dutch K° erzeugte n-dimensionaie Polyeder 
0" wird als n-dimensionales Einheitsoktaeder und K° als natürliche Triangulation 
von On bezeichnet. 

•

	

	Lemma 4 [101: (i) Der Komplex K° ist eine n-Psevdomannig/altigkeit, und der
1?andkomplex Rd(KO ) ist eine geschlossene (n - 1 )-Pseudomannig/altigkeit. 

•

	

	(ii) Em (n - 1)-Simplex s € J{O ist genau damn ein Randsimplex, wenn y O q E(s)
gilt. 

(iii) Der Rand/complex Rd(KO ) enthalt genau 2" Grundsimplexe. 

i1it St(e) bezeichnen wir den durch den Eckpunkt e € E(KO ) erzeugten Stern aus 
dciii Komplex K°; vgl. [19]. Weiterhin sei N = {1, ..., n}. 

Lemma, 5: Die Abbildung g = (g 1 , . . ., g) : E(T)	E(Rd(K0 )), deren Koordinaten-



/unlctionen gj durch
sgn (e), falls i = (e) 

-	i0	sonst, 

win {i € N : sgn p(x) = const == 0 V x € ISt(e ) I}, de/iniert sind, ist eine sim-
pliziale A bbildung. 

Beweis: Es genugt zu beweisen, daB die Menge {g(a l ), ..., g(al )) eines (n - 1)7 
Simplexes s = (a1 , ..., a") € T kein Antipodenpaar enthält. Angenommen, die Punkte 
g(a') und g(a) (a', a i € E(s) und i r= j) bildenein Antipodenpaar. Dann gilt 

	

= (a) = k und sgn q(at) =	gn Wk(a').	 (13)

Weiterhin gilt S € St(a') n St(ai ), also 
sgn 9,k(X) = sgn 9(a') und sgn ç(X) = sgn q(ai)	V x € S, 

was wegen (13) ein Widerspruch ist I 

23 Analysis Bd. 3, Heft 4 (1984)	,	 -	 -
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Unter Verwendung der in obigem Lemma eingefuhrten simplizialen' Abbildung 
kann man nun eine Darstellung des Abbildungsgrades einfiihren, die auf dem Stan-
dardkorperprinzip beruht und das n-dimensionale Einheitsoktaeder verwendet. Dec 
Beweis verlauft analog zutu Beweis von Theorem 2.	-' 

Definition: , Der Rand b(P 12 ) eines Polyeders P heil3t c 1 -/ein zerlegt bez. der 
Funktion 0, falls für Ii(P') cine Triangulation T existiert, so daB für jeden Eckpunkt 
e E E(T)eineKoordinatenfunktionwi. existiertniitsgri ,(x) = const x € ISt(e)I. 
T bezeichnet man als a 1 -Trianguldtion von b(P') bez. 1i. 

Definition: D 1 (P12 ) ist.die Menge aller Funktiorien J) € D(P), für die folgende 
Bedingungen erfüllt sind:	 - 

(i) Es existiert eine oc,-Triangulation von b(P) bez. 
(ii) Es-gilt die Beding'ung (ii) aus der .Definition von DL(P). 

Theorem 3: ,Sind die Triangulationen M und K° von pn bzw. O'-kanonisch orien-
tiert, so gilt für 0 € D, (P") 

deg (, mt Pn) = 2	' d*( i, J), 

d*(cr, P):= det(g(a1 ) ... g(a")),	a = [a1 ... an], 

falls V = Rd(M) eine x 1 -Tr'iangulation von b(P") bez. cbist. 
Bemerkungen:-1. Die Kubusdarstellung läBt sich rechenteclinisch besser reali-

siereri as die Oktaederdarstellang, da die simpliziale Abbildung im ersten Fall 
allein dureh die Funktionswerte in dn Eekpunkten von T bestimmt ist, 'dhrend im 
zweiten Fall zusdtzlich noeh ds Verhalten der Funktion auf dem Stern des jeweiligen 
Eckpunktes beriicksichtigt werden muLl. 

2. Die OktaedeMarstellung hat den Vorteil, ' daB die Abbildurg g stets eine simpli-
ziale Abbildung von T in Rd(KO ) ist. Gegenuber der 1)arstellnng (1) entfallt damit. 
eine Voraussetzung (L-Zulassigkeit von f), die praktisch niclt überprüfbar ist. 

3. Die Kubus- und die Oktaederdarstellung können auch zir nurnerisehen "Best inì-
mung des Abbildungsgrades von stetigen Funktionen bez. beliebiger Gebiete Q € i 
verwendet werden. Hierzu ist Q nur in geigneter Weise durch em n-dimensionales 
Polyeder zu approximieren (vgl. das Vorgehen in [151). 

4. Aussagen über die Existenz von a 1 -Triangulationen erhält man wiederaus dem 
in [23] angegebenen Satz 
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