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Ein Zusammenhang bzw. Eichfeld in einem- Vektorbiindel iiber einef riemannschen Mannig

faltigkeit wird mit Hilfe eines Differentialoperators eingefithrt. Unter Anivendung neuer Er-
gebmsse von P.Gioxtner und V. WixscH wird emefFolge von' Konforminvarianten vom -
Gewicht —1 des Eichfeldes konstruiert. Diese spielen u. a. in ‘der Theorie des Huygensschen~-
Prinzips eine Rolle. Wir berechnen die relativen Konforminvarianten firr verschiedene Bei-
spiele; so verschwmden sie z. B. fir die Klasse der Instantonen-Eichfelder.”

CeazHocTs uan KaIM6pOBOYHOE MOMe’ B Bex’ropnom PACC/OGHHN . HAT PHMAHOBKIM MHOTO-
06pasiieM BBENETCA yepes oneparop tina Jlannaca. Ilpumenss isosue pesyavratst I1. Tion- -
TEPA M 13. BIOHIIA MBI IOCTPOMM 113 KanuGPOBOYHOTO NOAA NOCAENO0BATENABLHOCTE Koud)opmm\
nnBapuanTos Beca —1. Ouu BCTpewatorcs, Hanpumep, B Tcopuu npnxuuna loiresca. B
HEKOTOPHKIX NPHMEPOB OTHOCHTENbHbIE KOHPOpPMHEIE nnnapuamu BhuHCTHAIOTCA. B uacr-
HOCTH, OiM 06pamalo'rcn B HYIb LA xanquosquux noneit THNA NHCTAHTOHOB.

A connection or a gauge ficld in a vector bundle over'a riemannian manifold is. mtroduced by
" means of some given Laplace-like opera.tor App]ymg new results of P. GGNTHER and V. WiNscH

we construct a sequence of conformal invariants of weight —1 for a- gauge field. Theése are
relevant e.g. in the theory of Huygens’ prmcnple We calculate the relative conformal invari-
ants for some examples especially they vanish for any instanton gauge fleld i

-~

~

Es sei M eine Manmgfaltlgkelt der Dunensxon n= 2m + 2 =4 und E ein Vektor-
biindel iiber M. (Dlese und alle-folgenden Objekte seien von der Differenzierbarkeits- -
klasse C=.) Ein Differentialoperator 4: C®(E) — C~(E) mlt La.place-Ha.upttenl ist -
gleichwertig zu den drei ,,Bausteinen*

— riemannsche Metrik (beliebiger Signatur) g = g.s dx‘ dx? iber M,

' — Zusammenhang bzw. kovariante Ableitung D = da=D, in E bzw. C°°(E)

— Schnitt W des Endomorphismenbiindels End E. p

Die Koeffizienten des Zusammenhangs D Werden im physxkallsch orientierten
Sprachgebrauch auch als Eichfeldpotentiale bezeichnet. Dirch Kombination von ’

. D = dx*D, mit dem riemannschen Zusammenhang V = dzV, zu g kann man, wie

im Anhang (Punkt 9) erldutert, iterierte oder hohere D- Ableltungen bllden Mit. -
diesen ergibt sich dann )

“A=g*DDs+ W, - o Ly

(D.Dy — DgD.) u ==: Fogu ~fiir. w € C=(E),” o (@
F. 1= Fupda® A dzf € C>(End B @ AT M). ey

\/Ian nennt F die Krummung von D bzw. im phys1kahschen Sprachgebrauch auch :
Ezch/eldstarke T
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, Eichtransformationen der Schnitte u € C*(E E) und konforme Transformationen

der Metrik g konnen derart auf das Tripel (g, D, W) ausgedehnt werden, dafl die Form |
des Differentialausdrucks Au erhalten bleibt. Unser Interesse beschrinkt sich hier

auf-die, konformen Transformationen.

Defmltlon hme konforme Tmns[ormatzon 44 b/w (g,D W) — (3, D, W)
mit dem konformen Exponenten @ € C®(M) sei erklirt durch

. 'A_d:zkc—""“’wd(c'":?u). : : : . (4)
~ Mit den Methoden von '[12]:kanri man dic G]éichwertigke:it von (4) zu den drei " '
Bedingungen - : '
g = ey, R L " . ‘ - (5)
Du=Du, " . @
W ——e—*m+2WA(e#¢I) ' _ _ o (7)

zeigen. Hierbei sel I der ldentxsche Operator, und in ‘\nwendung auf Schmtte von
End E sei A := ¢**D,Ds + W (siche Anhang, Punkt 7). S ,

Als einen Beltrag zum' allgemeinen Problem der Bestlmmung der (relativen) Kon-
forminvarianten von A bzw. von (g, D; W) werden wir eine spezielle Folge von Kon-
forminvarianten-vom Gewicht —1 von (g, D) konstruieren. Die Konstruktion arbeitet

mit den D-Ableitungen verschiedener Ordnung der Elchfeldkrummung F und den .

) V- Ableltungen verschiedener Ordnung des durch
' 1

(n—2)L:=ch—;R~g ' - (8)-:

2(n — 1)
definierten symmetrischen Tensors
' L= Lydzde? € Coo(IT*T M), o |
" - Dabei gcht L nur iiber dic sogenannten konform-kovarianten Ab]entungen C, von

P. GGNTHER und V. WinscH in das Ergebnis ein. Mit diesen in § 1 erlduterten .

C-Ableitungen erhalten wir fiir jede Stufe p = 4:

Der bezuglzch der Indizes «y, &y, ..., &, symmetrische und (bezuglzch q) spurfreze Antezl
T vow : R A
p—1 Ve ) A . . .. -
< Yalg,p —q)Cs, ... Co . Fo - . Copy - CapF“: . ’ (9)
g=1 ' \ o . :

mit Konstanten.alg, p — q) ist konforminvariant vom Gewicht —1 genwu dann, wenn

aor—0 = -0e( 2 ), %) C o)

g—1/\¢g+1

Y
[

bis quf einen nur von p abhingigen Proportionalititsfaktor ist.

Wir illustricren dicse relativen Konforminvarianten durch Beispicle und Anwen-
dungen. In einer spéiteren Arbeit sollen. weitere Anwendungen gegeben werden. An-
siitze zur Konstruktion der durch (9), (10) beschriecbenen Gréen finden sich bereits
in der Arbeit [12] des Autors. i ’ :

]
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§'1. Konforminvariante polynomiale Tensoren

Nach einera klassischen Resultat laft sich ein Tensor, der a]s ein Polynom in den g*4
und in den particllen Ableitungen der Ordnungen 0, 1, ..., k der g.; gebildet wird,
als Polynom-in den ¢*# und den V-Ableitungen der Ordnungen 0,1,....,k — 2 der-
Komponenten R,s,, des riemannschen Kriimmungstensors darstellen (siehe etwa
[13]). Geht man nun zu kombinierten 77M- und E-Tensoren iiber und nimmt in. die
Definition des’ polynomialen Tensors partielle Ableitungen der Zusammenhangs-
koeffizienten von D mit auf; so 1iBt er sich als Polynom in den g*%, den g, den
V-Ableitungen von R,g,, und den”D- -Ableitungen bis zur entsprechenden’ Ordnung
der Kriimmungskomponenten F,s darstellen (siche etwa [10]). Ein solchcr poly-
nomialer Tensor T Tlg, D] henBt vom (konformen) Gewwht w, falls

Tlg, D] = et Tg, D] : . S < (1.1)

_bei einer beliebigen Skalentransformation oder Homothetie, d. h. einer konformen
. Transformation mit g '=-const, ist. Gilt (1. 1) sogar fiir belleblge konforme Trans-
formationen, so heit 7' konforminvariant vom Gewicht w oder eine Konforminvariante,
vom Gewicht w oder einfach konforminvariant. Man spricht auch bei w = 0 von einer
relativen Konforminvarianten und bei @ = 0 von einer absoluten Konforminvarianten. -
Fir den rein metrischen Fall 7 = T[g] haben P.GUNTHER und V. WixscH
[6—8] (siehe auch [14]) unlingst neue Ergebnisse iiber konforminvariante poly-
nomiale Tensoren gewonnen. Wir gehen davon aus, dal} sich Lrgebmssc aus [6—8]
-auf.den Fall der Einbeziehung von Eichfeldern extrapolieren lassen. Zu einer solchen
— im einzelnen noch auszuarbeltendcn — Extrapolatzon wiirden etwa die folgenden
Punkte gehoren:

‘

— Fiir einen polynomlalen Tensor vom Gewncht w sei gesetLt
XoT := lim ~ (113, D) — ceorly, DY), . (1.2)

wobei §, D sich auf den konformen hxponenten ¢ = @ beziehen.
— Genau dann enthilt das konforme Transformatlonsgcsew von T hochstens
1. Ablextungen des konformen Exponenten @, wenn es eine Darstellung

X,T = X7 mit g, := V,p (1.3)

. s

gibt-(in der die X*T nicht mehr von ¢ abhingen). Das konforme Transformations-
gesetz.der X°T enthilt dann.ebenfalls hochstens 1. Ableitungen von ¢.

— Ein polynomlaler Tensor T' vom Gewicht w ist konforminvariant gcnau darm
wenn . :

X1I=0 fur allc p € Co(M) . - B . : (.1 4)

ist. N v :

— Fiir cinen polynomm]en Tensor T dessen konformes Transformatlonsgesew
hochstens 1. Ableitungen von ¢ enthilt, sei die sogenannte konform-kovariante Ab-
" leitung CT durch ihre Komponenten :

C.T := DT — LyX?T - I (s

‘ definiert. Das konforme. Transfornmtxonsgcsct/ von CT enthilt ‘dann wieder hoch-
stens 1. Ableitungen von ¢.

— Sowohl die X* als auch die C, sind Able:tungsopcratlonen in dem Sinne, daf
sie der Summenregel und der Leibnizschen Produl\trcgel genugen Sie sind ferner

"~ mit der Operation der Verjiingung vertauschbar.
AY

26* o -
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§2. *Kons‘truktion der relativen Konforminvarianten - o ‘- N
TR ST Co@

Dxe Theorie des Huygensschen Prmzzps (snehe etwa [9 4,5, 11, 14, 12] legt nahe, daB
sich aus den D-Ableitungen verschiedener Ordnung von F weitcre relative Konform:

* invarianten blldcn lassen, und zwar solche folgenden Typs:

— quadratlsch in F,

g EndE@HPT*M/g weitig, SN S
. — genau eine Verjiingung beziiglich g enthaltend. : '

. ImxSmnc des § 1 wiirde man fiir die gesuchten’ GroBen einen’ Ansatz mit den C-Ab-

leitungen anstelle'der D-Ableitungen machen. Dabei entsteht dann die Notwendigkeit
von Formeln fiir iterierte oder hohere C:Ableitungen. Um demrtlge Formeln zu

" umgehen, schlagen wir im folgenden einen etwas anderen Weg ein.

(

Definition 2:1: Eine Folge von Gréfien - T ;0
L By = Bl 0s ® daidass .. dave € C“(End EQTM® HPT*M)
o e P=1,2,%... . o (22)
sei‘;ekur$iv definiert durc;f\l 3 SR ' . K

F,:= F2y 0, @ da?, » - ’
Fyi= DFy = DoJ%, 6. @ dxn de™, (2.3).
Fyi= DFy ¥ (p* — 1) LF,, . fir p=%3,... -
Defmxtlon 2.2: Es seirI” der von den beiden GroBen ' ' o .
9= G, do i € C=(IPT*M), 8, ®dz € Co(TH ® T3 PRNCEI

_.erzeugte Untervektorraum von C""(E'nd EQ® TM & IIT*M) und die

T, —FnC°°(EndE®TM®HPT*M) mit p=1,23,... " (25)

seien’ seine p- homogenen direkten Summanden. (Das hei8t, I’ bzw. T}, enthalt alle

" Vielfachen der 2-Form g und allé Vielfachen des Kroneckertensors 2; ® dz*.)

- Es stellt sich sogleich heraus, daB die Komponenten F% , . «, Yon Fp im. wesent- .
hchen‘glelch den iteriérten konform-kovarianten Ableitungen

" Cayerr O 5, : \ ' 2.8y

' éind ;Im wesentllchen soll hlerbel gerade modulo g und modulo 8. ®. da:“ bedeuten A

— -

Sata21 Es gilt i ) _ .
,=CP-\F, modT,, ~ - . ., S @
A

X,F, = (p~—1)dq7F_1modF o (28).
Beweis: Nach [i2] verhalten sich die D-Ableitungen emes "End E- Wertxgenl

. ‘Tensorfeldes bei einer konformen Transformation formal wie "die V- Ableltungen eines
- echten. Tensorfeldes Demnach gllt in Komponenten '

_ ? .. ’ )
DpFi..a, = D,;F.‘,,...,, + Q)P(g'ng_.'h..‘ap ng F“,; a(0_,.,0,,...‘,”) T



.- mit der Abkiirzung

\

F,
die Vernachl'alssigimg' von in‘g quadratischen Termen in der ZWischenrechnung ]

I3
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’ g,,,-’—aﬂa, +a,,ua —g.pg"' S o~

o Durch-den Ubergang zu den- symmetrlschen Antellen und zum Rechnen 'modulo Ty
‘reduzxert sich dieses Transformatlonsgesetz auf .

- DF, _DF — (2p'+ 1) dpF; mod Iy,. o

Die Behauptungen (2 7), (2.8) ergeben sxch nun sxmultan durch vollstandlge Induk-
tion iiber p*
: Sel XJ’,, = —(p2 — 1) doF,_, modF Dann fo]gt

CF, = DF, +(p2— 1) LF, __F,,H mod 1‘,,,r1 und L
Fypu = DFy +.(p* —l)LF,,_, S '
' =D~ (2p+ 1) do] [Fp, — (P* — 1) dgF, -1]

+ (p* = 1) [L + Vi — (d¢)2-] [ — p(p —2)doF,.] -
: = =Fpn— P(P + 2).doF, mod Tpﬂ, mod (dp)2. o ; .
Das erglbt XoFpii = —p(p + 2) dpF, mod Dpr o . _A., A

" Das im § 1 Gesagte gewihrleistet, daBl das konforme Transformatlonsgesetz von
+1 = CF,. mod I',,; nur.wieder 1. Ableitungen von ¢ enthilt, und es rechtfertigt

’

P

Im folgenden fassen wir zur technischen Veremfachung, dhnlicki wie in der Kom-
binatorik iiblich, alle F, zu einer ,erzeugenden Funktion* zusammen. Da dJe auf-

- tretenden unendlichen Relhen rein formal sind, treten kemerlex Konvergenzfragen :
. auf (snehe Anhang, Punkt 2). ’

Satz 2.2: Dze Potenzrethe in der reellen Varwblen t S

.

a F(t) = )j ©F,(p — ) (p + 1y Cw(Esz ®TM ® OT*M) . . (2.9)

. : p_ -
genugt der Relation .- . | i .
- XF(t) — _tdpF(t) modI. . (210
_Der Bewels hegt a.uf der Hand & ‘ . oo S ,

5

T heo rem Dze Potenzrezhe mt

— (F( —t),F(t)>€C°°(E’ndE®HT*M), R ©(2.11)

" wobei die bilineare Operation (-, -) gemdaf dem Anhang (Punkt 13) erklart zst zst 'modulo g

konformmva*mnt vom Gewzcht 1, ebenso wie jhre durch
= —zm /(p'>e o @12)

de/zmerten K oef/zzzenten

N p—1 ! 1; p ‘ - e - R
";I,, =q£ (—1)i (q‘__.l) (q+ 1)( Fopp€eC (EndE@IIPT*M (2 13) ( |

PN
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Bewgls Das Rechnen modulo r reduzuert sich"jetzt auf das ‘Rechnen ‘modulo g,
denn :
(F(—t), 3a®dx“>=-<3a®dx“,F(t)>=0,. n ' - "

wie man leicht in Komponenten nachpriift. Nach (2.10) ist nun
X Aty = (X F(—t), F(t)) 4+ (F(—1), X, F(t) =0 modg

" Das Ergebnis (2.13) ergibt sich durch Ausmultlplmeren der formalcn Potenzrelhcn
F(t) und F(—¢) 1 o

Die Werte (=1)e (q P ) (q i 1) der. Koeff1z1cnten der (F 4) in den I, sind. "
im folgenden Sinne emdeutlg bestimmt. . :
Satz 2.3: Wenn ein Ausdruck der Form
L= Y alg,r)(Fo, F,) o (2.14)
g+r=p S o - -
modulo g konforminvariand vom Gewicht —1 ist, so gilt’ .
. P P\ ‘ ‘ -
“alg,p —q) = (—1)7 2.15) .
@p—9 = )(q—.l)(q+1) _ ‘ (2.13)
bis auf einen ‘nur von p abhdnqigen Proportionalitatsfaktor. "
) Beweis: Nach (2.8) einerseits und’ wegen. der Konformmvananz andererselts ist
der Faktor von —de(F,, F,) in X, I, gleich - . : :
glg+2alg +Ln) + o0+ Dalgr+ 1) =
furq,r>1 +r_p—1 '

D1e Losung dieses Rekurswnssystems fiir die Koeffnznenten a erglbt die Behaup-
tung l .

\ : . ' ‘ ' _ C [
§ 3. Spezialfille und Beispiele

- Die I, zeigen Symmetrnccngenschaften wobei d1e beldcn Fille p =0 und p=1

modulo 2 zu unterscheiden sind.
i

Satz 3.1: Fiir gerades p = 2k ist I, eine Linearkombination der Antikommutatoren
{F, q}'z(Fq: q>+< Fpy mit ¢=1,2,...,k.
Fiir ungerades p =2k + 11st I eine Lmearkombmatwn der Kommulatoren
[Fqupq]—< Fpg) — (Fpegs Fy) mth_12 - k.

Beweis: Bei der Ersetzung 9—>p—9 multlpllzleren sich die 7ahlenfaktoren
der (F, ,,q)mI mit (—1)7 B

- Fol gerungen 1. Fur gerades p ist die modulo g genommene Spur tm End E-Sinne
~Trl, € C“(UPT*M) bzw: € C’°°(H”T*M/g)

eine (nichitriviale) vom Gewicht —1 konforminvariante s Jmmetrzsche szjerentmlform
Fur ungerades pgilt Tr I =0 mod g. :
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) 2. Fiir ein ,.abelsches Eichfeld, insbesondere also fir das elel(.:trowmgnetische'Feld, ]
verschwinden die I, tdentisch und liefern keine Information. Die I, sind fiir das
elektromagnetische Feld symmetrische Differentialformen, d. h. Schnitte von [T1*T*M. .

© Wir geben die ersten Glieder der Folge dcr I,an:

N

—I, = (F,, F,), —1I, —-‘3[17’1, ., : .
=1y = 2(3{F1"F3} - 8<F2»‘F2>): —Iy = 10([F1, F,] — D[F'z» Fi)).

Genau diese Anfangsglieder sind in der Literatur zum Huygensschen "Prinzip-zu
finden, allerdmgs ohne die Vereinbarungen, die bei uns jetzt zur Vercinfachung der
,Darstellung gefithrt haben; und zwar fiir den abelschen Fall I2 m [4] und I, Luerst
in [11]; fiir den allgemeinen Fall siche [12]. .

Wegen der Konforminvarianz von F ist I, trivialerweise konforminvariant vom
. Gewicht —1. Andererseits enthdlt I, besonders viel Information. Der beziiglich g
spurfreie Anteil von —Tr I, kann als Energie-Impuls-Tensor des Eichfeldes ange-
. sprochen werden. Im Spezialfall £ = T*M, D = V, n = 4, g lorentzsch (in dem
allerdings sowohl die Eiclikovarianz als auch die Konformkovarlanz gebrochen ist)
enthdlt I, als einen algebraischen Bestandteil den sogenannten .Superenergietensor
von L. BEL und J. RoBINsox (siche dazu [12)). Die Theorie des Huygensschen Prin-
zips ist ein heuristischer Ausgangspunkt zur Konstruktion der I,; sie liefert dann
natiirlicherweise eine Anwendung: Es sei n = 4, ¢ lorentzsch, und alle betrachteten
Objekte seien sogar analytisch. Dann 148t sich’ dlC Folge der notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen fiir huygenssches Verhalten des hyperbolischien Differential-
opera;ors 4 auf die Form bringen

W;£f=o ' . N ¥ )
I , co. . »' ) .

' Dm,_o . o A . (3.2)

. I,=0 modWe_/l mod g. - . SR : (3.3)

(Hierbei bedeutet mod Weyl die Weglassung von Summanden,” welche den Kon-
formkriimmungstensor oder Weyl-Tensor bzw. seine Ableitungen als Faktor ent-
halten.) Ist die Regularitit nur 0, so sind die Bedmgungen (3.1)—(3.3) nur not-
wendig.
. "Die Theorie des Huygensschen _Prmnps fir hohere geradzahlige Dimensionen
n = 2m + 2 legt nahe, daBl es in F quadratische, End E & [ITPT*M-wertige Kon-
forminvarianten vom Gewicht —m gibt, die genau m Verjiingungen beziiglich ¢
enthalten. Deren Konstruktion ist komplizierter als die der I und sncher mit den hler_
angewandten Methoden allein nicht zu bewiltigen.
Wir wollen nun die I, bzw. I, modulo ¢ fiir Belsplele mit gegebenem 4 bzw. (9, D) .
'elcchnen . N
Beispiel 1: Die Manmgfaltlgke(t M= RZN sei mit (globa]en) reellen Koordinaten
-, ¥ und mit komplexen Koordinaten z, = 2, -+ iy, %, = 2 — i (K =1, 2, !, . NY
. versehen und £ = M XR sei das (triviale) Biindel der reellen Skalare. er setzen

8oz 1= 3oy — 200 v, 897, 1= domy + 0oy, -

Ai=Fn S (01550 — i) (3102 + i72) .
k=1 :
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~ und erhalten daraus . . |
g=2d.2kd5k," F=i):dz£/\d5k- o . o

Dann istJ, = —4g und I, =0furp23

. Bewcns Da die Metrik flach und das Elchfeld abelsch ist, fallen dle drei Ab-
_ leitungsbegriffe 9, D, € in Anwendung auf End E zusammen. Da F konstante Kom-_ -
- ponenten’ hat, gilt weiter F, =.0 fiir p = 2. Die Elgenschaft I, = —4g gilt sogar -.
allgemeiner, wenn ge elne Kahler-Metmk und F das Doppelte der zugehorlgen Kahler-

-~ Form 1st | SRARS : . ‘-

i

Spemell fiir_ N=2 erhalten wir das berelts von . J. HADAMARD [9] sta.mmende '
Belspxel . - B
A4 = %/ox? + 62/8y + 82/922 + 32/6t~

-+ 2(y6/3x - x@/@y + talaz — za/at) + x2 + y2 4 22 + t2
auf welches in [5] hmgew:esen wurde.

: Belsplel 2: Die Mannigfaltigkeit M = R* sei mit (globalen) reellen Koordmaten
. 2% 2%, 22, 23 und mit der quatermomschen Koordinate z = 20 4- 2'¢ 4 2% .+ 2%k -
versehen und E = M X H¥ sei das (triviale) Biindel der quaternionischen N—I‘elhl-
gen Spaltenvektoren. Wir betrachten weiter iiber M die euklidische Metrik g = dx d%

" und als Eichfeld die Klasse der bekannten Instantonen -Losungen der Yang Mllls-
Gleichungen. | o ‘ o
. Dann ist I, —Omodgfurp—2 3,... ; : ' p

' Beweis: Die Elchfeldstarke ist selbstdua] d. h. besitzt eine Darstellung
F = fl(da:" A dz' A da® ‘A dz3) + fo(dz® A da? + da3 A d2?)
et £lda® A da® -+ da A dz?)

. . L= f1w1+f2w2+fsw3 o L

- Die Ableltungsbegnffe D und C fallen zusammen und die selbstdua]en 2-Formen w*
(k =1, 2,3) sind D-konstant, d. h. D(w“I) =0.. Deshalb laBt sich.die ,,kovariante
’ -Versxon ‘von F darstellen als v R o .

‘

\

. If’“l,‘ a (dx‘*/\ dx“') ) dx“t . dx“v = /,,(P’w"

N

Dxe Behauptung folgt nun aus der Bemerkung, daB fur zwei beheblge -algebra-
wertlge selbstdua.le 2-Formen : :

" Flg dze A do? = /k k, F” dx“/\ do? =", w*
eine Prbportlonalltat FlaF7 dx“: dx"' ~ggit B’ »

Bekannthch verpfla,nzt man die ,,Instantonen mlttels Fm-Punkt-Kompaktlﬁ-
zierung und konformer Transformation (mittels stereographischer Projektion) auf
" die v1erd1mens,10nale Sphiire 84 =~ R4 y {oo}. (siehe etwa [2]). Nach der ,,Verpflan-~
" zung‘ ist g’ nicht mehr flach und_F nicht mehr trivial. Die Eigenschaft I, = 0
_modulo g blelbt aber gerade auf Grund ihrer Konforminvarianz erhalten!

BelspleL3 Es sei g eine Ebene-We]]en Metrik (plane wave metnc) im Smue von
[3], und.l = [, dx“ n=mn, dz° sexen)okalel Formen mit (l l) = (n, n‘) =0, (B n) = 1
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Ménkaqn bekanntlich eine Ka/rté sélwb'.hlen, daB . _

g =200 da + g, datdad (G, jf=_2 3, 75 P
=d®, a=dd, =3, nF¥=0 ‘

E gllt Weiter sei E das Biindel aller Tensoren emer bestimmten Stufe und D =V
= nemannscher Zusammenhang -Es gilt dann eine Darstellung T v

F—2l/\f mlt (l/)—O ~
1 1.

wobei f= f dx“ € C“(T*M f\ End.E) linear im rlemannschen Krummungstensor
ist. .. , L . .
‘Es gdt nun . 7 . S : . . K

;" _I-~%vq=20( 1)«( )(q+l)<f,,,/pq> ' .
mit der durch RS : s
Coh=h h=m O,

fyin i= (1, V) fy + (8° — 1) (n2, Ly fymy fiir p = 2,3, ...
rekursiv definierten Folge End E-wertiger 1-Formen = 1
L= (],,)“ dz* € C°(T*M ® End E).
Bewels Durch vollstandlge Induktlon erhalten wir . -
F—(l*@/p—fﬁ@mﬂ S UI=0, @Fy=0 "

. und daraus (F,, F,_o) = (/q,-/p_q) Ir T -

Beispiel 4: In einer geeigneten K'arte sei- } _

g,,,-_—const Dma +A,,, A »_const '\

. Die Faserdimension von E bzw. die Reihenzahl der qua.dratlschen Matrizen A .
© - sel . Die Feldstarken F,p = [Ac, Ap] mégen den Yang Mnlls-Glexch\mgen -

D"Fa,g_ (44, Fa,,] = 0
) genugeﬁ : ' ' } T
Hinreichend fiir das volle System der Bedmgungen
' I,=0 modg fur\p—23
- 1st dann bersits das Tellsystem der Bedmgungen mit p < N+ 1.

Beweis: In [12: Satz 6. 2] wurde gezelgt daB in det vorhegenden Sltuatlon das
System ° ' . :
/. I,=0 modg fir 2=<p=p,

dquivalent ist zum System , S
(F2,2%) XP~2(Fooz) = 0 modg " fiir 2sp'sp°‘ ,
, mit X 1= A.z°. (Der Beweis in [12] ist: unabhanglg von der Dimension n und von

der Signatur von g.) Die N-reihige Matrix X genugt ihrer elgenen charakterlstlschen <
Glelchung .

XN 4, X¥ 1o - aN—l-X +ayI'=0-

- o . BN
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mit skalaren Invarianten a,, a,, ..., ay. Folglich lassen sich die Potenzen X?-2 als
Linearkombinationen von I, X, ..., X¥-1 darstellen, und man kann po=N+1
wihlen; die. Bedingungen mit p > N -+ 1 liefern keme neue Information @

-

Eine Folgerung aus dem Ergebnis ist, daB fiir die Gultlgkmt des Huygcnsschen
Prinzips bei » = 4 und bei konstanten Koeffizienten von 4 bereits endlxch viele
Matrizengleichungen’ notwendlg und hinreichend sind.

Zum AbschluB filhren wir noch zwei relative Konforminvarianten von 4 bzw.

(g,-D, W) an, die unter wesentlicher Mitwirkung von W konstruiert werden:

1.. Die sogenannte Cottonsche Invariante von A 4

n—2 .

ist konforminvariant vom Gewicht -1 d. h. Wl = e 0"’W,
Diese wohlbekanntc Tatsache laBt sich aus.

e = W + e"mrgery, v,,emvz

62“’1—3 =R +4

— 1
—3 e‘"wgfﬂvava eme

. ablesen.-

2. ﬁur Dzmenswnen n = 4k 4+ 2 mit ]c =1,2, ...t
-2
(_) RI Wlk =‘: W2

konforminvariant vom Gewicht ——(k + 1). Betspzelswezse exhalten wir fir n = 6 die

(9“ D,Dy +

* bekannte Konforminvariante vom Gewicht —2

(g«ﬁbapﬂ+§.1) Wy= W, S

" Die Aussage iiber W, ist-eine Folgerung aus

Satz3.2: Ist U ¢ C°°(End E) kon/ormmwrmn vom Gewicht w, s0 ist

)o |

vom Gewicht v — 1 uﬁd geniigt X, A4\ U = (4w + n — 2) gD, U.

AIU = <g

Beweis: Aus der Voraussetzung an U folgt g“f’C C3U = 4,U. Folglich treten im
konformen Transformatlonsgcseu von 4,U nur erste Ab]eltungen von ¢ -auf;
zwischendurch auftretende zweite Ablutungcn kénnen, ebenso wie in ¢ qua,dratlsche
Terme, bei der Berechnung von X,4,U ignoriert werden 1

'Man schlieBt nun; da8 diec Konforminvarianz von 4,U aqulvalent zu X 4,U =0
und dies aqulvalent zu 4w +n — 2 = 0 ist.

Anhar'lg: Definitionen und Bezelchhungen

’
-

1. Die Funktoren +, End, ®P, AP, II? erzeugen aus einem Vektorraum E beziehentlich den
dualen Raum, die Endomorphnsmenalgebm, das p-fache Tensorprodukt dis p-fache -alter-
mcrende Produkt das p-fache symmetrische Produkt. .

/
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2. Wir definicren die Menge aller formalen Summen

):17”17' _{u-— Zup!upEfIPE}

P“O

‘Die natiirliche Injcktion von JTPE in ITE sei mit der.mengentheoretischen Inklusion identifi- ’
ziert. Konvergenzfragen treten’ bei den unendlichen Summen nicht auf, da wir die homogenen

Bestandteile /TPE von I1E als zucinander disjunkt auffassen.
. 3. Die Multiplikationen in den Algebren End E, IIE, End E @ I1E blelben unbezeichnet.
Die alternierende Multiplikation sei wie iiblich mit A bezeichnet. -

4. Nach einem bekannten Schema (siehe etwa [1]) werden die Begnffe der Punkte 1 bis 3
/von der Kategorie der Vektorriume in die Kategone der Vektorbiindel uber einer \ianmg
: fdltngkelt verpflanzt. .

5. Die Funktoren 7' bzw. T* ordnen einer Mannigfaltigkeit M ihr Ta.ngentm.lbundcl THM-
. bzw. Kotangentialbiindel.7*M zu.

. 6. Ein (infinitesimaler) Zusammenhang in ecinem Vektorbundel E iuber, M sei mit "einer
,,kovarianten Ableitung®* D identifiziert, d. h. mit einer 7"* M- wcrtlgen Derivation von C°°(E)
\Vlr schreiben auch D = dz*D, beziglich einer lokalen Karte z — (z*) von M.

. Durch Postulierung der Lmbmzregel D(uov) ='(Du) ov + u o (Dv) fir jede der a,uf
tretcndcn Produktbildungen o wird D auf die Vektorbiindel ausgedehnt die sich aus £ durch
Anwendung der Funktoren dér Punkte'1 bis4 crgcben

‘8. Der nemannsche Zusammenhung V = dz*V, in TM zur Metrik g ist durch V®g=0

und durch verschwindende Torsion definiert.

9. Aus Vin 7'M und D in E wird in Vektorbiindeln des Typs (Funktor, 73f) ® (Funktor, E)

-mittels der Leibnizregel D(z ® v) = (Vu) ® v +u ® (Dv) ein — hier ebenfalls mit D be-

zeichneter — kombinierter Zusammenhang konstruiert. (vergleiche mit Punkt 7). In diesem
Sinne seien msbcsondere iterierte D-Ableitungen aufzufassen.
10. Ein in C=(E) wirkender linearer. anferentlaloperator mit dem Haupttenlsymbo]

) oty u = g“ﬂtatﬂu fir ¢ =t, dz* € CO(T*M), - u € C®(E)
heiBt ein Differentialoperator mit.Laplace-Hauptteil zur Metrik
0= updztda? mit (¢F) = (gop) |
11, Wir betrachten fir jedes féste z 6 M.dio Algebra
(HT*M) (z) = Faser von JIT*M in z.

Die Unteralgebra’ der buughch g(z) spurfreien Elemente 1st isomorph zur Ful\toralgcbra, nach’
dem von g(z) erzeugten Hauptideal: Wir identifizieren-die ‘Unteralgebra mit der Faktoralgebra-
und schreiben dafiir (/17*M) (z)/g(z). Diese Identifizierung wird, auch auf diec p-homogenen
Bestandteile iibertragen sowie zu einer Vektorbundel-Konstruktion erweitert. Es ergebcn sich
die Vektorbiindel /TPT*M /g und das Algebrabindel I1T*M [g.

12, Fiir Pfaffsche Formen oder 1-Formen t = t,dz®, s = s, dz® € C®(T*M) definieren wir

tP:=tt ...t (p Faktoren), (¢, 8y := g°bt,sp,
b = 12, 1= (g°Fty) B, . : ‘ o »
13. Dic Produktbildung _ ‘ o L

(F, C) € C®(End E @ IIT*M) von 'F, G € C®(End E ® TM @ IIT*M)

" sei aufzufassen als .
. mit g gcblldctcs inneres Produkt bezugllch ™™,
.: Endomorphismenprodukt beziiglich End E,
. duBeres (d. h. symmetrisches) Produkt beziglich JIT*M.

14 Der (riemannsche) Krummungstensor zu g mit Komponenten R,p,, sei definiert durch -

die Ricciidentitit (V,V5 — V,,V Yty =: Rogt* fur t,dz* € C°(T*M), t°:= g*ftg. Der Ricci-
" tensor Ric = R,pdx® dxzf sei def)mert durch R,g:= g#"R,g,,. Ferner bezeichne R := g*fR_ 4
die Skalarkrummung und chl den Konformkriimmungstensor.

15. Es bezeichne modulo, b/w mod dic Restklassenbildung hach einem Untermum eines
Vektorra.umes -

N\
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