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• • Konforniinvarianten vom Gewicht —1 elnes Zusammenhahges 
• oder Eichfeldes 

R. Sciismo 

,Ein Zusammenhag bz'. Eicbfeld in einemVcktorbündel fiber einci riemannschen Mannig-
faltigkeit wird mit Hilfe eines Differentialoperators eingefuhrt. Unter Anivendiing neuer Er-
gebnisse von P GUNTHER und V. \VUNscH wird eino'Folge von Konforminvariantén vom - •	
Gewicht —1 des Eichfeldes konstruiert. Diesespieleri u. a. in der Theorie des Huygensschen 

•

	

	Prinzips eine Rolle. Wir berechnen die relativen Konforthinvarianten für versehiedene Bei-
spicle; so verschwinden sie z. B. für die Klasse der Instantonen-Eichfelder. 

Cen3HocTb urns Fca31u6ponoHoe no.Tle a BeETopuoM paccjloeHuu. Hag pHM3HOBE.JM Miloro-•	oöpa3ueM BBeëTcH q epb3 onepa'rop Tuna JTannaca. lipsilleuss iiosaie peayilb'raTbi IT. I'ion-
TEP3 11 13. BI0HIIIa M	ll bl nocTpoM 113 Ka3ln6poBOHorO HOJUI nocJ1eoBaTeim	HI liocTb ROIOM1Ib1X 
II11B8U3IITOB -Beca —1. 01111B	 H CTpelaIoTcH, anpuMep, B TCOHII upiiwina FloreHca. B 
tieHOTOb1X npuepon oTHoduTeJIhIlbIe ROH4IOpMHhIe uiinapuauvai BbHHCJIMIOTCH. - B aCT- 
HOCTH, oiui o6pauaiovcu a uyia AJIF I IcaJlla6poBo4HMx noieft Tuna lancTaHToHoB. 

A connection or a gauge field in a -vector bundle over a riemaniian manifold is introddced by 
means of some given Laplace-like operator. Applying new results of P. GuNTHER and V. WUNSCH 
we construct a sequence of conformal invariants of weight —1 for a gauge field. These are 
relevant e.g. in the theory of Huygens' principle. We calculate the relative conformal invari-
ants for some examples; especially they vanish for any instanton gauge field.	 - 

Einleitung	•	 •	 :	 •	•	•	- - 

Es-sei M eine Mannigfitigkeit der Dimension n = 2m + 2 4 und E ein Vektor-
bundel iiber M. (Diese mid alIefolgenden Objekte Seien von der Differenzierbarkeits- 
klaáe C.) Em Differentialoperator 4 :C°°(E)	C°(E) mit Laplace-Hauptteil ist' 
gleiehwertig zu den drei ,,Busteinen"	 • 

• - - riemannsche Metrik (beliebiger Signatur) g = gp dxl dx über M,	- 
- Zusammenhang bzw. kovariante Abl'eitung D = dxD, in E bzw. C(E),	•

- Schnitt W des Endomorpaismenbtindels End E.  
Die Koeffizienten des Zusammenhangs D werden im p1ysika1isch orientierten 
Sprachgebrauch auch als Eich/eldpolentiale bezeichnet. Dürch Kombination von 
D = dxD mit dern riemannschen Zusammenhang' V = dxV zu g kann man, wie 
ml Anhang (Punkt 9) erhiutert, iterierte odér höhere D-Ableitungen bilden. Mit 
diesen ergibt sich dann	•	 '	 - 

4 = gflDDp + W,	.	-	 .	•.	(1) 
'	(D6Dp - DD,) u :Fu • für. u E C-(E) ,	•	 -	(2) 

F :	dx A dxa E C(End E04 2TM)	 -	• •'	( 3) 
Man nennt F die Krummung von D bzw. im phyèikalischeti Spiachgebrauch auch 
Eich/eldsldrlce.	-	 •	•-	-	 - 
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Eic}itransforniationen der Schnitte u E C°3 (E) und •konfornae Transformationei 
der Metrik g können derart auf das Tripel (g, D, W) ausgedehnt werden, da3 die Form 
des Differentialausdrucks Au erhalten bleibt. Unser Interesse beschränkt sich her 
auf- die konformen Transforniationen.	 - 

Definition: Eine kon/orme Transformation J - 21 bzw. (g, D, W)-- (, D, W) I 
mit dern kon/ormen Exponenten 99 E C(M) sei erklärt durch 

Ju :='e-(m+2)A(emu).	 -	 (4) 

Mit .den Methoden von [12] k-ann man die Gleichwertigkeit von (4) zu den drei 
Beclingungen -	 - 

= e2 g,	 -	 (5) 

-	Du . =-Du,	 (6) 
•	

W = ehi+2)A(emJ)	 -	(7) 

zeigen. Hierbei seil der identische Operator, und in Anwendung aufSchnitte von 
End E sei A := g flDDp + W (sieIe Anhang, Punkt 7) 

Als einen Beitrag zunr allgenieinen Problem der Bestinitnung der (relativen) Kon-
forminvarianten von A hzw. von (g, D, W) werden wir eine spezielle Folge von Kon-
forminvarianten voni Gewicht —1 von ( ,q, D) konstruieren. Die Konstruktion arbeitet 

- mit den D-Ableitungen versehiedener qrdnung der Eichfeldkriiminung F und den 
V-Ableitungen versehiedener Ordnung des durch 

(n - 2)L':= Ric - 2(n	1) R -g	 (8)-: 

definierten syrninetrischen Tensors 

L =	dxa dxg E C(H2TM). 

Dabei geht L nur Ober. die sogenannten konform-kovariañten Ableitungen C von 
P. GUNTHER und V. WUNSCH in das Ergehnis em. Mit diesen in § 1 erläuterten 
C-Ableitungen erhalten wir für jede Stufep.4: 

Der bezizglich der Indizes cx,, cc,,•••, cxi, symmetrische und (bezüglich g) spur/ .reie Anted 
von p-i	 - 

' a(q, p - q) C ... C q,F	...... C 9F.	,	'	 (9) 
q=i 

nut Konstánten .a(q, p - q) ist kom/orminvariant vorn Gewicht -- 1 gena'a dann, wenn 

a(q,p - q) = (_1) (q
	) (q	')	

'.	 (10). 

bis au/ einen nur von p abhdngigen Proportionalitãts/aktor ist.	- 

Wir illustrieren these relatiyen Konforminvarianten durch Beispiele und Ariwen- 
dungen. In einer spateren Arbeit sollenweitere Anwendungen gegehen werderi. An-
sätze zur Konstruktion der durch (9), (10) beschriebenen Gröl3en finden sieh bereits 
in der Arbeit [12] des Autors.	-	 -
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§1. Konforminvariante polynoniiale Tensoren 

Nach einerh klassischen Resultat lift sich ein Tensor, der als em Polynom in den g 
und in den partiellen Ableitungen der Ordnungen 0, 1, ..., k der gp gebildet wird, 
als Polynoni-in den gIP und den V-Ableitungen der Ordnungen 0, 1,..., k - 2 der 
Koinponenten des riemannsehen Kriimmungstensors darstellen (siehe etwa 
[13]). Geht man nun zu kombinierten TM- und E-Tensoren über und nimmt in die 
Definition des' polynomialen Tensors partielle Ableitungen der Zusammenhangs; 
koeffizienten von D mit auf, so laf3t er sich als Polynom in den r, den g, den 
V-AbleitungCn von und den D-Ableitungen his zur entspieehenden Ordnung 
der Krünunungskoniponenten F fl darstellen (siehe etwa [10]). Ein soicher poly-
nomialer Tensor T = T[g, D] 4eil3t voni (konformen) Gewicht to, falls 

T[,D]=e2"'T[g,D]  

bei einer beliebigen Skalentransformation oder Homothetie, d. h. einer konforinen 
Transformation mit = const; ist. Gilt (1.1) sogar für beliebige konforrue Trans- 
formationen, so heit3t T kon/orminvariant vom Gewicht cv oder eine Kon/orminvariante 
vqm Gewicht co oder einfach kon/orminvariant. Man spricht auch bei co =0 von einer 
relativen Konforininvarianten und bei cv = 0 von einer absoluten Konforminvarianten. 

Für den rein metrisehen Fall T = T[g] haben P. GUNTHER und V. WUNSCH 

[6-8] (siehe auch [14]) unlängst neue Ergebnisse iiber konforminvariante poly-
nomiale Tensoren gewonnen. Wir gehen davon aus, daB sich Ergebnisse aus [6-8] 

- auf. den Fall der Einbeziehung von Eichfeldern extrapolieren lassen. Zu einer soichen 
- im einzelnen noch auszuarbeitenden - Extrapolation wiirden etwa die folgenden 
Punkte gehoren:  

- Für einen polynoinialen Tensor vom Gewicht co sei gesetzt 

X0T := urn	(T[, .1)] - e2 T[, D]),	 (1.2) 

wobei U, sich auf ded konforiiien Exponenten q' = eO beziehen.	- 
- Genau dann enthalt das konfqrme Transformationsgcsetz von T höchstens 

1. Ableitungen des konformen Exponenten , wenn es eine Darstellung 

X9,T = X"T mit 99, :=	 (1.3) 

gibt-(in der die XaT nicht mehr von gg abhangen). Das konforme Transformations-
gesetz:der XT enthält dann.ebenfalls höchstens 1. Ableitungen von 
- Ein polynomialer Tensor T voin Gewicht co ist konforminvariant genau dann, 

wenn
X,'J' = 0 für alle q' E C-(M)'  

ist.	 I - 
- Für eineno1ynomialen Tensor T, dessen konformes Transformationsgesetz 

hächstens 1. Ableitungen von 99 enthält, sei die sogenannte konform-kovariante Ab-
leitung CT durch ihre Komponenten 

CT := DT - L flXflT	 (1.5) 

definiert. i)as konforme.Transformationsgesetz von CT enthält dann wieder höch- 
stens 1. Ableitungen von99. 

- Sowohi die Xa ats auch die C sind Ableitungsoperationen in dern Sinne, daB 
sie der Sutiuinenregel und der Leibnizschen Produktregel genügen. Sie sind ferner 
mit der Operation der Verjiingung vertauschbar. 

26*
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§ 2. Konstruktion der relativen Konforminvarianten' 

Aus (2), (6) liest man die Konforminvarianz der Krummung ab: i - 

-	 (2.1) 

DieTheorie des HuygensschenPrinzijs (siehe etwa 19 4,5, il, 14,12]) legt nahe, daB 
sich aus den D-Ableitungen versehiedener Ordnung von F weitere relative Konform-

•	invarianten bilden lassen, und zwar soiche folgenden Typs: 
quadratisch in F, 

• - End E ® rIrT*Mlgwertig, 
en au eine Verjungung bézUglich g enthaltend. 

ImSinne des § 1 ürde man far- die gesuchten GroBen einen Ansatz mit den C-Ab-
leitungen anstelleder D-Ableitungen machen. Dabei entsteht dann die Notwendigkeit 
von Formein für iterieite oder höhere CAbleitungen. Urn derartige Formein zu 
umgehen, schiagen wir im folgenden cinen etwas anderen Weg em. 

• Definition2.1:EineFolge von Gröfkn	 -	S 

•	-	F =	 ® dx' dxc" ... dx"p € C(End E ® TM (D 17PT*M) 

für p = 1, 2, 3,	
5 55•	

(2.2) 

seirekursiv definiert durch	S	 •	 - 

F1 : = F-fl Ø dx,	 -	 S 

-	 F2	DF1 =	3,, 0 dxa dxc',	 (2.3). 
•	-	 : DI',, ±( 2 —1)LF_ 1 ,für p = 2,3,... 

	

Definition-2.2: Es seirder von den beiden GröBen	 S 

•	g =	dz' dxc ' € C 0 (1I2T*M), d ®dxa E Cc(TM ® TM)	(2.4) 

erzeugte Untervektorraum von C(End E ® 'TM 0 17T*M) u.iid die 

J p :=1ThC(EndE®TM®17PT*M) mit p=l,2,3,...	(2.5) 

seien seine p homogenen dire1ten Sumthanden (Das heiBt, I' bzw i enthalt alle 
Vielfachen der 2-Form g und aliè Vielfachen des Kroneckertensors (D dx.)	- 

	

Es steilt sich sogleich heraus, daB die Komponenten	von F,, imwesent-
lichengleich den iteriérten konform-kovarianten Ableitungen	 • 

-	... C 9F 1	 (2.6) 
• sind. ,;Im wesentJ.ichen" soil hierbei gerade modulo g und modulo 3 ® dxa bedeuten. 

• Satz 2.1: Es gilt	: -	 -	•	 S 

F,,= CP1F1 . mod r.	 .	 (2.7) 

XF,, = —(p2 - 1) &9,F,,_ 1 mod F,,	 (2.8) 

• • Beweis: Nach [12] verhalten sich die D-Ableitungen eines EndE-wertign •	• Tensorfeides bei einer konformen Transformation formal wie die V-Ableitungen eines 
S - echtenTensorfe1de. Demnach gilt inKomponénten	 S	 •	 5 

-	 -	 S	 •	 P 

+	 -	 .-• 
•	 S	 •	 q=1	-
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mit der Abkirzung	
S 

.+i 3pP3 
T gapg9'• 

Durchden Vbergang zu densymrnerischen Anteilen und zum Rehnen modulo f,, 
reduziert sich dieses Transformationsgesetz auf 

•	DF9 = DF9 - (2p ± 1) dtpF mod I'.  

- Die Béhauptungen (2.7); (2.8) ergeben sich nun simultan durch vollstandige ,Induk-. 
tion überp:	 - 

Sei XçFp _ (p2- 1) d(pF_ 1 mod !'9. Dann folgt 

CFp =DF9 f(p2_ 1)LF9 F91 mod 1, und 

-	 +.(p2— 1)LF 1	 S 

= [D.- (2p -f- 1) d] [F9 - (p2- 1) dq,F9_1} 

+ (p2 - 1) [L + V2ç - (dg] [F91 - p(p —2) dpF91] 
= ... = F 1 - p(p + 2)dqF9 mod I' +j , mod (dq)2. 

Das ergibt X9,F 1 = —p(p + 2) dpF9 mod 
Das im § 1 Gesagte gewahrleistet, daf3 das konforme Transformationsgesetz von 

F9+1 = CF,. mod I' nurwieder 1. Ableitungen von 99 enthält, und es rechtfertigt 
die Vernach1assing von in , T quadratisehen Termen , in der Zwischenrechnung U 

Tm folgenden fassen wir zur technischen Vereinfachung, ähnlich wie in der Kom- 
•	binatorik iiblich, alle F9 zu einer erzeugenden Funktion" zusammen. Da die auf-

•	tretenden unendlichen Reihen rein formal sind, treten keinerlei Konvergenzfragen 
- auf (siehe Anhang, Punkt 2).	 - 

Satz 2.2: Die Fotënzreihe in der reellen Variablen t	-	I 

F(t) =tPF9/(p - 1)' (p + 1)' E C'°(End E ® TM (D JJT*M)	(29) 

genügt der Relation	 •	.-	
S. 

X91F(t) = —t th-pF(t) mod!'	 (2 10) 

- Der Beweis 'liegt auf der Hand I	 S 

T he ore m: Die Potenzreihe in t
 

1(1) :=,(F(—t),F(t))E C(EndE®HT*M),	 (2.11) 

wobei die bilineare Operation (.,.) gemafi don Anhang (Punkt 13) erkldrt jet, ist modulog 
konforininvariaiit vom Gewichi - i--i, ebeñ.so wie jhre durch'  

•	-	1(1) =: _,'tPI97(p!)2 -
	 S	

(2.12) 

• de/inierten Koeffizienten	 S	 •	 - 

JTP

•-'	

=:	
1)(q	

(q	
(Fe, Fpq) E C(EndE ® HPTM). (2.13) 

	

1 )	'P 1) 

S	

-	 S	 S	 -	 S	 - I	 •	 -	 • 

-	 I	 ••
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Beweis: Das Rechnen modulo I' reduziert sichjetzt auf ds Rechnen 5modulo g, 
denn

/ (F(—t);O ® dx") = .( ® dx", F(t)) 0, 

wie man Ieicht in Komponenten nachpruft. Nach (2.10) ist nun 

XI(t) = (XF(—t), F(t)) +.(F(—t), XF(t)) = 0 mod g. 

Pas Ergebnis (2.13) ergibt sich durch Ausmultiplizieren der formalcn Potenzreihen 
•	F(t) und F(—t) I 

	

Die vTerte (1 
(q ! ) (q	

der.Koeffizienten der (Fq, F,-q) in den 4 bind. 

•	im fogenden Sinne eindeutig bestimmt. 

Satz 2.3: Wenn ein Ausdruck der Form  

=	' a(q, r) (Fe , 1 r)	..	 . .	 (2.14) 
•	 q±r=p

 

-	 modulo g konformiñvariand vom Gewicht —list, so gilt 

0	 a(q,p - q) =. (1)Q (q
	) (q	)	

(2.15). 

-	- bis auf einn nur von p abhdngigen Proportionalitats/aktor.	 . 

Beweis: Nach (2.8) einerseits und wegen der Konforminvarianz andererseits ist 
der Faktor von _dp(Fq , F) in X,19 gleich 

q(q + 2)a(q + , 1, r) + r(r + 1) a(q,r + 1)= 0. - 

•	 furq,r1,q+r=p-1. 

Die Losung dieses Rekursionssysterns für die Koeffizienten a ergibt die Behaup-
tungi 

§ 3. Spezialfãlle und Beispiele	 ..	 . - 

- Die 1 zeigen Symmetriceigenschaften, wobei die beidenFälle p = 0 und p = 1 
modulo 2 zu unterscheiden sind.	 .	 . - 

Sat z 3.1: Für gerades p = 2k ist 19 eine Linearkombinatiom der Antikommutatoren 

{Fq , Fpq} := (Fq, F_) + (Fpq, Fq) mit q - 1, 2, ..., k. 

Für ungerades p = 2k ± 1 ist I, eine Linearkom/jination der Kommutatoren 


[Fe , Fpq I : (Fe , F9q) - (Fp_q, F) mit q = 1, 2, ..., k. 

Beweis: Bei 'der Ersetzung q —p - q multiplizieren sich die Zahlenfaktoren 
der (Fe , Fp_q) in I mit (-1) P •	 . 

Folgerungen: 1. Für gerades p ist die modulb g genommene Spur im End E-Sinne 

-TrI9 E C(TIPT*M) bzu E C 0o (H1T*M/g)	• S	 • •0 

eine (nichttriviale) vorn Gewicht —1 konforminvariante sym"metrische Di//erentialform. 
Für ungerades p gilt Tr I,= 0 mod g.	

S
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2. Für em ,,abeLsches Eich/eld", insbesondere also für das elektromagnetischeFekl, 
-	verschwinden die '2k+1 identisch und lie/ern keine Information. Die '2k sind für das


elektromagnetische Feld symmetrische Dif/erentialformen, d. h. Schnitte von 1I2T*M. 

Wir geben die ersten Glieder der Folge der I,, an: 

	

(F1 , F1 ),	I3 = 3[F 1 ', F211 

	

I. = 2(3{F1 ;F3} - 8(F2,.F2)),	I5 = 10([F 1 ,F4 ] - 5[F2 , F3]). 

Genau diee Anfangsglieder sind in der Literatur zuna Huygenssehen Prinzip zu 
- finden, allerdings ohne die Vereinbarungen, die bei uns jetzt zur Vereinfachung der 

.Darstellung gefuhrt haben; und zwar für den abelschen Fall 12 in [4] und 14 zueret 
in [11]; für den allgenieinen Fall siehe [12]. -. 

Wegen der Konforminvarianz von F 'St 12 trivialerweise konforminvariant vorn 
• Gewicht —1. Andererseits enthält 12 besonders viel Information. Per bezuglich g 

spurfreie Anteil von —Tn 2 kann als Energie-Impiils .-Tensor des Eiehfeldes ange-
• sprochen werden. liii Spezialfall E = T*iII , D = V, n = 4, g lorentzsch (in dein 

allerdings sowohi die Eichkovarianz als auch die Konformkovarianz gebroehen ist) 
enthält 12 als einen algebraischen Bestandteil den sOgenannten •Superenergietensor 
von L. BEL und J. RoBrNsoN (siehe dazu [12]). Die Theorie des Huygensschen Prin- 
zips ist em heunistischer Ausgangspunkt zur Konstruktion der I; sic liefert dann 
natlirlicherweise eine Anwendung: Es sei n = 4, g lorentzsch, und alle betrachteten 
Objekte eien sogar analytisch. Dann läl3t sich die Folge der notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen fur huygenssches Verhalten des hyperbolischen Differential- 
operators zl auf die Form bringen 

HT	1' 0,	 -	(3.1) 

1)F = 0,	 •	. (3.2) 

I,= 0 mod Weyl, mod g	 •	 (3.3) 
(Hierbei bedeutet mod Weyl die Weglassung von Sunimanden,' weiche den Kon-
fornikrummungstensor oder Weyl-Tensor bzw. seine Ableitungen als Faktor ent-
halten.) .1st die Regularitat nur C, so sind die Bedingungen (3.1)—(3.3) nur riot-
wend ig. 

Die Theorie des Huygenssehen Pninzips für höhere geradzahlige Dimensionen 
n = 2m + 2 .legt nahe, daB es in F. quadratisehe, End E 0 /1PT*Mwertige Kon-
forminvarianten voni Gewicht —m gibt, die genau m Verjiingungen bezuglich g 
enthalten. Deren Konstruktion ist komplizierter als die der I,, und sicher mit den hier. 
angewandten Methoden allein nicht zu bewaltigen.	 . 

Wir wollen nun die I bzw. I,, modulo g für Beispiele mit gegebenem zi bzw. (g, D) 
erechnen.	 .	.	. . 

Beispiel 1: Die ,Mannigfaltigkeit M = R2N sei mit (globalen) reellen Kdordinaten 
Xk, Yk und mit komplexen Koordinaten Zk = Xk + Yk, Zk = - iyk (k 1, 2, .., N) 
versehen und E = M X  sei das (triviale) Bhndel der reellen Skalare. Wir setzen 

a/aZk := aiaxk - '9I3Yk,	aIaZk := 
N 

zJ := .Rn E (aIa k - jZk) (3/aZk + izk) 
k=1
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und erhaltendaraus	 - 
N 	 N 

g = ' 4zk dk,	F = i f d; A d k .	-	0 

k=1	 - 

Dann ist'I2 = —4gundI=0furp 3. 

:	Beweis: Da die Metrik flach und das Eichfeld abelsch ist, fallen die drei Ab-
leitungsbegriffe a, D, C in Anwendung auf End E zusammen. Da Fkontante Koin-, 

•	ponenten hat, gilt weiter F =.0 für p ^t 2. Die Eigenschaft 12 =-4g gilt sogar 
aligemeiner, wenn g eine Kähler-Metrik und F das Doppelte der zugehorigen Kahier-- -	Form ist I 

•	Sp'eziell fürN = 2 erhalten wir das bereits von J. H	ii.BD [9] stammende 
Beispiel

zl = 2/ex2 + a2lay2 + d/z2 + 2/at2	 S 

•	 + 2,(!,.9/x - x9iay + t9/ 9z —f zal0t) + X2 + y2 + z2 + t2, 

auf welches in [5] hingewiesen wurde.	
S 

•	its eispiel 2: Die Mannigfaltigkeit M = R4 sei mit (globalen) reellen Koordinaten 
- x0, x1 , x2 , x3 und mit der quaternionischen Koordinate x = z0 + x'i + x2j, ± x3/c 

versehen, und E = M x 11 w sei das (triviale) Bundel- der quaternionischen N-reihi- 
g'en Spaltenvektoren. Wir betrachten weiter(über M die euklidische Metrik g = dx dx 
und als Eichfeld die Masse der belannten Instantonen-Lsungen der Yang-Mills. 
Gleichungen.	 S '	 I 

Darin ist I,= O mod gfurp = 2,3,...:	 - 
Beweis: Die Eichfeldstärke ist selbstdual, d. h. besitzt eine Darstellung 

F .= /1 (dx° A dx1 .+ dx2 'A dx3) + 12(dx° A dx2 ± dx3 A x') 

-	+,;(dxoAd.±dx1Adx2)  

f1 0J ' ± 12w2 + /3w3.  

Die Ableitungsbegriffe D und C fallen zusammen, und die selbstdualen2-Formena 
(k = 1, 2,3) sind D-konstant, d. h. D(w"I) = 0. Deshalb läBtsich.die ,,kovariante 
Version" von F,, darstellen als	 0	

5-. 

P	(dx"A dxai) ® dx' ...dxap = Ik)Wk.  

Die Behauptung folgt nun aus der Bemerkung, daB für zwei beliebige algebra-
wertigeselbstduale 2-Formen  

0	 F'dx"AdxP	fk wk ,	F'dx"Adx	/kwk	 S	 - 

eine Proportionalitat	dx" dx"' r- g gilt I 
•	Bekanntlich verpflanzt man die ,,Instantonen" mittels Ein-Punkt-Kompaktifi- 

zierung und -konformer Transfornition (mittels stereographischer Projektiori) auf 
- die viërdimensionale Sphare S _ R4 u lool (siehé etwa [2]). Nach der ,,Verpf Ian- - 

zung" 1st g nicht mehr flach und E nicht mehr trivial. Die Eigenschaft I, 0 
modulog bleib abergerade auf Grund ihier Konforminvarianz erhalten!	- 

•

	

	Belspiel,.3: Es sei g eine Ebene-Wellen-Metrik (plane wave metric) im Sinne von 
• [3], undi = t dxa, n = n dx" seienjokale 1-Formen mit(l, Z= (n, = 0) (l, n) = 1.
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/	 S	 - 

Man kann bekanntlich' eine Karte so wählen, daB 

- g =2dx°dx1 +g1(xO) dx' dxi	(i,j.=2,3, ...,n), 

l=dx°,	n=dx'	1*=a1,	=3o	
S. 

gilt. Weiter sei E das ,Biirdel aller Tensoren einer bestimmten Stufe mid D = V 
riemannscher Zusammenhang.- Es gilt daiin eirIe Darstellung  

F=21A/ mit (1,/)=0, 

wobei / = f. dx" E C(T*M ®End.E) linear im riemannschen Krummungstensor 

Esgiltnun	 '	S	 S 

jp-= lPL(-1) (q! ) (q	1)(tq,tp_q) 

mit der durch	- 

./1 := f	t2:= (ii, V) I,	 S 

fp1 := (n,V)/ ± (p2 - 1) (n2, L)/9_1 für p = 2,3,... 
rekursiv definierten Folge End E-wertiger 1-Formen 

•	•. I,,	(/ dx" E 000(T*M ® End E). 

Beweis: Durch vollstandige Induktion erhalten wir - 

F9 = (1* Ø'/ _'/4 ® 1) 1P',	(1, /) = 0,	(1 1 F9) = 0 

• ünd daraus (Fq, F) = (fq,/p-q) i' I	 -	-'	-. • 

Be i s p iel 4: In einer geeigneten Karte sei-	 -	• 
•	g=const,	D.	A., - A.	cons .t. 

Die Faserdimension von E bzw; die Reihenzahl der quadratischen Matrizen 
sei N. Die- Feldstärken Fp = [Ad , Ap] mOgen den Yang-Mills-Gleichungen	• 

S	

DPF = [Ac Fop] 0-	 •	
S	 - 

'genügen.	 -	 -	-	 - 
Hinreichend für das voile System der Bedingungen 

-	
19=Onzodg fürp=2,3,...	S 

• - istdann beréits das Teilsystem der Bedingungen mitp N-± 1., 
S	 Beweis: In [12: Satz 6.2]-wurde gezeigt, daB in der vorliegenden Situation das 

System • 
1	i0 mod 	fur-2pp0	-	 S	 S 

äquivaient ist zum System' 
-	(Fx"') X92(Fx) = 0 mod g' für 2 p p	• 

mit X := Ax". (Per Beweis in [12] ist.unabhangig von der Dimension n und von 
der Signatur von g.) Die N-reihige Matrix X genugt ihrer eigenen charakteristischen 
Gleichung	

S	

S.	 -	
S	 -	 • 

• X±alX''±•.•±a_lX±aNI=0	 -	--

5	 5	

0	 • ,	 •
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mit skalaren Invarianten a1 , a2 , ..., aN . Foiglich lassen sich die Potenzeri XP-2 als 
Linearkombinationen von I, X, ..., X 1 darstellen, und man .kann Po = N ± 1 
wahlen; die. Bedingungen mit p > N. + 1 liefern keine neue Information I 

Eine Folgerung aus dem Ergebnis ist,, daB für die Gultigkeit des, Huygensschen 
Prinzips bei n = 4 und hei konstanten Koeffizienten von zi bereits endlich viele 
Matrizengeichungennotwendig und hinreichend sind. 

Zurn AbschiuB fQhren wjr noch zwei relative Konforminvarianten von A bzw. 
(g,D, W) an, die tinter wesentlicher Mitwirkung von W konstruiert werden: 

1. Die sogenannte Cotton,sche Invariante von A  

	

S - 

W - 4(1) RI	W1	 .	 (3.4) 

ist kon/orminvariant vom Geivicht —1, d. h. W1 = e 2'W 1 .	- 
i)iese wohlbekannte Tatsache laBt sich aus. 

e 9'W = W+ emVVpemI, 

e2 = R + 4	e—mVV cm 

ahiesen. 
2. Für Dirnen.sionen It = 4k + 2 mit k = 1, 2, ... ist 

•	 /	 n-2 
•	

+ 4(n - 
1) RI) W1 k 	W2 

kon/orminvariant vonm Gewicht -(k + 1). Beispielsweise ehalten wir für n = 6 die 
•	bëkannte Kón/orminvariante' voin Gewicht —2	. 

.5.	 (1D+f.I)w1.=w2. .	. . 

Die Aussage über 1V2 ist eine Folgerung 
Sat z 3.2: 1st U E C — (End E) kon/orminvarian: vom Oewicht co, so ist 

-	A1 U := gDD -,	RI U 

vom Gewicht w - 1 und genugt XA I U = (4cv ± n - 2) w"DU. 
Beweis: Aus der Voraussetzung an U folgt gCCU = A 1 U. Foiglich treten irn 

konformen Transformationsgesetz von zl 1 U nur erste Ableitungen von .99 auf; 
zwisehendurch auftretende zweite Ableitungen können, ebenso wie in q q quadratische 
Terme, bei der Berechnung von XA I U ignoriert wérden I 

'Man sehlieSt nun; daB die Konforininvarianzvon A 1 Uaquivalent zu X4 1 U = 0 
und dies aquivalent zu 4w + n - 2 = 0 ist.	 S 

Anhang: Definitionen und Bezelchnungen 

1. Die Funktorèn •, End, ®, A, HP erzeugen aus einem Vektorraum E beziehentlich den 
dualen Raum, die Endomorphismenalgebra, das p-fache Tensorprodukt, dás p-fache alter-
nierendeProdukt, das p-fache symmetrische Produkt.	 S
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• 2. Vir definieren die Menge aller formalen Summen 

H Efl E :PE := { = E u u E HPE}. 

Die natürliche Injektion von J7 PE in HE sei mit der, mengentheoretischen Inklusion identifi-
ziert. Konvergenzfragen treten'bei den unendlichen Summon nicht auf, da wir die homogenen 
Bestandteilo I7PE von 17E als zucinander disjunkt auffassen. 

3. Die Multi plikationen in den Algebren End E, HE, End E ® HE bleiben unbezeichnet. 
Die alternierende Multiplikation sei vie Ublich mit A bezeichnet. 

4. Nach einem bekannten Schema (siehe etwa [1]) werden die Begriffe der Punkte 1 his 3 
von der Kategorie der Vektorrthlme in die Kategorie der Vektorbündel Uber einer Mahnig-' 

-	faltigkeit verpflanzt. 
5. Die Funktoren T bzw. T* ordncn einer Mannigfaltigkeit M ihr Tangentialbundel TM-

bzw. Kotangentialbundel.T*M zu. 
• 6. Em (infinitesimaler) Zusammenhang in einem VektorbUndel E uber• M sei mit einer 
kovarianten Ableitung" D identifiziert, d. h. mit einer T*Mwertigen Derivation von C(E). 

Wir schreiben nuch D = dxD bezuglich einer lokalen Karte x (x) von M. 
7. Durch Postulierung der Leihniziegel D(u o v) = (Du) o v	u o (Dv) für jede der auf-




tretenden Produktbildungdn a wird 1) auf die Vektorbündel ausgedehnt, die sich aus E durch 
Anwendung der Funktoren der Punkte1 bis4 ergeben.	- 

S. Der riemannsche Zusainmenhang'V = dxV in TM zur Metrik g jst durch V ® g = 0 
und durch verschwindende Torsion definiert. 

9. Aiis V in TM und D in E wird in Vektorbundeln des Typs (Funktor 1 TM) ® (Funktor2 E) 
mittels der Leibnizregel D(u (D v) = (Vu) ® v +u ® (1)v) em - hier ebenfalls mit D be-
zeichneter - kornbinicrter Zusamnienhang konstruiert (vergiciche mit Punkt 7). In diesem 
Sinne seien insbesondere iterierte D-Ableitungen aufzufassen. 

10. Ein in C(E) wirkendcr linearer.Differentia1operator mit dem Hauptteisymb,o1 

a(t) u = gttpu für t = 1 dz E C(T*M),	u E C(E) 
heiBt ein Differentialoperator mit Laplace- Hauptteil zdr Metrik 

•	g =	dxl dxP mit (g4P) = (g). 

• 11. Wir betrachten für jedes feste x M die Algebra 

(17T*M) (x) ?= Faser von T!T*M in x.	 S 

Die Unteralgebra der beziiglich g(x) spurfreien Elemente ist isomorph zur Faktoralgebra nach' 
deni von g(x) erzeugten Hauptideal: Wir identifizicren die Untera1gebra mit der Faktoralgebra 
und sehreiben dafür (HT*M) (x)/g(x). Diese Identifizierung wird, auch auf die p-homogenen 
Bestandteilc ubertragcn owie zu einer Vektorbündel-Konstruktion erweitert. Es ergeben sich 
die Vektorbundel I1PT*M/g und das AlgehrabUndel I1T*M/g.	- 

12. Für Pfaffsche Formen oder 1-Formen t = tdx, s = s dx € C(T*M) definieren wir 

tP := it ... (p Faktoren),	(t, s) = 
1* := t"9 := (g4tp) a, 

13. i)ie Produktbildung 

(F, G) E C(End E (D I1T*M) von F, G € C(End E ® TM ® TIT*M) 
sci aufzufassen als ... 

m it g gebildetes inneres Produkt bezüglich TM, 
Endomorphismenprodukt bezuglich End E, 
aul3eres (d. h. symmetrisches) Produkt bezQglich 17T*M. 

14. Der (riemannsche) Krümmungstensor zu g mit Komponenten	sei definiert durch 
die Ricciidentitiit (V. V - VV) =:	für t,dz € C(T*M), t := g4tp. Der Ricci-
tensor Ric = R, dxo dxP sei definiert durch R :=	Ferner bezeichne R := gPR

die Skalarkrummung und Weyt den Konforrnkrummungstensor. 

15. Es bezeichne modulo, bzw. mod die Restklassenbildung irnch einem Unterraum eines 
Vektorraumes.
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