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Emlge Bemerkungen zur Anfangs-Randwertaufgabe a — h(x, t) du = f
" mit meBbarem Koeffizienten ' '

J. HEINRICH

. N . .
In der ‘vor]'icgenden Arbeii: wird die Anfangs-Ra-ndwerta.ufgabe a%u — k(z,t) du = f mit

meBbarem Koeffizienten zuniichst fir spezielle Gebiete (Wirfel) mit einer Modifikation des
Banachschen Fixpunktsatzes behandelt. Davon ausgéhend erhalten wir.eine Existenz- und
Eindeutigkeitsaussage fiir Gebiete der Klasse 02 Verschiedene Elgenschaftcn der Losung
werden betrachtet. . /

P a . N
B nacroawefi pafore cMemlaHHad KpaeBaA 3ajfaya a_t“ — h(z,t) Au = f uccirenyerca cHa-

yajla ANA CMelHaTbHhX obnacteit (Ky6oB) € mMOMOIIBbIO MOAUPUKALMH ' TEOPEMb Baunaxa o
HenoABUKHOM Touke. VICXORA ¢ 9TOro mosyuyaem. pe3yJbTaT O CyuleCTBOBAHMHU M eIMHCTBCH-
. HocTM nJiAa obaacredt knacca 0. PaccMaTrpuBalOTCA HEKOTOpPbIe CBOICTBA PELIEHUA.

In the present paper the mixed problem %u — h(x, t) du = f with measurable coefficient

is considered at first for special domains (cubes) by a modlflca.txon of Banach’s fnxed point
theorem. Starting from. this we get an existence and unequmcss theorem for domains of the
class O2. Several properties of the solution are dlscusscd }

v . o ' -

Wir beﬁmchten eine Anfangs-Randwertaufgabe fiir die lineare parabolische Diffe-
rentialgleichung 9/ét w — h(z, t) du = f. Losbarkeitsaussagen fiir Anfangs-Rand-
wertaufgaben des angegebenen Typs sind, unter starken Voraussetzungen an die
Koeffizientenfunktion (Hélder-Stetigkeit, Differenzierbarkeit), seit langem bekannt
(vgl. dazu z. B. die Arbeiten von DRESSEL [3, 4] und PocorzgvLski [9]). Einen Uber-
blick iiber die in Réumen Hélder-stetig differenzierbarer Funktionen arbeitenden
- Methoden findet man bei LADYSCHENSKAJA, SoLoNNIKOW und UraLzEwa [8: Kap..
TV, §§ 11—17]. Demgegeniiber gibt es kaum Arbeiten, die Aufgaben der ahgegeb'e-
nen Art behandeln, wobei die als Losungen erhaltenen Funktionen Elemente eines
‘Sobolew-Raumes sind und (im Sinne dieses Raumes) alle in der Differentialgleichung
auftretenden Ableitungen besitzen. LADYSCHENSKAJA, SOLONNIKOW und URALZEWA
(8: Kap. IV, Theorem 9.1] konnten eine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage. be-
“weisen, fiir die die Voraussetzung  der Stetlgkelt der Koeifmentenfunktlonen be-
nétigt wurde. :

N

Eine umfa.ngrelche theratur gibt es zu Anfangs- Randwertaufga.ben fiir Differen- A
p .
tialgleichungen der Art i div (h grad u) = /, wobei hiufig tlefhegende Hilfs-

- mittel zur Anwendung gela,ngen die oft auch fir die Behandlung nichtlinearer Auf-
gaben geeignet sind (vgl. hierzu z. B. Strauss [10], HENRY [7], ZEIDLER [14}). .
Mitunter lassen sich Aufgaben der hier intéressierenden Art in die dafiir entwickelten
Konzeptionen einordnen, wie das etwa bei GAJEWSKI [6] und Wroka [13] der Fall
ist. Diese Herangehensweise hat jedoch den Nachteil, dal die erhaltenen Lésungen
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nur schwache Losungen (in.einem geeighet} zu ‘definierenden Sinn) sind, d. h., ‘es

_ brauchen nicht alle in der Differentialgleichung vorkommenden Ableltungen im

Sinne .cines Sobolew-Raumes zu existieren, oder daB wiederum starke: Voraus-
setzungen (Differenzierbarkeit) fiir die :Koeffizienten notlg sind (s: etwa [13: Bsp.

28.2 und 28.3)). ,

- Wir werden in der vorliegenden Arbelt zeigen, daB die betrachtete- Aufgabe in
dem auch in [8] benutzten Sobolew-Raum W,21- eindeutig Iosbar ist. Insbesondere
besitzt die Losung alle in der leferentlalglelchung auftretenden Ableitungen und-
erfiillt:diese im.Sinne des L,, Dabei. benétigen wir, neben der Forderung der Para-
bolizitit der Aufgabe, ledlghch die MeBbarkeit der Funktlon k. Neben der Existenz-
und Emdeutlgkeltsaussagc interessieren wir uns fiir Elgenscha,ften der Losung; z. B.

fiir die Frage, wie sich die Losung bei einer- ,,Storung der Koeffizientenfunktion

‘dndert. Die dabei gewonnenen Aussagen werden einen einfachen Z ‘ugang zu ver- ‘

schiedenen nichtlinearen Aufgaben croffnen Wir werden darauf in einer Wextcrcn
Arbeit eingehen. - ~ ’ ' .

- Wir lésen die betrachtete Aufgabe zunachst fiir wiirfelférmige Gebxete Dazu
iiberfiihren -wir die “Aufgabe in eine- ~Fixpunktaufgabe, deren Losbarkeit sich’ (fiir
diese speziellen Gebiete) mit Hilfe einer geringfiigigen Modxfﬂ(atxon des Banachschen
Fixpunktsatzes nachweisen la83t. Insbesondere erhalten wir die Liésung der Aufgabe -
iterativ durch schrlttwelse Losung von Aufgaben mit einem konstanten Koeffizien-
ten. AnschlieBend iibertragen wir.die erhaltenen Aussagen auf solche Gebiete @,
deren Rand in der Klasse 02 hegt Diese Bedingung ist etwas schwécher als oG € C?;
die Definition findet man in’ [8: S. 19]. Wir arbeiten dabei mit einer Methode, die
fiir parabolische Aufgaben zuerst von LaADYSCHENSKAJA, SoLoNNikow und URAL-
zEwa' [8: Kap. IV, §§ 4—9], fiir elliptische Aufgaben in ahnhcher Form vorher
schon von BROWDER [2] und DY‘II’N’ {5] verwendet wurde.

'A . o

1. Bezeichnungen und Aufgabenstellung

' l
G = Abschheﬁung eines beschrinkten Gebletcs im R”

. Qp:= G x[0,.77,

. []ﬂ]]“‘ = max{
: ij

’ Spi= (0G@) x [0, TY. - . . '
.Dabel bezeichnet ¢G den Rand von G. Es werden in dleser Arbeit nur solche \'Iengen '

G betrachtet, fir die' 9G¢ das Lebesgue-MaB Null hat. Damit kénnen die Rdume
Ly(G)nd Ly(int @), die wie iiblich definiert sind, unmittelbar miteinander identifi-,
ziert, werden." Mit n bezeichnen wir stets die Dimension des betrachteten Raumes .
(R"). Wir werden mit folgenden Sobolew-Réumen arbeiten:

wr@) — der wie iiblich definierte Raum (s. z. B. [1]);
wi °(G) — AbschlieBung des Raumes Co®(int @) in W1 2(G),

w3 21 QT) — Raum allermeBbaren Funktionen % : Qp — R, die die verallgememerten -
2

au o u .und ~9
ot ax; . L 0x; 6xi ;
0

i T D o
, ¢ +maxilf—u ull;, = U
7wz e T T e+ e ||, <

gllt Dalei bezelchnet [I'lle.; die Norm im Sinne des Raumes L,(Qr). Es soll stets
t€[0,T) und z = (z,, ..., ) € G sein. Tst ‘M eine Menge und u eine auf einér
Obermenge von M defmlerte Funktlon so bezeichnen wir mit u|y die Emschran-
kung von % auf M. .

Ableitungen u (1<7,j<n) besitzen und -fir die

,
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Wir wollen nun d1e in dleser ‘Arbeit bétrachtete Aufgabenstellung formulieren.
(A) Gesucht ist eine Funktlon u€ W2Y(Qr), fir die gllt ’

. °

-.._'(Al) ) T h(x 1) Au = /(x, t),

(A2) - ulg=g, . . - -
(AB) - ulg,=0. L=

Dabei sind g€ Wi*(G) und fE L,(Qr) ' ) gegebené Funktionen, A:Qr — R ist ‘eine
gegebene meBbare Funktion, die der Bedingung 0 < k< h(x t)< K (fiir fast alle

(z,?) € Qr) geniigt. Die Beziehung (A1) ist als Gleichung im Sinne~des L2(Qr) zZu -

verstehen Wir wollen vereinbaren, daB alle in der Arbeit vorkommenden: Koeffi-

zientenfunktionen die- angegebenc Unglelchung fiir dieselben Konstanten & und K‘;

" erfiillen. .
. Bevor wir die Aufgabe (A) betrachten, werden wir eine Aufgdbe ( ) behandeln
die aus (A) dadurch hervorgeht, daB (A2) durch die speznellere Bedingung

(B2) ulg=0

ersetzt wird. o ,
 Die Loésung der Aufgabe‘(B) werden wir, wie bereits angedeutet, in ‘geeigneter
Weise auf die Losung der folgenden einfachen Aufgabe zuriickfithren.
(C) Gesucht ist eine Funktion » € W2(Q;), fiir die gilt:
P P . . '
(C1y au—aAu:/(x,q), o .
(€2 ul=0, " ' '
(C3) . ‘uls, =0.
: _ Dabeiist f € L2(QT) und a > 0 eine Kon§tante.

~

AN

Losung der betrachteten Aufgaben fiir G = [0 l']"~

" Wir 1gsen zunachs’c d1e Aufgabe (C) fiir Wurfelformlge Gebiete, wobei es uns vor
allem auf verschiedene Elgenschaften der Losung ankommt.’

' De_flmtlop 1: Wir bezexchnen mit m den Multiindex m = (my, My, - ,m,,), wo-

bei wir stets m;.= 1, 2, ... voraussetzen, und mit |m| dessen Betrag, d.h. lm] Z mi.
.‘_.

Fur einen \1u]t1mdex m sei Pm € Ly(@) gemaB
, -
. n 9 1/2 m: n A2 .
en(z):=[] =] sin i x; und }.,,,:= P :r_z_m_: N

o =\ /) € . S\ .

Weiter sei d: Wi'(Qr) x W%"(QT) — R gemdB -
}: IIA(u = 0)ll, or}

2.0r

32

831

d(u, v):= max {max {

3]

(u' = v)

) Defmltlon 2: Sei a > 0.. Fir f € Ly(Qr). sei Uyt QT - R gemaB u”(x t)

= ): cm(t) ‘Pm(x) Dabel lSt

\

Cmlt):= f f exp( zma(t—w)f(e, %(5) der .

" Lemma 1: Dze Rethe fiir uy, st im S‘mne des Raumes L,(Qr) konvergent, und es

13

mlt s, Alz,0r:= 2727 [1flle, 0z

\

~

BN
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Beweis: a) Fiir festes ¢ € [0, T] erhalten wir zunichst
|| ent on@; = Ztemt®”
m N 2.6 m

0 G

¢ _ YR ' :
. gz( J exp(—mma(t'—r)) dr)( S| ] 1& ) on® dszdr)
m \o

t
< ;f 2 f/s, T) pm(8) déft dr = t||/nzo‘s LAz,
[\] m

. L - - T .
b) Aus a) erha,lten wir [lu,, ,||2 0, = = [|/||§'0Tf,t dt = 5 T ”/”2.91 1

0

Lemma 2: Fur 1=7, 7S n besuzl uy,, die verallgemeznerte Ableztung .
Dabet gult ; 0x;

2
Uy € Lz(QT) und d(uy s, 0) S - ”f“z Qr-

2

ul',.

0
. ax ox; . . .
Beweis: a) Sei pw(z, t) Z Cmlt) @n(2). Nach Lemma 1 ist zunichst

oy — w1 llz,0r — 0. .

b) Die Funktionen py- besitzen die Ableltungen d 5 PN offensnchthch im klassi-
schen Sinne. Sei /,,,(r)._ f/(.f, om(£)dEund N < M Wir schitzen ab:
. ! . G

ot

2 o o2

|2 o
f T PY T g P dz B
é _ .
t - ‘ 2 s
= f fexp (—Ama(t -1 ) ( ) fm(7) d7 @p(2) dx
NSlmlsM
0 .
. t : - 2 .
.= X fexp (—inalt — 7)) (%) dr
NEImlsM t !
. o. . , e
. t o .
X [ e (et — ) (B2 it a
3 . .

’ t

1
=1 [ exp (~nate - z>)( L) o .

a Nsimisd J

N 0 - !
¢) Nun schitzen wir weiter ab: .
rd

T T o o 3

'flvsh‘ggmfexp(—i.ma(t—r)(n—m) [fm(T))? dv dt

f f exp (— maz—n)( ) npdidrs L f Il .
N<Iml<M @ NSImlé
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d) Aus b) und c) ergiBt sich:

I 32 . 62
I o;? Py — wl’u

2

. T
1 N
== 2 fl/m(?)lzdf =:icyy-.
2.0r Q% NsimisM : - _
2

o T

. P! .

VVegeHVSIleu of (@) de < AR, folgt ¢y » — O fiir N, M ~> co. Damit st = g j
Py m

eine Ca.uchy-Fo]ge im Ly(Qr), d.h. u,, besitzt die verallgememerte Ableltung
YR

mE u;, und diese ist Element des Raumes L,(Q@r). Aus den oben angegebenen
j .
Abschitzungen ergibt sich unmittelbar

a2 1, '

3x 'lfx g r.0r = 2 I/llz. @z

1

Eine analoge Abschitzung liefert ||4u; fllz,q.. § — ||/||2;0,,.

‘e) Auf analoge Weise zeigt man die Existenz der gemlschten Ableitungen und die

o
=— ||f|[2 oo

0x; 3x,

Gultlgkext der Unglelchung

Uy,r

2.Qr

Lemma 3: Fir 1=j=n besitzt uy, die wverallgemeinerte Ableitung —8_ Uy
Dabez gilt h . i

jv e
g(;) -

Beweis: Wu’ wollen 7una.chst vermerken daB die Existenz der verallgememerten

6 .
) 8_ ull € Ly(Qr) und ’

2
- ul.l
. 2.Qr
' ‘Ableltung u” auf -Grund von Lemma 2 berelts klar 1st Da es uns aber vor
. Vallem auf dxe im Lemma angegebene Abschatzung ankommt; werden wir ,,direkt® )
- 0
zeigen, da — py eine Cauchy-Folge im Ly(Qr) 1st Wie im Beweis von Lemma 2,

ox;
Teil b) schat,zen wir zunéichst ab:

dxé - ) ff cxp —Ama(t — r)) [fm(r)l d‘t dl

0x; 9%; a N.SIMIsM

o

% ff|/m(f)|2dfdt ‘vg|m|gnxff|/,,,(r )Y2dtdr.

TT , '
ff fm(®)2 dt de < T |fi2,, . .
. .

T

Wegen
z

N=ImlsM

ist % py eine Cauchy-Folge im Ly(Qr). Dle im Lemma angegebene Abschatzung
folgt unmltte]bar 3
Bemerkung 1: Ist u € LQ(QI), 80 sei (u);: [0, 1] — Ly( [0 1% x [0, 1) gemaB

(’lt), (J (21) ceesZp-1s t) = u(zl: seey Zi-1s y: 2y veey zn—l? t) .

7
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N N

: : Aus dem Beweis von Lemma 2, Teil a) und dem Bewels von Lemma 3 ergibt sich,

daB, die Folge (py); glelchmaBlg gegen (u,y ,) Lonverglert Insbesondere 1sb Uy flr=0

© =yl =0.

-

, Daraus fo]gt oy =0 I

, Funktwn Uiy ist Element des Raumes Wi Qr) und er/ullt die Aufgabe (C). Weiter ist - '

- mit ¢ (T) =— + (—) T+ 2"‘/2T:-i‘- 2. (Wzr beachten die G’ulhgkezt von

~und

6
Lemma. 4: Die Funktion u‘ . besitzt dze verallgemeinerte Ableuung ul. ,.ADabez'
gut. . . )
2 o oo
rn Uy s € L2(Q7) und e ‘ull_ aA”l/ /e .
_"Beweis: a) Seien py und f(7) wie lm Bewels von Lemma 2 erklirt. Zunichst ist
”PN — U Jz.0r = 0. e ) : '

‘b) Offensxchtllch besxtzt PN die verallgememerte Ablextung Lk und es gllt

o '
S vl ) = | é A(/,,,(t) —a f exp (— ?ma(t — r)) fm(7) dT Am) svm(x)

A | \

. ( . fal0 %(x)) +a dpy.

{ml<

Die Konvergenz HApN — Au1 /”z 0s —>0 Wurde berelts gezeigt. Wir betrachten nun

den Ausdruck

. T . . . . X : R
ay=[ [ Z/mt)% ) — flz, P dzdt.

0 G |misN

Fiir fast allé ¢ € [0, T] gilt
f | Z fnlt) #u@).— flz, 0

2dx —>0 fur N——>oo C K . -

f |l b /m q:m(x) — f(z, t>|2 dx < f mx t)l?dx

0

at

' d
Folgerung 1: Aus dem Bewew von Lemma 4 ergz'bl su:h ” n pN
2,Qr
Es folgt, daf (py) gleichmdfig gegen u, ¥ Icom/ergwrt au/ge/aﬂt als Abbzldungen [O T

. = Ly(@). Insbesondere st u,, ,]G = 0.

Folgerung 2: Aus Lemma 1—4, Bemerkung 1 und Folgerungl ergibt sich: Dze

‘.

25, < uT) Mleor o

S 1 T\V2

a’u
ot M

= alldu, /“2 or + 1/llz.02-)

Bemerkung 2 Die osung von (C) ist im Raum W2 4(Qyr) emdeutlg Durch
Betrachtung von Faltungen J, * v (Definition s. [1: Kap. IT] liBt sich diese Aus-
sage leicht aus dem bekannten Maximumprinzip (vgl. z. B. [12: S. 364)) fiir klassi- -

-sche’ Losungen parabolischer Anfangs- Randwertaufgaben gewinnen. Wir wollen dar-

auf nicht eingeben; da die Eindeutigkeitsaussage ein Spezialfall eines bekannten
Ergebnisses ist: Jede Losung » von (C) aus W“(QT») liegt- insbesondere in dem in

’Uq] —>O .

2,Qr '
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[8] mit Va(Qr) bezeichneten Raum und ist verallgemeinerte .Losung von (C) im

‘Sinne von [8: Kap. III, § 1). Die Emdeutlgkeltsaussage ergibt sich aus [8 Kap. I11, -

, Theorem 3.1].

Wir wenden uns nun der Losung der Aufgaben (A) und. (B) zu, dxe wir, wie berelts )

angedeutet, als Fixpunktaufgaben in W¥ l(QT) behandeln.

. Defmltlon 3: Sei h:Qr > R eine- Funktlon die der in der, Formullerung der

Aufgabe (A) angegebenen Voraussetzung genugt ‘Wir wihlen speziell a : = — (k + K)
", und definieren S,: W3(Qr) — W3(Qr) gemdB Syu:="u, (p—a)du- ’ b

Offensichtlich ist S,, linear und nach den ‘betrachteten Elgenschaften der Funk-
. tion u, ¥ beschrankt ;

Sa,tz 1: Fir jedes uy € W3 (Qr) existiert emn u € WENQr) mit u = uy + S,.u

Bewels a) Mit Hilfe der in- Folgerung 2 angegebenen Abschatzung erhalten wir
: 4fur u, v € W¥(Qyr) die Abschitzung

1Sk Sl = ISk — vEd, < &) Itk — 0) 4w — vl,a

= c1(T) ad(u, v).

\ N

b)Mi}e:=k2k

< (1 &) dlu )+Ttahlch aus k< h <K folgt —F _<h o 2K
=T e o). Talsietl =0=008 T R=e Tk K
d;h.e§ §2—e,also

. 1 -
d(Sn% Sw) = — itk — a) Au — v)l, oT = (1—') II/J(u = V), o, =(1- e) d(u, v).

. ¢) Fir m = 1 2, ... definieren wir u,, € W“(QT) durch U 1= Uy + Spllm_y. Mit
Hxlfe der Unglelchung aus b) zeigt man.wie beim Beweis des Banachschen Fix-

‘punktsatzes, daB d(uy,, u,) — 0 fiir m; r — 0o. Aus der in a) hergeleiteten Ungleichung * -

ergibt sich dann |ju, — u,llg or = cu(T) ad(up-y, Ury ) — 0 fir m, r - co. Damit ist
. (up) eine Cauchy-Folge in WiY(Qy), also Uy —> U in W“(QT) Aus der Stetlgkelt
" von S, folgt u = 1y + Spu l

Bemerkung '3: Die Lésung dct‘Glcwhung u = uo + S,,u ist elndeutlg An-

_ genommen, es ist u = %, -+ Syu und v = ug + Spp. Dann ist u — v.= Sy(u — v).’

Daraus folgt -zunichst d(u — v,0) = d(S,,(u — v), 0) =(1 —¢)d(u — v,0), also
d(u = v,0) =0. Weiter ist |lu — v” = [|Sp(u — iz, = ei(T) ad(u — v,0) =0,
also w=v. - S :

}

“Satz 2: Aufgabe (B) st in W“(QT) eindeutig losbar.

o
-

Bewels a) E\nst,enz einer Lésung.” “Nach Satz 1 exxstlert ein u € W3 (Qr) mit

2
U = ul 7+ Spu. Aus Lemma 2 und Lemma. 4 folgt; e a Au = / +-(k — a) du,

©dvh. — T hdu = f. Die Gultlgkelt von u|c = 0 und uls, = 0. érgibt s1ch aus.

Folgerung 1 bzw. Bemerkung 1. : ' ' :
b) Emdeutlgkelt der Losung. Sei v eine weitere Losung von (B) und wi=u — v.

. ] \
Dann ist -a%w—kdw—o d. h. w:—aAw-(h—a)Aw. -Aus der Ein-

at

.

€ (O 1] gilt fiir alle u, v € W2(Qr) die Unglelchung d(Shu Shv) .

— 4 <1—e&¢ th Lemma 2 erhalten wir dann.

~
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deutigkeit der .Losung der Aufgabe (C).(Bemerkung 2) folgt w = ul,(,,_a,dw = Sw.
Aus Bemerkung 3 folgt w=01 ' ' .

Wir betrachten nun einige Eigenschaften der Losung der Aufgabe (B).
Lemma 5 Die Losung u der Au/gabe (B) erfiillt folgende Ungleichungen:

1. lellys, = co(T) Wllz.00
20 flelegr &7 ilors :
3. |l—ul - Sc,,TJ/Z Mho, (1 Sisn). '
: ’ axt' 2,0

’

Dubez st co(T) eine fiir T — O beschrinkte Funktwn, c2(T) und cg sind von h 't und 1
unabhingig, c, st von T unabhéingig.- .

Beweis: a) Sel (u,,) die im Bewels von Sat7 1 konstrmerte Fo]ge Es ist d(u,,, u)
- (uo, W < ): U, ) < T (1= o dlue, w) = d0O, Syt0) = A0, wo
=— d(ul 5 0)

b) Mit Teil a) dieses Beweises sowne mit Lemma 2 erhalten wir ||Au”zo,. S d(u,0)-

Sd(uuu)+d(0 uu_( +1) d0, u ) = ( +1)—H/Hzor

/) . 7 : .
c) Es ist i hAu = /, also at adu=f + (Iz — ) Au Aus der Ein-
deutigkcit der Losung der Aufgabe (©) ergibt sich mit Folgerung 2 bzw. Lemma 1 . 3
und Lem ma 3: \ .

[ = u(T) (IMlle.or + @ 1dulle,0s)».
ulls,0r < 27T (ll,0r + @ lld%lz,0,),

s

oz "

T\2 ’ :

2,0r
Aus by folgen fiun die behauptetcn Unglelchungen 1

Lemma 6: Seten wu,, ujy die Losungen der Au/gabe (B) /ur die Koe//zzzenten/unk-
tionen h bzw. k. Dann st

lun 31, < ul? )(1 + )n(h—ﬁ) Bl -

Beweis: a) Mit Hilfe von Lemma 2 sowic der im Beweis von Satz 1, Teil‘b) ‘
'hergele:tetcn Ungleichung erhalten wir zunachst

-

d(up, ’“n = d(S,,u,., Syur) é d(S,,u,,, Siup) + d(S,.u,,, Saun)
=— ”(h - h) A“n”z 0r + (1 — &) d(uy, uh),
: also‘ ‘

'71 .-‘ 1 ‘ - ' .
dup, ui) = — Ik — k) dupllo,or =— (k. — k) Awplia, oy -

~
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\ . ) ' . - . v -

b) Mit Folgerung 2 und der im Beweis von Satz 1, Teil a) lierge‘leit,eteil‘Unglei- o
chung kénnen wir weiter abschitzen:

lfur — un||2 0, = WShun — ‘9Z’¢4n|20 = [1Shup — Sk unl , T 1STuy — wurliSg,
~éq@ww—%AMM%+qWMﬂmmnSﬁW%1+ Mw—ﬁMwm%J

Folgerung 3: Seten u,, bzw. 1y, die Losungen der Au/gabe B) /w' die K oe//zzzenten-
funktionen h bzw. h. Die. Folge (hs) sei fast sicher konuvergent gegen h. Dann st
M, — wallZy > 0.
" Dies crglbt snch mit Hilfe der Ung]elchung aus Lemma 6 aus dem groBen Lebesgue-
schen Saba ] -

Wir kommcn nun zur Aufgabe (A), die wir mit Hilfe der schon durchgefuhrten
‘ Uberlegungen schnell behandeln kénnen. ' T -

Defmltlon 4:Seig € W0 (G) und a >0. Wir definieren u, ,: Qr— R gen.lé[}w

uo g(x )= Z (gm exp ( mat )‘Pm(x) i - R
Dabm Ist .- o P _' -
,—fg %m@ ‘ ‘

. Lemma 7: Dze Funktum Ug,g. 18t Flement des Raumes W2 l(QT und er/ullt die |
Beweis: a) Die Konvergenz der Reihe fur Ug,p iM Smne des LZ(QT) ist offen-
sichtlich. . -
b) Wir zeigen die Exnstenz und qua.dra,tlsche Integnerbarkelt der verallgememerben :

o2
Ablextung — “oe Sei -

.t . , . .

.wm0~2%ww(MM%@~ ST

W1r schitzen ab ‘ : ' . i e
: R (em .

[f 3:::2% a 2q,, dxdt NslmZI;M Gm exp( 2).,,,at)( /) dt
) 1 [m;\? e
S —_— m2 _7) N .
s > %a wafrisn ! & g
Dabex 1st S ' . o L . '

f{}(x L_{( ) nl\z.d:v . . B
/ n' 2\1/2 .' Tm; 2:1,’2 nm\ .

= - (mn) g()([](l) sx.nTx,-) (—l—) cos—l’-xidx,
Nij . , o

’
s

.

also 3 gn? (’—l"ﬁ) "< (lgllg™2)?, wobei ||-1? die Norm-im Raum -W.%(@) bedeutet.
2 d ' . :

" . . i
30 Analysis Bd. 3, AHe(t 5 (1984)
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s

' . . M az ° . ' _ . N
Damit ist (m qN) eine Cauchy-Folge im "Ly(Qr). Die Existenz der gemischten
g .
0x; -0x; :
¢) Existenz und quadratische Integrierbarkeit der verallgememerten Ableltung

Ableitungen

Ug,g laBt snch analog chgen

0
7 Yo sowie die Giiltigkeit der Bemehpng = g,y — @ Augy,, = 0 folgen aus
o : ‘
'B_tQN'—l[ng( )m)exp( )mat)‘pm()—aAQN-b . ‘_
d) Die Gultlgkelt von’ uo ol¢ =g und uo,,|5T =0 laBt s1ch ana,log zu den Uber-
legungen in Bemerkung 1 und Folgerung 1, leicht zeigen i .

Satz 3: 4 ufgabe (A) ist in W3(Qr) emdeuhg losbar.
Be‘weiS' Mit der speziellen Wahl a:i= ; (k 4 K) erhalten wir die Léshng von

(A) als Losung der anpunktaufga,be % = Uy, + %y, + Syu, die nach Satz 1 in
© . WEYQr) existiert. Die Elndeutlgl\ett der Losung ergibt sich 'aus der Eindeutig-
keit der Losung von (B) (Satz 2) 1 .

Bemerkung 4: Wir wollen vermerken, daB 1A) auch ‘(')hne Verwendung der
Funktion wu,, gelost werden kann Sei u, € W2Y(Qr) mit, uylg = ¢ und uyls, = 0,

0
wobe1 also nicht nobwcndlg u, = uo,4 gelten mull. Wir Iosen die Aufgabe 2l h Av
= f— (3_at u; — h du,) unter v[c =0 und o5, = 0. Dann vlst'u.__ v -+ u, Losung .
der Aufgabe (A). : : ’ . '

3. Lﬁsungen fiir nichtachsenparallele Wiirfel -~

Seien Y1y oo Yn € RP mivt- (¥i, y;) = 0i;; dabei ist (., ) das iibliche Skalarprodukt . .
im R" und §;; das Kronecker-Symbol. Wir werden nun die angegebenen Aufgaben
fir den Fall ' - , o : >

G={ZeR|0OZ (2, ) = lfir1 <7< n)

betrachten, d.h. @ ist ein Wiirfel, dessen Kanten nicht r;‘ot,wendlg zu den Koordi-
natenachsen parallel sind. Dabei wollen wir beachten, daB die in den leferentlal-

52 :
-gleichungen vorkommenden (Orts-) Ableltungen % # nach wie vor im bisher

. )

benubzt,en (d h..in dem durch die Basis z,:= (1,0, ..., 0), z,:= (0, 1,0, . ,0), ...,
= (0, :..;0, 1)’ defmlerten) Koordinatensystem zu bllden sind. Ableltungen in
N ~9 .

dem durch ¥y, ..., y, definierten Koordmatensystem bezelchnen wir mit 830/ 5

— ?

u.

Bemerkung 5: Sei 4 = (a,,,),1 n dle]cmge \latrlx die die Basis yy, ..., y, in die

Basis z;,, ..., z, iberfiihrt, also z; = Z aisy,- Dann ist
- N r=1

a n a ) ’ ~az i n 62 -
o - L d g . v
ox; r§ 3.7/ o . Oy 0x; f.élau * oy, oy,
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o b d ) n 92 n 2'
insbesondere also ' — =

i=1 0z;? lé %y 2
sich die Aussagen der Sitze 2 und 3 sowie von Lemma 5 und Folgerung 3 auf den
hler betrachteten Fall iibertragen lassen. '

Aus diesen BeZIehungen folgt unmittelbar, daB

/.

~

4. Losung der betrachteten Aufgaben fiir 0G ¢ O?

Mit Hilfe der Aussagen der beiden vorangehenden Abschnitte werden wir die Los- .
barkeitsaussagen nun auf solche Mengen @ iibertragen, deren Rand in der Klasse*0?
liegt. Wir stiitzen uns wesentlich auf die von LADYSCHENSKAJA, SOLONNIROW und

" Urarzewa [8] (vgl. dort Kap. IV, §§ 4—9) angegebene Konsbrul\tlon Die im’ zwei-
ten Abschnitt dieser Arbeit erhaltenen Ergebnisse erlauben, die ’\1cbhode gegenuber'
der in [8] angegebenen Variante zu vercinfachen. So kénnen wir auf die Verwendung
. des dort benutzten Fmbettungssataes verzichten. Wir ubcrnehmen zunichst eine
Aussage aus [8]. . -

Lemma 8 (vgl. [8: Kap. IV, §4] Ser 0G € 0%.'Es gibt Zahlen, )0, ﬂ, ¢y > 0 sowte
N, € N, so daP fiir jedes'e, > 0 ein A € (0, 2] und endlwh viele Menqen w""’ und Q™
mat /olgenden Eigenschaften. erzslzeren :

Lomc Qmc @, U o™ — U Qm = G.

2. Diejenigen ]l[engen '™ bzw .Q""’ die einen positiven Abstand 2u 0G besitzen
(wir' bezevchnen die zugehorige Inde:cmenqe mat M), sind Wiirfel mit dem gememsamen
~M zttelpunkt & und der Kantenlinge B bzw. 267, :
3. Diejenigen Mengen '™ und Q™ die 3G beriihren (dze zugehdrige Indezmenge
_set N), sind wie folgt erklirt:
Sez £™ € 0G und y,'™, ..., y'™ eine orlhonormzerte Basis des R", wober y,'™ der
nach aufen gerichtete N ormalenz\ektor auf 0G in &™ 7st. Wezter set

om:= {z € R

NN
IA

(E(m) — Z; yn(m)) é 0

Qm:.= {x € R7|
—AZS ('™ —z, ™ <2 und —AZ (8™ — 2, y,M) <0
sisa—1y "
Dann st o™ — Fimgm ynd” Qm — F""’.Q‘"‘)
Dabei ist Fim : Qm) 5 @ eine evneindeutige Funlctzon mat /olgenden Ezgenscka/ten
a) Fm{g € Qum) (g Em _ g,y m) = 0} < o, o o-
Fom{z ¢ 3m] (§m — 7,y m) < 0} S int G.

© b) Fiir alle z € '™ gilt (2, y;'™) = (Fimg, ymy (1 £ i< n — 1) - .

c) Fiir alle x,, 2, € 2™ mit der Edgenschaft (2, — xy, yi™) =0 (1 <7< n — 1)
gult (z, — 25, y,'™) = (F'™g), — Fimig, 4, (m), '

d) Bezeichnet F,\™z die n-te Koordinate von Flinx im ('™, ..., ¥.'"™)-Koordinaten-
system und (F‘"") ~z die n- -te Koordmale von (F'™)~1 g0 exzstzeren firlisn—1

-

. 30% . . . . ’ oy
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R

‘wnd fast sicher gilt

dre (z-;eral’lg'cmeinerten) Ablez’lungén )

F (m; L (pm),1, 32 }p( & .
—_— - —_— m . B
3% / 9y, T E BT

~

P) - ‘ 52 A
‘—F(m)__ —F"") -1 Se, \——F""’Sc
ayl " ' ( ) ° 3?/, n _4
o Fim
- . mhy -1 <
g ’ e

(War haben wre’m/achend y; an. Stelle von y,""’ geschrieben.)
4. Der Durchschnztt von. Ny.+ 1 vielen (paarwezse z,erschzedenen) Mengen Q""’ st
leer. . = . .= .7

Satz4: Es gibt ein von v b und / unabhangmes Ty > 0, so daf dze Au/gabe B) fur
T =Tyin W(Qr) emdeutzg losbar st. ,

Beweis: a) Wir vermerken zunichst einen emfachen funktlonalanalytlschen
Sachvcrhalt Seien-X, Y Banach- Riume, 4: X > Y und R: Y — X lineare, be-
schrinkte Operatoren. Sind die Operatoren AR: Y. 4Y und RA: X - X mvertxer-
bar, so ist A4 mvertlerbar und es gilt 471 = (RA) 1R = R(AR)™! " -

b) Wir wihlen ein &, > 0. Seien Ny, ¢, 4, w""’ Qm usw. die. nach Lemma 8 vor-
“handenen Zahlen, Mengen usw. :

_ ¢)-Seien {im: G — [0, 1] Funktionen mit folgenden hlgenschaften

1 - fir. -z € '™

: iy o - -
1 ¢ (x) {0 fir zﬁG\Q""’ SR - S0
T2 {""’ E CZ(G) Die Betriage der ersten Ableltungen sind durch 7, dic der.

zweiten durch 7 beschrankt Dabei ist c; eine von ‘A unabhéngige Konsta.nte . ';

_Die Emstenz solcher Funktionen ist leicht zu zexgen

Sei nun %'™: G — [0, 1] ‘gemiB n'™(z):= (Z’ |£9N ()| ) 1 tm) (). Da.nn 1st Z 7;‘""(:1;
C""’(x) =1; npi™¢ Cz( ): Dabei sind die Betrige der ersten Ablextungen durch )
‘die der zweiten durch 7 beschrankt wobei ¢s-eine von 2 unabhanglge Konstante
ist. K
dl) st w""’ € Lz(G’ m)t y)‘"’)l(,\gm) =0, dann ist .

”Z w‘"” = f |Z w‘"”r de Nof PN lw""’F dz = No z llw""’ll2 P

m

~

ISt/‘lp € L2(G), SO konncn ‘wir abschiitzen: - Coe o Co.
Z llw]owllq am=2 [ [yl2 de Nof lwl2 dz = N, llwll

m

N

i

d2 Sel QT("" = .Q"'” X [0 T]. Aus dl) crhalten wir lelcht die belden folgenden '

Aussagen
Aus u'm™ e Wi l(QT) mit ’“(""Ior\oa-"" =0 folgt

”): ucm)l )ZSC Z(IW"”’ILOM) : ‘ 'f o /

-7
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Aus w € WH(Qy) folgt
(el o) < ol )

Dabel ist ¢, éine nur yon N, abhéngige Konstante
d3) Ebenfalls leicht iiberzeugt man sich von der’ Existenz einer fur g — 0 be- -
schrinkten Funktion cy(e), so daB die folgendeAussage gilt. Seizunéchst .QT‘"” =Qtm
X[0, 7). Ist w'™ € W2} (Qp™) und @™ € W3 (2,™) gemaB am™(zx, Q)= u‘""(F""’x
l) so lSt’ |lu‘""”20 (m) == = 69(60) ”u(m)”2 ¥ (mp “u(m)”2 Qr“"’ S cs(eo) llu("')lleo me
In den folgenden Abschnitten dleses Beweises werden wir der Elnfachhelt, halber
yi statt y™ und F™ statt F™(z) schreiben. Ist w: Q7™ — R, s6 bezeichnen' wir -
- mit w(F™) =:% die durch W(z, t):= w(F'™zt) erklirte Funktnon w: Qr™ - R.
- Ist umgekehrt @: @™ — R, .so.bezeichnet w( Fim)- )~— w dle durch w(z,ty -
= W((Fm™) (), t) definierte Funktion w: Q™ — R.
Tst'f € Ly(Qr), so werden wir statt ||f|g,m]ls .o, einfach ||/||2 0xm schrexben analog
fiir we W2Y(Qr). Der besseren\bbersxcht wegen werden wir a.uch geschwelfte '
~ "Klammern benutzen. : 1 B
d4) Sei.m €N und = € §p™. Lelcht uberzeugt man sxch von der Gulmgkelt der -

\

' Ungleichungen . , o -
' . max{ 3 (g(m)(F(m)) l__ (n(m) F(m))) } . R .7
- T “ b 'l A ' ..
(1 + 80) max {05, Ce} = 010(7 80) o T o
und _ D » . s o
v ‘nméx{ - ¢ (¢om (Ftm)) ’.' ‘ s ( (m)(F(m)))} - o oL s
o Uogioy; i 0y; . .

= <— 1+ £ + 802) +'9‘) max {cs, g} =: ¢11(2, &)

o dB) Sei °WY(Qrp):= {u € Wi'(@Qr) | ul¢ =0 und u|s,, = 0}. Analog seien ~ die
Raume °W“(QT"’") uhd W2 ‘(QT"’") erklart. Tst ul™ € °W2 l(QT""'), so gilt folgende
Abscha.tzung

™

. / i ) ) . ‘ . 1y N
< caleor 4, T) Ilu""’ll

,Qptm = 2.Qptm

Dabei ist ¢ eine Funktion mit folgender Elgenschaft Es gibt eine Konstante v > O y
80 daB fiir.alle ¢ = 0 und alle 1¢ (0 10] die Unglelchung cs(e.,, AT y fur hin-
reichend kleines 7" erfillt ist.

‘ Zum Beweis sei zunédchst m € IN. Mit c) erhalten wir

”,7(m)u(m)"

./

-~

2,Q7t™

= 4”u(m)“2 Q™ + Hu""’Hz Qr™ + ||u(m)”2 ortm + max - 2, o,-"'"
'

’_ u(m)

.\un beachten wir, dafB u("" d1e Aufgabe (B). fiir f: —%u(”" — h du'™ eriullt

AUS [[flla.opm < (1 + Kn) ||u"'"||2o ™, und den in Lemma, 5 angegebenen Ungleichun-
gen erhalten wir dann : . . S

”n(m)“(m”z’orw . . S SR

ol + 2 CsTm) Jesm2:

S 4“71(’”)“2Q o T (1 + K“) (_' 03T + Qi *

}n

o \

- ./
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Sei nun m € N. Mit Hilfe der Unglelchungen aus d3) und d4) 1Bt sich dleser Fall
auf die Situation @™ ¢ oW YD ptm) zuruckfuhren die sich wie eben angegeben
behandeln 156t.

-el) Sei 4: 0W“(QT) —>L2(QT) gemaB Au:= 2 w — h Au.. Offensichtlich ist 4
linear und beschriankt. at .

e2) Sei m € M. Ist f0™ € LQ(QT(("')), 80 sei R(™f(™ die nach Satz 2 (dessen Aussagc
nach. Bemerkung 5 in der vorliegenden Situation gulmg ist) existierende .und ein-

‘deutig .bestimmte Funktion aus °W,21(Q,(™) mit — (R('")/('”)) —h A(R("')/('"))
= f'™. Fir f € Ly(Qr) sei o™ := R™(L ™).

€3)SeimeN. Ist fim ¢ L2(QT('”)), so sei R(’")/("‘) dleJemge nach Satz 2 (vgl. wieder
Bemerkung 5) existierende Funktion aus °W“(QT("‘)) nit 2 (R("')/(’")) h AR

X ) = fem. Tst fo™ € Ly(@rt™), so sei R™f™) ¢ OW (QT""’) gemiB R(™f(m
i=[Rempm ()] (Fem)1). Fir f € Ly(Qr) sei 5™ := ﬁ‘""(l""’/(F('")) S
i=RM(L™f).
e4) Mit den in e2)-und e3) emgefuhrten Funktlonen “definieren wir R Lz(QT
— W3 @r)- gemaB Efi= 5 nmo, .
1 fir < =§= n

f) Sei nun O;:= {0 fiir 7 — 'Fiir_/ € Ly(Qr) gi]t: '
ARj ~ f = (2 2 (o) — b g 7
’ o 2

9 < (9 ’ .
= m | — ™ — h AptmY — (m) 92— nm)
' mé\;n [7-] (3‘ by ) hig (39?-'2 T + (396.' K )

: P
<zl (oo

45 (G

i=1

N

-

B 2 (% (m )) (_a (5(7.,>((ka>)"))) +W;)..(£2 ('l‘)(f;')((F(lm))—l.))))] - :
. | l«_ [hé; (( n(m)) om 4 2(31 77(,,,)) (a%' v("'.)))] -

i=1

| +2(—a 7 {(— v<'">) ((F ) + 8, ()

o)

N e
B L .
R I .
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Mit ¢), d1) und den Unglelchungen aus Lemma 5 (vgl Bemerkung 5) schatzen wir

ab:
2,Q 7™

i_ B

IARS = iz,

2

1}
N

» "o ¢
S NyK? [ 2 [Z ()—62 [l™ g, g pem + 2.76'

meM

i p(m)

oy;

) 2.6'1‘""}
12
2.61“"‘))] ]

s (m {m) -9 . .
,,.2[5( 10l grm +2 “ I

K ‘+ 80{ _ } + ¢4
) 2.Q '™

. C 2 , 2
é 6N K*n [ 2 [(;2 csT ||/||2 of‘"") + (2 676 C3 ||/”2.05"?’). T] "

32
ayi 32/"

32
OYn

Hm) + & Him)

. p(m)
2,61""_') z

Y,

2 \

o \
o g (e, o) (2% e W) 7
: . . a 2 * B . 4 ‘.

-+ (?o %ﬁ‘ C3 ”/”2.01“"’)' T+ (eocz(T) ||f||2,or<"")2
+ (60202( ) I/llz,0,m)% 4 (cacs lIfll, OT“"))2 T]]
C Ce 2, . § ~
< 6N02K-n max {(ﬁ caT) ; (2 ; ) T, (80 5 ) i (eqca(T))?,
'(50202(7 )) (cac3)? T} ”/"’OT

. g) Eiir w € OW,21(Qy) gilt RAw —w= ( x 77("')}{("')(C(”')Aw)) — w. Dabei ist

‘\m

N n("'>R('">(c<"')Au 2 »,](m)[R(m)(g(mAw — A(L™w)) + )

mEM
= an Rim) (—k% .__.¢< Wew + 2 ig(vn) i ) 4t
meIMN i=1 axl . axi _ ..
Weiter ist . e - AN \ o !
‘ X ™R Aw) = F ™[R Aw — AL™w) + RIM(AL™05)]
mEN v meEN i

mit . .
- R("')(C("")Aw A;(mw) [R(m)((g(m)Aw) (F<m)) ‘(Agw-)w)(ka)))]((pm))—l)
= [ﬁ(m) ( F(m)) ): ((_ g(m)) (F™) w(Ft™) 42 (3—2_ g('_u)) (1f‘<m)

\

_ {__ (w(F™)) _é ( ol (m>) ( 3:,. (w(F("")))}))] ((:F('."))“),
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ur;d '

R(m)(Az;(m)w) [ﬁ('»)(A;(mw) F(m))]((F(m)) ) [R("v) (_ (¢<M)(F<m)) w(F("‘)))

— h(F('")) Z{ (C("*)(F("‘)) w(th))) _

l\ E - 6‘ {2 y@ (z(m) F(m)) w(F(m))) ( F (m))

o2 . - - m : ; L N
i+(?/ Fim )%,(;( )g_‘( )).wF( ))’) L S

' '_ (i F (m)) & (;(';)(F<¥'))‘1;}(F(M>)) ((Fem)-1)
o\e ETE R _ ),':-

® Dabeiist - IR |

| | ay. (C(m’ F‘m’) (wF™)) - S o
BN . 32 ’ ‘ -~ 2 ) : -
- (ay‘ = (g(m(p(m)))) w(p(m)) +( " (;(m)(Fm))) (a - (w(F('"))))

¢ tar)

n

m m 2 m s (m i 22
(_ (;( )(F¢ ))))( ™ (w(F( )))) +_;( )(F )? o~
- sowie .o .

ayi (C(ﬂf';)(p(m)) ’w(F("'))) ' ; ' N - ‘ “ . L . )
=—(’i (&(;)(F(m)))) w(F(;"))‘ + C("')'(F('ﬂl)) i(w(F(m))) .
. n'. YA N
l & [, N
(P wF @) = (G mEe))wirey -
. s i : ” .
o))

Somit kénnen wir zusammenfassen :

RAw —w 4

= ° _mgzmn("')[ (",') ( hz((_i C("')w + 9 (a_ C("')) (ai' w)))] | )

| S m [ w( HE) 2 (( ) e uiFe
| meN . .

R T A

el o) Gl

\
-
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. T. . \ . . » K

P Y 2
e o

(w(F""»)}

. (C(rh)(F(in)))) ' -

? -
X (7 (w(F("')))) + 2;(m)(F(m)) a

(w(F(";)))} S

o+

gz . 8 . 2
— 2 (emmy(Fm Fm (m) F(m)
(3% ){(3‘1/”“- ( ))) ( )+C ( oy

e ’
L+ '(ay (c<m><F<"'>))) (az (w(F‘"")))

. »I N r(m)(p(m))( s (w(F(m))))}))],,((F("")-l)_ l- .

\’Ilt c) sowie mlt d2)—d5) und den in Lemma 5 enthaltenen Unglelchungen schitzen
wir ab -

. (”RAw~— w” )2 = 07082(80: 7~, T) c,X(T) K2(1 + nK)2 ce

-' T - o ‘n- s 2

7

(Fee ))) W(F) -

i=

et 3 (2( T nw(anm;m, 428 (e nwwwnnw

',+ 5003T1/2 flo(F ""’)Ilu2 w} + & {2cu(i ) CaT Hw(F""*)Ilzq «..f,
+ 4610(?» &) T3 w(F ‘"")II2 Gxm t 2432(T) l[w(FmM)ZL )

- ,+c, {7 iy €0) &5T (B} + T [(F ™), } :

+ 6 {cnu ) caan(F("'»u“2 e T SO
f -/2 . o . o
R + 20:0(/1 £o) CaT"2 IIw(F""’)Hm,w + cz(T) IIw(F ‘"”)IIQQ m,})) ] ‘ '
< 1le2eq?(eq, 4, T') cgz(T) K21 + ‘nK)? n(c.,4(eo) + 1)

2 c\2 :
. X max {(_2 csT) :"(2 F 03) T, (2 ;\ 0350) T, (280011(1, &) .CaT)'z: N

(480010(/ 50) Ca) T (26002(T)) (04010(1 &) CaT)2 (0304)2 T}(”w||2QT<m>)2-

T h) Aus dcn in f) und g) angegebenen Abschatwngen ist ersmht,hch daB fiir hin- .
" reichend- kleine ¢, und 7' die Beziehungen. ||[AR — Id|| < 1 und ||RA — Id) <1~
erfiillt sind. Dabei bedeutet Id-die identische Abbildung in Ly(Q1) bzw in°w2 l(QT
Dle Behauptung folgt nun aus a)'ll

i

. Wit wollen nun zwei Elgenschaften der. nach Satz 4 fir 7' < To e\lstlerenden
Losungen der Aufgabe (B) festhalten. Wir stiitzen uns z. T. auf die im Beweis von
Satz 4- durchgefiihrten Uberlegungen und .verwenden, a.uch die dort benubzten Be-
zelchnungen ) .

N
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. Lemma 9: Die nach Satz4 /ur T= To exzstzerende Losung u der Au/gabe (B)
erfiillt folgende Ungleichungen:

1. ”u”2.01§ T |fll2,0p»
—ull S ol (flhe,, (1S i< m)
ax: 2.Qp ’ N

3 ey < o llaon-

Daber zst « etne von ki, f und T unabhangzge K onstante

Bewels a) Nach: den Uberlegungen aus dem Bewels von S&tz 4 ist’

w=A"Y ="RAR7[=R (:z (1d — AR)" /)~: R(/ + /o

oo

‘mit fo:= 3 (Id — AR)‘/ Dabei ist ||fyllz.¢7 = Bo ||/||2 Or mit einem von h, f und T
i=1
.unabhingigen .
b) VVlr schitzen ab:

IRAR 5, < No Z I g = No ( 3 Z |1w<'">1190,<m, + 5 nvwnm )

=7, ( Z T U oT(moZ) < NEoiT (2

N

/

(vgl. den Bewels von Satz 4 Telldl) und T,emma 5). Eme analoge Abschﬁtzung
-gilt fiir fo. Es folgt: , A .

Hullz or = 1B + follle.or = (1 + Bo) NocsT 17112, 07

‘c)Seinun 1< 7 < n. er schédtzen ab:

3 o ) .
-— = N — (pmiytm) ) : : N
. 8xi Rf 2,07 0 m || ox; (.,/ ™) 2,Q 1™ o ’
- . " \ ) .
S Ng 3 = ™l 0r . .
. m-\A . | P .
Dabei ist fiir m € R .
2. yim < n2 max ||—— v ||
axi 2,Qr™ - . ) Yi . 2‘0;,(m)
mit
) 9
— M) = () ((F(m)-1
" ") S ,
4 = (i 1‘;("')) ((F(m;)'—l) + & (i\{;(m))‘((p(m;)—l) i (F(;'l))"-:l )
’ oyy - . . 7 AN . dy; ¢
Also folgt A : :
? : SR - .
= o™ =< (e T2 ||flle.0ptm + 3T 260 Iflle.ztm)-
3;1:; 2-01'("" . b Lo A
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Somit erhalten wir:

A . .
az (— CaT (il + CaTm .0 (,..,)

. mEN

) ' 2
', : o+ E ( &sT Wllz.opem + 71203’.1“/2( + 80) [1/]l2 or"’") ]

= 2N;,2 max {(— csT) , €327, (n203(1 + 490))2 T} "/""Or

-Fme a,na.loge Abschatzung gllt fir f,. Es folgt:

/

/ .
-2 2 3
u =||-— R(/f - < ||l=— R, — B,
ax 2,Qr a i (/ +/0) 2.01'—— ,ax! / 2,07 + ” 6x.- f0 2,01
. < 2N(1 + fo) max {"7 oo o5 T%, mic(1'+ ) Tiﬂ} Wlk.x-
d) Es ist ' : : ' '

(IIR/II )ZS c1ce*(e0, 4, 1) ): (||v""’|]2 on) = 67052(60,? ) (Z (Hv""’ll2 Qpem)’

‘ + 092(80) Z (llv""’llwrom) )S exts® (<o, ,'T) (1 + ca¥(e0)) €(T) NollfI o
(Vgl den Bewels von Satz 4, Teile d1)—d3) und d5) sowie’ Lemma5) Mit Hilfe '
der analogen Abschitzung fiir f, ergibt sich die Behauptung wle 1n b) bzw. ¢) l

Satz 5: Ser T € (0, o). Aufgabé (A)-ist in W2 Qp) eindeutig losbar

Beweis: a) Wir _iiberlegen uns zundchst, da die Aufgabe (A) fur T<T, ein-.

' deutxg losbar ist. Ausgehend von der Losbarkeit der Aufgabe (B) fiir jedes f € Ly(Qr)

(Satz 4) 148t sich eine Losung der Aufgabe (A), 4vie in Bemerkung4 angegeben,

gewinnen: Die Existenz einer Funktion wu, € W3 (Qr) mit %l¢ = ¢ und uyls, =0 .

folgt z. B. aus [8: Kap. ITT, Theorem 6.1]. Die Eindeutigkeit der Lésung, folgt aus
der Lmdeumgkclt der Losung der Aufgabe (B) (Satz 4).

b) Wir zelgen die eindeutige Losbarkeit von (A) fiir 7' < 3 To Néch ’a‘) existiert
' “eine ‘eindeutig bestimmte Funktlon e Wy NQp,) \mit ulc =g, uls, —)O ‘und % u
T - (hlor) Au = flo. Da u(-, t) fir fast alle ¢ € [0; T,] im Raum {we W2(@Q)| wlog = 0}
S Wi@Q) liegt, gibt es ein T, € [E T,, 1‘) mit u(-, Ty) =:g, € Wi @). Nach a)

, gibt es nun eine Funktion u, € W“(G’x [’1’1, Tl + To]) mit u1|cxm, = ¢, A
© wlaexir, 170 = 0 und
R

T (htilT:-T‘i‘-T.l) Auy = flox ittt rols

Da die Einschrinkung von u, auf G x [T, Ty eindeutig bestimmt ist, gilt | x (7,7,
= u,axlT”T']. Damit ist v: Q(3/2)T° —R ge'lnﬁ.B .

- 0 o= u(z,t)y fir 25T, .
oz, 4= uy(z, t) fir z=T, .

-. Losung der Aufgabe (A) aus W2(Qr).
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Zum Beweis der Eindeutigkeit sei we W2 YQ/oyr,) €ine weitere Losung von (A).
Zungchst existiert ein T, € (T4, T,) mit v( T,) € W§*(@) und. w(-, Ty) € WI2(Q).
Nach a) ist v|gx0.75 = Wlex 10,71, inSbesondere (-, Tz) = w(-, T). erderum aus a)
folgt dann v[gx (1,321 = Wlex(TaiTa- i

c) Die Fortsetzung des'in b) angegebencn Verfa,hrens liefert die Behauptung l

Wir iibertragen nun dle dritte Unglelchung aus Lemma 9 auf die nach Satz 5
- exigtierenden -Losungen der Aufgabe (B) (Die beiden anderen Unglelchungen von
Lemma 9 sind ohnehinnur fiir , kleine* T von Interesse ) : .

. Lenima 10:.Se; T € (0 oo). Die nach Satz 5 existierende Losung u der’ Au/gabe
. (B) erfiillt die Ungleichung |]u||2 0, = y ”/||2 op Dabe? st y eme ‘von b und-f unabhangzge
Konstante. ) i

Beweis: Wu‘ zeigen die Gultlgkelt der Aussa«e wieder fiir 7' < = 3

3 T0 und stiitzen

.uns wiederum auf die im Beweis von Satz 5 durchgefuhrte Konstruktxon wobel w1r B

auch die dort Verwendeten Bezcmhnungen benutzen.! Nach Lemma9 ist ||u{|

=< « |flla. oz, Offenswhthch existiert-ein T1 [ To, To) mit u(-, Tl) =: e € Wy '“(G

12
. n we @) und lgalle®? < yo (,12,) ||f||2 o7, Wir wihlen nun eine Funktion iy,

2 \1/2
€ W“(G X [Ty, Ty + To)) miit ”'%.“2 GX(T0T1+Ta) =n (T ) & ||fll2,qz5 dabel smd Yo

.y, von f und h una,bha,nglge Konstanten. Nun- konstrmeren wir u, € WG >< [T,, i
-+ To]) auf die i im Beweis von Satz§ angegebene Weise. Aus Lemma. 9 folgt

!

-~

Ilulllz cxm T1+To)

S & (”/”2 EXITWTi+Ta) + N — h Adu,,

2,GX 1T T+ Tol

Mit Hilfe der oben angegebenen Abschatzung fiir ||u‘h||2 X (Ta o4 Tol. erhalten wir- dle .

o Behauptung ]

Unter wesentlicher Benutzung des eben bewiesenen Lemmas erhalten wir schheB-
hch noch die folgende Aussage o , -

_ : e ‘
- : ) -+ “um”g'%;X(Tn Tx+Tol'.

AN

7

Lemma 11: Sez T € (0, o). Sezen uy, bzw.. u, die Losungen der Au/gabe (A) fiir

die Koeffizientenfinktionen hy bzw. h. Dze Folge (Ps ) set /a,st sicher kom;ergent gegen h
Damn 2st Ilen, — wallZy ——>0 \

Bewels Aus :t .— k Au,, =f und — u,, hAu,, —_/ fo]gt
; : ( o o .
Iy (un, — wp) — h‘s'A(uh - uh) = (h — k) Auy,. !

-~

Weiter ist u,, — g = O Damlt erfullt uy, — u, die. Aufgabe (B) fiir die rechte '

Selte/ = (hy — k) Au,. Aus Lemma 10 folgt nun.

Ilun.'—- unllzo = 7 e —"R) Al o4

: Dabe1 beachten wir, daB y von der spezxellen Wahl der Funktlon kg unabhanglg ist,
-Auf Grund des groBen chesgueschen Sa.tzes (vgl z. B. [11 Abschmtt 14.2.2)) gilt-
iR, — h Au;.llz 0.—>00 .

7/
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8 ,
5. Weitg_re Bemerkungen. .
Wir wollen noch einige etwas a,llgememere Aufgabenstellungen betra.chten die sich’
mit Hilfe der in den vorangehenden Abschnitten erhaltenen Ergebmsse leicht be-
.-handeln lassen. Wir setzen weiterhin 8G € 02 voraus. Zunichst eine vorbereltende
) Aussage ‘ o . _ R .

- Bemerkung 6: Sel T € (0, co). Dle nach Satz 5 ex1st1erende Losung u der Auf- L

gabe (A) erfiillt die Unglexchung
ez, < 6(I|9|Ia‘ ¥+ lle.0).-

- vDabel ist & eine von g, fund A unabhiingige, Konstante. Ausgehend davon, daB die
- Aufgabe (B) fiir jedes f € Ly(Qr) 16sbar ist, kénnen wir  auf die in Bemerkung 4
* angegebene Weise ermitteln. Die behauptete Ungleichung ergibt sich nun aus Lemina

10 und der Tatsache, dab fiir g € Wy*(G) eine Funktion w, € Wi (Qr) mit wle =g, -

. ugls, = 0 und I]u‘,]]m = 4, llgllc*2 ex1st1ert wobei 6, eine von g unabhanglge Kon-

stante ist. Letztere Aussage liBt sich z. B. aus den in [8 Kap. ITT, §6] durch-.
: gefuhrten Uberlegungen oder aus {8: Kap IV, Theorem 9.1] entnchmen

Wir kénnen nun diejenige Aufgabe behandeln, die-aus (A )- dadurch hcrvorgeht A
daB wir an -Stelle reellwertiger Funktionen solche’ Abbildungen betrachten, deren
~ Werte in einem (beliebigen) Hilbert-Raum H liegen. Wir arbeiten dabei mit Sobolew

Raumen vektorwertiger Funktionen, die analog zu den bisher benutzten Raumen .

definiert sind. Wir formulieren dle Aufgabe: T

’

.(A'H-) Gesucht ist eine Funktlon u E W3(Qr; H), fir die gllt: |

’ . R ' . N ’
(AH) —jzu — k(:z; t) Au = /(x t) ' ' o \
(AH2) wlg=g, : | S e
" (AH3) ufs,=0. ‘ '

Dabei sind g € W‘ AG; H) und / € Lz(G’ "H) sowie h: Qy - R gegebene Funkt,lonen
k geniigt den m (A) angegebenen Voraussetzungen.

Bem erkung 7: Die in Lemma 9, Satz 5, Lemma 10, Lemima 11 und BemerLung 6
fiir die.Aufgabe (A) gemachten Aussagen gelten analog fiir die Aufgabe. (AH).
der Tat, wegen der Mefibarkeit von g und f kénnen wir voraussetzen, dafl H separabel
ist. Da.nr'l erhalten wir die Losung von (AH) auf folgende Weise: Sei (z;) ein voll-

standiges Orthonormalsystem in H und u; € Wi (Qr) die nach Satz 5 cx1st1erende', :

3 ,
und emdeutxg bestlmm’ce Funktxon mlt Fhi k Au, = (f, z,),,, sowie u,]g = (g, Ziu

und u;ls, ='0. (Dabel bedeutet (-, )y 'das Skala.rprodukt in H) Mit Hilfe der in
Bemerkungﬁ ‘enthaltenen Ungleichung. 148t sich sehr leicht nachrechnen, daB
we Wit (QT, H) gemidl’ u := Zu z; die Aufgabe (AH) erfullt Zum Nachwels der,

Emdeutlgkelt der Losung sei v einé weitere Losung und w := u — v. Nach’ Satz 5
ist (w, z,)H =0 im Sinne des Ly(Qyp) fiii jedes z. Daraus folgt w = 0 im Sinné des
L,(Qr; H). Die Giiltigkeit der .iibrigen Aussagen 1t sich, ausgehend von der an-
gegebenen Losungsdarstellung, mit Hilfe der entsprechenden Aussagen fir rcell-‘l
wertige Funktlonen sehr leicht nachwelsen

¢
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Bemerkung 8: Betrachten wir statt (AH1) die Differentialgleichung

. 0

P h(z, t) Au —{—.Zn'h;(x, t)——.a—. u —:—ﬁ(x, Hu=/f

mit beschrankten meBbaren Funktionen #; ,k, dann liBt sich eine Existenz- und’
Emdeutngkextsaussage fir die so entstehende Aufga.be wie folgt gewinnen:

a) Wir betrachten zunichst den’ Fall g=0. Sei A4:°W2YQr; H) = Ly(Qr; H
. d
gemaB Au =7 U — hAu }:, h — w + ku und R Ly(Qr; ) — W,2.1(Qr; H)

derJemge Opcrator der Jedcm / dxe na.ch Satz 5 (dessen Aussa.ge nach Bemerkung 7
auch'in der vorlicgenden Situation giiltig ist) existicrende Losung der Aufgabe

; i —h du = / zuordnet Mit Hilfe der in Lemma 9 (vgl. wieder cherkung 7N

enthaltenen Unglelchungen ergibt sich, daf} fir hmrelchend kleines 7' die Bezie-
hungen ||[AR — Id|| < 1 und ||R4A — Idj| < 1 erfiillt sind. Die Existenz- und Ein-
deutigkeitsaussage fiir hmrelchend kleines 7' folgt nun aus dem Punkt a) des Be-
weises von Satz 4. !

b) Die Existenz- und ]Lmdeutngkentsaussagc tir g € W(3*G; H) und beheblges T
erhilt' man nun mit derselben Konstruktion wie im Beweis von Satz 5.

Bem erkung 9: Lxegt an Stelle von (AH2):und, (AH3) die Anfangs-Randbedihgung
u|lgys, = @ vor, so ist die Aufga.be in WZY(Qr; H) genau dann lésbar, wenn ¢ eine
Fortsetzung u, € W3 (Qr; H) besitzt. D1e Losbarkeitsaussage erhilt man durch
Anwendung des berelts mehrfach verwendetéen Homogenisierungsprinzips (Bemer-
kung 4). Es ist dann u, an Stelle von u, zu verwenden. Die Notwendigkeit der Be-
dingung ist offenswhthch

P
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