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Einige Bemerkungen zur An!angs-Randwertaufgabe u - h(x, t) Au =f at 
mit meBbarem Koeffizienten 

J. HEINRICE 

In der vorliegenden Arbeit wird die Anfangs-Randwertaufgabe . u - h(x, t) Au = / mit 

meBbarem Koeffizienten zunhchst für spezielle Gebiete (Würfel) mit einer Modifikation des 
Banachschen Fixpunktsatzes behandelt. Davon ausgehend erhalten wir .eine Existenz- und 
Eindeutigkeitsaussage für Gebiete der Masse 02. Verschiedene Eigenschaften der Losung 
werden betrachtet.	/	 S 

B HacToauxett pa6oTe cMewaHHafi Kpa6i3aH 3a;ta qa	u - h(x, t) Au = / iiccjiejyec ciia-
4a31a jiH dnelwajlbuaix o6J!acett (Hy60B) C nOMO[ublo MOUHFUHll TeopeMal Bariaxá o 
11C[IOBM+1101l To q }e. HCXOH C ZTOFO noJ1yaeM C3J1bTT 0 CyIIeCTBOBaHHM H 11HCTBIi-
11OCT11 1.J11i o6jiaCTefk x.riacca 02. Pacc1arp11BaloTcH HeKoTopale CnolCTBa peweHiali. 

In the, present paper the mixed problem

	

	u - h(x, t) Au = / with measurable coefficient
at 

is considered at first for special domains (cubes) by a modification of Banach's fixed point 
thebrem. Starting from, this we get an existence and unequiness theorem for domains of the 
class 02.. Several properties of the solution are discussed. 

Wir berachten eine Anfangs-Randwertaufgabe für die lineare parabolische Diffe-
rentialgleichung alOt u - h(x, 1) Au = /. Losbarkeitsaussagen für Anfangs-Rand-
wertaufgaben des angegebenen Typs Sind, unter starken Voraussetzungen an die 
Koeffizienterifunktion (Holder-Stetigkeit, Differenzierbarkeit), seit langem bekannt 
(vgl. dazu z. B. die Arbeiten von DRESSEL [3, 4] und P000RZELSKI [9]). Einen ber-
buck über die in Räumen Holder-stetig differenzierbarer Funktionen arbeitenden 
Methoden findet man bei LADYSCHENSKAJA, SoLoIKow und URALZEWA [8: Kap. 
TV, § 11-17]. Derngegenuber gibt es . kaum Arbeiten, die Aufgaben der ahgegebe-
nen Art behandein, wobei die als Losungen erhaltenen Funktionen Elemente cines 
Sobolew-Raumes Sind und (im Sinne diesesRaumes) alle in der Differentialgleichung 
auftretenden Ableitungen besitzen. LADYSCHENSKAJA, SoLorxow und URALZEWA 
[8: Kap. IV, Theorem 9.11 konnten eine Existenz- und .Eindeutigkeitsaussage, be-
weisen, für die die Voraussetzung der Stetigkeit der Koeffizientenfunktionen be-
notigt wurde. 

Eine umfangreiche Literatur gibt es zu Anfangs-Randwert .aufgaben für Differén-

tialgleichungeri der Art - u - div (ii grad u) = f, wobei haufig tiefliegende Hills-

niittel zur Anwendung gelangen, die oft auch für die Behandlung nichtlinearer Auf- 
gaben geeignet sind (vgl. hierzu z. B. STRAUSS [10], HENRY [7], ZEIDLER [141). 
Mitunter lassen sich Aufgaben der hier interessierenden Art in die dafür entwickelten 
Konzeptionen einordnen, wie das etwa bei GAJEWSKI [6] und WLOKA [13] der Fall 
ist. Diese Herangehensweise hat jedoch den Nachteil, daB die erhaltenen Losungen



458	J. HEINRICH 

fur schwache Losungeh (in einern .'geeignet; zu 'definierenden Sinn) sind, d. h., es 
brauchen nicht alle in der Differentialgleichung vorkommenden Ableitungen im 

• Sinne, eines Sobolew-Raumes zu 'existieren, oder daB wiederum starke Vôraus-
setzungen (Differenzierbarkeit) für die Koeffizienten notig sind (s. etwa [13: Bsp. 
28.2 und 28.3]). 
- Wir werden in der vorliegenden Arbeit zeigen, daB die betrachtete' Aufgabe in 
dem auch in [$1 benutzten Sobo1ev-Raum 1V221 eindeutig lösbar ist. Insbesondere 

•	besit.zt die Losung' alle in der Differentialgleichung àuftretenden Ableitungen undV 
erfü11tdiese im.Sinne des L2 . Dabei benotig'en wir, neben der Forderung der Para-	V 

bolizität der Aufgabe, lediglich die MeBbarkeit der Funktion h. Neben dér Existe'nz-
und Eindeutigkeitsaussage interessieren wir uns fur,EigenschafteTn der Losung; z. B. 
für die Frage, wie sich die Lo- sung bei einer ,,Storung" der Koeffizientenfunktion 
ándert., Die dabei gewonnenen Aussagen werden einen einfachen Zugang zu ver-
schiedenen nichtlinearen Aufgaben eröffnen. Wir werden darauf mV einer weiteren 
Arbeiteingehén.	 -	V 

Wir lösen die •betrachtete Aafgabe zunächst für würfelformige Gebiete. Dazu 
überführen wir die"Aufgabe in eine .-Fixpunktaufgabe, deren Losbarkeit sich (für 
• these speziellen Gebiete) Wit Hilfe einer geringfugigen Modifi'kation des Banachschen 

- Fixpunktsatzes nachweisen lift. Insbesoñdere erhalten' wir die Losung der Aufgabe 
iterativ durch schrittweise Losung von Aulgaben mit einem konst.anten Koeffizien-

• ten. AnschlieBend Ubertragen wir die erhaltenen Aussagen auf soiche Gebiete 0, 
deren Rand in der Kiasse 02 liegt. Diese Bedingung ist ewas schwächer als 80 E C2; 
die Definition findet man in [8: S. 19]. Wir arbeiten dabei mit einer Methode, die 
für parabolische Aulgaben zuerst von LADYSCHNSKVAJA, SoLorKow und URAr-
ZEWA [8: Kap. IV, § 4- 91, für elliptische Aufgaben in ähnlicher Forun vorher 
séhon von BROWDER [2] und DYNrN [5] verwendet wurde.	 V 

•	 V	 • '	 '' 	 ,/I	 V	

V 

1. Bezeichnungen und Auf gabenstellung	• . 

Wir benützen' die folgenden Bezeichnungen: V	

V, 

- 0 - bsch1ieBung eines beschrãnkten Gebietes mi	 V 

QT:=GX[O,TI,  •	-
 

ST : 	PG) X [O, T] . S •	 . .	 V. 

Dabei bezeichnet 80 den Rand von G. Es werden in dieser Arbeit nur soiche Mengen 
G betrachtet, für die' 80 das Lebesgue-MaB Null hat. 1)amit können die Räume 

•	L2 (0)und L2(int 0), die wie tiblich definiert sind, unmittelbar niiteinander identif i-, 
iiert werden. Mit n bezeichnen wir stets die Dimension des betrachteten Raunies 
(R"). Wir werden mit folgenden Sobolew-Räumen arbeiten:	 • ' V  
W'(G) — der wie üblich definierte Raum (s. z. B. [1]);	 V 

JV2 (G)N — Abschlie6ung des Raurnes C0 (int G) in W1'2(G); 

2 T)— Raurn ailermeBbaren Funktionen u : QT —> R, die die verallgenieinerten - 

Ableitungen -- u,	u' und	" u (1	1, j m) besitzen und Vfiir die 31	0;	
V 

8; 3x1 
182	•	1	18	1	 3 

IIu!I' :=  max i	U	+ max - 'U	+ 1 u112,ó,. + — U - < cc 
V	 -. r	, 8	Ox,	2.Q,-J	 i, 0; .	2.Qrj	 01	2Qr I 

• gilt.' Dabei bezeichnet 1-112.Qr die Norm im Sinne des Raumes L'2(QT). Es soil stets 
I € [0, T] und x = (x1 , ..., x,,) E 0 sein. 1st M eine Menge und u eine auf einr 
Obermenge von M definierte Funktion, so bezeichnen wir Wit uIM die Einschrän-
hung von u auf M.	 .	•	 V, V	 •	 - -
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• Wir wollen nun die in dieser Arbeit betrachtete Aufgabenstellung formuliereb. 
• (A) Gesucht ist eirie Funktion U € W'(Qj.), für die gift: •	

V V 

(Al) V	

- h(x,t) 4u	f(x, t),	 .	 V 

(A2)	UIc — 9,

	

V	 -	 V 

• (A3)	= 0.  
Dahei sind g€ W'2 (G) und / E L2(QT) gegebene Funktionen, h: QT  R ist 'eine 
gegebéne meBbare Funktion, die der Bedingung 0 <k h(x, 1) ;5 K (für fast alle 
(x, 1) E QT) genugt. Die Beziehung (Al) ist als Gleichung im Sinnedes L2 (Q) zu 

V	 verstehen. Wir wollen vereinbaren, daB alle in der Arbeit vorkommenden Koeff i-
V	zientenfunkt.ionen dieangégebene Ungleichung fur dieselben Konstanten k und KVV 

• erfüllen.	 V	 V	
V	

V 
Bevor wir die Aufgabe (A) betrachten, werden wir eine Aufgdbe (B) behandein, 

die aus (A) dadurch hervorgeht, daB (A2) durch die speziellere Bedingung 
(B2)	U IG = 0 S	

V 

ersetzt wird.	
V 

Die Losung der Aufgabe- (B) werden wir, vie bereits angedeutet, in geeigneter 
•	Weise auf die LO- sung der folgenden einfachen Aulgabe zuriickführen. 

• (C) Gesucht ist eine Funktion u E W'(Q), für die gilt:	
V 

V	 (Cl)	u - a Au = I(x ,
V	

V	

V	

V	
V 

at 
(C2) U1G0, 
(C3) u,=0.	 •	 V 

V 

Dabei ist / € L2 (QT) und a> 0 einë Konstante.	V	

V	

V 

2. Liisung der betrachtctcn Aufgaben für G = (0, 11, ,-	 V 

•\Vir lösen V zunächst die Aufgabe (C) I hr würfelförmige Gebite, wobei es un vor 
allein auf verschiedene Eigenschaften der L	 m 

	

osung ankomt.	
V 

Definition 1: Wir bezeichnen mit m den Multiindex in = (7n1 , m2 , ... , m), wo-
n 

bei wir stets m.= 1, 2, ... vorausseten, und mit I ml dessen Betrag, d. h. ml :=	m1.
Für einen Multiindex m sei 92'M € L2 (G) gemaB 

•	 V	 V	 •	
—	 V 

V	

• 	1 /2 	 •	 2 

m(2tTI	 -- (T) sinx, und Am:E(_ P	 _).	
V 

U	

. Welter sei d: W'(Q) x	(Q) -*R gemaB	•	 •	

S	 U 

V	

2 

V	
d(u, v):= max max	•	(u— v)	,	I4(u - v)II2QT 

V	 0

	
ij III Oxj 9X1	 2 	•	 V 

	

Definition 2: Sei a>0.. Für / € L2 (QT) , sei Ul,f : . QT	R gemaB 'zi1(x,)	
V 

: =

 

c,,, (t) 92 (x). Dabei ist •	
••	

V, V

	
•	 •	

V 

• U	 •	
cm(t):ff ex 	ma (t 	t))/(, r) 9'm() ddr. •	.	•	•:

Lerna 1: Die Reihe für u, , f isl im Sinne des Raumes L2 (QT) konvergent, und es 
gilt IIUl.fIll.Qr	2-112T I/112Qr	

V	 V	 -	 •	 V	 •	 V
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Beweis: a) Für fests t E [0, T] erhalten wir zunächst 

E Cm(t) (Pm(X) 2 =	14n (1)1 2 - 
m	 11 2.G	m 

(0 	G 

dv) i 	f /(, ) m() d1 2 dv) 

' J	r )	dv =	
11'2Qr 

b) Aus a) erhalten wirJuj,Ij	II/ll	tdt ,QTf.	T -- TI/III	
32 

Lemma 2: Für 1 i,j n beeitzt'u1,1 die verallgeeneinerte Ableitung 
Dabel gilt	 axi oX1 

32	 -	 1 

3x, 3x, u1,1 E L2(QT) und d(u1,,, 0)	- I111I2,Qr 

Beweis: a) Sei py(X,t)= E c,. (t) T. (x). Nach Lemma 1 ist zunächst 
IIPh' - U1f112 T	0. -	ImIR 

•	b) Die Funktionen 'PN' besitzen die Ableitungen 
32 

PN offensichtlich im kiassi- 

schen Sinne. Sei /rn(v) :=f /(, v) qm(e) d und N < At. Wir schätzen ab: 

•  32	 32	2 r 
J32PN - 3x2 PM dx 

=
 f f 

exp	- v))	/m(v) dv m(X) 

2/ 

NImIM
0 

(f exp (Ama(t - v)) 
()2 

dv 
NImtM

\O	 - 

X, (f ep (—Ama(t - v) 
(m.)2 

I/m (T 2 dv) S 

---	

'	f ex

	

p (—Ama(1 - r)) 
()2 

/m (T )1 2 dv.	- 
RImIM

0	 --

c) Nun schätzen wir weiter ab: 

fvIMf exP (—ma(t - v))() Itm (T)J 2 d	 - 

=	
ff 

T ex(:):ma(1_ 
v))( 1)I/m (v)J 2 dtdT^ ±
	

f 
NImIM	•	 1	 a NImIM 

Or	 •	 0 

/
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d) Aus b) und c) ergibt sich:	 -. 

	

•	 7' 

	

a2	2	1	r 

	

jPNTjPM	 E	I tm(T)I2dtN.M 
oX7	uX

	

112.Q	a NImIMJ 
0 

•	 T	 a2 
Wegen	1 I/)l dr Jj/	folgt CN.M -^ 0 für N, M -^ oo. Damit ist 

NimIM0 
eine Cauchy-Folge .im L2(Q), d. h. u, ,, besitzt die veraligemeinerte Ableitung 

a2
7t1, und these ist Element des Raumes L2 (Q7' ). Aus den oben angegebenen 

Abschatzungen ergibt sich unniittelbar 

U,f1j

,	;5 —, 11111'2,QTI

Q  

Eine analoge Abschatziing liefert' IILIULIII2.QD	I/II,. 

e) Auf analoge Weise zeigt.rnan die Existenz der gemischten Ableitungen und die 

Giiltigkeit der Ungleichung	
a	

Uj,	 II1112,Qr



ax i 
 

	

ax,	
112.Qr	a 

Lemma 3: Für 1 ^ ;5 n besitzt ul.f die veraligemeinerte Ableitung 
Dabei gilt

a	•	 a 
- u, € L2 (QT) und - u11	^	II/1I2,Qr 
ax,	 11 2,QT	a(_)	•	 - 

Beieis: Wir wollen zunächst vermerken, daI3 die Existenz der verailgemeinerten 

'Ableituri'g ul.f auf Grund von Lemma 2 bereits kiar ist. Pa es uns aber vor 

allem auf die' im Lemma angegebene Abschatzung ankonimt, werden wii ,,direkt" 

- zeigen, daB -- PN cine Cauchy-Folge im L2 (QT) ist. Wie im Beweis von Lemma 2,
axi 

TO b) schätzen wir zunächst ab: 

f	PN - PM dx^	ff	(_Ama(t— -r)) 
-	 ax,,	ax	•	 a NImIM 

G	 00 

	

7't	 T-T 

L'	r fI/rn ()I 2 (1t1t	N rn I 'If  ffl1rn( 2-	 dtt1t
U NImMJ 	 -	a 

00	 .Or 
Wegen

	

ff Ifrn (T)j 2 dtdt	!I/II2Qr	 • •0,	 '-• 

NImI M 0.T 

ist ax
pfl eine Cauchy-Folge im L2(Qr). Die im Lemma angegebene Absch atzung 

foIgt inmitte1barI 

Bemerkung 1: 1st U E L2(Qr)1 80 sei (u) 1 : [0,1] -> L2 ([0, 11"' x [0, T]) gemaB 

•	(u) (y) (z1 , .. ., zn_I, 0 : = u(z1 , .-.., zj1 , y) z, ..., z_ 1 , 1). 

1



462	J. HEn'RICH 

Aus dem Beweis von Lemma 2, Teil a) und dern Beweis von Lemma 3, ergibt sich, 
daB, die Folge (PN) gleichmai3ig gegen (u11) konvergiert. Insbesondere ist u1,1j70 
=	= 0.	 S 

Lemma 4 Die Fiinktion u1,1 besitzt die- verailgemeinerte Ableilung -- u11.Dabei 
• gilt	 at 

	

€ L2 (Q7 ) und	u', - a 
at 

Bewei: a) Seien PN und /m(t) wie im Beweis von Lemma 2 erklart. Zunächst ist 
IIPN — U1 1Ik Qr ' 0.  

	

•	'b) Offensichtlich besitzt py die veraligemeinerte Ableitung	py und es gilt 

PAXI 0	/M(t) - af exp Hrna (t - T))tm(T) dTAm) 9"M (X) 

= (	' /m(t) rn(X)\	a 4PN• 
\I,nI^N	/	 -	 - 

Die  Konvergenz l4p - 4U1.J]I2.QT - 0 wurde bereits gezeigt. Wir betrachten nun 
den Ausdruck	 -	 - 

aN: = ff Efm( t)m(X) Ax, t)2dXdt. 
0  mlN 

•	Für fast aIIé t E [0, T] gilt	 ,	-• 

f. E f. ( t) m(X). - /(x, 0 
2 dx -	für y __ -	 ,	S 

G.	ImIN 
und	 -	 :-

E IM(t)Wm(X) '/(x,.t) 2 d f IAX, t) 2 dx. 

	

•	 G	mIN	-	-	C 

Daraus folgt'.N - 0..	 •	 - 

Folgerung 1: Au8 demBeweis von Lemma 4 ergibt sich	p - !-i.f	- 0. -	 , - 	
11 2* ,QT 

Es /oigt, dap (PN) gleichmaf3ig gegen u 1,1 konvergiert, aufge/at alsAbbildungen [0, . T]
 - -^ L2 (G). Insbesondere 281 U1 J' = 0. 

Folgerung 2: Aus Lemma 1-4, Bemerkung 1 And Folgerung 1 ergibt sich: Die 
FunktiOn u 1 .1 iát Element des Raumes W(Q) -und er/üllt die Au/gabe (C). Weiler is! 

•	
S	

Iu,j1I	c(T) 1 11112.Q,	 S	 - 

I	IT\ 112	 •'	 '	 a mit c1 (T) = a	a	+ 2-1/2T4 2. (Wir , beachten die Gültigkeit von	 S ct	2.Qr' 
^ a ILI ui ft 2 Qr ± IItHl.QT) '  

Bemerkung 2: Die iIosung von (C) ist im Raurn W22, I(QT) eindeutig. Durch 
Betrachtung von Faltungen J * u (Definition s. [1:.Kap. II] . lätIt sich diese Aus-
sage leicht aus dern bekannten Maximumprinzip (vgl. z. B. [12: S. 364]) für kiassi-

'ache' Losungen paraboliseher Anfangs-Randwertaufgaben gewinnen. Wir wollen dar-
/ auf nicht einehen; da die Eindeutigkeitsaussage eip Spezialfall eines bekannten 

Ergebnisses ist: Jede Losung u von (C) auè W'(QTY liegt. insbesondere in dem in
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[8] mit .V2(QT) bezeichneten Raum und ist verailgemeinerte Losung von (C) in'i 
Sinne von [8: Kap. III, § 11. Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich aus [8: Kap. III, 
Theorem 3.1].  

Wir wenden uns nun der Losung der Aufgaben (A) und . (B) zu, die wr, wie bereits 
angedeutet, als Fixpunktaufgaben in W'(QT) behandein. 

Definition 3: Sei h: QT 	R eine 'Funktion', die der in der,Forrhulierung der 

Aufgabe (A) angegebenen Voratissetzung genugt.-Wirwahlenspeziell a := -- (k +K) 
und definieren Sh: W

2. '(QT) —^ W'(QT) genial3 Su:=-U1.(h_O)U. 
Offensichtlich ist Sh linear und nach den betrachteten Eige'nsehaften der Funk-

tion u11 beschränkt.	 - 

,Satz 1: Für jedes u0 E W' (Q) exitiert em u E W'(QT) Mil u = U0 + Sht. 

	

•	Beweis: a) Mit Hilfe der in-Folgerung 2 angegebenen Absehätzung erhalten wir 
• 2. für u, v E W'(QT) die ' Abschatzung	 -	 -: 

Shu— ShVI, = IJSh(U — v)II	c(T) I(h - a) L1(u - v)II2QD 

	

•	 c1(T) ad(u, v). 

b) Mit e: 
= 2k 

€ (0, 1] gilt fur alle u, v E W(QT) die Ungleichung d(ShU, Shy) k-f-K	 2k	h	2K •(1 -Le)d(U,v). Tatsächlich, aus k	hK. folgt k 
+K	a	k + K' 

d h. s ^ ^ 2 - e also	:5:1 — e. Mit Lemma 2 erhalten wir dann 

• d(SAU, Shv)'-:5	J(h - a) A(u —)II2.QD <(1 —e) I(U - v )112 QD ;5( 1 - ) d(u, v). 

	

•	c) Für m	1, 2, ... definieren ' wir' Urn E W 2.1 
(QT) durch Urn :r= U0 + ShUrn_ l . Mit 

Hilfe der Ungleichung aus b) zeigt man wie beim Beweis des Banachschen Fix-
punktsatzes, daB d(Urn, Ur) -->-, O  für m;r -- cc. Aus der in a) hergeleiteten Ungleichung 
ergibt sich dann hUm — Un	 c1(T) ad(Urn. j ,Ur_ j) —* 0 für m, r - cc. Damit ist 

	

•	(Urn) eine Cauchy-Folge in W 2. 1 (QT), 'also Urn —i-u in WP (Q) . Aus der Stetigkeit 
• von Sh folgtu= it, +ShUI .	 '	•	 ' 

Bemerkung3: Die Lasung it detGleichung U = Uo+ S,u ist eindeutig. An- 
genommen, es ist U = U0 + ShU und v u,. + Shy. Dann ist U — v.= Sh(u — v). 
Daraus folgt -zunäehst d(U — v, 0) = d(Sh(U - v), 0) (1 - e) d(U— v, 0), also 
d(u —i- v, 0) =0. Weiter ist lU - VIQ = hlSh(U - v)hl- ^ c(T) ad(u —.v, 0) = 0, 

• also U' = V.  

Satz 2: Au/gabe (B) ist in W(QT) eindei4ig lösbar.	5•,_ )	
S.; 

Beweis: a) Existenz einer Losung."'ach Satz I existiert ' em it € W"(QT) wit 

U = Uj , ±Shu. Aus Lemma 2 und Lemma 4fo1gt-u — a zlu= / +(h — a)Llu, 

d h. - U — hiJu = /. Die Giiltigkeit. von UIG = 0 und Uls,. 0 ergibt sich aits 

	

•	Folgerung 1 bzw. Benierkung 1. -	 S	
S 

' b) Eindeutigkeit der Losung. Sei v eine weitere Losung von (B) und w := U — v. 

• Dann ist --w—h4w=O, d.h. j w_aJw=(h_a)4w. -Aus der Em-' 

•	 '
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deutigkeit der .Losung der Aufgabe (C) (Bemerkung 2) folgt w = U1,(n_a)w = ShW. 
Mis Bemerkung 3 folgt w 0 U	 S 

Wir betrachten nun einige Eigenschaften der Losung der Aufgabe ('B). 

Lemma 5: Die Losung It der Au/gabe (B) er/üllt /olgende Ungleichungen: 

1. II Ii .Q2. 
< c2 (T) I/I2.Qr1 

2. I!2.41T 	c3T II!II2,Qr' 

3. V	 ^ C3	1/1	(1 ^ I ^ n).
aX i 

 

2.Qr	
I 

Dabei ist c2(T) eine /ür T —i- 0 beschränkte Funki ion; c2 (T) und C3 sind von h, If und 1 
unabhangig, c 3 181 von T unabhangig.' 

Beweis: a) Sei (un,) die im Beweis von SatzV l konstruierte Folge. Es ist d(u 1, , u) 
1• 

= (l(U0, lL)	' d(Um, Um+ i )	(1 — )m d(u0 , u1 )	- d(0, Shy 0 )	- d(O, u0) 

±	
m=0 

d(u1,1, 0).	
V 

b) Mit Teil a) dieses Beweises sowie mit Lemma 2 erhalten wir J4uftQ	d(u, 0) - 

d(u, u) ± d(0,	
(	

+ i) d(0, u)	(± + i)	fI/iI2.Qr 

c) Es ist	u_h4u=/, -also - u — aAu=/ +(h — a)Iu. Aus der Em-
at 

deutigkcit der Losung der Aufgbe (C) ergibt sich mit Folgerurig 2 bzw. Lemma 1 
und Lemma 3: 

IIU II T ^ c(T) 011112.QT ± a IUII2Q),.	-	V 
2. 

IUI2Q r < 2I2T(!f!l0 QD + a Auj2QT), 

3	/(J1I/2	 S 

axi U
	

^ (-) 
(I!2.Qr + U ILIUM2.Q). 

2,Qr	a 

Aiis b folgen nun die behaupteten lJngleichungen I-	
V 

•	Lemma 6: Seien U, ui die Lôáungen der Aufgabe (B) /ür die koe//izientenfun/c-
•tionen h bzw. h. Dann 1st 

<c1 (T) 
(

I •+	Jj(h - ) JthII2QT. 
S 

2:QT	 k). 

•	Beweis: a) Mit RUle von Lemma 2 sowie der im Beweis von Satz 1, Teil b) 
hergeleiteten lJngleichung erhalten wir zunächst	 S 

- d(uh, ufl d(Shuh, Sufl ;$ d(Shuh, Suh) + d(Suh , Su) 

V	

^ ± R h	h) Un112Qr + (1 — s) d(uh , Uh), 

also	
V	 S	 - 

d(uh, ufl	-- jj(h - h) LIUhII2.Qr	R1 - ) 4thIi2,Qr.	
V 

,
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-	 -	- 

b) Mit Folgerung 2 and der im Beweis von Satz 1, 'iLeil a) hergeleiteten Uhglei- - 
chung kOnnen wir weiter abschätzen: 

Ih — 2LhII	 94IIT	JSU —SuIJ	+ IISUh — 

c(T)h — h) hII2.Qr + c 1(T) ad(u, ufl ^ c 1 (T) (i --
	

Rh — h)Juj2Q.l 

'Folgerung 3: Seien u, , bzw uh die Losungen der Au/gabe (B) /ür die Koe//izienien- 
/'unktionen h3 bzw. h. Die. Folge (h8) eel /ael sicher konver(eit gegem: h. Dann ist 

•	• IPu . - uhfI' 0.	
0 

• Dies ergibt sich mit HiLfe der Ungleichang aus Lemma 6 aus dem groBen Lebesgue- 
schen Satz I 

Wirkonimen nun zur Aufgabe (A), die wir mit Hilfe der schon durchgefUhrten 

	

• tYberlegungen schnell behandelti können.	 - -, 
Definition 4: Sei g E W 2 (G) und a >0. Wir definieren u: QT- It gemaB-

•	 U0 (x, 1) := E(gmexp(—Lat))qm(x).  
Dabei ist	 - 

•	gm:=f g() m() d.	 S	 .-	 - 

: Lem ma 7: Die Funklion u0 ist E1em.nt des Raumes W(QT) und eduilt die 
Au/gabe(A) /ür h(x, t) = a = const und / = 0.	 - 

Beweis: a) Die Konvergenz der Reihe für uo g im Sinne 1es '2(QT) ist offen-
sichtlich.	• 

b) Wir zeigen die Existenz und quadratisehe Integrierbarkeit der verailgemeinerten 
•	 -	. 

Ableitung	u,0. Sei 

qy(x ; t):=	gm exp (mdt)m(X).	 -	 - 

•	 ImIN  

•	Wir schätzen ab:	 -	 .. 
T	 T	 -. 

ff  

2	 2	2	
. /\4

i q - —i q3 dx dl = I	X g 2 exp (-2Amat)' --)dl 

	

-a	
'	 j	 \	 I 

	

0	

gm2(m)2 

-	 2aNImIM	 1 
Dabei ist	 - 

r	112\1/2	rm	 - 
- .	g = j g(x)TJS(-) 

sin ! x1 dx	 S.	 - 

-	 1=11	1 
U

	

n 1	 m 2 /2	r	2 
= _f (;; -i-- g(x) 

(17 (T) 
sin —i-- x) (T) cos 

—fl- 
x dx 

also	g2 
()2	

(J gJ")2, wobei I1.1J 1 ' 2 die Norm- im Rautu W1 . 2(G) bedeuet. 

30 AuaIyis Bd 3, Heft 5 (1984)
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/2	\ 
Darnit ist ( —j qN) eine Cauchy-Folge im L2 (QT). Die Existenz der gemischten 

aXj 

AbleitungenUOI gläBt sieh analog zeigen. xl.xj 
e) Existenz und quadratisehe Jntegrierbarkeit der veraligemeinerten Ableitung 

sowie die Gultigkeit der Beziehung - n 0 ' - dJu O .g = 0 foigen aus 

qN E gm (-2.m)exp( — mat) m(x)=a4qN .	. 

ci) Die Gii1tigkeitvonu0Qj = g und uooIs = 0 1 d8 sich, analog zu den Vb'er-
legungen in Bemerkung 1 und Folgerung 1, leieht zeigen I 

Satz 3: Aufgabe (A) 1st in W' 1 (QT) eindeutig lösbar. 

Beweis: Mit der speziellen Wahl a:=	(k + K) , erhalten wir die Losung von 

(A) als Losung der Fixpunkt .aufgabe u = uO9	± Su, die nach Satz 1 in 
• . W.'(Q) existiert' Die Eindeutigkeit der Losung ergibt sich -aus der Eindeutig-

keit der Losung von (B) (Satz 2) I 
Bernerkung 4: Wir wollen vermerken, daB '(A) auch ohne Verwendung der 

• Funktion u0 gelost werden kann. Sei u E W(QT) rnit u = g und Uf1S T = 0, 

wobei also nicht notwendig u9 = u0 gelten muB. Wir Ibsen die Aufgabe - v - h zlv 

= t_(ug_ h Jug ) untervla=O und vIsT=O. Dann istu:=v+u Losung 

der Aufgabe (A). 

3., Losungen für nichtachsenparallele WllrfeI	-. 

'Seien y, ..., y, € II" mit (yj, y) = ôj; dabei ist (., .) das iibliche Skalarprodukt 
im R" und bij das Kroneeker-Syrnbol. Wir werden nun die angegebenen Aufgaben 
für den Fall	 - 

G = {x € It" 10 :!E^(x, yj ) < lfür 1	I	n} 

betrachten, d. h. G ist ein Würfel, dessen Kanten nicht rotwendig zu den Koordi-
natenachsen parallel sind. Dabei wollen wir beachten', daB die in den Differential-

02 
gleichungen vorkommenden (Orts-) Ableitungen. 

_2 
nach wie vor im bisher 

benutzten (d. h..in dein durch die Basis, x, := (1, 0, .'.., 0), x2 := (0, 1, 0, ..., 0) 
x.	(0, ;.. ) 0, 1) definirten) Koordinatenspsteni zu bilden sind. Ableituhgen in 

	

I	 a2 

dern durch y, ..., y,, definierten Koordinatensytem bezeichnen wir mit -	u. 

Bemerkung 5: Sei A	(a 1 )diejenige Matrix, die die Basis Yi, ..., y,, in die

Basis x1 , ..., x,, iiberführt, also x1 
=' 

a ryr . Dann ist 

a	n	a	 'a2 a2 - =	- und .	= aa18 
aX1	r=1	ay,	a1a	r.31	aY. 9Y8
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'Ia2fl 
insbesondere also ' —i =

	

	—i . Aus diesen Beziehungen folgt unniittelbar, daB
i=1 

sich die Aussagen der Satze 2 und 3 sowie von Lemma 5 und Folgerung 3 auf den 
hier. betrachteten Fall ubertragen lassen. 

4. Lösung der betrachtetcn Aufgaben für O G E 0 2	 - 

Mit HiLfe der Aussagen der beiden vorangehenden Abschnitte verden wir die Las- 
barkeitsaussagen nun auf soiche Mengen 0 ubertragen, deren Rand iii der Klasse'02 
liegt. Wir stlitzen uns wesentlich auf die von LADYSCHENSKAJA, SOLONNIKOw und 
URALZEWA [8] (vgl. dort Kap. TV, § 4-9) angegebene Konstruktion. Die mi zwei-
ten Abschnitt dieser Arbeit erhaltenen Ergebnisse erlauben, die ithode gegenuber 
der in [8] angegebenen Variante zu vereinfachen. So können vir auf die Verwendung 
des dort benutzten Einbettungssatzes verzichten. Wir ubernehmen zunächst eine 
Aussage aus [8].	 . 

Lemma 8 (vgl. [8: Kap. TV, § 4]): Sei ao E 02. 'Es gibE Zahien A, fl, c4 > 0 sowie 
No € N, so dap für jedes e > 0 elm A E (0, ).] und endlich viele Menqen (j} m) und Q(m> 

mit /olgenden Eigen.scha/ten existieren: 
1. m )	Q(m)	0; U w( m) = UQ(m)=G. 

2. Die jenigen Mengen (m) bzw. Q(rn), die einen positiven A bstand zu aG besitzen 
(wir' bezeichiien die zugehorige Indexmenge mit 1Jt), sind Wür/el mit dem gemeinsamem 
Mittelpunkt (m) und der Kantenlänge fiA bzw. 2flA. 

3. Die jenüjen Mengen w(m) und Q(m), die ao berühren, (die zugehorige Indexnienge 
sei .91), sind wie folgi erklart: 

Sei (m) E aG und y1(m), .. , ( m) eine orthonormierte Basis des R', wobei (m) der 
nach auen gerichiete Normalenveictor au/ aG in (m) ist. Weiter sei 

(m).	{x € R"I 
• 

	Wm) - x, y('))	-- und ..L < ((m) - x,	^ m1 ) 0 

(1:E^i^n— 1)}, 
•	Q(m):_ {x E RI 

x, y(m)) A und —A ^ ((m) - x, yn)  0 
(1^i^n— 1)}. 

Dann ist W( m) = F(m)&(m) und' Q(m) = F(m)m). 
Dabei let F(m) :	-, 0 elne cineindeutige Funktion mit /olgenden Eigenscha/ten: 

a) F' m (x € Q(rn)J((rn) - x, y1m1 ) = 0}	aG,	 -	 - 
F( m){x € QJ ((rn) - x, y,, m1 ) < 0}	mt G. 

b) Für alle x  Qgi1t (x, y (m) ) = (F( m)x , (m)) (1	i:s' ? - 1). 
c) Für alle x 1 , z2 E Q") mit der Eigen-scha/t (x1 - x2, ym)) = 0 (1	i it - 1) 

gilt (x 1 - x2 , y(m)) = (F(m)x1 - F( m )x2, y(m)). 
d) Bezeichnet F(m)x die' n-to Koordinate von F' 1x im (y1 (m) , .., y,,(m ))-Koordinaien--

system und	die n-te Koordinate von (F( m ))- 1 , so existieren für 1 :-9	- 1 
30*	 •.	 /
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die (veraligemeinerten) Ableitungem 

a	-a	 a'	a2	-	- 
- '

F('),	(Fm)-',	F'),	•-- (F(m))-'  

Oyi 

'I 

•	und last sicker gilt	 .	S 

	

a	a2 
'-a

_.

F(m)	,	
(J(m))_1	 E(m) ^ C4, 

ayi

2 	C.'  

(Wir haben verein/achend y, an Stelle von (m) gechrieben.)	
. S	 S 

4. Der Duhsch'nitt von No + 1 v'ielen (paariveüe versèhiedenen) Mengen. Q( m) 

leer. -	
S 

Satz-4: Es gilt elm von h und / unabhänglges. T 0 > 0, so daf3 die Au/gabe (B) /ilr 
•	T ^ '1's in W'(QT) eindeutig lösbar zst.	 . 

Beweis: a) Wir vermerken zunächst einen einfachen . funktionalanalytischen 
Sachvçrhalt: Seien-X, Y Banach-Räume,A: X  Y und R: Y ->-X lineare, be-- 
schrankteOperatoren. Sind die Operatoren Al?:, Yl - Y und RA: X —i- X inverti,er- 

•	bar, so st A invertierbar und es gilt A' = (RA)-' R = R(AR) 1 .	- 
•	b) Wir wählen eiri e 0 > 0. Seien N0 , c41 A, ( m ) , Q(m) usw. die. nach Lemma 8 vor-

S	 handenen Zahien, Mengen usw.	 S	 . 

- c) Seien 4(m): 0 - [0, 1] Funktionen mit folgenden Eigènschaften: . 
S 

( m)	Ilfur- xEco"	.	:	 . 
•	 .	 .1.	() =	 •. .  

0 fur x € G \Qtm) . . 
•..	 S	 -	

5	 / 

 

C( m) E C2 (G). Die Betrage der erstenAbleitungen sind durch	die der. 

zweiten durch beschrankt Dbei ist c, eine von) unabhangige Konstante 

Die Existenz soicher Funktionen ist leicht zu zeigen.  
Sei'nun (m): G .-* [0, 1]gemaB h7)(x):= (	40)(x)I2_1 (m)(x) . i)ann ist	m)(X). 

/	 ..m 

x -( m )(x) = 1; (m) € G(G) Dabei sind die Beträge der ersteñ Ableitungen durch 

die der zweiten durch - beschränkt, wobei c6 .eine von A unabhangigç Konst.an,e 
ist.	 A 

dl) 1st	€ L,(G) mit ,( m )I G\Q() = 0, dann ist .	 . 

' (m)2 
= f	,(m2 dx NJ !' ! (m) I 2 dx =.N0	Ii>II 

•	1st ip € L,(G), so können 'wir abschätzen:	.	.•	

. . S	 - 

IIPIQ()! Q =	f l' dx ^N0 f	dx = N0 J'Ij .	• 

M	•	
.	 G	•	

. 

d2) Sei QT(M )	D(m) x [0, T]. Aus dl) erhalten wir leicht die beiden folgenden 
Aussagen:	S	 S	 •	 -	 S	 - 

Aus U(m) E W"(QT) mit u(m) J QT\0 T m 	0 folgt . .	 S	 • •• 

-	

u(m) 11)2 1- C	'	 S •	

•,	 ,	 -	 / '
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Aus .0 E W'(Q) folgt	 S 

•	L' (I IQT(IIDc,.)2 

Dabei ist c7 ine ur von No abhangige Konstante. 
•	(k3) Ebenfalls leicht uberzeugt man sich von der Existenz einer für e 0 .- 0 be-



schräñktenFunktion c 9 (e0), so daB die folgendeAussage gilt. Sei zunächst QT(m) : = 
•<[O, TI. 1st U(m) E W2 1(T) u ( M) ü m E W(QT ( rn)) gemaB ü(m)(x,t):= &m)(F(rn)x, 

1), so ist I!U(m)JJr(m)	90) IIÜ( m)JI; '(m)	u(m)II	(,)^ C(€) IU(m)iP;,T.,,). - 
In den folgenden Abschnitten dieses Beweises werden wir der Einfachhêit halber 

Y,: statt y(m) und (m) statt F(m)(x) schreiben. 1st w: QT ( m ) -* R, s6 bezeichnen wir- 
mit w(F( m)) =: ü die durch ü(x, t):= w(F(m)z,-1) erklàrte ]?unktion iv:QT(m) 4- R. 

- 1st umgekehrt u' :	(m) - It, •so bezeichnet t((F(m))-1).=: w die durch w(x, 1) 

	

u'((F(m))_l(x); t) definierte Funktion w:	- o- R.	 - 
Tst/ E L2 (QT), so werden wi•r statt IVIII2.Qr einfach I/I12,Qr schreiben; analog 

für w € W2 .1 (QT). Der besseren-.Mbersicht wegen werden wir auch geschweifte 
Klammern benutzen.  

• d4) Sei m E1 und x E Qr(m). Leicht uberzeugt man sich von der Gultigkeit . der 
Ungleichungen  

max (irn)(p(rn)))	( rn)(.p(rn)))	 I 

-- (1 + e0)max {c5 , c5} =: c10 0-, e0)	 -	-	 - 

• -	und  
a2	 -a2 

max 
fiS	 (rn (F(rn))),.	 rn(Frn))}	 -

ayj 

(	
(1 ±,o + E 0 2) +)Iax{c5 c6}=: c 0-, e).	

- S 

d5) Sei O W " 	:= {u € W"(QT) I uJ =0 und U ISD = 01. Analog seien die -	Raume OW2,1 	uhd O W2.1 (Q T(rn) ) erklärt. 1st U(m) € OW.1(QT(rn)),. so gilt folgende 
Abschätzung:	 /	 .•	 . 

	

.	

ft (rn)u(m) II 2 ; 11	c8 (e, A, T) IIu(m)jJ.  

Dabei ist c8 eine Finktion mit folgenderEigensehaft: Es gibt eine Koiistante >0, 
so daB für alle e 1 > 0 und alle A € (0, 2} die Ungleichung ca(eo, A, T)	y für hin- 
reichend kleines T erfüllt ist. -	 S	

•. / 
•	Zurn Beweis gei zunächst m € 93L Mit c) erhalten wir	 '-	

S 

(rn)(,ñ) 21	•	 •	
5	

5	 S 

2,Qr	 -	 .	- - 

	

-	
4IIu)m)1I	+	IIu " > II2,Q> +	 + max	m+Q 

Nun beachtn wir, daB U(m ? die Aufgabe (B). für /: - U(m)	h Au(m) ,erfUllt. 
at 

Aus II/2Ôr	(1 + Kn.) IIu(IIT,und den in Lemma 5 angegebenen Ungleichun-
gen erhalten wir dann	 -	 - -.	S	 •	 - 

(m) (m) 2.1	 S	 -	 •	 -	 -	 • 1)	U	2.QD(")	.	 -	 -	 S	 • 

4 11u	+ (1 ± .Kn) 
(3- c3T + 

A2 
c3T + - 3T1I2) III!T
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Sei nun m E 1. Mit Hilfe der Ungleichungen aus d3) und d4) IäJ3tS sich dieser Fall 
auf die Situation ü(") E O W(QT ( m )) zurückführen, die sich wie eben angegeben 
behandein lätlt. 

	

•	 -Cl) Sei A : ° LV"(QT) - L2 (QT) gemal3 Au :=	it - h Ju.. Offensichtlich ist A 
linear und beschrankt.	 I 
-. e2) Sei m € V. Ist/(m ) E' L2 (QT m ), so sei R(m)/(m) die nach Satz 2 (dessen Aussage 
nach Bernerkung 5 in der vorliegenden Situation gilitig ist) existierende ,und em-

	

•	deutig •bestimmte Funktion aus 0 W2 2 , l (QT ( m )) mit	(R(tfl)/(m))'_ hA(R(m/(m)) 
= /(m) Far / E L2 (QT) sei v(m) := R(m)((m)/).	 - 

	

•	•e3) Sei m € . 1st 1" € L2 (Q T ( m )), so sei R(m)/.(ln) diejenige, nach Satz 2 (vgl. wieder 

Bemerkung 5) existierende Funktion aus 0 W 1 ( T (m) ) mit - (P	) m1m — 4((m) 

X /) = /(m) 1st /() E L2(QT(m)), so sei R(m )/(m) € O W(Q (m) ) gemaB 
:=[(m)/(m)(Fm))] ((F("))-'). Far / € L2 (QT) sei 0^ := Thm)(im)/(F(m))) un(T v(m) 
=R(m)((m)/).	

S 

e4) Mit den in e2) und e3) eingefUhrten Funktionen definieren wir R: L2(QT) 
* °W"(Qr)gemat3 RI := ' (m)V(m). 

•	1 fur i + .n (	 •r/ € L 
. 

	

•	• 1) Sei nun ô1:= 
lo für i=

	
Far 	gilt: 

	

•	AR! — = (f - ( ,1(m)V(1n))_ h ((m)V(m))) — / 

	

= ' [m> (-p- v(m) - h tiv( m >) — h i' (--	+ 2 (
axi.-- 

1(m)) 
mEIm	 - 

•	X (_ v(m)))] +E [(m) (	(m)) ((Fm)-1 )
at 

— h	((• 77(m)) ((m)((F(m))-1)) 

+ 2(	77(m )) (± (m((Fm)-1))) +	
(	

( m)((F(m)Y1))))]	
If 

[i	'  ((— (in) V(m) + 2 (..... 7pm)) (a
axiV(m)))]

m9J	 aX	 - ax1  

	

•	 •	 _' [i' ((-2 i m >) (i3(m)((F(m))_1))	S	 -	

• S • 

mEIR 

	

2 (-- 
71(m)) {(.. i5(m)) ((Fm)-1) +	(- (F(tfl))-1) 

x
(__ 

i(m)) ((F(m))_1)} 

+ '' & {(-
	

(F(m))-1) IGMyfl ii (-)  ((Fm)-1) 

	

-	•	 • 0

	

•	
+

- (

F(m1) 
(2 

i3(m )) ((F(m))_1)}	
• 

•+	(Fm-1) (	f(m )) ((F(m)-1)})].
aYn
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Mit c), dl) und den Ungleichungeii aus Lemma 5 (vgl. Betierkung 5) schätzen wir 
ab:

JAR! 

NK2 [
	[	(	

+	v(m)	)f rn E )fl :=i 2	 2 3X	 112.QT'"' 

+.E { k	
ay  

(C (^ MEN	
II(m)II2.T	+ 2{	 co	

(m)	
} MEN i=I	 2	 2.Qr	 2.Q7" 

+ e {
	

32	

+	
3 Y 

j3(m)	

} + C.

)]2] 

3Yn 	 n	2.Qr" 3Y1   

-	 -	
6N0K2

n[	
c 3 IItII2.Q) + (2	C3 IJ/IJ2.QT). T] 

mE9J1 

±mi [(- 
C3] JJ/fj2	+ (2 - c3 II/1J2	T 

+ ( -- 
C /II2Qr()) T + ( 0c2(T) II1II2.QT ,) 2	 - 

-	-	•+ (e02c2 (T) 11/112,Q (_) )2
 + (C4C3 1 1/112,Q,(- )) T]]	 - 

•
	

6N 2K2 max {( c3T) ( j - c	'p, (0j- 3) 2	(eoc2(T))2, 

•	 (eo2c2T)2, (c4c3)2 T} II/	.	•.	 S	 '• 

g) Eur w € O W ,1 	gilt RAw — w	(m)R(rn)((m)Aw))	w. Dabei ist 

(m)R(m)((m)Aw) =	(m)[R(m)((m)Aw — A((m)w)) + m W]	 -, - 

mER

a2	 a 

m ON
(_h1 ((2 (m)) w ± 2 

(-_ 
C( h )) ())) + (m)w]. 

%Veiter ist	 ,-	•	 / 

•T , m)R(m)((m)Aw) = !' (m)[R(m)(im)Aw — A C (n)w) -f Rm(Amv)] 
, m E ?	 mE9? 

mit
— Aim )w) = [(m)(((m)Aw) ( F (m) ) — (AC)m )w) (F(m ))] ((Fm)-1) 

•	

= [ ( m )	 h(Fm)' ((2 (m)) (F( n )) w(F(m )) + 
2 (– 

C( Th )) (F(t)) 
•	•	

•	x {— (w(F m ))	6 
G_. 

Fn) 
(_ 

(w(Fm)))}))] ((F (-. )_ 1 	• • S
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und 

I?(m)(A,(m)w) = [ m (A m w) (F(m )I ((F m )- 1 ) = [i(m) ( (-(m)(F(m)) w(1?(m))) 

- h(F(m )	 2((m)(F(m)) w(F( m )))	 - 
i=1	Yi 

(

a

+ 

o (
2	(rn)(p(rn)) w(F)) 	Fn(fn))

	

aYi -Yn	 (ayi 
2 

Fn(") ._ ( m)(F(m ) w(F(m))) 

ly i - (._ 
Fn (m)) --i (-(m)(F(m)) w(F(m)))}})] ((Fm)-1) 

Dabei ist

(wFm))	 - 

(	
(m>(tn))) w(F(m)) ± (_(m1Fm)).(—

aYn
 (w(Fm))) 

	

(	
(m(pcm))) (

	
(w( Fm))) ±.(m)(Fm))a . ((F)) 

sowie

	

2- ((F.m)th(Fm))	 N 

(	

(m(p(m))) w(F(m)) + (m)(F(m)) 

und

ay"((-)(F(m)) w(F(m)) =
Q 

2	
y 

2 (m
F m)) w(F m >	- 

+ 2 Gy"
- ((tn)(F(m)))) (—'  (w(Fm))) + 'm )(F(m ))	(w(FCm)))	 - 

Somit können wir zusammenfassen:	 S 

/ 1?Aw—w 

=?7() [R m (_h ((! () w + 
2 (-- 

m ) (± W)))] 
mID	 -_	 c9X1 

' () F?(,-) (_h(Fm E (( e..! .YI .(m)) (F( t73 )) w(Fm)

	

M E T	 1=1  

+ 2(- 
t') (F'm )	(w(Fm)) — & (ayi,._Fm) (_ (w(Fm)))})) 

± R (h(F(m)) 
E ((	

F(m)) 12 (
	

(CmFm)) w(F(m)) 

S	 -	-
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2 (.(m)Fm)) (
	 + (	

(m)) 

x(

a	 a2 

- 
(w(FCm )))	2m(Fm)	(w(Fm))}

V	

+(

 

TyT2
Fn(m)) I(T (m)(F(m)))) w(F( m )) + (m)(F('))— (w(F(m ))} V 

— (
Fn) {(2 ((m)(F(m)))) w(F(m)) 

± 2
Wn- 

(m)(F(m))))
 G.... (w(F

w )))	-.	 1 y. 
2. 

ON 
+ (m)(F(m)) (2 

(w(Fm)))}))J ((Fm)-1) 

Mitc) sowie mit d2)—d5) und1 den in Lemma 5 enthaltenên Ung1ihungen schâtzen 
wirab:  

(IIRAw .- .wIp) 2 < c7c(e, A, T) c2 2(T) K2(1 + nK) 2

><
(( 

c3T) IIw II QT'" + 2 - c3T"2 IIWIIjQTIm)) 

+ C92(Co)
	Ul

	

( c3T w(F(m ))l)	+ 2	{c PJTI/2 IIw(F(m))IP L 
+ 46T '2 IIw(F(m ))II	m} + o (2c11 (A, €) c3T w(F(m))II 

+ 41c 1 o01, €o) C3T 2 II . W(F(m ))II T	+ 2(T) IIW(F(m)II,,} 

-.	± c	
- {j 
c(2, €) 3T IIw ( m))IIj	+ C3T 2 . IIW(F(m ))II m>}	. SV 

•	 S	

•, + E, Iclio, e) c3T IW(F)IIT(m) 5  

- + 2c10(A, e) c3T112 II W (F (m ))I T ± c2(T)	

- 

11c72c8 2(eA, T) C2 2(T) K 2( + nK)2 n(c9 4(eo) ± 1)	-	
V 

x max 
10.2- 

c3T) (2	C3) T, (2jc3eo) 2 T, (2eocji (A, eoyc3T),	 S	 - 

( 0c 1 o(A,) c3 ) 2 T,.(2oc2(T))2, (c4c 0(A, e) ca T) 2, (cc	T}(IIwI.<J2.2 Q 

•

	

	h) Aus den in f) und g) angegebenen Abschatzungen ist ersichtlich, daB fiir hin- . 
reichend- kleine E O und T die Beziehungen..IAB — Id < 1 und JJRA — Idjl <1 
erftillt sind. Dabei bedeutet Id-die identische Abbildung in L2 (QT) bzw. in °W'(QT). 

	

Die Behuptung folgt nun aus a)I	 -	- 
Wir wollen nun zwei Eigenschaften der. nach Satz 4 für T:!-, T0 existierenden 

Losungen der Aufgabe (B) festhalten. Wir stiltzen tins z. T. aüf die un Beweis von 
Satz 4 durchgefiihrten Uberlegungen und verwenden au*uch die dort benutzten Be-

V	 zeichnungen.	 S	

5	 0 -	 5	

•
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Lemma 9: Die nach Satz 4 /ilr T :^-, T 0 ethtierende Lñsung u der Au/gabe (B)

	

er/ütlt /olgende Ungleichungen:	- 

	

1.	III2.Qr	T II1I2.Qr, 

	

2 	,Tl/2 11II2.Qr,	(I:!, i^ n) 

	

t9X i	2,Q	 - 

	

3.	 I/II2.QT 

Dabel z1 a eine von h, / und T unabhängige Kontante. 

Beweis: a) Nach den. tYberlegungen atis deni Beweis von Satz 4 ist 

u = A'/ = R(AR)'/ = R	(Id - AR)t t) = R(/ + t) 

	

• mit Jo :=E (Id - AR)i /. Dabei .ist /020;	I1II2,Q mit eineni von h, / und T 
• unabhangigen fl0. 

b) Wir. schätzen äb: 

IJ R/Il Q	No E IIV m JI ,Q>	N0 (Jl v(m 

	

/	
;5 No E (r-3T 1/1I2.Qr) 2) ;5 NO2c2T2 

1112.QT 

(vgl. den Beweis von Satz 4, Teil dl) und Lemma 5). .Eine analogé Abschatzung 
'gilt für to Es folgt: 

J! UII2QT = 11-RU+ /o)112.QT	(1 +	) N0c3T I1I12.Qr 

c) Sei nun 1	n. Wir schätzen ab: 

	

3	2 3	 2 
- 

	

axi 
 RI	^ No E	(rI(m)v(m)) 

2.QT	m 
11 

3X1	 2

2 
^5 No	

(-
  IVmII2.QT. + Hvm 

	

m	

). 

	

-	 -	3x 1	2.Qr(m)	 - - 

	

Dabei ist für m 	 - 

- 11 axi .)	:5-, n2 max	v(") 
112,QT1" >	j	3YI .11 2.Q , ( -) 

•	mit	- 
..._. 

j(m) =	(im((Fm)-1)) 

/	

= 
(0m)

;
) ((F(m )) - 1) __ a, G_' m).((Fm)_1) .--- (Fttm))-'

Oyi 
Also folgt 

11 

axi 
V (M )	n2(c3T11 1/Q(rn) + c3Thf2eo I/I2.Qr(m))' - 

112 .QT	 -	 •
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Somit erhalten wir: 

R/	^ N0 [ 
^' (- 

c3T II/!2.Q T rn ± c3T"2 JJ/I.Tm) 
aX1	2.Qr	mE	2 

+ E 
(

C6 c3T I1I2.Qr	± 
712C,71 1/2(l + £) II/II2.Qr')] 

mE91 2 

^ 2N 2 
max {(- 

c3T) c32T, (n2c3(1 + €))2 T} I/II.QT 

• Eine analoge Abschatzung gilt für /o Es folgt: 

•	 =	
R(/ +	 +	R/o

11

	 •. 

t9x1	
il 2,QT	 2,Q	 2.Qr	 2,Qr 

•	 ^ 2N(1 +	max	c3T, c3Tl/2;n2c3(1 + e0) Th12} II/I12.Qr 

d)Esist	
0 

(IR/II D) 2	ce(eo, 2, T)	' (IIV(m iJ T ) 2	C7C(, 2, T) (L'(Itv(m)Im)2 

+ c9 2 (	 2)eo)(II(m)I	>)	c7c82(s0, 2, T) (1 + C * 2 ( 0)) c2 2(T) N0 lIII!,QT. 

(Vgl. den Beweis von Satz 4, Teile dl)—d3) und d5) sowie Lemma 5.) Mit Hilfe 
der an1ogen Abschatzung für fo ergibt sich die Behauptung vie in b) bzw. c) U 

Satz 5: &i T E (0, ). Au/qabè (A)ist in W 1 (Q) eindeutig lösbar. 

Beweis: a) Wir . uberlegen uns zunächst, daB die Aufgabe (A) für T T0 em-. 
deutig lösbar ist. Ausgehend von der Lösbarkeit der Aufgabe (B) für jedes / E L2(QT) 

(Satz 4) läBt sich eine Losung der Aufgabe (A), '<.vie in Bemerkung4 angegeben, 
gewinnen Die Existenz einer Funktion u € W 2. 1(QT) mit ngIG = 9 Ufld UgjS = 
folgt z B. aus [8: Kap. ITT, Theorem 6.1]. 'Die Eindeutigkeit der Losung , folgt aus 
(ICr Eindeutigkeit der Losurig der Aufgabe (B) (Satz 4). 

b) Wir zeigen die eindeutige Lösbarkeit von (A) für T -- T. Nach a) existiert 

eine 'eindeutig bestimnite Funktion it E W(Qr.) 0 11 it uIo = 9, U IS T = 0 und - u 

- (hIQ T) zlu = /IQ• Da u( . , 1) fiir fast alle I € [0, T0] irn Raum {wEW2 '2 (G)I wIac	O} 

W 2(G) liegt, gibt es ein T1 
€ [-- 

T0, T, mit u( . , T 1 ) =: g' € W 2(G). Nach a) 

gibt es nun eine Funktion u1 € W'(G x ['P 1 , T1 + T0]) mit iIGx(r,) = 91, 

U1IGXLT,.Ti+T.I = 0 und	
0 

— (hIcx IT,. T,+r. J ) Au = flGx t TI . r,+r.1. 

Da die Emnschränkung von u1 auf 0 x[T1,T0] eindeutigbestimmt ist, gilt U1icx(T,.T. 
= UGXET,.T,. Damit ist v:Q13 121 r, -± R genial) 

-

	

l u&, t)

 (x,t) für x 
 fur x ^! T 1	 - 

Losung der Aufgabe (A) aus W(QT).	
0

/
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Zum Beweis der Eindeutigkei sei wE W(Q(3 I2) r0 ) eine weitere Losung von (A). 
Zunäehst existiert ciii T2 € (T1 , T0) mit v( . , T2 ) E.W'2 (G) und, w( . , T2 ) € W'2(0). 
Nach a) ist V IGXIO.TOI = WIGXIO.T, insbesondere v( . , T2 ) = w( . , T2 ). Wiederum aus a) 
folgt d,ann VIGX tT.(3/2)T = wlc x CT,d312T.I• 

c) Die Fortsetzung desin b) angegebenen Verfahrens'liefert die Behauptungi 
•

	

	Wir ubertragen nun die, dritte Ungleichung aus Lemma 9 auf die nach Satz 5
• existierenden Losungen der Aufgabe (B). (Die beiden anderen Ungleichungen von 
Lemma 9 sin'd ohnehinnur für ,,kleine" T von Tnteresse.) 

Iemma:10: Sel T € (0, oo).	 cli Die na Satz5 existierende Losztng u der.Aufgabe 

	

• (B) erfüllt die Ungleichung Iu II	.y IJ/I12.Qr . Dabei 1st y eine von h und'/ unabhangige 
Konstante.	 •' T 

Beweis: Wir zeigen die 6iiltigkeit der Aussage wieder für T - T0 und st'ützen 
uns wiederumauf die im Beweis von' Satz 5 durchgefuhrte Konstuktion, wobei wir 
auch die dort verssendeten' Bezeichnungen benutzen.' Nach Lemma 9 ist IuII	• 

	

11112.QT .• Offensichtlich existiert'ein T1 €' 1--,T0, T0 mit u( . , T1 ),=': g 1 € W: 2(G)	•	• 1 
•	'(T2)1/2	•	 / 

n W , (0) und I191IIG2'2
	yo 	• IIIII2.Q . Wir wählen nun eine Funktion u,

I2\ € W"(G x [T1, T1 + T0]) mit IUg2IJXjT1T+T0)	?i ()' a II1I12.Qr; dabei sind y, 
- y von / und h unabhangige Konstanten. Nun 'konstruieren wir u1 € W'(G x [Ti , T1 

•	+, To]) auf die im Beweis von Satz-5 angegebene Weise. Aus Lemma 9 folgt 

•	•	jU111 Gx[T 1	 •	 •	
S	 •	 ' 

'a (II/II2cxT,;r+T; +	Ug	h42191
) 

•+ IUg1IIx[T,r1+r0].' 

	

•	'	 t	
S	 2.GXT.T,+T01	•	'	'• 

Mit IJilfeder oben angegebenen Abschatzung für IIuQ II,<(T:T,+T.1.. erhalten wir'die 
Behauptung I	 • S	 •	 -'	 S 

Unter wesentlicher Benutzung des eben bewiesenen Lemmas erhalten wir schlieB-
lich noch die' folgende Aussage.  

Lemma 11: Sel T E (0, ). Seien Uh, bzw..uh die Lösungem der Aufgabe (A) für 
die Koe//izienten/unktionen h 3 &ZW. h. Die Folge (h8 ) sei fast sicher konvergent gegen h. 
Dann 1st hUh. - UhIh.'- °	 ' '	•	 ' 

Bweis: Aus'Lh.— hS Lluh.= fund Suh—h4uh=/fo1gt 
•	'	•	a	-	•

at 

- (u - u) - h3 -zl (Uh. - u) = (h8 - h) hUh.	I	• •	• 

-	
•	 '	 S 

Weiter ist Nh. - UhIG = 0. , Damit erfililt	- Nh die. Aufgabe (B) fur die rechte 
Seite/ = (h8 - h)zluh. Aus Lemma 10 folgt nun.	•	 •	-	• 

huh - thhI r	Y 1(h8 - h5) 4 uh I 2 Qr 

Dabei beachten wir, daB y von der speziellen Wahl der Funktion h8 unabhängig ist. • 
• Auf Grund des gro6en Lebesgueschen Satzes (vgl. z. B. [11: Abschnitt 14.2.2]) gilt' 

- h) hU11 lOT -* 0 1	•	•	' •
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5. Weitere Bemerkungen	 - 

Wir wollen noch einige etwas ailgemeinere Anfgabenstellungen betiachten, die sich 
mit 1111k Ier in den vorangehenden Abschnitten erhaltenen Ergbnisse Ieicht be-

.Jiandeln lassen. -Wir sëtzen weiterhin aG E 02 voraiis. Zunachst eine vorbereitende 
- Aussage.  

Bern erkung 6: Sei T € (0, oo). Die nach Satz 5 existierende Losungu der Auf- 
gabe (A) erfüllt die Ungleichung 	- 

(IlIIo''  

Dabei ist Ô eine von g, / und h unabhängige. Konstante. Ausgehend davon, daB die 
• AuIgabe (B) für jedes / € L2 (QT) läsbar ist, können wir u auf die in Bemerkung 4 

angegebene Weise ermittein. Die behauptete Ungleichung ergibt sich nun aus LeniIna 
10 und der Tatsache, daB für g E- W 2(G) eine Funktion u9 € W'(Q) mit UQ G = 
U9IS T = 0 und JJU,11261 IqIJc' 2 existiert, wobei â eine von g unabhangige Kon-
•stante ist Letztere Aussage läBt sich z. B. aus 'den in [8: Kap. III, § 61 durch-, 
gefuhrten t)berlegungen oder aus [8: Kap. TV, Theorem 9.1] entnehmen.	 -' 

Wir können ' nun diejenige Aufgabe behandein, di- aus (A) dadurch hervorgeht, 
daB wir an -Stelle reeliwertiger Funktionen soiche' Abbildungen betrachten, deren 
Werte in einem (beliebigën) Hilbert-Raum H liegen. Wir arbeiten dabei mit Sobolew-
Räunien vektorwertier Funktionen, die 'anal6g zu den bisher benutzten Räumen 
definiert sind. Wir formulieren die Aufgabe:  

(A'H)	Gesucht ist eine Funktion'u E W2. 	H), für die gilt: 
.5'	

'	 •,/.'	 '	-	 ' 

(AHI) - u - h(x, t) Au = /(x, 1),  

(A112)	UG=g,	 '	 '	, •:	. 

-' (AH3) UIsr =0.  

Dahei sincf g E W 2 (G; H) und / E L2(0; H) sowie h: QT -- 11 gegebene Funktionen; 
h genügt den in (A) angegebenen Voraussetzungen. 

Bemerkung 7: Die in Lemma 9, Satz.5, Lemtha 10, Lethma 1 ,1 und Bemerkung 6 
für die Aufgabe (A, ) gemachten Aussagen' gelten analog für die Aufgabe (All). In 
der Tat, wegen der MeBbarkeit von g und / konnen wir voraussetzen, daB H serabel 
ist.	an'n .D	rha1ten wir die Losung von'(AH)-auf folgende Weise: Sei (z1 ) ein you-



standiges Orthonorñialsystem in H und u1 E W'(Q) 'die nach Satz '5 existierende 

und eindeutig bestimrnte Funktion mit - u1 - h Au1 = (/,.zI )H sowie UIIG =' (g, z1),1 

und us 2 '=O. (Dabei bedeutt (., .), 'das Skalarprodukt in H.) 'Mit Hilfe der in 
Bemerkung 6 'ënthaltenen Ungleichung, läBt sich sehr leicht nachrechnen, daB 
u € W'(Qr; H) gewaB" u := ' u1; die Aufgabe (AR) erfullt. Zuni Nachweis der, 

Eindeutigkeit der Losung sei v einé weitere Losung und w := 't - v. Nach : Satz 5 
ist (w, z1 )j1 = .0 im Sinne des L2 (QT) für jedes 1. Daraus folgt w = 0 ith Sinné des 
L2(Qr; H). Die Gültigkeit der ubrigen Aussagen läBt sich, ausgehend von der an-
gegebenen Losungsdarstellung, mit Hulfe der entspreehnden Aussagen für 'reell-' 
wertige Funkt.ionen sehr leicht nachweisen.   

.5-

5,
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Bemerkung 8: Betraehten wir statt (AH1) die Differentialgleichung 

(9	 -n	 (9 
—u—h(x,t)Ju+Ehj(x,t)—u±)(x,t)u=/ at	 1=1 

mit beschränkten, meBbaren Funktionen h1, i, dann läBt sich eine Existenz- und 
Eindeutigkeitsaussage für die so entstehende Aufgabe wie folgt gewinnen: 
• a) Wir betrachten zunächst den Fall g = 0. Sei A: °W' (QT ; H) -9-L2 (QT ; H) 
gemAu := -f-u - h 4u-	h1 .---- u + iiu und B: L2(Qr; II) -± 0 1V2 2 t1 (Qr; Ii) at	 a1	 - 
derjenige Operator, der jedeni / die nach Satz 5 (dessen Aussage nach Bemerkung 7 
auch in der vorliegenden Situation gultig ist) existierende Losung der Aufgabe 

ü - iiu = / zuord net Mit Hilfe der in Lemma 9 (vgl. wieder Bemerkung 7) 

enthaltenen Ungleichungen ergibtsich, daB für hinreichend kleines T die Bezie-
hungen 11AR — IdIl < 1 und 11RA - IdlI < 1 erfüllt sind. Die Existenz- und Em-
deutigkeitsaussage für hinreichend kleines T folgt nun aus deni Punkt a) des Be-
weises von Satz 4. 

b) Die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage für g E W( 2G; H) und beiebiges T 
erhält man nun mit derselben Konstruktion wie im Beweis von Satz 5. 

Benierkung 9: Liegt an Stelle von (AH2)und(AH3) die Anfans-Randbedingung 
U IGUSr = 99 vor, so ist die Aufgabe in W'(QT; H) genau dann lösbar, wenn op einé 
Fortsetzung u, € W'(QT; H) besitzt. Die Losbarkeitsaussage erhält man durch 
Anwendung des bereits mehrfach verwendeten Hornogenisierungsprinzips (Bemer-
kung 4). Es ist danñ u, an Stelle von u, zu verwenden. Die Notwendigkeit der Be-
dingung ist offensichtlich. 
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