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Em. Randwe*tproblem für eine nichtlineare' Gleichung 
gemisehtenTyps irn R3' 

A. MuIL-RErrKowsKx  

-	
S 

In einem cinfach zusainmenhängenden' bésehränkten Gebiet G des R3 mit G n {x3 = 01 -A= 0 
wird -ein, Rand wertproblem' für die Gleichung Tu = L u — u IuP.= /(x, u), p> 0, unter-
sucht. Hierbel 1st L ein linearer Differential operator zweiter Ordnung, der elliptisch, para-
bolisch oder hyperbolisch ist, je nachdem, ob x3 > 01 x3 = 0 oder x3 < 0 ist. Der Rand von 0 
wird aus elner nichtcharakteristischen und zwei charakteristischeñ Flächen gebildet. Das 

• Problem besteht darin, eine Losung u-der Gleichung in 0 zu finden, wenn u = 0 auf der nicht- 
charakteristischen und auf éiner der beiden charakteristischen Fliichen vorgegeben ist. Es 
wird gezeigt, daB das Probleth in einem veraligemeinerten Sinneine Losung hat, die in LP2 
kind in einem gewichteten Sobplew-Raum liegt. Hierzu werden 'Apriori-Abschiitzungen her-

• geleitet, mit deren Hilfe man Vzeigt, daB eine Folge v6n Nälierungsproblemen läsbar ist find 
deren Losungen gegen die gesuchte 'Lösung konvergiert.	 -	•-
PaccMarpuBaercfl HpaeBaR aaaia Ann ypaBHemin Ti = Lu — u I u l P = /(a, u), p> 0, 
oWoCns4 3 1 Iofl orpatimmeHHOft o61IacTH 0 npocTpaHcrBa R3 Co CBOf1CTBOM 0 6 ' {x3 = 0} 
1p11 3TOM L -. niisefliiu )I4 epeHLu4aJlbHbItt oneparop, RoTophIfi 3mJIHUTIP1eH, napa-

"6oJ111'leHnJth rlrnep6ornl4eH B 3aHMcMMocTI4 OT TO1'O, 6yeT Jill x3>0, x3 = 0 arn x3 <0. 
•	Fpauuia 0 o6pa3yercn 113 OHOft Hexapa1TepHcTHec}oft 11 ABYX xapaKTeps1cTH1ecHHx 

nOBepxIioCTrfl II UIUCTCH peweulle ypaBHeHIIH, paoe HJHO Ha 
14 0J1HOf1 113 3THX ABYx xapaKTepMCTH'leCHHx uoBepxHoCTel. I1oKa3hzBaeTCR, 'ITO- npo6JleMa 
B OGoGweHHoM cMbIC1e pa3peurnMo- It peweHHe flMHJIC}KHT npocrpancuy LP2 is npo -
CTpaHCTBy Co6oIeBa C BeC0M. LIJIa aroro BaIBOgHTCH anpisopae OLIeHKH H C HX HOMOWBIO 
noxaabIBaeTCH pa3pel1J11MOCTb noCJ1eoBaTern1locrls anupORClrMHpyIOLuux upo6ueM IT cxo-
JUIMOCTh 14X peiuennt K MCXOAHOMY peIueHu10	--	 - 

A boundary value problem for the equation Tu Lu — u 1 u1'.= /(x, u), p> 0,- is studied in 
a simply connected bounded domain 0 of W. Here L denotes a lin'ear second order differential 
operator which is elliptic, parabolic or hyperbolic if x3 > 0, x3 = 0 or x3 < 0, respectively. 
The boundary of 0 is formed by a non-characteristic and by two characteristic surfaces. The 
boundary value problem to be solved is to find a solution of the equation in 0 which assumes 
zero 'data on the non-characteristic and on one of the characteristic boundary surfaces. It is -. 
proved that this problem has a generalized solution belonging to LP2 and to a Sobolew space 
with weight. Using apriori estimates the solubility of a sequence of approximate problems is 
shown whose solutions turn out to converge towards a solution of the boundary value problem 
in question.	-	V	 V	 V	 V 

1. EinJitung. ' Problemstellung F6rmuiierung des Ergebnisses	 V	 V 

Es wird die Gleichung	s	 I	 '	 -)	
V 

• V	 Tu=Lu_uIuIP.=/(xu)	•(p>O)	
V	

(1.1)	

V 

mit •V	 •	 - 	

V 

V	 L-u.= k(x3)	+ Uxsx. +u, -- Ca;,	
V V	

V	
V	 V 

	

V	 -	 V	 . (1.2) 

•	 V	 • -

	 k(x3) = sign xa Ixa I m	V (m > 0, c = const	0) V	 •	V



414	A. IULLER-ErrKOw5KX 

in dem einfach zusanimnhangenden besehränkten Gebiet 0 R3 {x = (x 1 , x2 , x3)} 
mit 0 r {x3 = 0) = 4 untrsucht, dessen Rand ao aus folgenden Fläehen gebildet 
vird  

SO mit der Gleichung x3 = h(x1 , x2), wobei h eine glatte Funktion ist; 

S mit der, Gleichung x1 — 1 + m	2	x3) 
+1 

= 01 x3 0, x2 € [a1 , bj]; 

52 init der Gleichung X1 — 1+ 
m ± 2	

x3 ) 2	= 0, x3	0, x2 € [a2 , b2]. 

In 0 soIl x1 + 1 > 0 gelten. Es ist 30 n (x3 > 0) = So n {x3 > 0) uhd 30 n (x3 '< 0) 
= Si uS2 u (S0 e IX3 < 0}). Die Gleichung (1.1) ist in G :=, 0 n {x3 > 0) vom chip- 
tisehen, in 0° G n {x3 = 0) voni parabolisehen+ und in' 0- := 0 n (x3 < 0) vom 
hyperbolisehen Typ. S und S 2 sind charakteristische Flachen für T. 

Positive (höchstens von den geometrischen Verhältnissen abhdngige) Konstanten 
werden fortlaufend durchnumériert find mit c11 c2 , ... bezeichnet. Für die äul3ere 
Einheitsnorniale an 0 auf0Gwird n = (n1 , n2 , n3 ) und für die Norm bzw. das Skalar-

..produkt in L'(G) werden	bzw. (.,	geschrieben. 
Es wird für das Randwertproblem 

Tu = / in 0 und u = 0 auf SO u S	'	 (1.3) 

die Lösbarkeit. in .einem verailgemeinerten Sinn (Definition 1, Abschnitt 2) unter 
folgenden Voraussetzungen nachgewiesen: 

(V 1) AufS0 u S gelte(x1 + 1) ?i1 +	2 3n3 > Oft irx3 > Ound (x 1 ± 1) n 1 >0 
fürx3<0. 

(V 2) Die Funktion / = /(x, u) sei in der zweiten Variablen u stetig. 
rn 

(V 3) Es sei / = f1 (x, u) x31 2 mit /I II 22 ^ c 1 + C. jul1 2 .	 -	- 
'p+2 

(V4) Esseim> 1 ±p±2• 

Randwertprobleme der Art (1.3) für den linearen Teil L von T sind z. B. von 
SOROKrNA [2, 3] und J)ATSCHEW ([1]; man vergleiche dort auch- die Literaturangaben) 
behandelt worden. 'Ein zweidimen$ionales nichlcharakteristisches Proble'm mit einer 
Nichtlinearitdt wie in Gleichung (1.1) ist von PODGAEV [4] untersucht worden. In 
der hier vorliegenden Arbeit wird ähnlich wie-in [4] vorgegangen: Es werderi Metho-
den, die sich bei linearen Problemen bewährt haben (abc-Methode, man vergleiche 
etwa [8]; I ntegral-abc-Methode [61), zusammnen mit Verfahren angewendet, viè sic 
im Buch von LioNs [5] fiber nichtlineare Probleme beschrieben ,sind (Apriori-Ab-
schatzungen, Naherungsprohleme in endlichdimnensionalen Räuinen). 

Bemerkungen: 1. Es gibt Fkichen S 0 , die Teil des Randes eines Gebietes 0-der 
obenbeschriehenen Art sind und (V 1) erfühlen. 

2. Die Voraussetiing, daB c in der Gleiehung (1.1) konstant ist, ist niclit w'esent-
lich; wichtig ist das Vorzeichen von c. Im aligemeinen Fall inüf3te gefordert-werden, 
daB c gewisse Differentialungleichungen erfiillt. 

3. Das Folgende kann ailgemeiner für Funktionen k = k(x3) nut k(x3 )	0 für 
0 drehgeführt werden. .'Did Bedingung (V 4), die im 5. Abschnitt zuni Nach-

weis von (5.7) gebraucht wird, muf3te ersetzt werden durch die Forderming, daB 

k' Ik[ 2 € L2 (0) erfililt ist.
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4. Ganz analog kann das Problem mit Vorgaben auf 8o u 82 'untersucht werden. 
Zum Beispiel in (Vi) wurde an die Stell von (x, + 1) der Faktor (x 1 - 1) treten 
in einer entsprechenden Bedingung. 

2. Formulierung des (1.3) zugeordneten veraligemeinerten Problems 

Für u E C2 (G) n C'(d), V E C'(G) n C0() erhält man mit dem GauBschen Integral-
satz

(v, Tu)Ls = B(u, v) + f v(ku,n, +' u 	+ u.n3) do	 (2.1) 
G. 

mit -
B(u, v) =

	
(kuv ±	+ ux.vx, - cuv '-F u Iuj v) dx.	

V	

(2.2) 

6  

Auf C I (G) werden eine Norm II•I, und cin Skalarprodukt (,	wie folgt definiert: 
V	

)u), = I (lkI U2 +	+ u , + u2) dx, 

(u, V)H, :=f (kI u2 ,v + u2,,v, + u2,,v2 + uv) dx.	
S	 -	 ( 2.3)

Wir setzen 

CT' := {u € C'(d); u = 0 auf 8 u 8}, CT 2 	{v E C2(d): v = 0 auf So u 82) 

und definieren die Hilberträumè H1 als AbschluB von CT' und H, als AbschluB von 
CT'+jeweils in der Norm II'IJn. IstD ein Teilgebiet von G, so wird der Hilbertraum, 
den man durch Abschlul3 von C'(D) in der Norm II•IIJf(D) (man integriert in (2.3) nur 
über D) erhält, mit H,(D) bezeichnet. SchlieBlich definieren wir noch die Banach-
räume H1 n LP bzw. H, n LP2 als Abschlul3 in der Norm j . jJ, + I1-1+2 von CT' 
bzw. CT2.+. 

Aus (2.1)fo1gt für u € C2 (G) n CT', v € CT 2, die Beziehung (v, TU)L = B(u, v), 
wodurch die folgende Definition motiviert sird (man beachte zur Motivation auchdie 
anschuief3énde Benierkung 4). 

Definition 1: Die Funktion / geniige (V 2), (V 3). Dann heiIt u € H, n LP2 
veraligemeinerle Lösung von I	 V 

Tu=/ in G,	u=0 auf 80 u.9 1 ,	 ( 1.3)
wenn

B(u, v) = (v, /)L' für alle' v € H,'4 n 
gilt. 

Bemerkungen: 1. B(u, v) ist für u, v € H, n LP42,definiert. 
p+2 

2. Man hat /(., u( . )) € LP ', falls wE L 2 und(V 3) gelten, so daB (v, /(., U( . ))L . für 
U, v € L 2 existiert. 

3. Die Fünktion ii € II, n L 42 1st verailgemeinerte Losiing von (1.3), wenn B(u, v)	V 

= (v, /)L für alle v € CT 2,+ n LP2 gilt.	 '	 V 

4. 1st it, € C2(G) veral1emeinerte Losung von (1.3),.so gilt Tu = fin G im kiassi-
schen Sinn, und die Funktion u genugt in dern Sinri den Rand bedingungen, daB sie 
als Grenzwert in H, von Funktionen aus CT' (also von Funktionen, die die Rand-. 
bedingungen im üblichen Sinn erfüllen) erhalten wird.
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• . 3. Apriori-Absehätzungen	. . 

Wir setzen  
•	 2.	•.	 .	 . x3 fur x3 2!O	 . 

y(x3)= m + 2	 - 

10 '	fiirx30 

und definieren den linearen Differentialausdruck erster Ordnung 'durch .1(w) (x) 
(x1 + 1) w2 + y(x3) w fur genilgend glatte Funktionen w und x € G. 

Satz I :sEs sei S0 u S,' eineglatie Fldche, die (Vi) er/üllt, und es sei ip € 0T 

Dann gibt es ein 99 € H1 n LP .2 mit	-	.	•S	 •	 I 

	

-	l(p)	ip in G und p	0 auf S U Si . .	•	 (3.1) 

Beweis: Wegen (V i) erhält man mit der Theoiie der partiellen Differential-
- gleichungen erster Ordnungoder direkt wie in [7] eine in 'G stetige und in G 1. ünd 
in G glatte Funktion q, die (3.1) erfiillt, auBer eventuell in der Urngebung- von 
{x: x 1 = —1,	3= 0}, wo die Keffizienten von 1 vérschwinden. Es ist q € il n Lp2 

• zubeweisen.	 S	 • •	 S	 •	 S	 - 

1. Schritt: Nachweis von '.E LP2. -	 •	 - S. - -	 -. 

Für e > 0 (klein) definiert man	:= G+ . n ( x3+ > e} und G - : G n {x3  
Unter Beachtung von q, jP

=	2	
. II 2 liefert de

r
 GauBsche Integialsatz 

f 1(92) 9, 19,1 P dx,-=. —	f*lplp+2 ((X ^ . + 1) 'nl '+ — X3% do - 

•	

•	 1-m -f-4	-2	 • 

	

•	 +	 frJ 
-	 p + 2 m + 2	L9(Ge)	 • 

Auf	n S0 gilt ç = 0, und auf aG e{x3 = e} hat man n51 =0 und w. 3 = —1, 
woraus11	0 folgt, so daB	-	 - S	 • •	 •	 S 

4 l()	P dx 
	

+: L(Ge)	 (32) 

• •

	 wird. In G liéfert die Anwendung des GauBsehen Integralsatzes 

- f l()fdx 
= _	 21 

I 2(xi + 1)n1do 
±± 2 

•	 •	 S	 •	 - 

• Hier ist das Integral fiber aG nichtnegativ, denn es gelten 99 = Oauf (S0 U S) n 

•• 

(x + 1) n1 <0 auf 82 r aG und n 1 = 0 auf aGn.{x3 = —s}, so daB alsd' 

-f l()	dx 
p —+2 IIIILP(Ge)	 3) 

fogt Aus -- • -	 .	 S 

	

•	T I	) IP 191 1 P dx 11 1()IIL1+ 1 c± llII L(G ±)' -	-	S	 •	 S 

	

•	•	 •	 S	 .	 S	 -
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•	aus (3.2), (3.3) und 1(w) = in G und G folgt weiter 

T—+2 2 (I1w1I 9 G + 	 IIiIL"(G) = IJII1+2 

Definiert man
1w in	uG 

	

10 in G \ (G u G)	• 
und verwendet, daB fur e - 0 f. u. in G iwei 	wi gilt, so erhält man mit dem Satz 
von FATOU [9: S. 73] 

;T+-2
	= pH- 2 

I19'1112	1 7v II+2 .	 (3.) 

Das war im ersten Schritt zu zeigen. 
Für spater wird 'folgendes sich aus dém vorhergehenden Beweis (man vgl. (3.2), 

(3.3)) ergebende Zwischenergebnis notiert:	-	- 

1(w) w IwI dx	
2 lw	wobi (3.1) genUgt.	(3.5) 

•	2. Schrtt: Nachweis von w E H. 
Mit	0(kJein) werden die Gebiete 0 wie im ersten Schritt definiert. Die folgende 
Umformung ergibt sich mit dem GauBschen Integralsatz: 

f wL(l(w)) dx = f TLtp dx 

= -f	+ wx px. + wxvx1 - c) dx 
•	 .

+ f 9,(k 1n i + IPX.fl2 + px5fl3) do.	•	(3.6) 

1)a S2 charakteristische Flache ist, folgt auf S2 aus V = 0 die Gleichheit kp1n1 
± ?Pz n2 + Vfla = 0. Wegen w = 0 auf So u S hat man also 

-	q(kn1 + V_-,n2 + ip.n3)do = - f (P?.Px do,. 

	

•	{x,	} 

f w(k ' ,ni + Vj,n2 + .n3 ) do = f TV, do.	 (3.7) 
-	3G	 •	•	•	{x3= —) 

Die Gebietsintegrale in (3.6) werden mit dem Gaullsehen Integralsatz weiter urn- 
geformt, wobei l (w) = in	vérwendet wird:	- 

fwLipdxi- f ipp,,do	 •	•	- 
C8	•	 - 

= -f (kw,, + 99 r, ± wz.v'z. — cçp) dx. 

1 ri__m	2 m +4 2 • rn 2 m+4 2' 
2J m+2+m+2±m±2I_m+2w)	(3.8) 

+ 1)n.± m ± 2 X3fl3) (kw, ± w1 + 9,2. - Cg,,) do - 

Ila + 128 .	•	 • 

27 Analysis Bd. 3, HeftS (1984)
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V	 /	

V 

	

-	 5••V 

Es gilt	 - 

li t	C3 +)•	 V	
(3.9 

Für c <.0 ist dies unmittelbar kiar, und urn (3.9) auch mi Fall c = 0 einztisehen, 
verwende than diü Darstellung x 3 = h(x 1 , x2 ) von S und q = 0 auf S0 . Auf SO n 

fuhrt ip = (x 1 +	 (x1 + 1)n1 +m±2X3fl3 >0 (nach

(V 1)) und 99 0 zu grad 99 = 0, so daB man auch 

•	

-	 '2'	2 ef (k+ . +. + (c))do	0-	 (3.10) 

S	 V 

• erhält.Auf der iinken.Seite der Gleichung (3.8)-existiert' wegen q'E LPV1V2(G) und 
p E C2(6) der Grenzwert für c -- 0. Da I' und' 121 nichtnegativ sind und l it in e 
monoton ist, existiert lim I, so daB aus (3.8) und (3.9), wenn der Grenzubergan(y 

	

cO -.-	 .	V 

•	-*0 durchgef Art, wird, die Beiehung	
V	 V	

V 

•	
V V	

- 	 fpLipdx + f t1flPZ. IO	C3 IIjf, ( G+ )	V	

(3.11) 
V	

{z, 

	

=+O}	
V	

V 

V	 folgt	
V	 V 

Aus (3.6) und (3.7) leitet man analog wie (3.8) auch	 V 

V	
V 

f 99LV dx - f q'Pz do	
V V	 - 

V	

V	

(x=-t}	
V	 V	 -	 . 

V	

= -f	92x,Vx, + 9'x. - cq) x	 V	

V 

/	
=	

((—k) T,2, +	+ 2 + (—c) 2) dx 

±f(xi+ 1 ) ni(k +4+	+(_c)2))do= 1' + J4 ( 12) 

V	

her._Verwendet man p = .O auf (80 u S) n	s folgt (auch für c = 0)	
V 

V 13 	C4 IIH,(G)'	
V	

V	 -	
-	 (3.13) 

V	

Aus = (x 1 + l ) q , = 0,(x1 + 1). n, > 0(nach (V 1))undaus p = OáufS0n	V	
V 

• V	

V folgt, daB dort grad	0 gilt. Da S n	charakteristische Flache ist, ist	
V 

• V	
dort mit c' = 0 auch 'krp., ±	+ 992, = 0. Auf S n bG hat	+ man (x1 	1)V fli 

=	=--(x+ 1) <0 ithd ip = (x + 1)', = 0, woraus dort , = 0 folgt. 1)a n 1 = 0 
auf der Fläche {x3 = —4 gilt, erhält man insgesamt	V 

	

•• f (x ± fl (c'. ± c', + (—c) c'2 ) do q. 
V	

V 

Sflec -	 S	

V 

•	Wegen 99 E LP und ip . E C2() existiert fur die linkeSeite der Gleichung (3.12) der 
•Grenzwert für - 0. Hieraus, aus 1 ^ 0, I' > 0, und daraus, daB I3 in 46 mono-

 '	ton ist, erhält man die Existenz von urn I, so daB aus (3.12) und (3.13) 
-	•.	 ''	

-	 t—*0	 V	 V	

'V 

V	V	

f c'Lip dx - f q, do	c4 	
V	 •	

'V (3.14) 

	

- {z=—O)	 •	 V	

'	 V 

V	 V
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: folgt. Aus (3.11) und (314) ergeben sich unmittelbar	.	 -S 

•	fLx ^ C IIIlH,G	und IILipII2 ^C5 IIlIH,,	:	
(3.15) 

womit Satz 1 bewiesen ist U 

Für das Folgende wird noch  

•	f dx = -f (kp,V., +	 - c) dx	 (3.16) 
G 

vermerkt, was man aus (3.8) und (3.12) abliest.	 - 

4. Näherungslösungen	 S 

Pa 'der Raum H	LP+2 separabel ist, gibt Cs eine Fblge von Funktionen 
{":n € N)	CT 2,+ mit folgenden Eigenschaften: S	 .	 S 

(i) Die Menge {', . .•.,	ist fth jedés m € N linear unabhangig.	S 

(ii) Die endlichen Linearkombinationen der liegen in H n LP2 dicht.	. 
Zu jedern Vj. (j = 1, 2, ...) werde ine Funktion 99i mit q E H1 n LP2, l(p')	tp 

in G und' = 0 auf S0 uS1 gemaB Satz 1bestimmt. Da lein linearér Operator ist, 
- kann man wegen der Eigenschaften (i), (ii) der Funktionen V i annehmen, daB da. 

System der Funktionen {q', 9 2 , . . .} in H orthonormiert ist:	 -. 

(i	
k)11 = ô,	(i, ic = 1, 2, ...). -	 .	(4.1) .

• Hulfssatz 1: Es sei die Vorausseizung (V 3) für die. Funklion / erfullt, und mit w 
werde eine endliche Linearkombination. von Funktionen q bezeichnet. Dann gelten 

B(w, 1(w)) = (w, L(l(w)))LI - (1(w), w w J P)L l	c6 ()wI, + IIwIJ)	- (4.2) 

(f( 'W(')), l(w))i.i ;5 C	, w( ))112 IlwIIi	 (4 3) 

	

Zum Beweis von (4.2) beachte man (2.2), (3.16), (3.15), (3.5), und zum.Beeis	S 

von (4.3) die Voraussetzung (V 3) I	 S	

-	 S 

.Satz 2:.Die .Funktion / genüge den Voraussetzungen (V 2), (V 3), und es sei i € N 
r	--. 

	

-beliebig, test. Dann gibt es Koe//izienten C 1 , Cs,.,	Crr derart, dapfür n. := !' c1q' 
die Gleichungen 	S	 . 

- 

B(ur, fl) = (/(., u( . )),	)L	(n = 1,2, ..., r)	-	 (44) 

er/üllt sind.	 •	S	 S	 - . 

	

Beweis: .Wir führen die Spaltenvektoren	= (c.=
,•	= (')j=i...:.r und 

/	-()........ r mit 77 i =	. 99, l())	(/(•, 
T	

), l( i ))L . em. Man hat	= CT.	 - 
und ftY! IJH, =	gemaB (4.1). Dureh-  

  = B( 7' . q,, l(,p)) - (•, T• 
v,), l ())L.	 - 

- 

wird eine Abbildung F: R —* R definiert, und es ist -zu zeigen, daB P eine Null-
stelle Co € W besitzt. Hierfur ist nacl [5: Lemma 4:3 (S. 53/Brouwerscher Fixpunkt - 
satz)] nachzuwcisen, daB çrstens.P stetig ist, Was nach Voraussetzung (V2) gilt, 
und zweitenses eine ZahI e > 0 so gibt, daB CT .PC	0-für alle C mit ICI = wird. 

27	 •	S	 5	 -	 •	 S

/
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Dies sieht man vie folgt em. Wir haben C7. P = B(u', l(ut))	(/(, UT), l(uT)),,
woraus mit Hilfssatz 1 

S	 Cl'. PC	c K1 2 ± C6 I	- C7	 )IIL'	 (4.5) 

folgt. Beachtet man (V 3), so kann man die rechte Seite in (4.5) weiter nach unten 
abschatzen. Es ergibt sich

p+2 /	 p+2	 - 

Cr .	 - C9 ±	 i	- 010 

-	womit man sieht, daB CT PC 0 wird-, falls nur	für genugend groBes 
gewahlt wird I 

Es -sei jetzt {u5 ; j € N} H n LP2 eine Folge von Losungen der Gleichungs- 
systeme (4.4) aus Satz 2. Aus (4.4), l ( -p") = p", derLinearität von 1 und daraus, daB 
die Form B( . ,.) in der zweiten Variablen linear ist, folgt die Beziehung 

B(ur , 1(ur)) = (/(., Ur(.)),l(Ur))L.,	r = 1, 2, . . .
	

(4.6) 

Sat z 3: Für die in Satz 2 bestimmte Folge -ui , u2 , ... gelten mit von r i.nabhangigen 
.Konstanten c 11 , c12 , c13. 

S	

I!UIIpm :!-^- C,	Iu jI,,, ^5 C,	1/( uT (.))11 2	C13	
-	 (4.7) 

Beweis: Man erhält, wenn man (4.2), (4.3) und (4.6) verwendet, die Abschätzung 

C 4 IIun jI, ,	u(.)),	
S	

(4.8) 

aus der mit (4.2) und der VOraussetzung (V 3) 

C5 IJujI:	II/'( Ur( . ))II 2	c	+	 (4.9) 

folgt, wobei e eine beliebige positive Zahl. ist. Wird e <c 15 gewahlt, so führt (4.9) 
zu	:5c11. Wird dies wieder in (4.9) verwendet, erhält man IIf( u(.))IIm	C. 

Diese EJngleichung und (4.8) liefern ftu'jj	c12, also die letzte-der behaupteten Ab-



sehatzungen I 

5. Grenzubergang r oo im Gleiehungssystem (4.4) 

Wir werden jetzt die Existenz einerTeilfolge der im vorigen Abschnitt (Satz 2) kon-
truierten Folge {um , u2 , . . .} nachweisen, die gegen eine veraligemeinerte Losung von 
Problem (1.3)konvergiert. 

- Satz 4: Unter den Voraussetzunqen (V 1)—(V 4) besitzt da8 Problem (1.3) im Sinne 
von Definition 1 eine veraligemeinerte Losung. 

Beweis: Wir werden Teilfolgen einer-Folge stets wie die Folge selbst bezeichnen 
und das Zeichen - soil schwache Konvergenz bedeuten.	 - 

• Nach Abschnitt 4 ist-eine Folge {&: j € N) c H 1 n L 2 definiert. Die Funkio-
nen uj sind nach Satz 2 als Linearkombination der Funktionen q', ..., q bestimnit 

• und erfüllen die Gleichungen  

•

	

	 B(ur, v") = (t(•, Ur(.)), v'3 ),	(n = 1,2,..., r; r = 1,2,...).	(5.1)
Nach Satz 3 gilt mit einer von r unabhangigen Konstanten 
-	IlH, + JU1 1+2	17	(r = 1, 2, ...).	 -(5.2) 

S	 S	 .	 \
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Da H1 n L2 ein reflexiver Banachraum ist, gibt es eine Teilfolge Jul, (man beachte 
die Vorbemerkung) der Folge {'uT}, und ein Element u € H1 0 LP2 mit 

- UT	u in H1 ,	UT	 in L"42	(r —> co).	 (5.3) 

Es wird nun gezeigt, daB u verailgemeinerte Lösüng des Problems (1.3) ist. 
i. Schritt: Aus uT - u (r —* 00) in H1 ,folgt 

B(u", V. )+f J ur I P u," dx	 S	 S - 

-'	 Tf'(kP. ± Ux.1P +	— cur') dx	 (5.4) 

für r —* 00 (n =1, 2, ...).	
-'	

+ 2 2. Schritt: Wir definieren zur Abkurzung VT := uTIP UT, q := + Man rech-, 

net nach, daB IIVT IIq =	gilt. Wir haben also vT E Ii und zusätzliàh nach (5.2) 
-die Abschatzung	S	

S 

•	 JVTIIq	Cia.	 S	 5	 ,	 (5.5) 

Es gibt somit eine Teilfolge {v T } 1 von (Vr)r und ein Element x € Lq derart, daB 

-k	(r	co) in L	 5	 (5.6) 

gilt.	 S	 S 

'Wir zeigen zuniichst vT -k UI P u (r oo) in L'7. Es bezeichne W21(0) den Sobolew-
Raum der Distributionen, die zusammen mit ihren ersten Ableitungen im L2 liegen 

- und für die folgende Norm definiert ist: 
S	 3° 

= (g, 9)L' + 	(g, 9x1)L.  

Berucksichtigt man ()7 4), so folgt aus UT E H1 n	daB 

S	
m 

Wv := 1 x31 2 uT € W21 (G)	 •	 -(5.7) 

gilt (man vergleiche hierzu die Bemerkung 3 in Abschnitt 1). Insbesondere hat man 
'die Ungleichung IIwn II w,1 c19 IUnIJgLP*s bzw. mit (5.2) die Abschatzung IWT IW,	C20, 

unabhangig von r. Da der Raum, W21(G) reflexiv ist, kann man eine in' W21(G) 
-schwach konvergente Teilfolge aus {w} auswählen. Diese konvrgiert nch dem 
Sobolewschen Einbettungssatzen (stark) in D(G). Es gibt also eine Funktion 
w € W20), gegen die WT für r —± oc in L2(G) konvergiert. Man kann nun weiter eine 
Teiliolge von {WT } r finden, die fast überall (f. ii.) in G gegen w konvergiert. Nach Def i-
nition von wl bedeutet das - 

M 
•	uT	wIxaI 2	(r—*oo)f. ii. inG.	 (5.8) 

Damit gilt auch	 •	 S	 •	 - 

^IJP12 

IUTIP2W fx3	 (r	oo) f. ü. in G.	 (5.9) 

Dies und JJUT I +2	c17 ((5.2) und der Satz von FATOU [9: S. 73]) ergeben -	- 
-	m	 S 

W 1x3 1 2€ LP12 . -	S	 (5.10)
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Aus (5.9), (5.2) und (5.10) folgt nit[5: Lemma 1.31'  
In 

UT . 	(rco)inLP2	 (511) 

(5:3), (5.8) ud (5.11) liefern U = to x3I	und ur	u(r	cc) f. U. in G. Damit, hat 
man jetzt  

vT --JuJ P u	(r	co)f.ii.inG.	 .	.	 (5.12)
Wegen u E LP2 gilt UJ P u E L, woraus zusammen mit (5.5) . und (5..12), 

(r--*co) jnLq	 ..	S	 (5.13)

foigt, wenn man wieder [5: Lemra 1.3] anwendet. 
'Da p' E LP2 gilt, liefert (5.13)

fIu? T?dx	 uVn 	(r o6),. n=1,2, 

- Zusammen mit (5.4) und der - Definition der Form B( . ,.) besagt dies	- 

B(u,) - B(u,	)	(r - cc),	n = 1,2,...	 (5.14) 

3. Schritt: pa ur - it (r	cc) f. U. in G gilt, folgt mit (V 2) 

•

	

	 1(x, -uT(x)) -_* /(x, t(x)) , (r -> cc) für fast alle x E G.	 , (5.15)

Nach Bemerkung 2 in Abschrntt 2 hat man 
p+2  

•	 •	
'	

.iT. 	'	-	.	(5.16)-
Weiter gilt nach (V 3) und Satz 3  

I/(• ur(. ))I^ 2	,	 .	. .	'	'	. •, ' (5.17) 
p+i	 ,  

so daB sich wieder [5: Lemma 1:3] dahingehend anwenden läBt, daB aus (5.15) bis 

	

P+2	 .-	- 

(5.47) /( , u( )) -	u(.)) (r -± 66) in LP ' folgt, woraus man 

(f(•', Ur(.)), v)L' --(I(, u( . )),	)L'	(r --> cc), 	n = 1,2, ...	(548) 

erhält. Alis B(uT,p ) =.(/(.,.uT(.)), ?)L' (n = 1, 2,..., r) folgt für r -* ob, wenn (5.14) 
• und (5.18) berucksichtigt werden, B(u,') = (/., -u( .)), )L' (n = 1, 2, ...). Da die 

endlichen Linearkombinationen (ter Funktionen Vj in H1 r LP+2 dicht liegen und 
B( ) ) im zweiten Argument linear ist, hat man schlieBlich B(u, v) = (/(, U(.)),)L8, 

v € H1 ' nLP ' 2 •'  
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