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Em Randwertproblem fiir eine nichtlineare Glelchung
gemischten Typs i im R3 - : . : :

A, NIﬁIi.Eg-RETTKowsm_'

In eincm einfach zusammenhiéngenden- beschrinkten Gebiet G des R3 mit G n {z; =0} = &
wird ‘ein. Randwertproblem fiir die Gleichung Tu = Iu — u |u|P. = f(z, u), 'p > 0, unter-
sucht. Hierbei ist L ein linearer leferentla,lopemtor zweiter Ordnung, der elliptisch, para-
bolisch oder hyperbolisch ist, je nachdem, ob z; > 0, z, = 0 oder z; < 0 ist. Der Rand von (¢}
wird-aus’einer nichtcharakteristischen und zwei charakteristischen Flichen gebildet. Das .
Problem bg:/steht darin, eine Lésung u-der Gleichung in G zu finden, wenn « = 0 auf der nicht-
charakteristischen' und ‘auf €iner der beiden charakteristischen Flichen vorgegeben ist. Es”
vwird gezmgt daB das Problem in cinem verallgemeinerten Sinn-eine Loésung hat, die in LP+2
und in einem gewnchteten Sobolew-Raum liegt. Hierzu werden Apriori-Abschitzungen her-
geleitet, mit deren Hilfe man zeigt, daB eine Folge von: I\aherungsproblemcn losbar ist ind
deren Losungen gegen die gesuchte ‘Lésung konvergiert.

,

Paccma’rpunae'rcn KpaeBad 3ajaya [aA ypaBHenua Tu = Lu — u ]u|1’ /(x, u), p >0, B
OJIHOCBA3HOM OrpaHuueHHo# obmactu G npocrpancrsa. R® co csoitctBom G n Uy = 0} +'o.

.Qpn aroM L — auHeRHHMN auddepeHManbHEI - onepa’rop, KOTOPHI 3JJNUITHYEH, Mapa-

" 'omMueH MIM rUNepGOINYeH B 3aBMCUMOCTH OT TOrO, OymeT Nt z; >> 0, z; = 0 MIH x, < 0.

Ipannua G obpasyercii M3 ONHOI- Hexapawrepnc'muecmn M ABYX' XQPaKTEPUCTHYECKUX
MOBEPXIOCTeNl M WIIETCH peluesie ypaBHEHHA, PABHOE HYJIO HA' HEXAPAKTEPMCTUYECKOH
M ONHON M3 DTMX ABYX XapaKTepPHCTHYeCKMX moBepXHocTe#t. IlokasmBaeTcs, uTo. nmpobinema
B 0GOOLIEHHOM CMBICJIe PA3PELIMMO- i 'PCLICHHE NPUHAICHKUT NPOcTpancTsy LP+2 u mpo-

‘C'rpanc'ray CoGoneBa ¢ BecOM. JIJIH 3TOr0 BHIBOAATCA ANPHOPHBIE OLUEHKHA U C HX l'IOMO[IlblO

NOKA3KIBAETCA PA3PEeLINMOCTb MOCIHeHOBATeNLHOCTH annpoucmmpyromux npobieM m CXo-
IHMOCTh MX pelleHHit K UCXONHOMY PeIUeHMIO:

A boundary value problem for the equation Tu = Lu — u [u|P = f(z, u), p > 0, is studied in

a simply connected bounded domain G of R?. Here L denotes a linear second order differential

operator which is e!hptxc, parabolic or hyperbolic if z; > 0, z3 = 0 or z; < 0, respectively.
The boundary of G is formed by a non-characteristic and by two characteristic surfaces. The -
boundary value problem to be solved is to find a solution of the equation in G which assumes

zero data on the non- characteristic and on one of the characteristic boundary surfaces. It is

proved that this problem has a generalized solution belonging to LP+2 and to & Sobolew space

with weight. Using apriori estimates the solubility of a sequence of approximate_ problems is
shown whose solutions turn out to converge towards a solutlon of the boundary value problem

in questxon .

.
- : . : '

1. Einleitung. i’i‘oblemstellu'ng.‘ Formulierung des Ergebnisses
Es wird die Glelchung N

C Tu=Lu—ur=fu) . (p>0 - (11)

mit . C . : o
Lu. = k(z3) Uzz, + Usz,e, "!”'uz’.é‘ + cu; -

k(x;) = sign ;ia-lxalff‘ Am >0; ¢ = c,onst' =0
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. in dem einfach Lusammenhangenden beschrinkten Gebiet G S R3= {x = (z,, T2, Z3)}
‘mit G n{x; = O} :%z ¢ untersucht dessen Rand 9G aus folgenden Flichen gebildet
w1rd .

S, mit der Glelchung z3 = h(z,, xz), wobei & eine glatte Funktion 1st;

. , 2 o
, §y mit der. Gleichung z; — 1+ P (—=5)2 o 0,23 =0, z, € [ay, b];
S, mit der Gleichung —z, — 14 mi 5 (—a5) 2 o 0,23 0, z, € [ay, b,].

" In @ sollz + 1 > 0 gelten. Es ist 86 0 {23 > 0} = So N {z; > 0} und 6G n (g < 0} .

. =8, U8, u (S, n {z; < 0}). Die Gleichung (1.1) ist in G* := G n {z; > 0} . vom ellip-
tischen, in G°:= @ n {x; = 0} vom parabolischen- und in’ G- :=Gn {xz < 0} vom
hyperbolischen Typ. .S, und S, sind charakteristische Flichen fiir 7.

Positive (hochstens von den geometrischen Verhiltnissen abhingige) Konstanten
werden fortlaufend durchnumeriert und mit ¢,, c,, ... bezeichnet. Fiir die duflere
Einheitsnormale an G auf 9G wird n = (n,, n,, n3) und {ur d1e Norm bzw. das Skalar-
-produkt in LY(G) werden |-, bzw. (-, I geschrleben

Es wird fiir das Randwertproblem

Tu—/mG und u =0 a.ufS(,uSl - , ‘ - (1.3)

~

die Losbarkeit. in.einem verallgememerten Sinn (Definition 1, Abschmtt 2) unter

folgenden Vorausse t zungen nachgewtesen '
s

A (V1 AufS0 USl gelte (x, + 1) n, + 2 TgNg > Ofur’cs>0und( l)nl >0
fir z; < 0.
(V 2) Die Funktion f = f(x, ) sei in der zweiten Variablen u stetig.

pt2 .
(V3) Es sel f— iz, w) Iavsl2 mit fifi]],* = Sc+e llull 2 S -

2
(V4) Esse1m>1+—+—2 '
~ Randwertprobleme der Art (1.3) fiir den linearen Teil L von T sind z. B. von
SorokIxNa (2, 3] und DarscHEW ([1]; man vergleiche dort auch- die thcraturanga,ben)
behandelt worden. ‘Ein zweidimensionales nichicharakteristisches Problém.mit einer
. Nichtlinearitiat wie in Gleichung (1.1) ist von PODGAEV [4] untersucht worden. In
- der hier vorliegenden Arbeit wird dhnlich wie-in [4] vorgegangen: Es werden Metho-
den, die sich bei lincarcn Problemen’ bewihrt haben (abe-Methode, man verglelche
etwa [8]; Integral-abc-Methode [6]), zusammen mit Verfahren angewendet wié sie
im Buch von Lioxs [5] iiber nichtlineare Probleme beschrieben .sind (Apriori-Ab-
schitzungen, Ndherungsprobleme in endlichdimensionalen Raumen).

Bemerkungen: 1. Es gibt Flichen S, die Teil des Randes eines Gebietes G-der
oben-beschriebenen Art sind und (V 1) erfiillen.

2. Die Voraussetzung, daBl ¢ in der Gleichung (1.1) konstant lSt ist nicht wesent-

lich; w1cht1g ist das Vorzeichen von ¢. Im allgemeinen Fall miiite gefordert -werden,

daB ¢ gewisse Differentialungleichungen erfiillt.
3 Das Folgende kann allgememer fiir Funktionen k = k(x;) mit k(z;) =20 fir
= 0 durchgefiihrt werdén. Dié Bedingung (V 4), die im 5. Abschnitt zum Nach-

wexs von (5. 7) gebraucht wird, miilite ersetzt werden durch die Forderung, daB . -

Ic' k| 2€ L P(G) erfullt ist.

~
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4. Ganz analog kann das Problem mit Vorgaben auf Sy u S, untersucht werden.
Zum Beispiel in (V1) wiirde an die Stelle von (z;, + 1) der Faktor (z, — 1) treten
" in einer entsprechenden Bedingung. o

2. Formulierung des (1.3) zugeordneten verallgemeinerten Problems

Fiir u € C¥@) n CY(B), v € CHG) n CUG) efhéilt.' man mit dem GauBschen Integral-

satz .- :
(v, Tu)ps = Blu, v) + [ vlkuzn, + ugny + ugng)do . S(2.1)
. LY 66 . ' .

mit : .
B(u,v) = — [ Uewr 0z, + g0z, + Ugpz, — cuv 4w |ulP v) dz. C(22)
' G . . ’

Auf C'(@) werden eine Norm ||-}|;, und cin Skalarprodukt (-, -),, wie folgt definiert: .

el = f (ki w2, * o, w) dz,

- (2.3)
('Ll, 7’)H, - f (|k[ uz,vz. + uz,v.t, + uz,vz. + uv) dz )
G
VVlr setzen

’

COpti= (e OYG);u=0auf Sy u Sy, Cpt = (v € CUG): v = 0 auf Syu Sy

und definieren die Hilbertraume H, als AbschluB von Cy! und H,* als AbschluB von
07»2 ++ jeweils in der Norm ||||g,. Ist D ein Teilgebiet von ¢, so wird der Hilbertraum,
den man durch Abschlu3 von Cl(D) in der Norm ||-|[z7,(py (man mtegmert in (2.3) nur
iiber D) erhilt, mit H,(D) bezeichnet. SchlieSlich definieren wir noch die Banach-
riume H, n L?*2 bzw. H,* n Lr*2 als Abschlufl'in der Norm |||y, + IIll+2 von Cg!
bzw. Cp2t. |

" Aus (2.1) folgt fiir u 6 C¥G) n Cp, v € Cp%* die Beziehung (v, Tu);» = B(u, v),
wodurch die folgende Definition motiviert w1rd (man beachte zur Motivation auch die
anschlieBénde Bemerkung 4).

Defmltlon 1: Die Funktion / genuge (V2), (V3). Dann heilt » € H, nLT’?“.2
verallgemeinerte Losung von , : O _
Tu={in G u =10 auf S,us,, . (1.3)
wenn S ’ - '
Blu, ) = (v, fjn fir alle v € Hy* n L2
gilt. » ' o
Bomerkungen 1 B(u+v) ist fiir u, ve H1 n LP*2 definiert.
p+2

2. Man hat f( u(- )) € Lp+7 falls we Lr+2 und (V 3) gclten so dal} (v f( u( )),- fijr
u, v € LP*2 existiert.

‘3 Die Funktion » € H, n LP*2 ist vcra]]gememerte Losung von (] ‘3), wenn Blu,v) . -

(v, f)e fiir alle v € Cp%* n LP*2 gilt,

4 Ist u € C%(G) verallgemeinerte Losung von (1.3),.s0 gilt T = { in G im klassi-
schen Sinn, und die Funktion % geniigt in dem Sinn den Randbedingungen, daf} sie
als Granwert in H, von Funktionen aus C;! (also von Funktloncn die die Rand-
bedingungen im ublnchen Sinn erfullen) erhalten wird.

~
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3. Apriori- Abschitzungen
. Wir setzen ~ o g . .
. S 2. x:,furx:,ZO , . ‘ T
Y(zg) = ym + 2 ' ’
~ 0\ fur 2, =0

E und deflmeren den lmearen Differentialausdruck erster Ordnung durch l(w) (z)
= (z; + 1) Wy, + y(x3) wy, fiir genugend glatte Funktloncn wund z € G

"Satz 1:Es sei Syu S, eine glalte Flache, die (V 1) erfullt und es sei 1,0 € 0 2+,
Dann gibt es ein ¢ € Hy n LP*2 mit ‘ .

- l((p)——zplnG und = 0 “auf Sousl e, (31)

Bewels Wegcn (V 1) erhdlt man mlt “der Theorie der pa.rtlellen Differential-
— g]mchungen erster Ordnung oder direkt wie in [7] eine in’ G stetige und in G* und.
- in G~ glatte Funktion ¢, die (3.1) e}'fullt auller eventuell in der Umgebung von
{x: 2y = —1, &y, 23 = 0}, wo d1e Koeff1z1enten von! verschwmden Esist q) € IIl n LP“

. zu. beweisen. : : :

1. Schritt: \*achwels von ¢ € L”Jr2 ‘ B
~ Fir e >0 (klein) definiert man G .= G’+ {xs > s} und G = G nixy < —&.. .

1
p+2 i
‘ Ur_llter Beachtung vqn (pfp‘"’ lpl? = 7 P 6x I(pl hefert der GauBsche Integralsatz )
R ¢ fl(q)) ¢ lgl? d?f— ——f Isvl””(x: l)nl + + 3 xsns) do -
. - Get - ) . c0 . '
’ o 1~ m+ pie o 1 I
- . : : +mm+2 llp ”L,Q.(G,) 1+ 1.
Auf 2G,* n S, gxlt (p = 0, und auf 3G { = ¢} hat man. n, = O und 713 = =1,
woraus I, =0 folgt so daB ) ) o i
1 m + 4 p+2 ' . L . ) oL
— », t 3. .
f q7 |¢| dx 2 p + 2 m + 2 ”(pllenu;'o) - b (‘3 2) .

‘w1rd In G - liefert die Anwendung des GauBschen Integralsatzes

- f @ e qul” dx = ; f |<p|v+2 2 + 1) my do + 3 uwn’;;ifm‘e L
. Hler ist das Integral uber 8G mchtnegatw, denn es gelten ¢ = 0 auf (So U S,) n dG,,
(x, + ) ny < 0 auf 82 n 6G‘ und nl =0 auf oG~ n. {x;, , } 50 daB also'
.= f ) ? lol? dz 2 — ||¢n2:ifm I C X
_folgt Aus o ' .

—f ltp)wltpl”dxé U )HLw(c,i) nwnu..w,i,,- R \

Gex
1=
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" aus (3.2), (3.3) und ) = 9 in G,* und G,- folgt weiter
1 .
P + D2 (”‘P”LP“(G,‘) + ”‘P”Lv*'(c, )) = [Illzeracy = Ipllps2-

‘Definiert man
. [ein GFuGr
PeT10in @ N (@ u6o)

und verwendet, daB fiir ¢ - 0 f. ii. in G lpe] — |} gilt, so erhilt man mit dem Satz
von Farovu (9: S. 73]

1

1 1 ' o . .
) 7 +2H¢Hu» we) = +2|l<p|lp+2§llwllp+2- S ~ (3.4)

Das war im ersten Schritt zu zeigen. .
Fir spiter wird folgendes sich aus dém vorhergehenden Beweis (man vgl. (3.2),
(3.3)) ergebende ZW1schenergebms notiert: .
1 L : ' A
— [l(tp ) @ |pl? dz 2 Ilwllﬁﬁi; wobei'p (3.1) geniigt. : (3.5)
\ N ' o
2. Schritt: i\achwels von ¢ € H
Mit £>> 0 (klein) werden die Geblete G.* wie im ersten Schritt deflmert Die folgende'
Umformung ergibt sich mit dem GauBschen Integralsatz:

J vL(Ulp)) dz = Joly s

- —f (k‘Pz.'/’:. + ?’z.'l’z. + q’n’l’za - CW) dx )
Get

+ f ‘p(sz‘nl + ’l’z.”"z + "/’z,ns) do. . (36)

0Gi

Da S, chamktenstlsche Flache ist, folgt auf Sz aus y =0 die Gleichheit Icwzln,
+ Yy +yrng = 0. Wegen @ = 0 auf So u S, hat man also’

T kpomny + pons + vona). do=— [ Py do,
aGc {Zs=¢} PR .
3.7)
f ‘p(kl/’z;’n’l + '/)z,nz + y)z.ns) do = f PYz, do.
G~ C ATs= e}

D1e Gebietsintegrale in (3.6) werden mit dem GauBschen Integralsatz weiter um-
geformt, wobei l(p) = p in G, * vérwendet wird: :

fq)Lwdx+ [ vz, do

{Ta=c¢} ' -
= — f (k%.wz, + ‘Pz:,‘/’z. + ‘Pz.'/”n cpy) dx -
G.* . . ’ '
1 m’ . m' +4 , . m . m+44

1 Ny .
-3 f ((xl tOmet o + p xsna) Uegz, + 9%, + ¢, — cp?) do .
3G+ . : -

=: Il‘ + Izl..

27 Analysis Bd. 3, Heft 5 (1984)
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. Tl . y
.ES gllt - . N 3 v ) ;.'
L zalglwen ' (3.9)

Fir ¢ <. 0 ist dies unmittelbar klar, und um (3.9) auch im Fal] c="0- emahsehen, -
...verwende man di¢e Darstellung z; = h(z,, z,) von S0 und P = 0 auf S,. Auf S, n 8G.*

2 2
fibrt o = (=, + (Pz, + o) T3Pz, = 0, (z, + 1) n + T3 xsng > 0 (nach
(V1)) und @=0zu grad ¢ =0,s0 daB ‘man auch : o
. NI P . . :
'12.,. w2 f(k%,+¢:.+%.+(—c)q’)d020 , | /(3-10)

{Za=¢}

\

erha.lt Auf der linken Seite der Glelchung (3 8) -existiert’ wegen ¢ € LT’+2(G) und
p € C¥@G) dér Grenzwert fiir ¢ = 0. Da I\* und Iy* nichtnegativ sind und /¢ in ¢
monoton ist, existiert llm I, so dal}- aus (3.8) und (3.9), wenn der Grenzuberganw

£—>0 durchgcfuhrt wxrd die Beuehung . .
f¢L1I’ dz + [ ., dO = Ca ”‘P”ll:(G*) : - : T (311
G* {zs=+0} - S R
folgt ' - Cos . <~ ,
Aus (3.6) und (3.7) leitet man ana]og wie (3.8) auch ° : T e
fwbwdx—'fwz,do- o |

{2y= —¢}

= —f (k‘Pny’I: + ‘Pz.‘/’z. + q’z.‘/’z. CW) d.’l:.

C

: ;"gf((—k) ¢z + ¢§=’+¢§, + (—0) ¢?) do

+ f CE] + 1) nl(k(pz. + (ng + (P.n + (_C)‘Pz)) d() = I3 + 14 (‘2 12)

0G ¢~ \

her._Verwendet man @ = 0 auf (Sou ' 8 ) n 3G, 80 folgt (auch fiir ¢ = 0)

Iy 2 ¢, ||<P||H,(G.) I ' ) .+ (3.13)

;,Aus p=1(x, + 1), =0+ 1)n >0 (na,ch (V1) und aus @ = 0auf Sgn 6(.

" folgt, daB dort grad ¢ =0 gilt. Da §; n oG~ charaktemstlsche Flache ist, ist
dort mit ¢ = Oauch kg3 + ¢Z, + 9z = 0. Auf S, n 8G,~ hat man (2, + 1) 2,
— —(x;+ 1) < 0 dnd p = (2, + 1)'¢,, = 0, woraus dort q:,, =0 folgt Dan, =0

auf der Flache {3 = —¢} gllt erhilt man msgesamt /
o1
L=y f v+ 1) 05, 0 (0 )0 20
— s,nao, .

Wegen ¢ € L+ und y € 02(G) existiert fur die linke, Seite der Glelchung (3:12) der

Grenzwert fiir ¢ — 0. Hieraus, aus Iy =0,I¢= 0, und daraus, daBl I3 in ¢ mono- -

ton ist, erhalt man die- Exnstenz von lim Iy, so "daB aus (3. 12) und (‘3 13)
&0 :

fq:Lwdx— [ oo Z ol . (314

v {Zy= —0)
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— ’,

folgt. Aus (3.11) und (3.14) ergeben sich unmittelbar . o
" f olyidz Z ¢ gl und gl Zoslole, - . - (3.15)

womit Satz 1"bewi¢sen ist 8~

Fiir das Folgende wird noch - - N
f (p\L'p dz = _f (’“P:.‘/’z. + Q’t,?:, I+ PzWz, — CW) dx . . (‘316)
¢ . G A Vo- e o . .

vermerkt, was man aus (3.8) und (3.-12) abliest.

4. Nﬁhefungslﬁslingen N T . - C

' .Da -def Raum "Hy* n'Le+? separabel ist, glbt es eine- Folge von Funktlonen
{yz ne N C’T2 + mit folgenden Elgenschaften :

(i) Die. Menge {1, ..., ™} ist fiit jedes m € N linear unabhanglg
(ii) Die endlichen Lmearkombmatlonen der w’ liegen in H;* n LP*2 dlCht

Zu Jedem v.(j =1,2,...) werde eine Funktion ¢’ mit q:’ € H, n L?*2, l(q;’) =yl
in G und ¢f = 0 auf So u S, gemiB Satz 1 bestimmt. Da ! ein linearer Operator ist,
- kann man wegen der ngenschaften (i), (ii) der Funktionen i annehmen, daB das .’

System der Funktionen {¢?, ¢?, ...} in H; orthonormiert ist: .

(P, PV = B k=120, . (a.1) -

Hilfssatz 1: Es sei die Voraussetzung (V3) fur dee. Funktzon f erfallt, und mit w
werde eine emilzche Linearkombination von Funktionen @' bezeichnet. Dann gelten

Blw, Uw) = (w, L(l(w)) )L.’—(l(w),wlwfp)yzc.~,<nwn,,,+||wn,,+2> L @
uUn . . o
(Gl M) < A6k ol @)

7um Beweis von (4. 2) beachte man (2. 2), (3. 16) (3 15) (3.5), und zum Bewels
von (4.3) die Vora.ussetzung (V3) 1.

ST

- Satz. 2 Dze Funktzon f yenuge den Voraussetzungen (V2), (V 3), ‘und es sei 1, € N'

~'beliebig, fest. Dann gibt es Koe//zzzenten c,,, Cars - c,, derart, da,B fiir w" ;= Z‘ c,,qz
“die Glewhungen S

.B(u',zp):(/(', uf_(-)),wu)u n=1,2..,7 ‘ T (44)
erfiillt sind. ' . ' '

" Beweis: Wu‘ fithren die Spaltenvektoren = (Cir)j=trrr = (@ 7),=,1 ,,,,, , und

n'="(n)j=1..., mit 7; = B{LT - @, Ug")) — (f(-, & w), <P’))z.- ein. Man hat u" = ({T.¢
und jju'lly, = |¢| gemil (4. l) Durch*

L= (&T % ) - (] T 99), 5(99))1,,

wird eine Abblldung P R* — Rr" definiert, und es ist zu zeigen, da,B P eine Null-
stelle £, € R" besitzt. Hierfiir ist nach [5: Lemma 4.3 (S. 53/Brouwerscher Fixpunkt:
" satz)] nachzuweisen, daB erstens P stetng ist, was nach Voraussetzung (V 2) gilt,
und zweitens es eine Zahl ¢ > 0 so gibt, daf8 (T - P{ = 0-fiir alle { mit |[{| = ¢ wird.

’

ons
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Dies sieht man wie folgt ein. Wir haben {T- Pl = B(u’ u’)) (1, u), l(@’))h :
woraus mit Hilfssatz 1 )

P2 |‘¢/{2+ce||cf-¢u::§—c7n/,( Pl T )

folgt. Beachtet man (V 3), so kann man die rechte Selte in (4.5) weiter nach unten
abschitzen. Es ergibt sich ’

T PLZocg (L2 — oy + IE7 - 9l (c6 1™ - ol 5y — cm)'.

womit man sxeht dal ¢T - P =0 wird, falls nur || 2 o fiir geniigend groBles o
" gewdhlt wird 8 p

Es 'sei jetzt {ui: j € N} = H, n LP*2 eine Folge von Losungen 'der Gleichungs-
systeme (4.4) aus Satz 2. Aus (4.4), l(p") = y", der Linearitat von ! und daraus, dafl
die Form B(-, -) in der zweiten Variablen linear ist, folgt die Beziehung ‘

B(u'z(w)~(( ur(+)), l(u)) r=1,2,. ) (4.6)

Satz 3: Fir die in Satz 2 bestzmmte Folge u1 u?, . gelten -mit von r unabhanngen
. Konstanten C115 Cr2y Cyae

[ llpse = €n1,s il < clos (s w ( M = Ci3, e (4.7)
Beweir's: Man erhilt, wenn man (4.2), (4.3) und (4.6) vel_'wendet, die Abschétzung

s W, = ”/1( u'(-) )”2, . o - (4.8)
aus der mit (4.2) und der Voraussetzung (V 3) ‘

c,suu'n,,zésu/, (- >>||22<cm+enu'up.2' . 49

folgt, wobei ¢ eine beliebige positive Zahl. ist. Wird & < ¢, gewihlt, so fuhrt (4.9)
2u [[Ullpsg = €1y Wird dies wicder in (4.9) verwendet, erhilt man ||f,(-, w())|l. = ¢ia-
Diese Unglelchung und (4.8) liefern |ju'{ly, = cm, also die letzte der behauptcten Ab-
schatzungen i

e

5. Grenziibergang » — co im Glgichuhgssystem (4.4)

Wir werden jetzt die. Existenz einer Teilfolge der im vorigen Abschnitt (Satz 25 kon-
truierten Folge {u!, 2, ...} nachweisen, die.gegen éine verallgemeinerte Ldsung von
Problem (1.3) konvergiert. N ' ) :

.Satz 4: Unter den Voraussetzungen (V 1)—(V 4) besitzt das Problem (1.3) im-Sinne
V0N De/zmtwn 1 eme verallgemeinerte Lésung.

Beweis: Wir werden Teilfolgen einer-Folge stets wie die Folge selbst bezeichnen
und das Zeichen — soll schwache Konvergen/ bedeuten. .

Nach Abschnitt 4 ist-eine Folge {u’:j ¢ N} < H; n L?*? definiert. Die" Funkio-
nen  sind nach Satz 2 als Lincarkombination der Funktxonen @', ..., ¢f bestimmt
Jund erfiillen die Gleichungen :

B, p") = (f(, (), 9" (n=1,2,..,7r;7r=1,2,..). ©(B.1)
Nach Satz 3 gilt mit einer von r unabhéngigen Konstanten ' ,
s, + e S €1 (r=1,2,..). (5.2)
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Da H, n L#+2 ein reflexiver Banachraum ist, gibt es eine Tellfolge {w"}, (man beacbte
" die Vorbemerkung) der Folge {u'}, und ein Element u € E n Lrp+2 mit - ; ’

-u = u in H,, ur - % in Lr+2 (r - o0). ‘ - (8.3)

Es wird nun gezelgt daB u verallgememerte Losung des Problems (1.3) ist.
1. Schntt Aus u" — u (r - oo) in H, folgt

Blum, p*) + f |u'|P uP" dx

b3

—f ’mz.wz. + un ¥l + gyl — cuy®) dz ‘ - (B4
furr—>oo(n——12 ). p+ o
2. Schritt: Wir defmleren zur Abkiirzung ¢ := [u'l” u' =oT1 Man rech-,

p+2

' net nach, daB [y = ll'f|272 gilt. Wir haben also v* € L9 und zugitzlich nach (5.2)
die Abschitzung - :

¢ WleSes. o y . 55)

"Es glbt somit eme Tellfolge {v'}, von {v"}, und ein Element yx € L derart daB _

oy (r—> o0) " in L° . _ \ S (5.6)

gilt. ‘
-Wir zeigen zunichst o* — |u|? u (r — o0) in L4. Es bezelchne W(G) den Sobolew-
Raum der Distributionen, die zusammen mit ihren ersten Ableltungen im L? hegen

‘und fiir die" folgende Norm definiert ist:

I

ol = 000+ 2 ot

‘Beriicksi'chti’gwt man (V 4), éo folgt aus u' € H; n LP*2 dald , L

= lmlTw e WHG) . 6

\

. 1 ., . R -
gilt (man vergleiche hierzu die Bemerkung 3 in Abschnitt 1). Insbesondere hat man

~die Ungleichung |lw'||w; < ¢ |[4]|,nze+s bzw. mit (5.2) die Abschii.tzung 1"l < Cs0,

unabhéngig .von r. Da der Raum, W,@&) reflexiv ist, kann man eine in’ W, @)

-schwach konvergente Teilfolge aus {w'}, auswihlen. Diese konverglert nach dem - °

Sobolewschen Einbettungssitzen .(stark) in L*G). Es gibt also eine Funktion
w-€ Wyt (G), gegen die " fiir r — oo in L2(G) konverglert Man kann nun weiter eine
Teilfolge von {w'}, finden, die fast iiberall (£. ii. ) in G gegen w konverglert Nach Defi-
nition von w* bedeutet das

~

W w |z, 2 (r - o0) f. 1. in G. ‘ .‘ (5.8

m "
+2
|ur|p+2 ) |wlxsl 2 P

(r—>oo)LiiinG. (59) .
Dles und ]]u'”,M = ¢4 ((5 2) und der Satz von Fatou [9: S 73]) ergeben -

m

wiml Telre L - (3.10)
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Aus (5.9-), (5;2)_ und (5.10) folgt 'mit.[.5: Lemma 1.3]" -
u Wizl 2 (r — oo) in'Ll’”. R o (5.11)
(5 3), (o 8) und (5.11) hefern uw=w |z 2 und u' —>u (r — oo) f. i. in G. Damit bat ;
.man Jetzt ' o . .
ot > ]u]” u (r——> o) f. il. in G. N : : (5.12)
" Wegen u € L”+2 gllt [u]" u € L7, woraus zusammen mit (5 5) und (5. 12)
SY = |u|” u (r — oo) in L9 B ,' ¢ . o (5.13)

' fo]gt wenn man w1eder [5: Lemma 1. 3} anwendet
‘Da y" € Ll’+2 gllt liefert (5.13)

S f lu'lp u’w‘dx——>f_|u|1’wp" dez - - (r— 06),_ n=12.." o .

Zusammen mlt (0 4) und der Defmltlon der Form B(., ) besagt dies

B(ur, ") > B(u, ") {r = oo), n= 1, 2 ’ _ (5.14)
3. Schntt Da u—>u (r - oo) f.4.in @ gilt, folgt m1t (V 2) . o .
/(x, u'(x)) — /(x, u(x)) . (r > 00) fur fa.st alle z € G. ! (8.15)
Nach Bemerkung 2 in Abschnitt 2 hat man - ' L -
p+o N Ca
4 ( () )’E Lp+l v /‘: ] . (5.1'6)‘
Weiter gllt nach (V 3) und Satz 3 ‘ o AR _
TGOl Sems SUUEE »- NS 17
p+1 : . ’ . N
so daf3 swh ‘wieder [5: Lemma 1.3] dahmgehend anwenden laBt daB aus (5 15) blS
CopEe :
- (8.47) f(, w()) = f(-, u(- )) (r -> 50) in L?+1 folgt, woraus man - , .
A ), v Yo > (/5 6()), ¥” i r—>e0), m=12.. - (518
erhalt Aus B(w'; 1/)") = (f(-; (), ") (0 = 1, 2, ..., 7) folgt fiir 7 — ob, wenn (5 14)

und- (5.18) beriicksichtigt werden B(u P = (/( u( ), ¥ (n=1,2,...). Da dlc
endlichen Linearkombinationen der Funktionen ¢/ in H1+ n L*2 dicht hegen und °
B(., %) im zweiten Argument lmear ist, hat man schlteﬁhch B(u, v) (j( u(- )),\)L.
v e H* n Lr+2 l ‘ :

A
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