Zeitschrift fiir Analysis *
. ‘ und ihre Anwendungen
~ Bd. 3 (6) (1984), S. 489 — 502

'Zur numerischen Bestimmung des Abbildungsgrades im R» IT')

W. KLIESCH

.

In diesem Teil der Arbeit werden aus den im ersten Tell eingefiihrten Darstellungen des Ab-
" bildungsgrades spezielle Formeln abgeleitet, die teilweise Verallgememerungen bekannter
.Formeln sind. Damit wird eine Moglichkeit zur einheitlichen Behandlung der in der numeri-
schen Analysis gebrauchhchen Formeln zur Bestimmung des Abbildungsgrades gegeben.-Es
wird weiterhin gezeigt, wie der Abbildungsgrad unter Verwendung von Kuhnsimplexen zur
Existenzsicherung und Fehlerabschiatzung von Losungen nichtlinearer Gleichungssysteme ein-
. gesetzt werden kann. Im letzten Abschnitt werden die Ergebnisse einiger Tcstrechnungen an-
gegeben.’

¢

B oToit uacTu pa6omm _BHIBOJIATCA M3 BBEJICHHBIX B TEpPBOH: yacri npexcrapuenuit crenex

’ o'r06pan\e}mn cnenuasiibunle (GOPMYJH, KOTOphle YACTHYHO ARIAITCA 00600LIeHUAMNI Yike

. naBecTHnx Qopmysn. Taxkum 06pasom, MOJNY4aeTCA BO3MOMKHOCTDL -€MHOTO PACCMOTPCHUA

NPHHATHX B YHCJIEHHOM aHasu3e GopMyn AJA onpeueseHnA crenenu orobpamennd. [fasee,

NMOKA3HBACTCH, KAK MOXHO HCNIOJIL30BATE CTENCHB 0TOOPAMEHNA — MOIb3YACH CUMILIEKCAMU
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In this part of the-paper, special formulas are deduced from the representations of -the t-opo~'
logical degree introduced in the first part. Partially, these formulas are generalizations of
wellknown formulas. Thus, possible means are given for unified approach to the computational
formulas for the topological degree used in numerical analysis. Further it is shown how, using
-Kuhnsimplices, the topological degree can be used for existence proofs and error estimations
‘for zeros of nonlinear equations. Results of some computatlonal tests are given in the last
section. . o . .

0. Einleitung

Nachdem im ersten Teil [5] dieser Arbelt zwei 1mplementlerbare Darstellungen des
Abblldungsgrades — die Kubus- und die Oktaederdarstellung — eingefithrt worden
sind, werden in diesem Teil spezielle Berechnungsformeln aus diesen Darstellungen
abge]eltet Es handelt sich dabei teilweise um Verallgemeinerungen bekannter For-
meln (vgl. (4, 7, 9—11]). Damit ist eine Moglichkeit zur einheitlichen Behandlung
der fiir die numensche Analysis interessanten Formeln zur Berechnung des Ab-
bildungsgrades gegeben '

T ersten Abschnitt findet der Leser eine 7usa.mmenstellung der wichtigsten
Bezeichnungen. Der zweite Abschnitt befaBt sich mit der Herleitung von Formeln
_aus der Kubusdarstellung. Eine aus der Oktaederdarstellung ableitbare Formel wird
“im dritten Abschnitt betrachtet. Zum AbschluB der Arbeit wenden wir uns prak-
tischen Fragen zu. Es wird ein Algorithmus angegeben, der zur Existenzsicherung

1) Teil T erschien im Heft 4 (1984) dieser Zeitschrift.
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. . .‘ ' N L ) :
~ von Losungen bei nichtlinearen Gleichungssystemen dient (Abschnitt 4). Hier wird

zu ciner Néherungsformel Z der Gleichung ®(z) = O, @: R* — R", und vorgegebe- . -

nem & > 0 ein Simplex mit dem Durchmesser & konstruiert, fiir das dann der Ab-
bildungsgrad bez. @ berechnet wird. Dahei erhilt man eine Fehlerabschdtzung fiir .
Der’Algorithmus wurde unter Verwendung der Stengerschen Formel zur Berechnung

des Abbildungsgrades anhand einiger-ausgewshlter Beispiele getestet. Die Test- .
ergebnisse sind im Abschnitt 5 enthalten. .

N

1. Bezeichnungen ‘

Alle im ersten Teil [5] cingefithrten Begriffe und Bezeichnungen werden beibehalten.

_Zum besseren Verstindnis sei kurz an die wichtigsten Bezeichnungen erinnert. Es
ist, ‘ ] ' n
P"C R*, n > 1, ein n-dimensionales Polyeder; ]
M cine Triangulation von P7; - ‘
~ T =-Rd(M) der Randkomplex von M;
W* der n-dimensionale Einheitswiirfel des R”;
K einc Triangulation von W7;
L ='Rd(K) der Randkomplex von K
0" das n-dimensionale Einheitsoktaeder des R";
K?° die natiirliche Triangulation von O%;
* E(Q) die Menge der Eckpunkte des Komplexes Q;
Q. die Menge der £-Simplexe (0 < k < n) des Komplexes Q; -
I die Menge der ganzen Zahlen; N :=/{1,...,n} und N, = N u {0}.

2. Fbrmeln vom Wn-Typ ,
Alle Formeln zur Berechnung des Abbildungsgrades, die sich aus der Kubusdar-
stellung (s. Teil I, Theorem 2) ableiten lassen, werden als Formeln vom W*-Typ
bezeichnet. - :

.

2.1. Die Stengersche I‘orn}el

. . . . 13 :

Die Stengersche Formel (vgl. [9]) erhélt man, indem man fiir W" eine spezielle

Triangulation annimmt, die im folgenden untersucht werden soll. Es sei
 E={yeR*:|y|=1,7=1(1)n}.

~Maﬁ iiberzeugt sich leicht, dafi
' convE="W" und EC h(W™)

gilt. Ist #: N — N eine Permutation, ' = (uy', ...; u,})T der i-te Einheitsvektor
des R* (d. h. u;* = §;;) und a® = e € E, so sind die Punkte

o a%df =aft = 2eu, = LDn, . (1)
affin unabhingig und spannen ein n-dimensionales Simplex s[e, 7] auf, das als .Kulmf-
simplex bezeichnet wird. Die Numerierung der Eckpunkte eines Kuhnsimplexes ist

_ durch die Vorschrift (1) in eindeutiger Weise festgelegt. . sei die Menge aller Permu-
tationen auf N. . ' ‘
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Satz 16, 12]; Die Mengen TS := U {s:s < s[e, #]}, e € E, sind Trz'angulatz'oﬁen
von W, - €W ' ' '

Die Komplexe T,", e ¢ E, werden als Kuhntrmngulatzonen‘von W= bezeichnet.
Einige einfache Elgcnschaften der Kuhnbrlangulatlonen von W* sind in den folgen-
den Lemmata zusammengestellt

Lemma 1: (2) Die Kante (e, —e) st Seite eines jeden n- Szmplezes aus T,
- (#) Ist a* ein gemeinsamer Eckpunkt der Kuhnsimplexe

‘s[e, ;] = (e, al,...,a") und sle, my] = (e, b1, ..., b")

aus Te”, 80 folgt aus a* = a* = b stets 7 = j.

(v22) Die Kuhnsimpleze sle, ;] und s(e,7,] aus T," besitzen genau dann etne gemern-
same (n — 1)-Sete, wenn -

a) emn Index 7* € N\ {n} existiert, so daf m,(j*) = nz(j* + 1) und w,(j* + 1)
= 7o(7*) w5¢, und wenn ‘ )
bl) 71(2) = 7p(2) fiir alle v € Ny \ {5*, j* + 1} gult.

Beweis: (7) folgt unmittelbar aus der Konstruktionsvorschrift (1). Ebenfalls aus
der Konstruktionsvorschrift erhélt man fiir den ¢-ten Eckpunkt eines Kuhnsimplexes

-~

a—e—22ex(7)um _ ST C(2)

Die Gleichung ‘ , : !
C i . i o
a' — b’= 2 kz‘ e,.,(,,,u"""’ — Z'le,‘l(k,u"“") =0
=1 k= .

ist nur dann erfillt, wenn ¢ = j ist. Damit ist auch (7) bewiesen.

(277): Sind die Bedmgungen a) und b) erfiillt, so besitzen s[e, 7,] und s[e, 7.}, auf-
grund- von (1) » gemeinsame Eckpunkte, die eine gemeinsame (n — 1)-Seite auf-
spannen. Ist § eine gemeinsame (n — 1)- Seite von g[e, 7] = (a% ..., ") und sfe, 12]

= (°,. 50", e = a® = b, so gibt es wegen (¢%) genau n Tndizes. O = <ty << e
< gy < i, = n mit a’* = b*. Die Menge I = {z € N:m,(¢) = 7,(2)} ist nicht leer,
da anderenfalls s[e, 7] und sfe, ﬂz] identisch wiren. Da 7, und 7, Permutationen
auf N sind, muB I mindestens zwei Elemente enthalten also m*:= max I = min I
=1 my sein. Aus (1) folgt a™s == o™,

Wir wollen nun annehmen, daB eine natiirliche Zahl u mit m, < u < m* exi-
stiert. Da § (n — 1)-dimensional ist, ist m, der einzige Index aus No, der die Be-
dingung :

al =b, leN,, .. @)

erfiillt, also ist «* = b*. Fiir v = min {¢ € I: 2> u} gilt aufgrund der Konstruktions-
vorschrift (1) a* = b, was ein Widerspruch zu der Tatsache ist, daB m, der einzige
Index ist, der (4) erfiillt. Damit ist die Annahme widerlegt, und es gilt m* =.m,, 4+ 1.
Unter Verwendung der Eineindeutigkeit der Abbildungen =, und =, erha,lt man fir .
j* = my die Bedmgungen a)und b) B - .

. Lemma 2: (i) D7e Randsz'm/plexe von T," sind jene (n — 1)-Simplexe aus T, die
genaw einen Punkt der Menge (e, —e} als Fckpunkt besitzen.
(ii) J edes n- Szmxplex aus T, wird von genau zwe? Randsimplexen bemndet
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Satz 2 (Stengersche Formel): Sind die Triangulationen M und T," (e € E) von P"
bzw. W™ kanonisch orientiert, so gilt fiir @ € Dy(P"), L = Rd(T,"),

" deg (®, int P") — £ dw9),

n-1

falls. ’l‘ etne RA(T,")-zuldssige Triangulation von b(P”) bez. D 7st.

2!,

Beweis: Die Grundsmlplexe der Kuhntrlangulatlon T,* werden durch genau n!
" Permutationen definiert, wobei jede Permutation genau ein Grundsimplex defi-
niert. Wegen Lemma 2 enthalt Rd(T,") also genau 2n! (» — 1)-Simplexe.

Fiir ein Simplex ¢ = [a'...a"} € T,_, mit d(o, P) =0 erhélt man unter Ver-
wendung der Konstmktlonsvorschnft (1)

|d(o, ®)| = |det (sgn D(a?) ... sgn B(am))| = 2.

Es gilt nun - :
deg (@, int P") = (2n') 1 Z sgn d( o’,tb)
0€Tqy |
d(s, D 1
= (2n!)"1 2 = d o, D)1k
" fe o] ~ Tl 0P
Fiir eine Kuhntriangulation T,* erhilt man auf natiirliche- Weise eine kanonische Orien-
tierung. Ein n- Slmplex S[e, 1] (a° ., a®) € T," sei durch
o =ox)la®...a", o= e, ' (5a)

7

orientiert, wobei y(n) der Charakter der Permutatlon 7 und die Numerierung der Eckpunkte
die durch die Konstruktionsvorschrift (1) erzeugte ist. Ist § eine regulire (n — 1)-Seite von
s[e, n], 8o sei

6=g(—l)‘[a°...‘¢i‘...‘a"]. . (5b)

Diese Definition ist wegen Lemma 1 (ii) von der Wahl des n- -Simplexes, das von § berandet’
wird, unabhéngig. Ist 8 ein Randsimplex von T, und berandet 8 das Simplex s[e, n], so sei §
durch

G = g(n) o(—1)¢ [a®... 4! ... a"] | ) " (5¢)

/
orientiert. Alle Snmplexe aus T,", deren Dimension kleiner als n — 1 ist, mégen in beliebiger
Weise orientiert sein. Ist das orlentlert,e (n — 1)-Simplex 7, |r| = {a% ..., ', ..., a™), cine
gemeinsame Seite der n-Simplexe o, und o, |o;| = 8[e, 7] (£ = 1, 2), so gllt fiir die Beran-

dungsfunktion ¢ von T,?
: ’ [

&(t, 0y) +‘8(1', Gy) = Q(X(”x) + Z(ﬂz)) =0,

da sich die Permutationen n, und 7, aufgrund von Lemma 1 (iii) um eine ungerade Anzahl
von Inversionen unterscheiden. Aus (5a) und (5¢) erhdlt man fir e¢in Randsimplex 7 von
T,® und das von ihm berandete n- Simplex o sofort &(z, o) = 1. Folglich wird durch (5) eine
m71dcnb kohiirente Orientierung fur T,* definiert. Dariiber hinaus gilt fir ein n-Simplex
0 = y(7) g[a’® ... a"), [a] = s[e, 7],

oLt "

sgndet (- 1 _ x() I e;-

"\ .. gh =1

Somit ist ¢.im R" positiv orientiért und damit T," durch (5) kahonisch orientiert.

.
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2.2. (n, d)-Index-Formel -
: \ .

In diesem und dem folgenden Abschnitt werden Vereinfachungen der Stengerschen
Formel vorgenommen, indem die Grée d(o' @) durch andere, schneller zu berech-

nende GroBen ersetzt wird.

Definition: Gegeben sei eine Permutation =n: N—>N und ein Vektor d

~

= (dy, ..+, dp)T € R® mit d; € {—1, 1} fiir 7 = 1(1)n. Eine (n, n) Matrix (c;;) heiBt )

(n d)-Maitriz, wenn fiir j = 1(1)n die Bedingungen
(i) Cij = d., falls 7(2) = j ist, und
(i1) cij € {—d;, 0}, fallsn(?) + 1 = jist o
erfiillt sind» Ein orientiertes (n — 1)-Simplex ¢ = [a'l ... a"] wird als (=, d)-Svmplex
bezeichnet, falls die Matrix (al... a") éine (z, d)-Matrix ist. o heilt (r, d)-wesentlich
bez. der stetigen Funktion @, wenn die Matrix 3
S(o, D) :=(sgn P(a?) ... sgn D(a"))

. eine (n, d)-Matrix ist oder durch Spaltenvertauschungen zu einer solchen gemachb
werden kann.

. 'Lemma, 3:°Ist L eine Trz'angulati(m von b(W*), und gult fir alle Eckpunkte e
= (€, --» )T € E('l‘) stets e; € {—1,0, 1} fiir 2= 1(1)n, so gibt es zu jedem Paar
(7, d) hochstem ern Grundsimplex in dem orientierten. Komplex 'L, das ein (=, d)-
Simplex ist.

/
Beweis: Angenommen es glbt zwei (7, d)-Simplexe ¢, = [al .a"] und o,
= [8...5"] in L. Es sei ¥ = min {j € N: af = bi}. Aus obiger Definition folgt so-

for‘t, k = 2. Die Seiten {a!, ..., a*) und {(a}, ..., a*"? b“) von |g,| bzw. |o;] sind iso-

morph zu den (k' — 1)-Snmplexen (a,...,a*) und (@, ..., a1, b, wobei fiir = 1(1)k

at =.(af, .. o al )T, =), L= l(l)k — 1, ist. Analog sei b* definiert. Die

Simplexe (@, ..., @) und (@, ..., @', b*) sind in dem Einheitswiirfel W*-1 < R¥¢-!

enthalten. Die Tragerebene von (al ., @¥=1) ist mit einer Seitenebene § von W*—!

identisch. Folghch liegen a* und b* im glelchen Halbraum bez. E, und es gilt - -
int (al , @) nint (@', . . @1 bYy £ 0 R

(s. [3: S. 38]) Aufgrund der Isomorphie ist auch int |a’,| nint |¢12| + @, was ein
Widerspruch zu der Tatsache ist, daf8 L ein Komplex ist i

Definition: Ist ¢ ein orientiertes (n — 1)-Simplex des R" und v die Anzahl der

Spaltenvertauschungen die erforderlich sind, um &(g, ¢) auf die Gestalt einer (n, d)-

Matrix zu brmgen so bezeichnet man die Grolle

(—1), falls ¢ (n, d)-wesentlich bez. @ ist

ind,. (o, @) := {0 sonst
‘als (n, d)-Index von o bez. der Funktion P.

Ist 0 = [a!... a"] und v = [sgn D(a?) .. sgn ®(a™)], so gibt der (n, d)-Index von
o bez. @ an, ob 7 mit dem durch 7 und d bestlmmten orientierten Simplex & gleich-
.- orientiert ist im R” oder nicht, also ob
T = indj 4(0, D) & ,

ist. Diese Definition ermaglicht eine weitere Formel zur Berechnung des Abbildungs-
grades. Im Teil I wurde gezeigt, dal der Abbildungsgrad eines n-dimensionalen
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Polyeders P" bez. einer stetigen Funktion & mit Hilfe der orientierten Uberdeckungen
einer orientierten Triangulation L des n-dimensionalen Einheitswiirfels durch die
Simplexe der Kette F(c) berechnet werden kann, wobei ¢ die Kette aller in geeigneter
Weise orientierten (n — 1)-Simplexe von T und F die durch f induzierte Ketten-
-abbildung voh C,_,(T) in C,_,(L) ist. Dabei ist die Differenz der positiven und nega-
tiven Uberdeckungen durch F(c) fiir alle (n — 1)-Simplexe von L gleich. Folglich
-kann der Abbildungsgrad mit Hilfe eines ausgewihlten Testsimplexes -aus L be-
rechnet werden. Diese Idée liegt dem folgenden Satz zugrunde. . '
Satz 3: Die Triangulation M von P* sei kanonisch orientiert. Ist die M enge B3, 4(P)
der fiir die Funktion @ €. DL(P") (=, d)-wesentlichen Simplexe aus der Triangulation T

- von b(P") nicht leer, so gilt : '

deg (@, int P") = 6z(x) X ind, o, ®),

06"’;:,4(0) -

“ n . R
6 =[] d;, falls T = RA(M) eine L-zulissige I'riangulation fiir ® ist.

i=1
Beweis: Fiir das (7, d)-Simplex ¢ = [a! ... a"] gilt

sgn det (a.:1 ...a"

\ dil _d]Ix
dj' b dj, —d;'
=.%(7) sgn dét ’
diu-: di’l-l : _d;n—l
din din ' d}u '
d;, —(d; + d}) ‘ .
di, - ] —(d;; +dj,)
= 2(7:) sgndet | - ' 0 \
d;,., r —(dj,., + 4}, _) =
d;, . -

n—1

= ) sgn (=17 di(— 07 17+ dh)) = 2 01 o= 7100,
k= 1{1)n, und di’ € {dy, 0}, k = 1(1)n — 1."

Aus der Voraussetzung B, 4(®) & 0 und Lemma 3 folgt die Existenz genau eines
(n, d)-Simplexes 8, in L (die Triangulation von' W", deren Randkomplex die Tri-
angulation L ist, sei wieder kanonisch orientiert). Offensichtlich gilt &, = y(x) 66.
In Teil T [5: Korollar 2] wurde o : :

deg (@, int P") = py* — py™,  pa* = card {0 € To_y: F(o) = £8,)  (6)
gezeigt. Unter Verwendung der Beziehung ‘

(0 € Tyoy: F(0) = wdy) — {0 € T,_,: Flo) = wy(x) 66} . L

= {0 € T,y ind,, 4(0, ®) = wr(n) o}, @€ {—1,1), '

‘erhilt man nun aus (6) die gewiinschte Formel B

{
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Bemerkungen 1. Wahlt man fiir ».die identische Permutation und-setzt
d = (1, ..., 1)T, so ergibt sich die von B. KEarFoTT [4] angegebene Formel. 7~ '
2. Der von M. Sty~NEs [10] angegebene Algorithmus entsprlcht im wesentlichen

der im Satz angegebenen Formel.
3. Zu einem vorgegebenen Paar (z, d) muB in der orlentlerten Pseudomanmg-
faltigkeit L nicht notwendlg ein (=, d)-Simplex ex1stlcren

Der in der Abb. 1 dargestellte Teilkomplex von L mége eine Seite von W3 triangulieren.
Fir dic identische Permutation' id und d = (—1, 1, )T ist in dem betrachteten Téilkomplex’
und damit auch in L kein (id, d)-Simplex erthalten. Das zu o, entgegengesetzt orientierte
- Simplex ist ein (id, d)- Slmplex Andererseits kann ein orientiertes Simplex fiir verschiedene

Paare (n, d) ein (n, d)- Smlplex sein. Beispielsweise ist oy (vgl."Abb. 1) fur die beiden im folgen-
den aufgefihrten Fiille ein (7, d)-Simplex: :

n d

‘ . N ) .
id (Iy 1’ l)T R ) . ,l N

123\ {(=1,1,1)T N ,
213 N

Durch die Voraussetzung R, 4(®P) =+ 0 in obigem Satz wird geSichert, daB die Wahl des Paares
(7, @) mit der orientierten Triangulation L vertraglich ist.

. .
1 1

-1 1 .
/ ‘1 '1
1 1

Abb. 1

2.3. 15-Formeln

Fiir diesen Abschnitt wird vorausgesetzt, daB die Triangulation M von P" eine .
Pseudomannigfaltigkeit ist. Eine in rechentechnischer Hinsicht sehr giinstige Formel
zur Berechnung des Abbildungsgrades erhélt man durch Einfiihrung einer speziellen
Bewertung auf M. Eine Bewertung I auf der Pseudomannigfaltigkeit M induziert
in jedes Simplex 8 = (a°, ..., a*) aus M durch

o=[d"...a¥), ) =74, =1k,

eine Orientierung. Ist M orientiert, so ist die Anzahl der cl-Simplexe aus M und die
Anzahl der j — cl-Simplexe aus dem orientierten Randkomplex Rd(M), deren Orien-
tierung mit- der durch die Bewertung ! induzierten Orientierung iibereinstimmt bzw.
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\

, zu di;eser entgeg'engesetzt' ist, von besonderem Interesse. Es sei ~
MEW) 1= {v € M: 7 = +[a ... a®), o) = ¢ Fiir & = O(1)n},
R,y :={o € Rd(i\I) : ¢ j-fast vollstindig bewertet},
D = (o € RD: 0 = £[ad ... a”], Uat) <+ < Ua™),
af = card M()) und B;* = card ?R,»i(l)..

Satz 4 [2]: Ist I: E(M) — N, etne Bewertung auf der inzident-kohdrent orientierten
Pseudomannigfaltigkest M, so gilt fiir « = «at¥ — &~ und f; = f;* — ;= die Dar-
stellung « = (—1)' B, j € N,. T ,

Die bereits angekiindigte Formel zur Berechnung des Abbildungsgrades 'erhaltr
.man durch Einfiihrung einer durch die stetige Funktion @: P" —R", |M| =
_ vermlttelten Bewertung Iy auf M, '

lole) =7 PD(e) € B;, . ec EM),.
wobei die Tellmengen B; des R" folgendermaBen definiert sind :
' B, i={y e R":y > O}, )
| Bii=(y€Ry; >0,7=7+ ;5 SOf, =1L —1
= (yeR:y, <0) o
(m der Abb. 2 smd diese Mengen fiir den R2 dargestellt) ‘

!

Abb. 2 E
Definition: Ist lo eine durch die stetige Funktion @ definierte Bewertung auf -
der orientierten Pseudomanmgf&ltlgkelt M, so sei fur o € RA(M)
- 1, falls o€ R;*(ly) ist .
bi(o;le)i=19 —1 falls o€ R (lp)ist, (= 0(1)n).
0 sonst

~
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) o, o _ L . ] o
Satz 5: Die Triangulation M von P* sei kanonisch orientiert. Ist die M. enge R;(ly)
von RA(M) nichs leer, so gilt fiir & € Dy(P")
deg (@, int P") = (1" ¥ bi(0;lo), e N, (7)
) : o€ Ry(lg) - )
jalls RA(M) evne L-zuldssige Triangulation von b(P") fiir @ ist.
Beweis: ('i) Ein (n — 1)-Sinip]ex o € Rd(M) ist genau dann in R;lle), 7 € N, ent-
halten, wenn ¢ bez. der Funktion @ (z, d)-wesentlich ist mit d = (1, ..., )T und
t,. falls 7 <jist
a(r) =9 n, . falls 7= =nist (2 = 1(1)n).
i—1, falls > fist
(i) Ein (n — 1)-Simplex o € Rd(M) ist genau dann in E}%i,(lo) enthalten, wenn o
bez. @ (7, d)-wesentlich ist mit d = (—1, 1, ...; 1)T und :
‘ s . .
n, falls 7= 11ist

7—"1, falls > 1ist (¢ =_1€1)n). '

(7)) = {
. Die Aussageh (.i) und (ii) folger{ direkt aus den entsprechehden Defiﬁjtionen. Eben-
falls aus den Definitionen ergibt sich ind, 4(0, @) = d,(0, ls), wobei die Zuordnungen
(7, d) ~ j entsprechend (i) und (ii) vorzunehmen sind. Aus Satz 3 erhélt man sofort
die Formel (7) 1 N ‘

Satz 6: st die Tn'a@ulatz’on M von P kanonisch orientiert und zst R;i(le) nicht
leer, so gult fiir @ € Dy(Pm) ' : .
" deg (@, int, P7) = (—1)"«, _ E 8)
falls RA(M) evne L-zuldssige Triangulation von\bl(P") fir @ 7st. )
. Beweis: Ausgehend vom vorigen Satz erhilt man unter Verwendung von Satz 4

deg (@, int P") = (—1)"7 37 bj(o,lp) = (—1)*i Bi=(—1)"i(=1)a=(—1)al

o€ Ry(lp)

Beﬁnerkungen: 1. Die Voraussetzung R;(l,) =+ @ kann aufgrund des Satzes 4
durch MM(ly) + O ersetzt werden, wobei M(ly) = M*(ls) U M (lo) ist. ‘

2. Die Formel (8) entspricht der von M: PRUFER [7] angegebenen Berechnungs-
formel. - ’ : ‘ e '

3. Formeln vom O"-_’,I‘yp

Analog'zu den Formeln vom W"-Typ bezeichnen wir Formeln zur Berechnung des
Abbildungsgrades, die auf der Oktaederdarstellung beruhen, als Formeln vom O™-
Typ. . ’ ’ . .

- Definition: Ist T eine a,—Triangﬁlation von b(W™) bez. der Funktion D, 80
bezeichnet man die Abbildung -

- Lo™(e) = nle) sgn gafe), - e € B(T),
- . m(e) = min {7 € N: sgn g;(z) = const == 0 fiir alle x € |St(e)|},
2 als die durch D induzierte x-Bewertung auf T.
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.Ist Ii={ =@, ..., ) |v.~| £ 1,7 = 1(1)n}, und ist T kohédrent orientiert, so
sei : ' ’ :

Myt(3):={o € T:o = [ ...a"] und lp*(a¥) = vz, 7 = 1(1)n};
po) = [Tn, 7€k |
i=1 :

xt(5) = card My=(F) und  a() = a*(%) — & (7). .,

Satz 7: Sind die Triangulationen M und K® von P* bzw. O" kanonisch orientiert,
© so gilt fiir & € Dy(P") - | ‘ " L,

deg (&, int Pr) = 2 3 905) a6).
. . HS

Beweis: Man sieht leicht, daB fiir ein (n — 1)-Simplex ¢ = [a! ... "] aus T die
Aussagen ' : : : :

()  d%o ) +0,

(i) All*@)), . leMam = N :

aquivalent sind (zur Definition ‘von d*(c, di) siehe Teil I [5\: S. 354]). Die Abbildung
5> pE) e ..., € =1(0,..., 91, 0, .oy O)F, o )

ist eine eineindeutige Abbildung von I in den orientjert,eh Randkomplex Rd(K?).

Ist . : . .
Nt 1= {0 € Tyor:d*¥(o, P) = £1} und I*:={p € L: p(¥) = £1},

so erhilt man unter »\"7erwendung der Beziehung K

d*(o, ®) = wp(®), o = o[a'...a"] und lo*(a') = »it, 7= 1(1)n,

die Gleiéhung

Rx = UMy @)U U My ().
v Ha H3
Es gilt nun Cy
3 d¥o, @) = .3 d*(o, @) — X d¥(s, D) '
€Ty oeMN+ : aER"
. L =Fat0) + Y a () — Y at®) — L« (7) =
H3 % F€I- ' 3w HE L )
- =Y aF) — Y a@) =3 p@) «().
H4 . Haw 3

'Aus dem Theorem 3 von Teil T [5] folgt nun sofort die Behauptung des Satzes i

‘

Fol éeru ng: Unter den Vomussetz;mgen des Sa_tzes 7 gilt fir @ € Dy(P")
deg (@, int P*) = p(¥) «(7), el
Beweis: Sind 0y, ..., 0n simtliche Grundsimplexe von T = Rd(M) und 81y oeey Bk
(k = 2")-simtliche Grundsimplexe von Rd(K?), so gilt fir die durch die simpliziale
Abbildung g (s. Teil I [5: S.353]) bestimmte Kettenabbildung F von C,_(T) in
C,,-';(Rd(K“)) ' L :

o

N k N
Flo) = Xpd  yel s (10)

D5

1
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(vgl. [8]) Die GroBe «(¥) gibt die Differenz der posmven und negatlven Uberdeckun-
‘gen des durch das n-Tupel (v, ..., »,) bestimmten orientierten’ Grundsimplexes &
von RA(K?®) (vgl. (9)) an. Aus (10) folgt y = p(¥) x(?), # € I. Mit Hilfe dieses Resultats
erhélt man aus oblgem Satz die gewiinschte Aussage § .

4. Eine Methode‘zur Existenzsiéherung von Nullstellen
~ nichtlinearer Gleichungssysteme '

Bei der iterativen Losung nichtlinearer Gleichungssysteme ) _

. @@ =0 ' . ‘ (11)
' erhdlt man aus den gebrauchlichen Abbruchkriterien im allgemeinen keine Informa-
tionen iiber die Giite der erreichten Naherungslosung. Eine Maglichkeit: fiir eine
Fehlerabschatzung einer Naherungslosung Z von (11) bei gleichzeitigem Nachweis
der Existenz einer Losung in einem Gebiet von vorgegebenem Durchniesser, das &
enthilt, bietet der Abbildungsgrad. Aus der Relation deg (@, 2) 3 0 folgt die Exi-
stenz ciner Ldsung von (11) in 2, wobei 2 ein nichtleeres und beschrinktes Gebiet
des R” ist, auf dessen Rand die Funktion @ keine Nullstellen besitzt. Der Durch-
messer von £2 liefert eine obere Schranke fiir den Abstand der Niherungslésung z
von der exakten Losung z* von (11). ' .

Mit «* wird wieder der i-te Einheitsvektor des R” bezeichnet. '

Satz 8: Der Punkt Z sei eine Approximation fiir éine Nullstelle der stetigen Funk-
tion @: R* — R® und d eine von Null verschiedene reelle Zahl. Besteht fiir das durch

die Punktex"x—x'l—{—du 1= 1(1)n, mit z° = —%
spannte Szmplex s[z?, d] die Beziehung deg (P, int s[z°, d]) == 0, so ¥st vm, Inneren
von._8[2°, d] mindestens eine Nullstelle von @ enthalten, und es gilt fiir jede Nullstelle
~x* € int s[:z:o d) von @ : ,

7 —
= /(2n + ) . . :
— z*||- A N e , v 1
7~ oll=a) | Gt (12)
Beweis: Aus der Bedingung deg (@, int s[2?, a])) + 0 folgt aufgrund der Axiome

" des Abbildungsgrades die Existenz mmdestens einer Nullstelle von @ in mt s[z%, d).
Der Abstand von Z zu einem Eckpunkt z* von s[z?, d] 148t sich durch

(2n + 1 ‘
—zk|| = .
Lz sl ot
abschitzen. Fiir eine Nullstelle z* von <D gilt (baryzentrische Koordmaten vgl.
' [8]) ’

aufge-

n n

=3k Sh=1 und 42 0, i= - 0(1)n.
i=0 i=o

(2n + 1) n
— x* - TR g
Somit erhalt man ||z — 2*|| = Z') ||x || < |d|l/ 8 T 1)
Fiir zwei beliebige Eckpunkte 2 und 2. von s[z°, d] gilt ||2* — 2/||* < d?|s — ],
- woraus fiir den Durchmesser von s[29 d] sofort diam (s[z°, d)) = |d| ]/n folgt.

Bemerkung: Eine weitere Anwendung des Abbildungsgrades bei der Losung
nichtlinearer Gleichungssysteme ist in [6] beschrieben. Dort wird gezeigt, wie man
mit Hilfe des Abbildungsgrades, ausgehend von einem beliebigen Startvektor eine
Nullstelle einer stetigen Funktion lokalisieren kann '

32%
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5. Testergebnisse 0
Auf der Grundlage des Satzes 8 wurde ein PL/ 1-Programm erstellt. Die Berechnung -
~ des Abbildungsgrades erfolgt dabei mit Hilfe der. Stengerschen Formel (s. Satz 2).
Zu éiner vorgegebenen Genauigkeit ¢:= ||Z — z*|| wird nach (12) die Gro8e d be-
rechnet, mit deren Hilfe das Simplex s[z0, d] bestimmt wird: Die Berechnung des
. Abbildungsgrades wird fiir mehrere Verfeinerungen der Triangulation T des Randes.
von s[2°, d] wiederholt. Eine Triangulation T mit dem Zerlegungsindex ¢ ‘enthilt
dabei 2¢ Grundsimplexe. Die Anzahl der Ecken von T betrigt (2¢ + 1) (» + 1),
wobéi n~die Dimension des betrachteten Simplexes bezeichnet, und ist mit.der
Anzahl der erforderlichen Funktionswertberechnungen identisch. Bei einer Ver-
feinerung von T miissen nur fiir die neu hinzukommenden Ecken die Funktions-
werte berechnet werden. ’ o
Anhand einiger der Literatur.entnommener Funktionen wurde die im Abschnitt 4
beschriebene Methode und damit die Stengersche Formel getestet. Die meisten Bei-
spiele wurden [1] entnommen. Bei der Auswertung der Tests werden folgende Be- .
- zeichnungen verwendet: C ' ;

¥ — ‘Nullstelle der stetigen Funktion D = (@1, - Pu)s

T — Néherung fiir eine Nullstelle von P, ,

D — Durchmesser von s[2°, d], .' ' ’ o

o — Zerlegungsindex der zur Berechnung verwendeten Triangulation des Randes
’ von 8{z°, d], , _ o -
deg — berechneter Abbildungsgrad von @ bez. int's[2’, dl. o N
Alle Testrechnungen ‘wurden auf eiI;er Rechen.anlage vom Typ ESER 1040 des -

Rechenzentrums der Karl-Marx-Universitdt Leipzig in einfacher Genauigkeit aus- -
gefiihrt. ' S

Beispiel 1 (Brown-Funktion): .

o () - . 1\,
., @i(x) = 0.5 (Sin 2y — ;—; — x1)5 P2(2) = € ((1 - E) (.exp (22, — 1') - 1) .
+ i 2 2x’1) .
. 7
Test 1: T = (0.500000, 3.14159)7, e = 0.004, D = 0.007589.
P ) / L . K M
o 2 . 4 . 6 8 - |10

deg - —0.50000 | —1.00000 |. —1.00000 | —1.00000" | —1.00000

- 0y 7
z* = (0.5, n)T ist eine Losung. e

Test 2: % = (1.60457, —13.3629)7 (s. [1]), ¢ = 0.004, D = 0.007589.
0 2 | 4 6. . | 8 |10

deg | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 0.00000 l 0.00000




Beispiel 2:

v
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i) = 22 — 42, ola) = 7P — 2, + 4y
Test1: % = z* = (0, 0)T, D = 0.0075. L
0 3 6 1 9 10
.deg —1.00000 | —1.00000 | —1/00000 | —1.00000
Test 2: % = (1.69542, 0.718611)T, £ = 0.0004, D = 0.000759." -
| . . . 1
0 3 6 9 0
deg '1.00000 *1.00000 1.00000- 1.00000
Beispiel-3:.

@(z) = 2(11 + 10x2) + 40(z, — x4)3 Po(z) = 20(931 + 10z,) + 4(332 — 2m,)8,

© ps(z) = 10(333 - x,,) — 8(232 - 21‘3)3 ‘Pa(x) = —10( — z,) — 40(x, — ).
Testl x—z*~(000,0)TD_002 .
0 4 "6 8
degA 0.00000 0.00000 0.00000

Die Jacobimatrix @'(z*) ist singulir.

Beispiel 4 (erri—Mam‘z'no-Funktz'on)' ’

\

'<p,i(éc) = fnz; + (1 —_ i) + Z' {z,,(sm (In z;) + cos® (In z,,))}

2

i

Z; =V__+—— (2,7 = 1(1)n).

Es wurde gewdhlt: « =5, 8

1

—14,y=5

Test1:m =2, % = (—0.0187587, —0.0731151)".

0 3 .6 9 | e | D-
e 1.00000 1.00000 1.00000 0.04 0.075895
e 1.00000 1.00000 1.00000 0.0004 - 0.000759
Test2:n = 3, % = (—0.0157802, —0.0458576, »0.126871)T.,
0 '3 6 | 9 | e |'D
de 0.83333 1.00000 | 1.00000 || 0.15 0.277746
g 0.83333 1.00000 1.00000 0.0003 0.000555
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Test3:n =5, % = (0.033941, —0.038253, —0.052271, —0:102821, —0.279192)".

0 6 | 8 .| 9 - : D.
10.462500 0.675000 |  0.837500 0.1 0.165144
do 0458333 | . 0704167 0.837500 104 0.000165
g 0.445833 |,  0.741667 | 0.887500 10-5 0.000016
0.000000 - | —0.004167| 0.008333 | 10-¢ 0.000002

Firr die ersten drei Fille kann man die Ex1stenz einer Nullstelle z* von @ in den
entsprechenden Gebieten als gesichert anneh.glen Durch die weitere Verkleinerung
des Gebietes (Fall 4) wird eine ungerade Anzahl von Nullstellen zu #uBéren Punkten.
Fiir eine Nullstelle von @ aus dem betrachteten Gebiet gilt somit die Abschitzung
1076 < |[T — 2¥|| < 1075,
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