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In diesem Ted der Arbeit werden aus den im ersten Teil eingefuhrten Darstellungen des Ab-
bildungsgrades spezielie Formeln abgeleitet, die teilweise Verailgemeinerungen bekannter 
Formeli sind. Damit wird eine Möglichkeit zur einheitlichen Behandlung der in der numcri 
schen Analysis gebrauchlichen Formeln zur Bestimmung des Abbildungsgrades gegeben. Es 
wird weiterhin gezeigt, wie der Abbildungsgrad unter Verwendurig von Kuhnsimplexen z,ur 
Existenzsicherung und Fehlerabschatzung von LOsungen nichtlinearer Gleichungssysteme em-
gesetzt wèrden kann. Im letzten Abschnitt werden die Ergebnisse einiger Testrechnungen an-
gegeben.' 
B 3T0t 'Iac'rB pa60m1 .BMBOJATC5 143 aBe;d1111br( B nepbofl 'lacTu npegcTaajleuMtt cTeneuu 
oT06pa14eHun cneuitajriiie (jopMyJTh.1, xoopaie 4acTM'lHo III3JIHIOTCB o606[UeHIIHMH -,'ace 
IlaBec'T111Ix opiyJ!. TaHMM o6pa30M, noJly'laeTcfl Bo3MOaHOcT1. •ejjuiioro paccopeuisi 
HHHHTh1X B q uc1eHHoM aHaiIwe 4opyi gju onpegeieuii cTeneuu oTopa+ceHHR. JJ,aiee, 
noHaablaaeTcfl, HaK M0HO itCflOJ1b3OB3Tb CTeHCHb oTo6paneIInn - flOIb3yRCb cuMnJle Ream Il 

HyHa -- ii o6ecneeiiiin CyIUeCTUOBaHaIR Ii JJIH oLeIIHu flOr'pewHOCTu peweilufi ducTeM 
He1HHeflHblx ypaauenun. B HoHue H HBOJ H TCH peayimami ne1oTophIx npOBepO1HMX 
paC'leToB. 

/ In this part of thepaper, special formulas are deduced from the representations of the topo-
logical degree introduced in the first part. Partially, these formulas are generalizations of 
wellknown formulas. Thus, possible means are given for unified approach to the computational 
formulas for the topological degree used in numerical analysis. Further it is shown how, using 
Kuhnsimplices, the topological degree can be used for existence proofs and error estimations 
for zeros of nonlinear equations. Results of some computational tests are given in the last 
section.	 - 

: Elnieltung 

Nachdern irn ersten .Teil [5] dieser Arbeit zwei implementierbare Darstellungen des 
Abbildungsgrades - die Kubus- und die Oktaederdarstellung - eingefiihrt worden 
sind, werden in diesem TeiI spezielle Berechnungsformeln aus diesen Darstellungen 
abgeleitet. Es handelt sich dabei teilweise urn Verallgemeinerungen bekannter For-
meln (vgl. [4, 7, 9-11]). Darnit ist eine Moglichkeit zur einheitlichen Behandlung 
der fur die nun'irische Analysis interessanten Forinein zur Berechnung des Ab-
bildungsgrades gegeben.  

Tm ersten Abschnitt findet der Leser eine Zusaninienstellung der wichtigsten 
Bezeichnungen. Der 'zweite Abschnitt befaBt sich mit der Herleitung von Foruteln 
aus der Kubusdarstellung. Eine aus der Oktaederdarstellung ableitbare Formel wird 
ml dritten Abschnitt betrachtet. Zuni AbschluB der Arbeit wenden wir uns prak-
tischen Fragen zu. Es wird ein Algorithrnus angegeben, der zur Existenzsieherung 

1) Teil I erschien mm Heft 4 (1984) dieser Zeitschrift. 
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von Losungen bei nichtlinearen Oleichungssystemen dient (Abschnitt 4). Hier wird 
zu ciner Naherungsformel der Gleichung P(x) = 0, 5 : JV -* IC", und vorgegebe-
neiii > 0 ein Simplex mit deni Durchmesser e konstruiert,, für das dann dér Ab- 

*	bildngsgrad bez. berechnet wird. Dahei erhält man einë Fehlerabschatzung für . 
• Der Algorithmus wurde unter Verwendung der Stengersehen Forniel zur Berechnung 

des Abbildungsgrades anhand elniger ausgewahlter Beispiele getestet. Die Test-
ergebnisse sind im Abschnitt 5 enthalten. 

1. Bezcichiiungen 

Alle mi ersten Teil [5] eingeführten Begriffe und Bezeichnungen werden heibehalten. 
Zuru besseren Verständnis sei kurz an die wichtigsten Bezeichnungen erinnert. Es 
•ist

R', n> 1, em n-dimensionalesPolyeder; 
M eine Triangulation von 
T =-Rd(M) der Randkomplex von 
JV n der n,-dimensionale Einheitswurfel des R"; 
K eine Triangulation von W';	 - 
L ='Rd(K) der Randkomplex von K; 
01, das n-dimeñsionale Einheitsoktaeder des R; 
K° die natiirliehe Triangulation von O; 
E(Q) die Menge der Eckpunkte des Komplexes Q; 
Qk die Menge der /c-Simplexe (0 k n) des Komplexes Q; 
F die Menge der ganzen Zahlen; N: =, j 1,  ..., n} und N0 = N u {0}. 

2. Formeln vom W'-Typ 

Alle Foruieln zurBerechnung des Abbildungsgrades, die sicli aus der Kubusdar-
stelhong (s. Teil I, Theorem 2) ableiten lassen, werden als Pornieln voin W'2-Typ 
bezeichnet. 

2.1. Die Stengersche Formel  

Die Stengersche Forniel (vgl. [9]) erhält man, indem- man für iV's eine spezielle 
Triangulation annimnit, die im folgenden untersucht werden soil. Es sei 

E:= {yE Rn:yj = 1,1= 1(1)n}. 

Man Uberzeugt sich leieht, daB 

cony E =W" und E c h(W) 
gilt. 1st z: N -k N eine Perniiit.ation, u =	...; ut)T der i-te Einheitsvektor

des R. (d. h. u, = ö) und a° = e E E,so sind die Punkte 

a0, a = at_i -	 I = 1(1)n,	 (1) 
affin unabhangig und spannen em n-dimensionales Simplex s[e, 'r] auf, das als Kuhn: 
slrnplei bezeichnet wird. Die Numerierung der Eckpunkte eines Kuhnsiniplexes ist 
durch die Vorschrift (1) in eindeutiger Weise festgelegt. 13.sei die Menge aller Permu-
tat.ionen auf N.

-I
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Satz 1 [6, 121: Die Mengen. T":= U {s: S	s[e, ]}, e E E, sind Triangvlationen 
V021 W°. 

Die Komplexe Te",. e E E, werden als Kuhntriangulationen. von TV" bezeichnet. 
Einige einfache Eigenschaften der Kuhntriangulationen von W" sind in den folgen-
den Lëmmat.a zusamniengestelit. 

Lemma  1: (1) Die Kante (e, -e) 1st Seile eines jeden n-Simplexes aus T0". 
- (a) 1st a* , ein gemein.samer Ecicpunkt der Kuhnsimplexe 

s[e, a l l = (e, a', ..., a") und s[e, n2l = (e, b1,..., b") 

aus Te", so /olgt aus a* = a' = bi stets I = j. 
(iii) Die Kuhnsimplexe s[e, ,] und s[e,i,] au.s T" besitzen genau dann eine gemein-

same (n - I)-Seite, wenn 
a) ein Index j' € N \ {n} , exzstiert, so dap ,(j*)= 2(j* + 1) und vi(j* + 1) 

= 12(j*) i.st, und wenn 
) v,(i) = 2(1) für alle 1 € N0 \ {j*, J* + 1) gilt. 

Beweis: (i) folgt unmittelbar aus der Konstruktionsvorschrift (1). Ebenfalls aus 
der Konstruktionsvorschrift erhält man für den i-ten Eekpunkt eines Kuhnsimplexes 

a = e - 2 E e,()u" (' )	 S	 (2) 
7=1 

Die Gleichung

- 
(k=1

a' - b = 2 L' e,(k)u"-"'-!'e,,(k)uU))= Q 
 k-1 

ist nur dann erfullt, wenn I = fist. Damit ist auch (ii) bewiesen. 
(iii): Sind die Bedingungen a) und b) erfüllt, so besitzen s[e ] und s[e, nj auf-

grund- von (1) n. gemeinsame Eckpunkte, die eine gemeinsame (n - 1)-Seite auf-
pannen. 1st eine gemeinsame (n. - 1)-Seite von s[e, ] = @0, ..., a") und s[e, 2] 

= (b°;..., b"), e = a0= b°, so gibt es wegen (ii) genau n Indizes 0 = i1 < i2 < < i,,_,' < I,, = n mit aik = b ik. Die Menge I = (i € N: n#)+ 2(2} ist nicht leer, 
cia ãnderenfalls s[e, nj und s[e, n2l identisch wären. Da a l und z2 Permutationen 
auf N sind, niuf3 I rnindestenszwei Elemente enthalten, also m*:= max I mini 

rn sein. Aus (1) folgt am. + b"'. 
Wir wollen nun annehmen, daB eine natürliche ZahI z mit ln* < it <,m exi-

stiert. Da 9 (n - 1)-dimensional ist, ist m* der einzige Index aus N0, der die Be-
clingung

& + b',	tEN0,	-	'	-	 . (4) 

erfullt, also ist a- = bk'. Für v = min {i € 1: 1> u} gilt aufgrund der Konstruktions- 
vorschrift (1) a' + b', was em Widerspruch zu der Tatsache ist, daB m* der einzige 
Index ist, der (4) erfüllt. Damit ist die Annahme widerlegt, und es gilt m* .rn, + 1. 
Unt.er Verwendung der Eirieindeutigkeit der Abbildungen	und 2 erhält man für 

=	die Bedingungen a) und b) I 

Lemma' 2: (i) Die 1?andsimplcxe von. T" sind jene. (n - 1)-Siin.plexe aus T 6 11 , die 
qenau elnen. Punkt der Menge {e, —e} als Eckpunkt besitzen.. 

(ii) Jedes n-Simplex aus T 6" wird von genau zwei Randsimplexen berandet.
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Satz 2 (Stengersche Formel): Sind die Triangulationen M und T i" (e € E) VOfl P 
bzw. W' kanonisch orientiert, so gilt /ür 0 € DO-), I Rd(Te'), 

deg (, mt P5) = ---	d(a, P), 2 n! 
aET,,, 

/allsT eine Rd(Te')-zulässzie Triangulation von b(P) bez. 

Beweis: Die Grundsiniplexe der Kuhntriangulation T" werden durch genau n! 
Permutatioien definiert, wobei jede Permutation genau ein Grundsimplex deli-
niert . Wegen Lemma 2 enthält Rd(T8') also genau 2n! (n - 1)-Simplexe. 

	

Für ein Simplex o	[a' ... a"] € T,,, mit d(a, P)	0 erhält man unter Ver-




wendung der Konstruktionsvorsehrift (1) 

= Idet(sgn (a') ... sgnb(a'8 ))I = 2"1. 
Es gilt nun 

deg (, mt P") = (2n ! )-1 f sgn d(a, 0) 

d(o,0) - 1 (2n!)	' 'd(a,0) I 
aET_, d(o 0)1 — 2"n,'. aET,,_, 

Für eine Kuhntriangulation T8" erhält man auf natürlicheWeise eine kanonisehe Orien-
tierung. Em n-Simplex s[e, n]	(a°.....ai) € Te" sei durch 

-	
=	... a"],	= Jje,	 (5a) 

orientiert, wobei x(i) der Charakter der Permutation n und die Numerierung der Eekpunkte 
diedurch die Konstruktionsvorschrift (1) erzeugte ist. 1st i eine regulare (n — 1)-Seite von 
s[e, n], sosei

	

S	 (5 b) 

Diese Definition ist wegen Lemma 1 (ii) von der Wahl des n-Simplexes, das von berandet 
wird, unabhängig. 1st i cin Randsimplex von T6" und berandet 9 das Simplex s[e, n], so sei S 
durch

=x(t)e(-1)[a° ... ô. ...a"]	 (5c) 
/ 

orientiert. Alle Simplexe a'us T6", deren Dimension kleiner als n - 1 ist, mögen in beliebiger 
Weise orientiert sein. 1st das orientierte (n — 1)-Simplex t, r I = ....... di, ....a"), eine 
gemeinsame Seite der n-Simplexe a, und a,,a i = s[e, n] (i = 1, 2), so gilt für die Beran-
dungsfunktione von Te" 

e(r, a,) + r(r, a,)	((ni) ± y(n,)) = 0, 

da sich die Permutationen 7t1 und A2 aufgrund von Lemma 1 (iii) urn eine ungerade Anzahl 
von Inversionen unterscheiden. Aus (5a) und (Sc) crhält man für cin Randsimplex r von 
Te" und das von ihm berandete n-Simplex a sofort e(T, a) = 1. Folglich wird durch (5) eine 
inzident-kol,arente Orientierung für Te definiert. Daruber hinaus gilt für ciii n-Simplex 
a = x() [a° ... a"], ja = s[e, ii], 

sgn det (aO= (z) f  e
1=1 

Somit ist aim R" positiv orientiért und damit Te" durch (5) kahonisch orientiert.
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2.2. (it, d)-Index-Formel 

In diesem und dem folgenden Abschnitt werden Vereinfachungen der Stengerschen 
Formel vorgenoinmen, indem die GröBe d(a,) durch andere, schneller zu berech-
nende Gröt3en ersetzt wird. 

Definition: Gegeben sei eine Permutation : N - N und ein Vektor ci 
= (d1 , . ., do)" E R" mit d1 C (-1, 1) für i = 1(1)n. Eine (n, n)-Matrix (c17 ) heil3t 
(ui, d)-Matrix, wenn für j = 1(1)n die Bedingungen 
(i) cii = d, falls lt(i) :^! fist, und 
(ii) c, E {—d 1 , O}, falls (i) + 1 = fist 
erfiillt sind Ein orientiertes (n - 1)-Simplex a = [a' ... a"] wird als (at, d)-Simplex 
bezeichnet, falls die Matrix (a' ... a") èine (vi, d)-Matrix ist. a heiLt (n, d)-wesentlich 
bez. der stetijen Funktion cb, wenn die Matrix 

(a, ) :=(sgn (a') ... sgn(a")) 

eine (, d)-Matrix ist oder durchSpaltenvertauschungen zu einèr solchen gemacht 
werden kann. 

• Lemma 3: 1s1 L eine Triangulation von b(W"), und gilt für alle Eckpunkte e 
= (e 1 , ..., e. )T E E(T) stets e j C {-1, 0, 1} für I = 1(1)n, so gibt es zn jedem Paar 
(, d) höchstens ein Grundsimplex in dem orieniierten Komplex L, das em (vi, d)-
Simplex ist.

-I 
Beweis: Angenommen, es gibt zwei (at, d)-Simplexe a1 = [a' ... a"] and a2 

= [b' ... b"} in L. Es sei k = min {j C N: a 4 b}. Aus obiger Definition fdlgt so-
fort k 2. Die Seiten (&, ..., ak) und (a', ..., ak_ i , b k ) von lail bzw. 1a21 sind iso-
morph zu den (k - 1)-Simplexen (a',.. .,a) und (a', ..., a1, ak), wobei für i = 1(1)k 

=. (a, ..., a)T , fj = x'(l), £ = 1(1)k - 1, ist. Analog sei bk definiert. Die 
Simplexe (a', ..., a) und (a', ..., a k- , b sind in dem Einheitswtirfel Wt' Re—' 
enthalten. Die Tragerebene von (a', ..., a) ist mit einer Seitenebene E von Wk-1 

identisch. Folglich lieg'en ?ik und bk im gleichen Halbraurn bez. E, und es gilt 

mt (a' ... ak) n mt (a' ... ak_i bk) 4 0	 - 
I	 - 

(s. [3: S. 38]). Aufgrund der Isornorphie ist auch mt ki,I n mt Ia,I 4 0, was em 
Widerspruch zu aer Tatsache ist, d98 L ein Komplex ist I 

Definition: 1st a ein orientiertes (n - 1)-Simplex des It" und v die Anzahl der 
Spaltenvertauschungen, die erforderlich sind, urn (a,.c) auf die Gestalt einér, (, d)- 
Matrix zu bringeb, so bezeichnet mandie GräBe 

falls a (ii, d)-wesentlich bez. Oist 
lnd,, d(a, 0) := j o	sonst 

als oz, d)-Index von a bez. der Funklion 0. 

Tst a = [a' ... a"] und r - [sgn 0(a') ... sgn 0(a")], so gibt der (v, d)-Index von 
a bez. 0 an, ob r mit dem durch v und d bestimmteh orientierten Simplex gleich- 
orientiert ist un It" oder nicht, also ob 

T = ind,a(a, ) 
ist. Diese Definition ermoglicht eine weitere Formel zur Berechnung des Abbildungs-
grades. Im Teil I wurde gezeigt, daB der Abbildungsgrad eines n-dimensionalen
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/

Polyeders P bez. einer stetigen Funktionb in it Hilfe der orientierten tYberdeckungen 
einer orientierten Triangulation L des n-dimensionalen Einheitswiirfels durch die 
Siinplexe der Kette F(c) berechnetwerden kann, wobei c die KOtte aller in geeigneter 
Weise orientierten (n - 1)-Sirnplexe von T und F die durch f induzierte Ketten-

•	abbildung von C_ 1 (T) in C_ 1 (L) ist. Dabei ist die Differenz der pösitiven und nega-
tiven tYberdeckungen durch F(c) für alle (n - 1)-Simplexe von L gleich. Foiglich 

• - kann der Abbildungsgrad mit Hilfe eines ausgcwh1ten Testsimplexès aus L be-
rechnet verden. Diese Idée liegt 4em folgenden Satz zugrunde. 

Sat z 3: Die Triangulation M von P" sei kanonisch orientiert. 1st die Menge 
der für die Funktion. 0 € D.(P) (or, d)-wesentlichen Sinplexe aws der Triangulation T 
von b(P'1 ) nicht leer, so gilt 

deg (, mt P) = ôy(v)	indR.d(a, f, •	 aEm.d(	 - 6 =
 . J7  d, falls  = Rd(M) ems L-zulässzje Triangulation für ) zt.


	

Beweis: Für das (x, d)-Simplex 6	[a'	al gilt 
sgn det (a' ... a)

/ 

d5	—d,' 
d)	di.	d)' 

X (n) sgn dét 

•
din	d, 

d1	—(d11 -.I- d) 

=x()sgndet .	 0 

d5, 
• dj	-

, 
din

—(d1 + dfl	- 

= z(v) sgn ((_1)^1 d1(-1)''JJ (di, 	d) )) = x(z)ã; 2k = 

k = 1(1)n, und dk'E {dk , O}, k = 1(1)n — 1. 
Aus der Voraussetzung = 0 udLemma 3 folgt die Existenz genau eines 
(, d)-Simplexes &, in L (die Triangulation von W, derèn Randkomplex die Tri-
angulation L ist, sei wieder kanonisch orientiert). Offensichtlich gilt ô = x@) â. 
In Teil I [5: Korollar 2] wurde 

deg (, mt Pn) =	—	= card {a E T_,: F(a) = ±*} (6) 
gezeigt. tJnter Verwendung der Beziehung 

a € T_ 1 : F(a) = cv)	{o E T_,: F(a) = WX(x) ô}	 - 

= {o € T_ 1 : ind,a(a, ) = w()ô},	WE (-1, 1), 

erhält man nun aus (6) die gcwunschte Formel I	•	 0 - 
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Bemerkungen: 1. Wählt man für t. die identisehe Permutation und setzt 
d = (1, ..., 1)7, so ergibt sich die von B. KEARFOTT [4] angegebene Formel. - 

2. Der von Al. STYNES [10] angegebene Algorithmus entspricht im wesentlichen 
der im Satz angegebenen Forniel. 

3. Zu einem vorgegebenen Paar (, d) muf3 in der orientierten Pseudomannig-
faltigkeit L nicht notwendig em (iv, d)-Simplex existieren. 

Der in der Abb. 1 dargestellte Teilkomplex von L möge cine Seite von W3 triangulieren. 
Für die identische Permutatioi id und d = ( 7 1, 1, l)' 1st in dem betrachteten Téilkomplex 
und damit auch in L kein (Id, d)-Simplex eithalten. Das zu a 1 entgegengesetzt orientierte 
Simplex ist em (hi, d)-Simplex. Andererseits kann ein orientiertes Simplex für verschiedene 
Paare ('i, d) em (,, d)-Simplex sein. Beispielsweise 1st a 1 (vgl. Abb. 1) für die beiden im folgen-
den aufgefuhrten Mille em (, d)-Simplex: 

d 

Id  

(1 2-3)	(-1, 1,1)2' 
\213) 

Durch die Voraussetzung	0 in obigem Satz wird gesichert, daB die Wahl des Paares

(ir, d) mit der orientierten Triangulation L verträglich 1st. 

Abb. 1 

2.3. 10-Formeln 

Für diesen Abschnitt wird vorausgesetzt, daB die Triangulation M von F" eine 
Pseudomannigfaltigkeit ist. Eine in rechentechnischer Hinsicht sehr gunstige Formel 
zur Berechnung des Abbildungsgrades erhält man durch Einfuhrung einer speziellen 
Bewertung auf M. Eine Bewertung 1 auf der Pseudoniannigfaltigkeit M induziert 
in jedes Simplex S = (a°, ..., a") ausM durch 

a = [a" . . . a],	1(a1,) = j,	j = 1(1)k, 

eine Orientierung. 1st M orientiert, so ist die Anzahl der cl-Simplexe aus ill und die 
Anzahl der j - cl-Simplexe aus dem orientierten Randkomplex Rd(M), deren Orien-
tierung mit der durch die Bewertung 1 induzierten Orientierung übereinstimmt bzw. 
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zu dieser entgegengesetzt jot, von besonderem Interesse. Es sei - 

9)1(l):= {tEM:r= ±[a0...af],l(ai) =ifiiri=O(1)n}, 

91 j (l) := {a E Rd(M): a j-fast vollstandig bewertet}, 

R(l)	{a €	(l): a =	... a"), 1(a1)<	<l(a")}, 

cx=cardJ1(l) und	,=card 1(l). 

Satz 4 [2]: 1st 1: E(M) --> N0 eine Bewerlung au/ der inzident-koharent orienlierten 
Pseudomannzi/altig1ceit M, so gilt fur a =	- x und j9, =	- f die Dar-

•	stellung a = (-1)' ft,, j € N0. 

Die bereits angekundigte Formel zur erechnung des Abbildungsgrades erhält. 
man durch Einfuhrung einer durch die stetige Funktion : P" R", IMI = P", 
vermittelten Bewertung l auf M, 

•	 10(e) = i4(e) € B1 ,	e € E(M), 

wobei die Teilmengen B1 dei R" folgendermaBen definiert sind: 

B0:={y€R":y>O, 

B := {y € R": y, >. 0, /= i + 1(1)n; ,,	O},	i = 1(1)n - I 

B:=yER":yO}	 -. - 

(in der Abb. 2 sind these Mengen für den R 2 dargesteilt). 

81

X2
Y,  

Abb.2	 - 

Definition: 1st l eine durch die stetige Funlition' O definierte Bewertung auf 
der orientierten Pseudomannigfaltigkeit M, so sei für a € Rd(M) 

-	 (	1, falls	a €	(l,) ist 

	

—1 falls a € R,-(l) ist,	(j = O(1)n).

0 sonst
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Satz 5': Die Triangulation M von P" sei kanonjsch orientiert. 1st die Menge J(l) 
von. Rd(M) nichi leer, so gilt für 0 E DL(P') 

deg (, intP) = (—l)" i	b,(a; 10),	j E N0 ,	 ( 7) 
oER,(1& 

falls Rd(M) eine L-zulässe Triangulation von b(P") für 0 ist. 
Beweis: (i) Em (n - 1)-Simplex a E Rd(M) ist genau dann in (l), j E N,ent-

halten, wenn a bez. der Funktion 0 (, d)-wesentlich ist mit d = (1 • i)T und 
falls i:5,-jist 

(i) = n,	falls i = n ist (i = l(l)n). 

	

i - 1, falls i >j ist	 S 

(ii) Em (n - 1)-Simplex a E Rd(M) ist genau dann in	(l) enthaltn, wenn a

- bez. J) (, d)-wesentlich,ist mit d = (- 1, 1, ..., i)T und I n,	'falls i = 1 ist 

S) 	 1 i	falls i> list	= l(l)n).	/	 V 

Die Aussagen (i) urid (ii) folgen direkt aus den entsprechenden Definitionen. Eben-
falls aus den Definitionenergibt sich ind,,. d(a, ) = b,(a, l,,), wobei die Zuordnungen 
(z, d) -+ j entsprechend (i) und (ii) vorzunehrnen sind. Aus Satz 3 erhält man sofort 
die Formel (7) I 

Satz 6:; 1st die Triangulation M von P kanonisch orienti-ert und zt Jt,(l,) nichi 
leer, so gilt für (I) E DL(P') 

7-.
deg (,.intP') = (-1)" a-,	 (8) 

falls Rd(M) eine L-zulassige Triangulation von VbPul ) für (I) iet. 
Beweis: Ausgehend vom sorigen Satz erhalt man unter Verwendung von Satz 4 

deg (P, jut Ftm) =	 _T b,(a, l,,) = (-1)' i jI, = (_l)i (_l)i a = (-1)" a I 
0ER,(gø) 

Bemerkungen: 1. Die \Toraussetzung Jl(l) == 0 kann aufgrund des Satzes 4 
durch 9Jl(10 ) r= 0 ersetzt werden, wobei 1)1(1) = U1.(l) u	ist. 

2. Die Formel (8) entspricht der von Al: PRITFER [7] angegebenen Berechnings-
formel.	 -	S 

3. Fornieln vorn O"-Typ 

Analog zu dn Formein vom W"-Typ bezeichnen wir Formeln zur Berechnung des 
Abbildungsgrades, die auf der Oktaederdarstellung beruhen, als Formeln vom- 
Typ.	-	 V 

Definition: 1st T eine a 1-Triangulation von b(Wtm) bez. der Funktion 0, so 
bezeichnet man die Abbildung	

V 

1,t,*(e) = (e) sgn	 e € E(T), 
V 77(e) = mm {i € N: sgn (x) = const + 0 für alle x € ISt(e)I}., 

als die durch P induzierte *-1ewertung au/ T. 

32- Analysis Bd.3, Heft 8(1084)	 S
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1st 1 :=	= (v 1 , ..., va): H	1, 1 = 1(1)n}, und ist T kohärent orientiert, SO 

sei

	

{a E T: a = ±[a1	a's ] und lø*(at) = v ii, I = 1(1)n}; 

PM =J7v 1 ,	v €1; 

	

= card )1) .und	+() - 

Satz 7: Sind die Triangula1ioien M und KO von Pn bzw. On kanonisch orientiert, 
so gilt für qi E D 1 (P)	 I 

deg (c/i, mt Pn)	2	p(;)). 
;EI 

Beweis: Man sieht leicht, daB für em (it - I)-Simplex a = [a' ... a'] aus T die 
Aussagen	 . 
(i) d*(a,) == 0, 
(ii) {Il*(a)I, ...,°Il*(an)l}= N 
aquivalent sind (zur Definition von d*(o, ) siehe Teil I [: S. 354]). Die Abbildung 


	

p() [e' - ..,e"], 	e = (0, ..., v, 0, ..., Ø)T ,	 (9)


ist eine eineindeutigc Abbildung von .1 in den orientierten Randkoniplex Rd(K°). 

1st
{a E T_ 1 : d*(a, /i) = +1} und V- :='{ € I: p(v) = 

so erhält man unter Verwendung der Beziehung 

	

d* (a, b) = wp(ii),	a = cv[a' ... a'] und l,*(ao ) = vi,	I = 1(1)n, 

die Cleichung	 0 

U	u U 
;E I	 ;EI 

Es gilt nun

	

d(a, ) = ,—Y d(c,) -	d(a, ) 
aET,,

	

= Z	+ E ).	- ^	) 
;EI*	;E1	,E1 

-
;E[-	,E1 

Aus dem Theorem 3 von Teil 1 [5] folgt nun sofort die Beijauptung des Satzes I 

Folgerung: Unter den Vorausseizungen des Salzes 7 gilt für c/i € D1(P)


	

deg (c/, intP") = p() a(),	ii €1. 

Beweis: Sind 01, ..., am samtliche Grundsimplexe von T = Rd(M) und 61, 
(k = 2") särntliche Grundsimplexe von Rd(K°), so gilt für die durch die simpliziale 
Abbildung g (s. Teil I [5: S. 353]) bestimrnte Kettenabbildung F von C_,(T) in 
c1(Rd(Ko)) 

m	 k 

F(a)	y,	yEI'	 (10) 
i=1
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(vgl.[8]). Die Gröf3e x(v) gibt die Differenz der positiven und negativen 'Uberdeckun-
gen des durch das n-Tupel (v 1 , ..., v) bestimmten orientierten Grundsimplexes 
von Rd(KO) (vgl. (9)) an. Aus (;1O) folgt y = p()	€ I. Mit Hilfe dieses Resultats 
erhält man aus obigem Satz die gewunschte Aussage I	 - 

4. Eine Methode zur Existenzsiéherung von Nullstellen 
nichtlinearer Gleichungssysteme 

Bei der iterativen Losung nichtlinearerGleichungssysteme 

erhält man aus den gebrauchlichen Abbruchkriterien im aligemeinen keine Jnforma-
tionen uber die Glite der erreichten Naherungslosung. Eine Moglichkeit' für eine 
Fehlerabsehätzung einer Naherungslosung von (11) bei gleichzeitigem Naehweis 
der Existenz einer Lasung in einem Gebiet von vorgegebenem Durchniesser, das 
enthält, bietet der Abbildungsgrad. Aus der Relation deg (0, 9) 4 0 fólgt die Exi-
stenz eiñer Losung von (Ii) in Q, wobei Q ein nichtleeres und beschränktes Gebiet 
des R" ist, auf dessen Rand die Funktion qi keine Nulistellen besitzt. Der Durch- 
messer von Q liefert eine obere Schranke für den Abstand der Naherungslosung x 
von der exakten Losung x von (11). 

Mit ui wird wieder der i-te Einheitsvektor des 1t' bezeichnet. 
Satz 8: Der Pun/cl Y sei eine Approximation für eine Nulltel1e der sletigen Funk-

lion : R' - R' und d elne von Null ver.schiedene reelle ZahI. Besteht Iiir das durch 
die Punkle x°, xi = x' 1 + dud, i = 1(1)n, mit x1 0 = Yj	

d(n - i + ' aulge-

	

-	-	 n+1 
spannle Simplex s[x°, d] die Beziehung deg (, mt s[x°, d]) 4 0, so üt im, Inneren 
von_ s[x°, d] mindeslens eine Nulislelle von 1 enthallen, und es gill für jede Nuilsielle 
x € int.[x°,d] von cb 

- x II . 1 d	 (12), 
• Beweis: Aus der Bedingung deg (1, mt S[x°, d]) + 0 folgt aufgrund der Axiome 

des Abbildungsgrades die Existenz mindestens einer Nulistelle von 'O in mt s[x°, d]. 
Der Abstand von Y zu einem Eckpunkt x' von s[x°, d] läBt sich durch 

absehätzen. Far eine Nulistelle x von 0 gilt (baryzentrische Koordinaten; vgl. 

	

x'1' =E).1x t ,	2Aj= 1 und 2	0,	i = 0(1)71. 

Somit erhalt man 1k - x 
;5 

Z2 11-T - x ^5 IdI V(2n 6(n + 1) 
Für zwei beliebige Eckpunkte x und x. von s[x°, d] gilt IIxt - x1 11 2 ^ d. 21i - 

woraus für den J)urchmesser von s[x°, d] sofort diam (s[x°, d]) = Idl 1/n folgt. 
Bemerkung: Eine weitere Anwendung des Abbildungsgrades bci der Losung 

nichtlinearer Gleichungssysteme ist in [6] beschrieben. Dort wird gezeigt, wie man 
mit Hilfe des Abbildungsgrades, ausgehend von einem beliebigen Startvektor, eine 
Nulistelle einer stetigen Funktion lokalisieren kann. 

32*
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5. Testergebnisse 

Auf der Grundlage des Satzes 8 wurde em PL/1-Programm erstelit. Die Berechnung 
des Abbildungsgrades erfolgt dabei mit flulfe . der. Stengerschen Formel (s. Satz 2). 
Zu einer vorgegebenen Genauigkeit e:= - x"fl wird nach (12) die Grol3e d be-
rechnet, mit deren hue das Simplex's[x°, d] bestimnit wird. Die Berechnung des 
Abbildungsgrades wird für mehrere Verfeinerungen der Triangulation T des Randes 
von s[x°, d] wiederholt. Eine Triangulation T mit dem Zerlegungsindex enthält 
dabei 29 Grundsimplexe. Die Anzahl der Ecken von T betragt (2 ± 1) (n. + 1), 
wobéi n'die Dimension des betrachteten Simplexes bezeichnet, und ist mit der 
Anzahl der erforderlielTen Funktionswertberechnungen identisch. Bci einer Ver-
feinerung von T rnüssen nur für die neu hinzukommenden Ecken die Funktions-
werte berechnet werden. 

Anhand einiger der Litcratur,entnommener Funktinen wurde die iiii Abschnitt 4 
beschriebene Methode und damit die Stengersche Fornie l getestet. Die ineisten Bei-
spiele wurden [1] entnommen. Bei der Auswertung der Tests werden folgende Be-
zeichnungen verwendet: 

-, Nullstelle der stet igen Funktion cJ = (q, ..., 
•	- Näherung für eine Nullstelie von 0, 
D - Durchmesser von s[x°, d], 
Lo - Zerlegungsindex der zur Berechnung verwendeten Triangulation des Randes 
/	von s[x°, d],	 - 
deg - berechneter Abbildungsgrad von 0 bez. ints[x°, d]. - 

Alle Testrechnungen wurden auf einer Rechenanlage vom Typ ESER 1040 des 
• Rechenzentrums der Karl-Marx-Universität Leipzig in einfachei Genauigkeit aus-

geführt. 

Bepiel 1 (Brown-Funktiom):	 - - 

=	 exP (2x1 0.5 (sin x1x2 - --- -	q2(x) = e ((i -   

•
+-2xi). • 

Ted 1: X = (0.500000, 3 • 14159)1 , e = 0.004, D = 0.007589.
. 

_•S_ 

2
- 

4	.	6	 8 110 

deg —0.50000 —1.00000 .	—1.00000 —i00000' —1.00000 

•	 = (0.5,	)T ist eine Losung. 

Test 2: = (1.60457, _13•3629)1 (s. [1]), e = 0.004, D = 0.007589. 

2 4	 6.	.1 8 10 

deg 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
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Beispiel 2: 

ç 1 (x) =x,l - 4x2, 9 2 (x) = x22	2x 1 + 4x2. 

Test 1: 1= x 	(o , o)r , D =0.0075.	1 

3	 6	 9	 10 

deg	-1.00000	- 1.00000	- i:00000	- 1.00000 

Test 2: = (1.69542, 0•718611)T, e = 0.0004, D = 0.000759. 

I	 6	 9	110 

1 1.00000	1.00000	I	1.00000	I 1.00000 

Bespie1' 3:. 

q 1 (x) = 2(x 1 + 10x2) + 40(x 1 - x4 )3 1 2(x) = 20(x 1 + lOx2) + 4(x2 - 2x3)3, 

= 10(z3 - z4 ) - 8(x2 - 2x3 )3, 994W = - 10(x3 - x4) - 40(x 1 - 

Test 1: Yx*	(0, o , o ) o)T ,D	0.02.. 

4	 -6 18	- 

deg	0.00000	0.00000	0.00000 

Iiie Jacobimatrix cP'(x*) ist singular.	 - 

Beispici 4 (Gheri-Mancino-Funktion): 

=nx1 + ( -
	

+	{z(sin (1n z 11 ) + cos (in z15))}, 

zij =	 xi2 + 1- (i, / = 1(1)n). 

Es wurde gewahit: x = 5, fi ='14, y 5. 

Test 1: n = 2, Y = (-0.0187587, _Ø•0731151)T. 

0 3 6 9 

deg d 1.00000 
1.00000

1.00000 
1.00000

.1.00000 
1.00000

0.04 
0.0004

0.075895 
0.000759 

Test 2: n = 3, 1= (-0.0157802, -0.0458576, -,0.126871 )T., 

1

03
6 I 9 

deg, 0.83333 
0.83333

1.00000 
1.100000

1.00000 
01.00000

0.15 
0.0003

0.277746 
0.000555
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Test 3: n = 5, T = (0.033941, -0.038253,-0.052271, -0:102821, _0.279192)T. 

e 6 8 9 D 

0.462500 0.675000 0.8.37500 0.1 0.165144 
deg 0.458333 '	0.704167 . 0.837500 10 0.000165 

0.445833 ,	0.741667 0.887500 10 0.000016 
0.000000 . -0.004 167 0.008333 . 10 0.000002

Für die ersten drei Fälle kann man die Exist.enz einer Nulistelle x' von 0 i den 
entsprechenden Gebieten als gesichert annehnen. Durch die weitere Verkleinerung 
des Gebietes (Fall 4) wird eine ungerade Anzahl von Nulistellen zu äuIeren Punkten. 
Für eine Nulistelle von 0 aus dern betrachteten Gebiet gilt somit die Abschatzung 
10-6 < II - x*II < 10-6. 
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