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- In dieser Note werden gewisée Fortsetzungen von stétigen, im Intervall (—a, a), 0 < a < co,
positiv definiten Funktionen angegeben. Aus Satz 3 ergibt sich als Spezialfall ein Resultat
von P. LEvy aber periodische Fortsetzungen. - - o : -
B paGore npuBOXATCA HEKOTOPHE MMPONOKEHNA HENPEpPHBHHX QYHKIUMHA, MOJOMUTEILHO- |
ONpENIENIEHHBIX HA MHTepBalle (—d, a}, 0 < a < co. U3 TeopemH 3, Kak YacTHHN cayuaft,
BHTeKaer,OnuH pe3yabTar I1. JIEBM 0 mepHoOgMYECKHX NMPONONKEHUAX, . -

'

. In this note we give somg‘extensions of continuous, positive definite functions on (—a, a),
0 < @ < oo. Theorem 3 yields as a special case a result of P. LEvy on periodic extensions. ]

1. Einleitung

Eiﬂe komplexwertige Funktioﬂ auf dem Intervall (—a,a),0 <a =< go, heiBt/positiv
definit auf diesemn Intervall, wenn fiir jede natiirliche Zahl », fiir-beliebige komplexe

. Zahlen 245 , zaund ¢y,..., 0, € (—-g—, %) gilf: C o .

n n * -
L X XM — ) = 0.
: . j=lk=1 ' . ) - _
Nach einem Satz von M. G. KREIv 14Bt sich jede stetige, positiv definite Funktion
- auf dem Intervall (—a, a) zu einer stetigen positiv- definiten Funktion auf R fort-
setzen. Die Problematik, alle solche Fortsetzungen zu beschreiben, wurde und wird
stark untersucht (siehe hierzu die Uberblicksarbeit [9]). Im allgemeinen gibt es
- jedoch kein einfaches Verfahren, nach dem man die Fortsetzungen ejner auf dem
Intervall (—a, a) gegebenen positiv definiten Funktion explizit bestimmen.kann. In
dieser Note.werden wir fiir eine spezielle Klasse von positiv definiten Funktionen
mit Hilfe einer Faltung konkrete Fortsetzungen angeben.
Es seien & die Menge aller stetigen, positiv definiten Funktionen'auf R und £,,
0 < @ < oo, die Menge der Funktionen f aus & niit f(t) = 0 fiir t| = a. P. LEvY hat
in [7] gezeigt, daB im Falle f € #, und a < b < oo die Funktion f.mit den Eigen-
schaften: o . i

(i) oy = flo) fiar Jo] <, : o
(ii) f ist periodisch mit der Periode 2b,.

‘eine stetige, positiv definite Funktion ist. Spezialfille dieses Satzes haben T. KawaTa
(6], C. G..EsseE~-[2) und D. Ducug-M. GIRAULT [1] bewiesen. )

Es bezeichne f, die Einschrinkung der Funktion f € 2, auf das Intervall (—a, a),

' 0 < a < oo. Dann ist f, eine stetige, positiv definite Funktion auf (—a, a), und das

Resultat von P. LEvY gibt uns eine stetige, petiodische, positiv definite Fortsetzung'f
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i

von /a Im Abschnitt 2 zeigen wir unter anderem: Multlphznert man die Levysche .
Fortsctzung f auf den Intervallen [(2k — 1) b, (2k 4 1) ] mitc*, k = 0, 1, +2,.
wobei ¢ eine komplexe Aahl mit [¢| = 1 ist, so erglbt snch eine stetige, positiv dcfmlte
Fortsetzung von f,. :

-2. Fortsetzung von fa im Falle fa € P . C - ,

Es seien @ die Klasse der Borelmengen in R und .# die Menge aller endlichen kom-
plexen MafBle auf dem mefbaren Raum (R, #). Die Definition und Eigenschaften
- endlicher komplexer MaBe sind z. B. in [4] und [5] zu finden. Fiir die totale Variation
bzw. die Norm eines MaBes u € # benutzen wir die Symbole ] bzw. |lu]l." Mit 4
werden wir jenes normierte Lebesguesche Mafl bezeichnen, fiir welches A([0, 1])
= (2)"V/2 ist. %! und #? seien die Mengen der komplexwertigen Funktionen, die
bez.ughch) mteguerbar bzw. quadratisch integrierbar sind. Die Fourier-Transfor-
mierte 2 von u € . sei durch .

) = fe""" dy(x) 26 R,

definiert. Im Falle dy(x) = f(z) d/(x) m1t f € L schreiben wir f anstelle von /1, .
das heilit b

;(e fe"“/(x) e, ew.

Dle inverse Fourier- Transformlerte f.von f € &1 ist _
[(t fe"’f(z) di(z), te R.: | RN !
‘R : : .
'Wenn f bezugllch u € .ll mtegnerb&r ist, da.nn 1st dle Falfung von f und y durch

f*un-—f/t—xwmw) te'R, -
erklart. Tm Falle, d,u(:r:) = g(z) dA(x) mit g € .71 schrelben wir f*g anstelle von
f » u, das heilit: : :

f*g(t)—ff(t—x)g( )dl(x) t€R.

Im ‘weiteren werden solche komplexe MaBe u € A eine Rolle spielen, fiir d1e gilt:
BN

LS omon=1 und w«om»—mm ~24,0) =0
mit einem @ > 0. Die Menge aller dieser MaBe bezelchnen wir mit .

Satz 1: Seien, f€ P, und p,v € A Dann gelten die. jolgenden Aussagen:

(i) f*p st dann und nur dann positiv definit, wenn = ist.

- (i) Im Falle p € Mysund p= 0 1st f=f+ y eine posztw de/zmte Fortsetzung von fq.
(m) Aus/*v—f*p/olgtv—_-,u

Lemma 1 [5: Lemma 21.50]: Sei. h € £ eine stelige und beschrankte Funktion.
Wenn h = 0 ist, dann gilt he L und h'=_(h)V.

" BewsisdesSatzes1: (i) Dafe 2 n @ ist, gilt f = 0 (swhez B [4:Satz 33. 10])
Wegen f € £ ist auch f * g € £ und somit (f * p)" = f -p. Im Falle o = 0 gilt also
(f * p)? ——f L= 0, und.nach Lemma 1 ist f*u= (f - p)v. Die Funktion f * g ist’
also die inverse Founer-'l‘ransform:erte einer mchtnegatlven, lntegrlerbaren Funk- -
tion und damit positiv definit. . .
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Sei nun / 3 posntw defmnt Wegen/ € &, ist [ analytisch, was z. B. aus Satz 7.2:1.
in 8] folgt Also hat [ nur diskrete Nullstellen. Aus f = O und der Unglelchung
C{fruh=fp > 0 folgt nun, daB o = 0 ist.

- (i) - Sei jetzt w€ A, mit f =0. Dann gilt f=*pu(t) = f/t — x) d,u(z) = ft),

|t| < a. ‘Nach (i) ist f* 4 positiv definit, und damit haben wir gezelgt daB fru
-eine Fortsetzung von f, ist. - .

(iii) Wenn f*u = f+v ist, dann gilt f - p = f . Infolge der Analytizitdt vonf
erhalten wir 4 = 9 und damit u =» 1

'Bemerkunglf Die Funktlonen w,(t) = max {1 — u }smd fiir jedes g € (0 o)

bekanntlich positiv defmlte Funktionen. Wir Werden 'm weiteren haufxg von lhnen
' Gebrauch machen. : . .

Bemerkung 2: In Satz 1 (i) kann man d1e Voraussetzung f € 2, mcht durch
f€ P n L} ersetzen, da f € £ n P und p € A derart existieren, daB f + u eine pOSI-
tiv definite Funktlon ist und 2 nicht der Ungleichung 2,2 0 geniigt.

- In der Tat, selj = @&,. Dann gllt f = 0 und f € &2 Seien weiter

Bty = — |t fiir t| €2
- h ist periodisch mit der Periode 4,

_ 9= (wy - k)V'und d;; = g di. ' Wie wir in Bemerkung 10 sehen werden, ist % eine positiv"
defmlte Funktion. Es gilt f - p = 0. Demzufolge ist f* p= (f /2)V eine posntlv defi-
nite Funktlon und es gllt pL=0=wht0

Bemerkung 3: Sei p € A mit 2a=0 uid f € 2. Dann 1st’f * u positiv deflmt
In der Tat, fiir jede natiirliche Zahl n ist w, - f eine positiv. definite Funktion aus 2,
und nach Satz 1 (i)ist (w, - f) * p eine posmv definite Funktion. Nach dem Lebesgue- '
schen Satz gilt fiir jedes ¢ € R:

/wt) —ff(t—x)d/t( )= [ hmwn(t—x)/t—x)dﬂ( z)
R n—o0. ..

'—‘llm(wn /)*/‘(

n—>00

Da dne Grenzfunktlon einer posxtlv defmlten Funktlonsfo]ge posmv deflmt nst ist ’
auch f'* u posmv definit. :

Bemerkung 4: st pe M, mlt u(—4) = /z(A) fiir alle 4 € B, A c [0 o) und
1
lul ((2a m))S—,soglltﬂZO . : SN

In der. Tat, sei g, das im Nullpunkt konzentrlerte Wahrschemhchkeltsmaﬂ und /4,
das komplexe Ma8, fiir das y,({0}) = O und- ‘u,(A) = u(A), 04 A4, gilt. Dann’ ist -
p=ps+ p,und 2 = 2o+ 2, =14 p,- Wegen der Symmetrie von u ist p, reel]
Weiter gilt |2, < [lull = || (R) < 1, also! p=0. ¢

Bemerkung 5: Ist x4 in den Punkten 0,.¢, —¢ konzentrlert mit ‘|¢| = 2a, und- gllt

p({O}) =1, ‘u({ }) = ‘u({—t}) = c fir eme komplcxe 7ahl c m;,t el = ; dann ist die

Bedmgung aus Bemerkung 4 erfiillt. Sei. jetzt f € 2. Nach Bemerkung ist [ y(x)
C o= /(x) + cf(x — t) + tflx + o) posmv definit.

Bemcrkung 6: Sei y eme positiv definite Funktlon ‘die auBlerhalb der Punkte

K

‘{tk} e, mlt tl =0, verschwmdet und es gelte Z l[w(t) | < o0. Es bezenchne 4, das
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in den Punkten {t,,}k_ konzentrierte komplexe MaB mit ,uw({tk}) = w(t,,) Da.nn ist

Py = 0.
" Im Falle 9(0) = 1 und |t;| = 2a fiir k = 2,3, . ist My E M . Der Beweis folgt un-
mittelbar aus dem folgenden Lemma . '

2

Lemma 2 [3]: Seten {t;}, 'zmd {oa}., Folgen reeller bzw. komplexer Aahlen und,

):' Jog] < oo Die Funktion z — Z oy e (z € R) st dann und nur dann nichtnegativ
< k=1 k=1 ,

fiir jedes xz € R, wenn die Funktion

.~ . -
1 fur tztk

t— ; () (€ B) mit () = {0 sonst

posztw de/zmt ist. ’
"~ Bemerkung 7: Eine posmv defmlte Funktion, die auBerhalb der beheblg gegebe-

nen Punkte {4}3._,, mit £, = 0 und —¢_; = ¢ verschwindet, kann man -wie folgt
konstruieren. Die Funktionen - :

(1 fir £= 0 o ' .
(pkl(vt) = -;—fiii' =t (k=12 )y ) ={(1):';;S‘t= 0

. 0 sonst ‘
sind positiv definit. Das folgt aus Lemma 2 und Beme.rkung\tl Das ist aber: auch .
leicht dlrekt zu ubcrprufen Seien nun ¢; > 0 und Z’ ¢, = 1: Dann konverglert die
Reihe Z a@e(t) =: @(t). Die Funktlon @.ist pos1t1vk=dlef1mt nimmt in den Punkten -

{L‘,,},,__c,o posttlve Werte an und ist auflerhalb dieser Punkte gleich Null:

. Im Falle f € #,und a < b gilt offenbar f € #,. In dem folgenden Satz werden wir

\annehmen daB8 o die kleinste, reelle Zahl”ist, fiit die f € 2, gilt, das heiit, daBl
a—-mf{a €ER: /69’ -} ist.

Satz 2: Sei f € P,. Eine posztw defzmte Fortsetzung f von f,, la,Bt sich dann und nur,
dann in der Form

f=1f*u mit pe A,

. darstellen, wenn ein k € R so. existiert, daﬂ fiir 7ede natiirliche Zahl n, beltebzge kom-

plexe Zaklen X1y gy vney K und z,, Ty, ..., T, > @ gilt: RS
n . . . ‘
| 2 oidtw| s sup | £ e — ‘ () -
i=1 . mz2e |i=1

Beweis: Es bezeichne B den Banach-Raum der auf (2a, oo)'stetigen, beschrénk-
ten, komplexen Funktionen, versehen mit der Supremum-Norm und den gew6hn-’

lichen Opemtlonen Welter sei j’ die Einschrinkung der Funktion ¢ — f({ — z) auf
[2a,0)." :

Die Funktionen {f*:2 > a}’ smd linear unabhingig.’ Es gelte z. B. z; > zy > -
>z, >a und

o f5(2) + - +a/’~( =0, te[2a, ).



\

Fortsetzung positiv definiter Funktionen - 439

Aus der Definition von @ und z, > z; > xa > >, > a folgt die Exnsteuz einer
" Zahl t'e [2a, c0) mit fA(t) = 0, f&(t) = .- = /’n(t) = 0. Es muB also x, = 0 sein.
Durch Induktion erhalten wir &, = &, = +--' = &, = 0. Nun bezeichne B, den
lin€éaren Unterraum von B, der durch die Funktlonen {f* : x > a} erzeugt ist. Da
diese Funktionen unabhanglg sind, gibt es ein ecindeutig bestimmtes lineares Funk-
" tional I, auf B,, fiir das Io(f*) = f(z), * > a, ist. Die Bedingung (#) ist dazu 4qui-
valent, daB8 I, ein beschranktes lineares Funktional auf B, ist. -I, kann also dann und
nur dann zu einem beschrinkten linearen Funktional I auf B fortgesetzt werden,
wenn () erfiillt ist. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz ist die Beschrinktheit

von I dazu dquivalent, daB es ein komplexes MaB g, auf [2a, o) gibt, fiir das gilt:

@) =109 = [ dmle), @ >a.

Sei jetzt u das las komplexe MaB aus .//la, das in [2a, co) mit g, iibereinstimmt und fiir

das.pu(d) = po(—4), 4 c( —~ 00, 2a}, ist. Dann gilt flz) = f flz — &) dult) = f * p(x),~

z€eR 1 |

AN

Definition: Eine Folge { P} o VON komplexen Zahlen heiBt positiv de/zmt i

" wenn fiir jede natiirliche Zahl N .und fiir .beliebige komplexe Zahlen z,, 2,, ..., 2y
die Dnglelchung

2 Zp,_kz,z,, 2 0 o !
j=1 k=

: gil't. ~
Satz 3: Seien / € .@’a,'b > 0, {pk}i‘.’__c,0 eine positiv definite Folgg ‘mit po = 1,

(: e fir t=kb k=0, 41,42, ...)
v = 0 sonst :

und p, wie in Bemerkung 6. '
Dann ist f = f* p, eine stetige, positiv de/zmte Funktion und im Falle b = 2a
eine Fortsetzung von f,. :

Bemerkung 8: pu, ist im allgemeinen kein (endhches) komplexes MaB, da Z’ lpk| <oo

nicht immer erfiillt ist. Die Faltung ist aber trotzdem sinnvoll. k=—co.

Beweis des Satzes 3: Es sei Py = wyy. Wegen p, € £ ist u,_eéin komplexes Mal.
Nach Lemma £ ist g, = 0, da die Folge {p:}$>._, positiv definit ist: Nach Satz 1 (i) ist
f.=f*p,, cine positiv definite Funktion. Da die. Fa.ltung fir jedes ¢ € R eine
~endliche Summe ist und lim w,(¢) = 1 gilt, erhalten wir hm /,,(t) = f(t). f ist also

/! a0

posmv definit. Es ist leicht zu sehen, daB, im Falle b = 2a |t| = a gilt: fiey = f(t).

Bemerkun g9: Die Fortsetzung f im Satz 3 erhdlt man aus der Lévyschen Fort-‘

setzung, indem man diese auf den Intervallen ((2k— 1)b, 2k +1)b), k=0, + 1, + 2,
., mit p; multipliziert. Damit ist f dann und nur dann periodisch, wenn die
F olge {pi)5._ periodisch 1st

Bemerkung 10: Sei pp = ¢* (k= 0, :}:l 4-2, ...) fiir eine komplexe Zahl ¢ mit
lc| = 1. Dann ist {p}2 _o eine positiv definite Folge Mit ‘dieser Folge und einem
‘b = 2a bilden wir die Fortsetaung 7. Fir ¢ = 1 stimmt f mit der Lévyschen Fort-
setzung iiberein. Ist ¢* = 1.fiir ein % %+ 0, so ist | penodnsch sonst nicht. Im Falle
" ¢=—1,a=1,b=2und f = w, gilt mit der Funktion & aus Bemerkung 2 f = h.

s
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