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Einige Bemerkungen Her die Fortsetzung positiv definiter Funktionen 

Z. SsvAiu 

Indieser Note werdn gewisse Fortsetzungen von stétigen, irn Intervall (—a, a), 0 < a < oo, 
positiv definiten Funktionen angegeben. Aus Satz3 ergibt si6h als Spezialfall ein Resultat. 
von P. LEv y über periodischc Fortsetzungen. 

B pa60Te npMBoJHTcn iieoopue npogonmel[HR Henpepb!BHUx yiixi.it, noj10)fulTeJlbHo-
onpee3IeHHbix iia uepnaie (—ci, a), 0 < a -< co. 143 TeOpeMbi 3, i(aii 4acTHbit c.3yat, 
BbzTe}aeT,o[fH pe3yJu-raT 11. JIEBII 0 nepllogHqecxnx n poJA oJn+ eHw1x .	- 
In this note we give some extensions of continuous, positive definite functions on ( — a, a), 
o < a < oo. Theorem 3 yields as a special case a result of P. LEv y on periodic extensions. 

1. Einleitung
 

Eine komplexwertige Funktion auf'dem Intervall (—a, a),O <a :!^ oo, hei8t'positiv 
definit auf diesern Interval!, wenn für jede natürliche Zahi n, für beliebige komplexe 
Zahien z1 ;...,z undt1 ,...,t € (72 j-) gilt:'  

/( t — 4) ZjZ ^ 0. 
)1k1	 S	 - 

Nach einem Satz von M. G. KREZN laf3t sich jede stetige, positiv definite Funktion 
auf dem Intervall (—a, a) zu einer stetigen positiv definiten Funktion auf R fort-
setzen. Die Problematik, alle soiche Fortsetzungen zu beschreiben, wurde und wird 
stark untersucht (siehe hierzu die tYberblicksarbeit [9]). Im aligemeinen gibt es 
jedoch kein einfaches Verfahren, nach dem man' die Portsetzungen ener auf dem 
Interval! ( .-a, a) gegebenen positiv definiten Funktion explizit bestimmenkann. In 

- dieser Note.werden wir für eine spezielle Kiasse von ositiv definiten Funktionen 
mit Hilfe einer Faltung konkrete Fortsetzungen aneben. 

Es seien 9 die Menge allerstetigen, positiv definiten Funktiorienauf R und , 
0 <a < oo, die Menge der Funktionen / aus 9 mit 1(t) = 0 für ItI, a. P. LEvy hat 
in [7] geeigt, daB irn Falle /€ 9,, und a b <Co die Funktion /.rnit den Eigen-
schaften:  

(I) 1(') = /(t) für Itl	-b,	-	 t 

(ii) /' ist périodisch mit der Periode 2b,. 
eine stetige,positiv definite Funktion ist. Spezialfalle diesesSatzes haben T.'KAWATA. 
[6], C. G.SESSEEN [2] und D. DuouE-M. GIRAULT [1] bewiesen.	 - 

Es bezeichne Ia die Einschrankung der Funktion / € 9,, auf das Interval! (—a, a), 
0< a <Co. Dann ist /o eine stetige, positiv definite Funktion auf (—a, a), und das 
Resultat von P. LEvy gibt uns eine stetige, petiodische, positivdefinite'Fortsetzung'/ 
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VOfl f . Tm Abschnitt 2 zeigen wir unte•r anderem: Multipliziert man die Lévysche 
Fortsetzungf auf den Jntervallen [(2k 1) b, (2k + 1) b] mitck, k = 0,± 1 , +2, .., 
wobei c eine komplexe Zahi mit I cl = . I ist, so ergibt sich eine stetige, positiv definite 
Fortsetzung von /. 

/ 2. Fortsetung von f im Falle fa E 

Es seien 9 die Kiasse der Borelmengen in It und 47 die Menge aller end1khen kom-
plexen Ma!3e auf dem meBbaren Raum (R, ). Die Definition und Eigenschaften 

• endlicher komplexe'r MaBe sind z. B in [4] und [5] zu finden. Für di&f'otale Variation 
bzw. die Norm eines MBes It E h' benutzen wir die Symbole bzw. I!lI . Mit 2 
werden wir jenes normierte Lebesguesèhe MaB bezeichnen, für weiches A([0, 1]) 
= .(2i)-" iSt. 2"und 2'2 seien die Mengen der komplexwertigen Funktionen, die 
bezuglich 2 integrierbar bzw. quadratisch integrierbar sind. Die Fourier-Transfor-
mierte /2 von i E 42' sei durch 

-	edtz(x),	t€R, 

definiert. Tm Falle d,u(x) = /(x) dA(x) mit / E 2'1 schreiben wir f ãnstelle von 
dasheiBt

1(t) = f e_utx/(x) dA(x),	t E R. 

Die inverse Fourier-Transformierte 1, von / E 2" i8t 

(t) =feitx/(x)d2(x),	£ €R. 

Wenn / bezuglich 14 € At integrierbar ist, ciann it die Falfung von und z durch 

/ */L(t) =f /(t - x) d,u(x)	t € It, 

erklärt. Tm Falle, du(x) = g(x) dA(x) mit g € 2", sehreiben wir / * g anstelle von 
dasheiBt:	 S 

	

g(t) =f/(t— x)g(x)dA(x),	t ER. 

Im weiteren werden soichekomplexe MaBe i € X eine Rolle spielen, für die gilt: 

({0}),	1 und ' i ((0,a)) = i ((-2a,0))	Q 

mit einema > 0. Die Menge aller dieser MaBe bezeichnen wir mit .4. 
Satz 1 Seien,f € 9,, und jz, v € .11 Damn gelten die jolgenden Asagen 
(i) / * .p ist damn und nur dann positiv de/init, wenn /2	ist. 

• (ii) Im Falle i € .Ii und /2	0 ist / = / * i eine positiv definite Fortsetzung von /. 
(iii), Aus /*,' = /*i /olgtr = a.	 - 

Lemma 1 [5: Lemma 21.50]: Sei, h € 2?1 eine .stetige und beschrdnkte Funktion. 
Wenn & 0 ist, dann gilt & € 2" und h= (&)V. 

Bewéis des Satzes 1: (i) Da / € 9 n 2" ist, gilt I 0 (siehe z. B. [4: Satz 33.10]). 
Wegen / € 91 ist auch/ * i € 2" und somit (/ * au)" = I .•/2. Tm Falle /2 0 gilt also 
(I!, ,u)" = 1. A ^ 0' , undnach Lemma list / * = (1 . /2)V . Die Funktion / * 4a ist 
also die inverse Fourier-Transformierte einer nichtnegativen, integrierbaren Funk-
tion und damit positiv definit.	-	-



	

Fortsetzung positiv definiter Funktionen	437 

Sélnun / * j positiv definit. Wegen / E	istf analytisch, was z. B. aus Sãtz 7.2:1. 
in [8] folgt. Also hat I nür diskrete Nullstellen. Aus f	0 und der Ungleichung 
(/ * )A 

= / * ft	0 folgt nun, daB ft	0 ist.	 V V 

(ii) Sei jet'zt /j E .110 mit ft -^> 0. Dann gilt / * /2(t) =f /(t - x) d/2(x) 
V	

V	 V 

t 15;a. Nach (i) ist / * z positiv definit, und damit haben wir gezeigt,daB / * ju 

eine V Fortsetzung von / ist.	 V V 

(iii) Wenn / *V/2 

= / sr ist, danñ giltVJ . ft = f . Info)ge der Analytizitat von 
erhalten wir	0 und damit z = v I	 V	

V 

Bemerkungi: Die Funktionen w(t) = max {i - .t1 , o} sind für jedes E (0, 00) 


bekanntlich positiv definite Funktionen. Wir werden irn weiteren haufig von ihnen 
V 

Gebrauch machen.	 V	 V	

V 

Bemerkung 2: In Satz 1 (i)kann man die Voraussetzung / E 9,, nióht durch 
/ e 9 n .2' ersetzen, da / E 2'I n 9 und p Edt derart existieren, daB I * eine posi- 
tiv definite Funktion ist und ft nicht der Ungleichung ft, 0 genugt.	V 

In der Tat, sei/ = th. Dann gilt / 0 und / E 2". Seien weiter 

V V

	 h(t'	I - i tJ für t ^ 2	 V	

V 

	

/	ist periodisch mit der Periode 4, 

g '= (w2 . h)V und d/2 = g dA. Wie wir in Bemerkung 10 sehen werden, ist h eine positiv 
definite Funktion. Es gilt / . ft	0. Denizufolge ist / * = (/ . ft)V eine positiv defi-
nite Funktion, und es gilt,ft = = oj 2h 0.	 V	 / 

Bern erkung 3: Sei /2 E dl mit ft 0 uhd f € PA Dann it'/ * 4E positiv definit. 
In der Tat, für jede natürliche Zahi n ist w / eine 0S1t1VV definite Funktion aus 
und nach Stz 1 . (i) ist ( w0 ./) * 1u eine positiv definite Funktion. Nach demLebesgue-
schén Satz gilt für jedes I € R:	

V	

V	

V 

• /s
1
1(t)=f1(t_x)d/2(x)=f lirnw(t—x)/(t—x)d/2(x)


	

-	 R	 R t,—,.00. 

	

V	 =ljm ( Co. •/) * 11(t)..	V V

	

V	

V 

n -oo	 V	

V 

Da die Grénzfunktion einer positiv definiten Funktionsfolge positiv définit ist, ist	V 

auch /* 4u positiv definit.	 V 

Bemerkung 4:' 1st i 6 .i1, mit u(—A) = i(A) für afle AE 9, A [0, 00) und 
ui ((2a, cc)) ^'--, sogiltft	O.	

V	

:	

V 

In der. Tat, sei po das im Nuflpunkt konzentrierte WahrscheinlichkeitsmaB und 
das komplexe MaB, für das 1a 1 ({0}) = 0 u nd-u 1 (A) = ji(A),.0 q A, gilt. Dann ist 
/2=po ± y, und ft = fto + ft = 1 + ft.V Wegen der Symmetric von 1A ist ft, reel]. 
Weiter gilt 1ft11	LuiiI = J u jj (R)	1, alsoft	0.	 V 

V 

Bemerkuñg 5: 1st p in den Punkteh 0,t, —t konzentriert mitIti	2a, und gilt V 

= 1, ({t}) = /2({—t}) = c für eine komplexe Zahi c mt Ic l ^5 ., dann ist die 
V 

Bedingung aus Bemerkung 4 erfüllt. Seijetzt / € PA Nach Bemerkung 3 ist / * u(x) 
= /( ± c/(x - t) + f(x + 1) positiv definit.	

V 

	

Bemerkung 6: Sei ip eine positiv definite Funktion, die auBerhaib der Punkfe	V 

	

mit t = 0, verschwindet, und es gelte' I(4) I <cc. Es bezeichne	das	V
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in den Punkten {4}	konzentrierte komplexe MaB ipit u,({4}) = '(4) . Dannist 
0.	- 

Im FaUe v(0) = 1 und I tL.1 ^ 2a für k =2,3, ... ist It, € -'• Per Beweis folgt un-
mittelbar aus dem folgenden Lemma. 

Lemma 2 [3]: Seien {4}°_ end k)j Folgn reeller bzw. komplexer Zahien und
00	 1
00

! akl <00. Die Funktion x —*L' ak e (x € R) ist dann end ncr dann nichtnegativ 
k  
für jedes x € .R, wenn die Funktion

1 für t — t 
-	t_*'OkX(g.,j(t)(tE R) mit xftk}(t)=	- 

k=1	 SOflSt 

positivdefinit ist.  

Bemerkung 7: Eine positiv definite Funktion, die auBerhaib der beliebig gegebe- 
nen Punkte {tk} mit t0 = 0 und —L k = 4 vèrschwindet, kann man wie folgt 
konstruieren. Die Funktionen 

lfurl=0 

99k(t) = --fiir t=4 '(k=1,2,...),	o(t)={"Y° 

0 2sonst 

sind positiv definit. Das folgt aus Lemma 2 und Bemerkung 4. Das ist aber auch 

leiclit direkt zu fiberprfifen. Seien nun ck > 0 und Eck = 1. Dann konvergiert die 
00	 k=1 

Reihe f	(t) 	(t). Die Funktion ist positiv definit, nimmt in den Punkten 
k1 

tfr}	positive Werte an und ist auBerhaib dieser Punkte gleich Null.

Im Falle / € 9,, und a :!E^ b gilt offenbar / € 9,. In dem folgenden Satiwerden wir 
\annehrnen daB a die kleinste reelle Zahl'ist, flit die . 1 €.'a gilt, das heiBt, daB 
a	ml {a' € R : / € 9., j ist. 

Sat z 2: Sei / € P'1'0 . Eine positiv definite Fortsetzung I von la idlit .sich dann end nur, 
dann in der Form  
• 7	* ,a mit /AEd(0 

darstellen, wenn ein ic € R so. existiert, dap für jede natürliche Zahi n, belieige horn-
plexe Zahien a, a2, ..., a und x1 , x21 ..., x > a gilt: 

^5k sup	a/(t — x).	 (*) 
i=1	 ItI2o 1=1 

Beweis: Es bezeichne B den Banach-Raum der auf [2a, oo) stetigen, beschränk-
ten, kom'plexen Funktionen, versehen mit der Supremum-Norm und den gewohn-. 
lichen Operatioien. Weiter sei / die Einschrankung der Funktion t -* /(t - x) auf 
[2a,00).	 S 

Die Funktionen {/z : x > a} sind linear unabhangig. Es gelte z. B. x1 > x2> 
- >x >aund 

aifx(t) +	+ afz(t) = 0,	t € [2a, 00).	 S
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Aus der Definition von a und x 1 > x2 > x3 > ... > x, >a folgt die Existenz einer 
• Zahi LE [2a, co) mit /(t)	0, /(t) = •.. =	= 0. Es muO also cc, = 0 sein. 
Durch Induktion erhalten wir a a 2 = ... = a0 = 0. Nun bézeichne B, den 
linearen Uriterraum von B, der durch die Funktionen (f r : x > a} erzeugt ist. Pa 
these Funktionen unabhängig sind, gibt es ein eindeutig bestimmtes lineares Funk-

• tional 10 auf B1, fur das I,(/x) = 7(x), x> a, ist. Die Bedingung (*) ist dazu aqui-
valent, daB 10 ein beschränktes lineares Funktional auf B, ist. 10 kann also dann und 
nur dann zu einem beschränkten linearen Funktional I auf B. fortgesetzt yerden, 
wenn (*) erfullt ist. Nach dein Rieszsehen Darstellungssatz ist die Beschränktheit 
von 1 dazu äquivalent, daB es ein komplxes MaB P0 auf [2a, oo) gibt, für das gilt: 

'7(x) _. '	 dp0(t),	x > a. 
20

	 ... 

Sei jetzt p das_komplexe MaB aus ..s7, das in [2a, oo) mit yo fibereinstimrnt und für 
dasp(A) = p0 (—A), A . - oo,.2a], it. Dann gilt 7(x) = f /(x - 1) dp(t) = / * 
xERI	 .	.	 R 

Definition: Eine Folge {p0} von 1omplexen Zahlen heil3t positiv definit, 
wenn für jede natiirliche Zahi N und für .beliebige komplexe Zahien z1 , z2 , ... , ZN 
die Ungleichung 

N	N	 I	 ...	..•-	
/', 

E E Pj_kZjk	0	 ...	•• 
j=ik=1 

gilt. 

Satz 3: Sejen, / E 9,,b > 0, {pk}°..	eine positiv definite Folge mit Po	1, 

I i /iir t = kb	(k = 0, ±1, ,±2 2 ...)	 - 
toson8t 

und p wie in Bemerkung 6.	 . 
Dann ist ./ = / * p eine stetige, positiv definite Funklion und im Falls b	2a


eine Fortsetzung von f. 

Beni erkung 8: p, ist im aligemeinen kein (endliches) komplexes MaB, da ' p.j <00 
- nicht immer erfiillt ist. Die Faltung ist aber . trotzdem sinuvoll. 

Beweis 
'
des Satzes 3: Es sei ip0 = cop. Wegen 'p € £' istpèin komplexes MaB. 

Nach Lemn-ia 2 'St	0, da die Folge {p}	positiv definit ist Nach Satz 1 (i) ist 
= / *

	

	eine positiv definite Funktion. Pa die . Faltting für jedes t C it einè

endliche Su ' me ist und urn a,,(t) = 1 gilt, erhalten wir liin / 0 (t) = 1(t). / ist also 

n-00 
positiv definit. Es ist leicht zu sehen, da81 im Falle b	2a,. It	a gilt: 7(t) = 1(t). 

Beerkung 9: 'Die Fortsetzung 7 im Satz . 3 erhält man aus derLévysehen Fort-
• setzung,indem man these auf den Intervallen ((2k_1)b, 2k+1)b), k=0, ± 1, + 2, 

mit Pk multipliziert. Damit 1st / dann und nur dann periodisch, wenn die 
Folge (Pk}	periodisch ist. 

Bemerkung 10: Sei Pe = ck (k = 0, +1, +2....) . für eine komplexe Zahl C mit 
cl	1. Dann ist {p}	eine positiv definite Folge. Mit dieser Folge und einetn 
b 2a bilden wir die Fortsetzung /. Für c = 1 stimmt I mit der Lévyschen Fort- 
setzung übereiñ. 1st c' = 1.fUr ein k == 0, so ist / periodisch, sonst nicht. liii Falle 
c = —1, a = 1, b = 2 find / =w 1 gilt mit der Funktion h aus Bemerkung 2 7 = h.
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