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iür gewisse quasikonforme Normalabbildungen 

E. Hoy 

Die Arbeit befaBt sich mit der Konstruktion von Losungen der Gleichung h(z).= v(z) 
mit v(z) 0 in einem endlich vielfach usammenhangenden Gebiet 03 und v(z) = q = const 

in den Kom pie mentärkontinuen Ti von Oi (0 < q1 < 1, j= 1, 2.....n). Bei der Konstruk-
tion' der Losungen wird von bekannten und Ieicht explizit berechènbaren analytischen Funk-
tionen in ® ausgegangen, und nur unter Verwendung von Orthonormier Lin gsverfahrefl werden 
Reihen für die Losungen erhalten. Diese Reihen konvergieren in der bekannten, durch das 
Integral uber 03 vom Quadrat des Betrages der Ableitung erzeugten Norm. Bestehtder Rand 
von 03 sämtlich aus analytischen Jordankurven, so gibt es für das Supremum der Abweichung 
der rn-ten Partialsumme dieser Reihen von den gesuchten Losungen über 03 sogar eine obere 
Schranke der Form mit M*> 0 u'nd 0 < * < 1. Für die Berechnung von werden 
einfache Verfahrensweisen angegeben. Die Ergenisse werderi für den Fall veraligemeinert, 

daB anstatt der Konstanten q, in 93,. analytische Funktionen q,(z) stehen. Abschlie8end wird 
ein Ausblick für eine mogliche Erweiterung dieses Verfahrens für den Fall allgemeinerer 
Funktionen v(z) gegeben. 

Pa60Ta nocnBuwHa KoHcTpyI411I1 peweuHfl ypaBlieHilfi f(z) = v(z) j) C v(z) = 0 B KOHeq

-HQCBa3IIOi1 O6JIacTI1 03 H v(z) _=,q j,= const B KoMnoHeliTax on0nHe1IIiH 063!aCTH 03 (0 < q, 
< 1, j = .1, 2.....n). flpu xOHCTpyI-Ull11 peweuiifl 11CX0flT 113 3uaFcoMblx II .rierxo HBIIO 

BbI'IIIC.1IIMhIX alla.lIiTnqec(uIx 4)yHIOI11 B 03, H T0J1bFO HCnOJih3OBalIIleM npoueCCoB opro-
roilaJiI3awlI1 ILoily4aIoTcfl PHJU1 IJ1n peiueiiult: 3T11 pHU1 CXOgIITGH B 3Ha1oM0l1 H0JM, npo-
iianeeiiuofi nHTerpaJToM HHa1paTa npOH3Bo1Hofl , no 03. Ecr1H rpaH11Ia o61IaCTu 1eJrnKoM 
coCrouT 113 aHajiBTiPlecHux KopauoBbIx scpuBblx, uMeeTca jae nepxHHn rpaHulka u 47lopMe 
3j**m (111* > 0, 0 <	< 1) U1H To411011 Bepxiieft rpallwqbl oTKjIoifeHHn m-o1 4acTHofl 

CMMb1 3THX pRoB OT I(CI0MIJX peu1eHHf. LlJ1H BbI'IItcjTeHun Bejrn q 11H1,I	flM1BO)1.RTCFl

C3BHHTOZ1bHO npocrble MeToal. Peaymrami o6o6ivaiorcn 3aMeHoO nocroHl!Hbix q, ana-

j1%ITII'lecHlIMlt	yHKUHHMH q,(z). B xoiiie o6cy?faeTcn Bo3Mo-HHoe pacwupeHlle aroro


cnoco0a i .111 c.TIy'Laft 6oiee OOUUIX yHIwHft v(z). 

The paper deals with the construction of solutions for the equation h(z )	v(z) /( with 

v(z)	0 in a finitely connected region 63 and v(z)	qj = const in the complementary continua 
of 03 (0 < q < 1, j = 1, 2.....n). The construction starts with well-known and in a simple 

way explicitly computable analytic functions in 03, aiid series for the solutions are received 
only by the use of orthogonalization processes. These series converge in the well-known norm 
produced by the integral over 03 of the square of derivative's absolute value.'Ifthe boundary 
of 03 consists of analytic Jordan curves only, then there is even an upper bound of the form 

with M5 > 0 and 0 <	< 1 for the supremum of deviation of the m-th partial 

sum of these series from the sought solutions over 63. Simple methods are given for the com-
putation of The results are generalized for the case, that in j analytic functions take the 

place of the constants q5 . At the conclusion a possible extension of the procedure to more 
generalized functions v(z)is discussed.
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1. Einleitung 

Die komplexe Differentialgleiohung 

_ v(z)7)	 (*) 

spielt in vielen Situationen der mathematisehen Physik und in der Theorie der 
Extremalproblenie bei quasikonformen Abbildungen mit ortsabhängiger Dilatations-
beschrankung eine wichtige Rolle. Es sei beispielsweise auf die hierzu in [6] iitierten 
Arbeiten verwiesen. In [6] sind einige der bekannten Möglichkeiten zur Losung 
von (*) bzw. zur Darstellung dieser Losungen genannt und mit entsprechenden 
Literatürzitaten belegt worden. Die prinzipielle Vorgehensweise in [6], aus bekannten 
analytischen Funktionen mit Hilfe von Orthonorinierungsverfahren soiche Ortho-
normalsysteme herzustellen, deren Koeffizienten bei Entwicklung der gesuchten 
Losungen sich ohne explizite Losung der kegebenen Gleichung berechnen lassen, 
wird hier in aligemeineren Fallen als dort erläutert. 

Es sei 0 ein co im Inneren enthaltendes Gebiet, das von endlich vielen, mathe-
niatisch positiv orientierten, aus abgeschlossenen analtischen Bogen bestehenden 
geschlossenen Jodankurven , , ..., G,, berandet wird. Aullerdem mögen these 
Kurven keine Spitzen aufweisen, d. h., in den Ecken liegen keine Nuliwinkel vor. 
Weiterhin sei 58 i jeweils das Innere von,, und es wird im folgenden noch 0 = u 
und = u , gesetzt. Gesucht wird eine in 3 \ fool analytische Funktion /(z) mit der Entwicklung 

in einer Umgebung von 00, die'nach 8 stetig fortsetzbar ist und dort der Differential-
gleichung

= qh(z) (z E ,)	 - (1) 

genügt. Dabei sind die qj gegebene reelle Konstanten mit 0 < q1 < 1 = 1, 2, 
und k 1 bezeichnet eine vdrgegebene natürliche Zahi. Wie aus [11: Teil H, Kap. V, § 3] folgt, ist /(z) durch die gegebenen Bedingungen eindeutig bestimmt und exi- 
stiert immer unter soichen Voraussetzungen. Fur k = 1 ist /(z) ein Homoomorphis-
mus der Vollebene auf sich mit Konformitat in li und Quasikonforruiität in B, wobei 
infinitesimale Kreise in	in soiche Ellipsen mit dem Aehsenverhältnis (1 + q,)/
(1 - q1 ) und zur reellen Achse parallelen groBeh Halbachsehergehen. Diese Funk-. 
tion 1st Losung des Extremaiprobléms Re a 1 = Max in der Kiasse aller stetigen und 
schlichten Abbildungen der Vollebene auf sich, die in i konform sind mit der Ent-
wicklung z + ajz' + a2z 2 + ... bei z = oo und in 58 j noch [(1 + q,)/(1 - 
quasikonform sind. Letzteres wurde in [3] bewiesen. Die Funktion /(z) aus (1) und 
mit den dort zuvor angefuhrten Eigenschaften wird bei vorgegebenern q mit 0 <q < 1 für q = q (j = 1, 2, . . ., n) und einer analogen Singularitat bei z0 €	\ fool in t61 
in der oben beschriebenen Weise bestimmt.
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2. Zusammenstelhmg von grundlegenden Eigenschaften der Liisung von (1), 
die den zuvQr angegebenen Bedingungen genugt 

Zunächst soil eine Gleichung für, /(z) hergeIeitet werden., Aus (1) ergibt sich un-
mittelbar, daB 1(z) - qj5 in Tj anaIytisch ist, und damit gut 

2.7i f	Z	 (2) 

fürj= 1,2,...,nundz€ QJ.Wegen 

	

d =/(z)	zk 
2.nif C — z 

für z	folgt aus (2) durch Summation dieser Gieichungen 

/(z) - . z' 
= 

- 7	f	d 

mit z E. Setzt man r(z) = /(z) - zk, so ergibt sich endgultig 

r(z)=A[r(z)] +A(z").	 (3). 
Dabei ist	 - 

•	1	r() 
•	 A[X(z)]=__.EjJ x

	
(**) 

gesetzt worden. Offenbar ist A ein antiiinearer Operator. 
Urn ein& Orthonormalreihenentwicklung durchführen zu können, wird zunächst 

folgender Hilbertraum eingefuhrt. Mit H(03) wird die Menge aller in 05 anaiytischen 
Funktionen h(z) mit h(oo) = 0 und 

-	fflh(z)I2dxdy<c,o	 - 

bezeichnet. Diese Menge bildet beziigiich des Skalarproduktes 

[h1 (z), h2(z)] = f  h1 '(z) . h2 '(z) dx dy 

einen Hilbertraum mit einern voilstandigen Orthonornialsystem{,(z) } 12 , wie 
• man z. B. [10: Satz IV.2] entnimmt. Weitere Eigenschaften von H() werden im 

Abschnitt 3 aufgefuhrt. I1an verifiziert leicht, daB die oben erkiärte Funktion r(z) 
co 

in H(i) Iiegt. Somit existieren komplexe Zahlen fl, wit r(z) = ',q,(z) für z E 03. 
Setzt man these Darstellung formal in (3) ein und nimnit an, daB A und die un-
endliche Summation vertauschbar sind, was bisher nicht bewiesen wurde, so erhält 
man für die fl, em .unendliches Gleichungssystem (linear in fl. und fi,), welehes im 
aligemeinen nur recht mühevoll zu lösen ist. Auf Fäile, bei denen das Gieiehungs-
system wit ertrlichem Aufwand lösbar ist, wird im Abschnitt 11 eingegangen. 
Es ergibt sich gegeniiber (3) bei der Bestimmung der fl, eine gewisse Vereinfachung, 
wenn auf beide Seiten von (3) nochmais A angewendet wird und di entstehende
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Gleichung zu (3) addiert wird. Man erhält dann 

r(z) = A{A[r(z)]} + A[A(z")] + A(z").	 - 

Schreibt man für A o A nun A 2, so foigt wegen der Linearität von A 2 folgende, 
lineare Gleichung zweiter Art für r(z): 

r(z) = A 2r(z) + b(z) mit b(z) = A 2(z") + A(z").	 (4) 

Alierdings muf3 für die exakte Herieitung von (4) noch gezeigt werden, daB A{A[r(z)]} 
und A [A(zk)] sinnvoll erkiart werden können. 

Tm weiteren soil zur Lasting von (4) folgendes Verfahren untersucht werden. Man 
verwendet anstatt des Orthonormaiystcnis {(z)} ein Funktionensystem {(z)}, 
für das {(I - A 2) [,(z)]} ein vollstandiges Orthonormalsystem in H() bildet. Dabei' 
bedeutet I der identische Operator. Das zuvor erkiärte System {(z)} kan noch 
anders niotiviert werden. Anstatt des Skaiarproduktes f-, .1 wird eine Bilinearfoçm 

•dureh' [(.1 - A 2) {h 1 (z)}, (I - A 2 ) {h2 (z)}} eingefuhrt und bewiesen, daB these Bi-
iinearform ein. Skalarprodukt in IJ((J) bildet und prinzipiell die gleichen Eigenschaften 
wie [•,•] (Separierbarkeit von R() und Existenz einer Kernfunktion) aufweist. 
Die Koeffizienten der p,(z) in de'r Darsteliung von r(z) ergeben skh, vie später 
gezeigt wird, auf bemerenswert einfache .Art und Weise. Dieses Vorgehen ist den 
Uberlegungen in'[G] sehr ähiiiiüh. Dort wird ebenfails ein neues Skaiarproduktein-
gefuhrt, so daB die Koeffizienten bei ciner OrthonorniaientwickJung der gesuchten 
Funktion bezuglich des neuen Skalarproduktes ohne vorherige Kenntnis der ge-
suehten Funktion bereclint werden können. 

Für die theoretische Fundicrung des soeben erläuterten Verfahrens werden zwei 
Aussagen über den Operator A formuliert und im Abschnitt 4 bewiesen. 

Aus sage  1: Der Operator A t /ür alle h(z) € H(s) mit stetigen Randwerten au/ 
beziiglich [:, •] stetig.  

Aussage 2: Die Gleichungen (I - A) [h(z)]= g(z) und (I + A) [h(z)] = g(z) sind 
•	/ür alle g(z) € Ii() nit sletigen Randwerten au/ IZ lösbar und liefern jeweils genau


eine Funktion h(z) € I1() mit stetigen Randwerten au/ CS, die von g(z) bezuglich 
stetig abhangt.	 - 

Bevor these Aussagen bewiesen werden können, müssen einige Hilfsmittel aus 
verschiedenen Gebieten der Analysis bereitgestellt werden. 

3. Einige Hhlfsmittel 

'a) GauBscher Integralsatz 

Aus [9: S. 158, (6.17)] entnimmt man unter unwesentlichen Modifikationen der 
Voraussetzungen folgenden Satz. 

Se.i G ein beschränktes Gebiet der komplexen Ebene und D ein Jordangebiet mit 
rektifizierbarem Rand OD, wobei der AbschluB von D noh in 0 enthalten sei. 
Dann gilt für jede in 0 stetige Funktion h(z) mit über 0 absolut integrierbaren 
Sobolevableitungen bei mathematisch positiver Orientierung von 

ff h(z) dx dy = I h(z) 
D
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Bemerkung: flier wiirden die absolute Stetigkeit auf Geraden durch die zwei-
dimensionale Stetigkeit und die in [9] als verailgemeinert bezeichneten Ableitungen 
durch Sobolevableitungen ersetzt. 

Eine haufig .benotigte Formel ist die nach BOREL und Po1rPEru benannt.e. Sic 
wird in der folgenden Form gebraucht.: Sei h*(z) E H(i) und gestatte eine noch ma 
AbschluI3 von 58 stetige Fortsetzung, die fiber 58 absolut integrierbare Sobolev-
ableitungen besitzt, so gilt 

1 rrh_*u-\ h*(z) = -- I I	''
z d' d	( = + i'i)Vz € C. 7rJJ— - 

These Formel folgt nach einfachen Reclinungen aus der vorherigen (siehe z. B. 
[9:Káp. III, Hilfssatz 7.1]). 

b) Eigenschaften der P. und T-Operatoren 

Aus [11: TeilJI, Kap. V,	] entnimmt man folgenden Satz. 
Es sei G ein beschränktes Gebiet, für das 

Ph=_ ± fJ' dH i und Th =	____ 

definiert werden. Dann gilt für alle h(z) E L(G) mit p > I  
-	= 'Ph, -	= i(, 'Ph € L(C) 

- 
und	 - 

f  I ThI P dx dy	(A)P .f h(z)P dx dy 

flIrt /1 2 = 1. 
Ails den Cberlegungen nach dein Beweis von Lemma 2 in [1: Chap. V. A.] erhält 

man für h(z) € L2 (G), wobei 0 wie zuvor erklärt wird, 
f  JThJ2 dx dy = f  h(z)1 2 dxdy. 

Anmerkung: L(0) bzw. L(C) ist die Menge aller zur p-ten Potenz uber 0 
bzw. über. die Vollebene absolut integrierbarer FLinktionen. 

c) Abschatzung von Dirichletintegralen mittels Eigenwerten 
zum Neumannschen Kern 

In [14] wird der kleinste nichttriviale Eigenwert A zum Neumannschen Kern (hierzu 
siehe [2: S. 3ff.]) auch für Systeme nichtglatter, Jordankurven eingefilhrt, und es 
werden noch notwendige und hinreichende Bedingungen dafür angegeben, daB 2> 1 
gilt. Aus einer soichen Bedingung (Theorem 3) entnimmt man; daB genau dann 
2> 1 für eine aus endlich vielen abgeschlossenen glatten Bogen bestehende ge-
schiossene Jordankurve bzw. für ein System von endlich .vielen soicher-Kurven 
gilt, wenn (E bzw. die Jordankurven des Systems keine Spitzen aufweisen.\ These 
Bedingung an die Kurven	aus Abschnitt 1 wurde .bereits a18 Voraussetzun
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formuliert. 1st nun u(z) eine in C u fool stetige und in 0 u Q5 harmonische Funktion,. 
deren Konjugierte in 05 eindeutig ist, so gilt 

f  (2 ± u 2) dx dy 

+lff(t2±u92)dxdy_l 

(vorausgesetzt, der Nenner ist weder Null noch lJnendlich). 

d) Auszuge aus der Theorie der ILilbertsch'en.Räume mit Kcrnunktion 

In [10] wird die'Theorie der Hilbertschen Räume mit Kernfunktion ausfuhrlich 
'dargesteilt. Das folgende wird hieraus benotigt. 

H(03) ist einHi1betraum mit reproduzierendemKeni, d. h., es gibt eine Funktion 
K(z, ) € H(0) für alle € 03 "(als Funktion von z) und h() = [h(z), K(z, )] für alle 
h(z) € H() und alle C E Q3 (Satz IV.2). Ein vollstandiges Funktionensystem in H(i) 

\atellt die Menge aller (z - z1) (j = 1, 2, ..., n; 1 = 1, 2, . . ) dar, wobei z1 € gilt 
(Kapitel IV, § 5). Die Menge aller in 05 u analytischen Funktionen, die in oo ver-
schwinden, ist in H(J) enthalten, und der AbsehiuB dieser Menge bezflglich [.,.] 
ist H(3). Die Menge aller Funktionen'aus H(3)mit stctigcn Wert.en in 0 u ist 
ebenfalls eine in H(0) bezüglich [., .] uberall dichte Menge. Die .beiden letzten Eigeri-
schaften folgen aus der Existenz eines in' u analytischen vollstandigen Ortho-
normalsystems in H(i), wie man aus Satz IV.6 unter Ieicht modifizierten Voraus-
setzungen erhält.	 - 

e) Randwerte dos Cauchysehen Integrals 

In [12: I, § 151 werden die Grenwerte des Cauchyschen Integrals in den End-
punkten einer glatten Integrationskurve untersucht. Aus den dortign tYberlegungen 
entnimmt man die Stetigkeit in z bei Annaherung 'an die Eckpunkte von der 
Funktion 

fWM) d^

	(z€3), 

wenn h() auf analtisch ist. In die ubrigen' Punkte von kann die durch ths 
Integral erklärte Funktion so fortgesetzt werden, daB sic dort noch analytisch ist. 
Letzteres folgt aus der analytischen Fortsetzbarkeit vn	in eine' (kleine) Uin-




gebung dieser Punkte. 

4. Beweise der Aussagen 1 und 2 

Zunächst soll die Herleitung von (4) legitimiert werden. Wegen 3e) ist A(z") in alle 
Punkte von stetig fortsetzbar. Aus A[r(z)] r(z) - A(zk) und der Stetigkeit von 
r(z) aul folgt damit die Stetigk'eit von A[r(z)], d. h., A{A[r(z)]} und A[A(z")] sind 
sinnvoll erklärt. 

Beweis von Aussage 1: Die Funktion h(z) wird durch die Losung des Dirichlet- 
problems bei der Laplacegleichung für Re h(z) und Tm h(z) stetig nach fortgesetzt.
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Aus 3c) folgt dann die Existenz von 

ff [I / (z) + Ih(z)I 2] dx dy. 

Mit Hilfe von 3a) schlieSt man ausder Definition von A 

:A[h(z)= _±E
qj ffddn.	 S 

Aus 3b) entnimmt man 

ff 
d	2	n ff I 

- 
(A[h(z)jj dxdy ^Eq2 h(z)I2dxdy 

-	q8 ff [I h (z )I 2 + Ih(z)I 21 dx dy, 

wobei qiax = max q,sei. Mitte1s 3c) kann der letzte Term durch 

qiax t ff h'(z)I 2dxdy	 ( 

nach oben abgeschatzt werden. Somit gilt	-
2. 

J"[- {A[h(z)]} dxdy qiax ±
	

Ih'(z)I2dxdY, ff 

d. h., A[h(z)] ist für rndstetige h(z) € H() bezuglich [ . ,J stetig. Aufgrund der 
Dichtheit aller dieser h(z) in I1(3) bezuglich [.,.] und der soeben bewiesenen Un-
gleichung ist offensichtlich, daB A[h*(z)] . sinnvoll erklärt werden kann, wenn h*(z) 
ein beliebiges Element aus B(i) ist, und daB A[h*(z)] bezügliáh [., .] in H() stetig 
isti 

Beweis von Aussage 2: Man setzt g(z) analog wie h(z) im vorigen Beweis durch 
die Losung des Dirichletproblems stetig fort. Dann wird eine Funktion h(z) für 
alle z € 1J u {oo} durch die. folgenden Eigenschaf ten definiert. In 58 i gelte 

und h.(z) sei nah 0 analytisch fortsetzbar mit h.(oo) = 0. Wie man den tber-
legungen in [11: Teil II, Kap. V, § 31 entnimmt, ist h,(z) daniit eindeutig fest-
gelegt, und die Existenz einer soichen Funktion ist ebenfalLs gesichert. 'Ferner gilt 
die Ungleichung (siehe ebenda bzw.-[1: Chapter V.B] und 3b)) 

	

If h.(z) 2 dx dy	(1 - q ax) -2 ff g(z) 2 dx dy.	 (5)' 

Mittels der, Differentialgleichung für h(z) folgt durch Integration leicht 

ffh*)ded =__1_ qj ff h.,(C) d^ dil 

t

(zE	).
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Nun liegt eine Anwendung von 3a) nahe. Wegen 3c) ist [g(z) 2 + g(z) 2] über 
integrierbar, d. h., wegen (5) und der Differentialgleichung für h(z) gilt das auch 
für [1 h.(z )1 2 + h.(z)I 2] . Mit Hilfe von 3a) folgt nach der Formel von Borei-Pornpeiu 

- 1	
'	

V 

h. (z) = ----. 
j 

q,	' / d +g(z)	(zE 
s1 

f



(J 

d. h., h.(z) ist eine Losung von (I - A) [h.(z)] = g(z). 
Es soil nun gezeigt werden, daB 1ettere Gleichung Vhöchstens eine in 0 u stetige 

Losung aus R() haben kann. Dafiir ist hinreichend, daB (I - A) [h0 (z)] = 0 nur 
die triviale Losung in H(i) (zunachst bei Beschrankung auf in 03 u stetige Funk-
tionen) besitzt. Für h0(z) ergibt sich dann ähnlich wie in Abschnitt . 2 (allerdings in 
umgekehrter Folge), daB h0(z) - q,h0(z) in 58 analytisch ist. Darnit ist aber h0(z) 
nach 93 stetig fortgesetzt worden und steilt eine in 93 harmonisehe Funktion dar. 
Let.zteres folgt wegen 

0 = {[h0(z) -	= h0 (z) - q,h0 (z), d. h. h0 (z)= 0. 
Mittels 3c) erhält man aus h0(z) E IJ(J) die Endlichkeit des Dirichietintegrals 

von h0(z) Uber 93. Die Formel von Borel-Pompeiu bringt nun für alle komplexen z 
die Darstellung	 V 

h0(z) = - ---

	

ff^ d d.	
V	

V	

V 

	

Ir	C	z 
Wegen [h0(z) - qjh(,(z)]z	0 in 93, folgt damit 

	

1	ff hg(^) •	 h0(z)= 

• MA Hilfe von 3b) erhält man hieraus 

•	 f  h0 (z) 2 t1x dy	q,. ff h0 (z)I 2 dx dy,	 • 
53	 53 

also h0 (z) = 0 in 93Vwegen UMax < 1: Damit gilt ho(z) = 0 in 93, d. h. h0(z) = 0 für 
•-.	alle komplexen z. 

Es soil nun gezeigt werden, daB h.(z) in IJ(3) liegt. Dann folgt nämlich, daB 
(I'— A) [h(z)] = g(z) genau eine Losung unter alien in 0 u E stetigen Funktionen 
aus H(3) hat. Man erhält nun siegen 3b) aus der Formel von Borel-Pornpeiu für 
die Funktion h.(z)	V	

V 

ff h.'(z)J2dxdj	ff Ih,(z)12dxdy. 
V	 53 

AuBerdem gilt wegen (5) und wegen Ih.(z)1 2	2qX h.z(z)l + 21 g(z) 2 in 93 

If h.'(z)12dxdy	ff h(z)2dxdy 
53 

V	

^2	qMax (1 q
	-2 

-	 ax

	

ffJgz(z)I2dxd/+2fflg(z)!2dxdy 
/  

.5	 53	
V 

^2 
+ 

[1 (_UMax 
 

q iax)

2] ff [gz(z)2 + g(z2]dxdy 
53 

V	 =	+ '	q)2]	
g'(z)2 dx dy.	(6) <2	

± ff E'	(
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Die letzteUngleiehung bringt neben dern gewünschten Resultat noch die Stetig-
keit von (I - A)-'. (Man beachte aber die Zusatzforderung der Stetigkeit der 
Losungen h(z) in Q3 u , die noch besteht!) Wie beim Beweis der Aussage 1 schlieSt 
man aul die stetige Fortsetzbarkeit von (I - A)-' für beliebige g(z) E H(Gi). Urn 
aber zu zeigen, daI3 der fortgesetzte Operator die Urnkehrung von I - A darsteilt, 
mu3 die vorher gernachte Einschrankung an die h(z) fallengelassen werden. Es wird 
im fo1gerden bewiesen, daB (I - A) [h(z)] = 0 in I1(3) nur die Losung h(z).=— 0 
hat. 1st närnlich h(z) eine Losung der hoinogenen Gleichung, so existiert eine- Folge 
{hm(z)}m=1.2,:.. von in J u , analytischen Funktibnen, die gegen h(z) in der 
von [., •] erzeugten Norm strebt (siehe auch 3d)). Setzt man gm(z) = (I A) [h (z)], 
so sind die Um(Z) ,wegen 3e) in 0 u stetig und erfüllen aufgrund der vorher bewiese-
nen Eindeutigkeitsaussage unit den entsprechenden hm(Z) die Beziehung (6). Auf-

'grund der Stetigkeit von A strebt a}er gm (z) gegen (I - A) [h(z)] = 0 mit rn - oo, 
d. h, hm(Z) strebt wegen (6) ebenfalls gegen Null. Damit ist h(z) 0. Der Beweis 
für die Gleichung (I + A) [h(z)] = g(z) läuft analog I 
• Wegen (I - A) o (I + A) = I - A 2 ergibt ieh zusammenfassend der folgende 

Fakt.  

• Satz 1: I - A' i€ em. linearer Homöonwrphi8mus beziiglich [.,.] von H(i) au/ 
sich.	 - 

5. Sehlul3folgerungen für cine Reihcnentwicklung 

Es sei {X,(z)}1.2,... ein vollstandiges System von Funktionen aus H(i), die särnt-
lich noch in 3 u analytisch sind. Bereehnet man ((I - A 2) [x,(z)]} undführt mit 
dieseni System eine Orthonormierung durch, so entsteht ein Orthonormalsystem 
{(I - A'). [,,(z)]} mit folgenden Eigenschaf ten: 
a) Dieses System ist vollstandig. 

b) Für' {a} E l konvergiert E a,(;) bezüglieh [' ]• 

Die Vollstandigkeit ergibt sich sofort aus der Umkehrbarkeit und Stetigkeit von 
I - A'. Da offenbar 

Z a{(I - A2)'[(z)]} 

bezuglieh [.,.] konvergiert, folgt aus der Stetigkeit von (I - A2 ) 1 sofort au'eh die 
zweite Eigenschaft. Beides wird zum Beweis der naheliegenden Vermutung be- 
nutzt, dalYaus (4)  

r(z) =	[b(z), (I - A 2) ,(z)fl ,(z)	 (7) 

folgt. DafUr ist zu zeigen, daB die auf der. rechten Seite stehende Reihe in I1(63) 
konvergiert und daB 

- 42) (r(z) - E [b(z), (I - A') {,(z)}] (z)) =0 

gilt. Die Konvergenz ergibt sich sofort aus der Eigenschaft b), wenn man noch' 
beachtet, daB {[b(z) (I - A') (())]} die Folge der bekanntlich quadratisch (un 
'Betrage) summierbaren Fourierkoeffizienten von b(z) E H(0) bildet. Zum anderen
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" ist die letzte Gleichurcg äquivalent mit 

(I - A') [r(z)] -,	[b(z), (I - A') {,(z)}1 {( I - A 2) [(z)]} =0. 

Wegen der Volltandigkeit von {(I - A 2) [(z)]} in I1(3) ist der Subtrahend auf 
der linken Seite gleich b(z), d. h. (1 - A 2 ) [r(z)] = b(z), was nichts anderes als die 
Ausgangsgleichung (4) ist. Damit 1st (7) vollständig bewiesen. 

Der soeben dargeiegte Sachverhalt läBt sich - wic bereits mi Abschnitt 2 be-
merkt - mit life der Bilinearforin ( , ) ausdrucken Lunachst 1st offensichtlich, 
daB (.,.) wegen Satz 1 sogar ein Skalarprodukt in R(3) ist und H(i) beüg1ich 
diesern ebenfalls einen separierbaren 'Hilbertraum mit einem reproduzierenden Kern 
KA(z, ) drste11t. Nun gilt wegen (4) für alle v 

(r(z), ,(z)) = [(I - A 2) {r(z)}, (I - A') {,(z)}] = [b(z), (I - A 2) {(z)}], 

d. h. die Fourierkoeffizienten von r(z) bezuglieh (.,.) lassen sich durch die gegeberie 
Funktion b(z) ausdrücken, und man erhált sofort (7). Damit ergeben sich die bereits / 
im Absehnitt 2 erwähnten Par,allelen zu [6] und natürlieh auch, zu den Uberlegungen 
in [10: Kap. VU, § 1-3]. 

6. Darstellung von (I - A2) -I mit Hue cmos Kern'es 

Da (I - A 2)-' wegen Satz 1 ein Hearer und beschränkter Operator ist, folgt nach 
[10: Satz 111.101 die Darstellung 

[g(z)] = [g(), K.(, )]	 (8) 
für alle g(z) E H(i), wobei der Kern K.(, ) des Operators (I - A')' in und 
analytisch ist. Entsprechend wie bei der Kernfunkt.ion in B() bezuglich [., .] gilt 
für K,(, ) ebenfalls die Reihenentwicklirng 

co 
K. 	=_Y {( I - A') [,()]} ,(z), 

wobei {,(z)} wieder das System aus Abschnitt5 ist. K.(, 2)kann durch folgende 
Extrenialeigensehaft eharakterisiert werden. 

Satz 2: Essei z E i test vorgegeben Unteralleng(1) E H() mit (I - A')-' [g(t)] 
=l hat

d$ di) 

und nur these Funiction die minimale Norm die durch [., .] erzeugt wird. 

Bewei's: Wegen (8) und der Scliwarzschen Ungleichung folgt 

- • 1 = 1(1 - A')' [g )] . ^ [g(t), g(t)] . [K.(t,), K(t, )]. 

Dabei stht das Gleiçhheitszeichen nur für g(t)	oc. K.(t, ). a ist hièr eine von I

unabhangige komplexe Zahl. Nach kurzer Rechnung folgt dann die Behauptung I
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Zuni AbschluB dieses Abschnittes soil noch die Funktion r(z) mittels b(t) und 
K. (t, ) ausgedriickt werden. Es gilt wegen (4) und (8) 

r(z) = [b(t), K. (t, i ) ] .	 (9) 
Dabeigibt eszwisehen K,(t, z) und K(t, ) den Zusammenhang	- 

K.(t, ) = (I - A 2)-' [K(t, k)],  

wobei der Operator (I	A 2)-' auf K(t, ) als (analytische) Funktion in z angewendet

wirci. 

7. Erläuterung eines Verfabrens zur Berechnung von r(z) - 

Es seien z1 jeweils Punkt.e aus Z j . Das System aller negativen ganzzahligen Potenzen 
von z - z sei im weiteren " it {x,(z)}1,2.... bezeichnet. Dieses System ist wegen 
3d) iii H() bezuglich [.,.] 'ollstandig. Die Anofdnung der Funktionen y,(z) er- 
foig t so, daB zuerst alle Potenzen von z - z, mit dem Exponenten - 1, dann —2 
iisw. verwendet werden. Ein Verfahren zur Berechnung von r(z) könnte vie folgt 
gegliedert werden. 

a) Man bestimnit zunächst {(I - A 2) [y(z)] 1 0 ... N und b(z) = A(zk) +A 2(Zk).  
In vielen praktischen Fallen werden these Funktionen nur durch gewisse diskrete 
Funktionswerte gegeben sein. 

b) Diese Werte genugen aber zur (naherungsweisen) Orthonorinierung nach 
E. SCHUDT, die sich im folgenden anschlieSt. Allerdings wird aber noch die Dar-
stellung

= ,' y, . y(z) Iür •v = 1, 2, ..., N - 

realisiert, wobei {(I - A 2 ) [tp,(z)]};=joN eine endliche Teilfolge des voIlstandigen 
Orthoriormalsystems aus Abschnitt 5 darstellt. Es sei hier noch bemerkt, daB bei 
einer naherungsweisen Orthonormierung die Genauigkeit von r(z) aus (7) gering 
sein kann. 

c) Dann werden die Skalarprodukte [b(), (I - A 2 ) {y(z)}] berechnet und in eineth 
Vektor 1) zusarnmengefaBt. Abschlie8end erfolgt die Berechnung des Matrizen-
l)rOduktes ((?,,))T ((,.)) b. Als Ergebnis erhält'man die geniherten Koeffizienten 
bei x,(z) (v = 1, 2, ..., N) und insgesamt bei geeigneter Zusammenfassung eine Ent-
wicklung nach Orthonormalpolvnoi-nen bezuglich (., .). Zur Approximation von r(z) 
durch soiche Entwicklungen ist zu sagen, daB these Approximation in der von (., •) 
erzeugten Norm erfolgt und damit die Approximation in der von [-,.] erzeugten 
Norm mit sich bringt. Nach [10: Satz 111.4] erhält man leicht, daB die Approxima-
tion sogar in der bekannten Supremumsnorm fiber abgeschlosene Teilmengen von 
erfolgt. fiierzu mogliche Fehlerabschatzungen werden im folgenden Abschnitt ge-
geben. 

8. Zwei Fehlerabschätzungen 

Es wird hier davon ausgegangen, daB {(1 - A 2 ) [v,(z)1},1.2 v ein exaktes Ortho-
normalsystem ist; rR(z) sei das Ergebnis des Verfahrens aus Abschnitt 7. Wegen 
einer bekannten Formel aus der Theorie der Fourierreihen folgt mit jh(z)I 2 = [h(z), 
h(z)]

N , 
RI - A 2 ) [TN(Z) - r(z)111 2 = Ib(z)p1 2 --E j[b(z), (I - A2) 

33 Analysis d. 3, Heft  (1984)
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(siehe z. B. [10: Satz IT.5 unci Satz 11.7]). Mittels (6) erhalt man dani die erste 
Fehlerabschatzung 

ii7N(Z)	r(z)11 2	12 1(_qMax f + i 1 1 + 12 
(\1 - qMax	,j 

-	[b(z), (I - A 2 ) {(z)}]1 2}.	 (10) 

'In manehen Fallen ist es auch sinnvoll, Ir(z) - r(z)j flit z E 03 u durch eine GröBe 
der Form M*e* lv mit M* > 0 und 0 < < 1 abzuschätzen. Solehe Ungleiehungen 
bei Approximation von analytisehen Funktionen werden unter gewissen Voraus- 
setzungen in [15] (siehe z. B. Theorem 5 auf S. 75) angegeben. Diese Voraussetzungen 
erfordern, dal3 die lZ i sogar durchweganalytische Kurven sind. Dann ist nämlich, 
wie noch gezeigt wird, r(z) auf (E analytisch. Tm folgenden ist ein.Hilfssatz ubr die 
analytische Fortsetzung notwendig. 

Lemma 1: Sei h(t) in {t: r0	tl	r'} (0 < r < 1) stetig, und sei h(t) in 
t: r0	t < l} bzw. h(t) - qh(t) (q - komplexe Konstante) in {t: 1 < I tl	r'} 

analytisch. Dann gestattet h(t) elne anal ytische Fortsetzung nacli {t: 1 < Jt	r011. 

Der B'eweisgedanke beruht auf aligerneineren t)berlegungen in [5] (siehe dazu 
Fu3note auf S. 273). Die Funktion h*(t)	h(t) - qh(t) + qh(1/) ist'fiir 1 < It	ro

analytiseh und schlieSt sich stetig an k(t) an. 

Urn Lemma 1 auf den vorliegenden Fall anwenden zu . können, bildet man das 
AuBere des Einheitskreises dureh o(t) chlicht und konform auf 58, ab, w9bei 
o,(oo) = z sei (z1 wie in Abschnitt 7). Offenbar gibt es, da die (Y j durchweg analy-
tische Kurven sind, eine ZahI Q mit 0 <e < 1, so daB o(t) für alle j = 1, 2, ...,n 
in {t: I tl -::^ } noch schlicht und analytiseh ist und ihr Bud von {t: I tl	e} jeweils. 
mit 58 1 (1 r4=j, 1 - 1, 2, ..., n) disjunkt ist. Weiterhin sei ci({l: Ij = O_ 1 }) = für 
alle / = 1, 2, ..., n. Auf /[o(t)] kann dann Lemma 1 angewandt werden. Es bringt 
die analyt.ische Fortsetzbarkeit von /[a,(t)] (also auch von r[a,(t)]) nach (t: .l 
:E^: }. Damitist r(z) in alien Punkten auf und auBerhaib aller Kurven OE j e analy-
tiseh. Diese Menge ist em n-faeh zusammenhangender Bereich e,'der 03 irn Inneren 
enthält und von den mathematisch positiv orientierten analytischen Jordankurven 

berandet wird. Für innere Punkte aus J" folgt die Zerlegung von r(z) in seine' 
Kompohenten r( '(z) mit.

 n 

r0(Z) 
= __-f	d	(j = 1, 2,..., n) und	r(1(z) = 

2ni

Die Furiktionen r ) (z) sind jeweils auBerhaib und auf E j e analytiseh bzw. dorthin 
analytisch fortsetzbar. Urn zu erreiehen, daB die im weiteren zu betrachtenden 
Funktionen auf einer kornpakten Menge analytisch sind, setzt man r*() = r0(z1 
+ 11a,) und wendet [15: Theorem 5/S. 75] an. Hierbei stelit log io,(z1 ± l/)i die 
Greensche Funktion des Bildes von 58, bei der Abbildung 1, = 1/(z - z,) mit dew 
Quellpunkt bei oo dar und das Bild von bei dieser Abbildung érweist sich als 
Niveaulinie der Greensehen Funktion zurn Wert 1/ ( < 1). Es existieren also 

/ 
naeh dew zitierten Satz Polynome Pm'(j) vorn Grade m, so daB 

Jp 1 W( 1 )	r1 '( 1 )J :!E^ 231 2m
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für z (= z, + iI,) aul und aul3erhalb von, gilt, wóbei M, > 0 von m unabhangig 
ist. Aus dieser Ungleichung ergibt sich mit ähnlichen Cberlegungen wie in [15: 
§ 4.7 und § 5.3] (vergleiche auch mit dem Ergebnis im konformen Fall in [2: Satz 
5.5/S. 247]) die folgende Aussage. 

Sat z 3: Sind die Kurven , sogar noch sãmtlich analytisch, so gilt /ilr alle z € ® U 

ir(z)	r(z)	M (T/e) '
	

(11) 

Dabei iet M > 0 und 0 < < 1, und Q hat die Eziemscha/ten, dap die Abbildung 
a(t) von {t: III > 1) au/ O j in {t: It	} noch schlicht und analytisch iet und ihrBild 
von (1: j1	e} mit , (1	j, I = 1, 2, ..., n) di.sjunkt ist (j = 1, 2, ..., n). 

Eine Moglichkeit derBestinimung von e ohne die Kenntnis derAbbildungen von 
{t: III > 11 auf 58 i wird irn folgenden gegeben. 

9. Eine mögliche Bestimmung von 

Pa die Uberlegungen füralle Kurven , analog laufen, werden sie nur für	durch-, 
gefuhrt. Für '	sei die Parameterdarstel lung z= z)(e) mit S € [0, 2 7t] gegeben.

Es ist nun moglich, die eineindeutige und analytische Funktion z' 1(e) so ana-
lytisch fortzusetzen, daB die entstehende Funktion z(1)(r) für B	 1/B

(0 <B < 1) schlicht und analytisch ist. Damit liegt (E, also im Inneren cmos Ring-. 
bereiches 93, 11, der aus {t: B :E^: Irl ^5 11R} bei z(1)(t) entst.eht. Wie das Schwarzsche 
Spiegelu'ngsprinzip zeigt, ist die (i. a. nicht explizit bekannte) Abbildung des AuBe-. 
ren des Einheitskreises auf 93, nach	\ 58, noch analytisch fortsetzbar. Das 
Urbild von	\ S8 1 bei dieser Abbildung wird mit Z bezèichnet. Offenbar ist 
von {t: III = 1) und einer in {t: II I < 11 gelegenen analytischen geschlossenen Jordan-
kurve"S berandet. taher existiert 6n p mit 0 < Q < 1 derart, daB {t: Ill < 1) 
in Z enthalten ist. Offensichtlich ist dieses o für die Aussage von Satz 3 geeignet. 
Nun hat das Tñnere von -den Modul —'log R/(2r), d. h., der Abstand der Punkte 
von zurn Ursprung ist hochstens 11 1 (11R). Letzteres wird durch eine genauere 
Betrachtung der Uberlegungen klar, die in [1: Chap. IIT.B] und.in [8: Kap. 1.91 
zum Normalgebiet von GRöTZSCH führen. Dabei bezeichnet 0-' die Umkehrung 
der dort gegebenen Funktion 0. Es ergibt sich also der 

Satz 4: Die in Satz 3 au/tretende Groe o kann durch analytieche und schlichte 
Fortsetzung der Parameterdarstellungen z(7*)(ei8) der Kurven (Yj au/ den Kreisring 
jr: B r:-, I rl ;^S 11B) (0 <1? < 1) unter Beachtung der dortzzen Diejunktheits/orderung 
durch 1/0 '(1/B) (< 1) nach oben abgeschatzt werden, d. 4., these Schranke lie/ert auch 
einen brauchbaren Wert /ür o. 

Bemerkung: Mit Hilfe der Gleichungen 6.197 in [13: S. 290] erhält man für 
1/0(1/R) den Ausdruck	 . 

/oo	 00 

411 ( E B2' 2 ) . (1 + 2 E B" 
-	 I	\	'=1 

33*
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10. Eweiterung des Verfahrens auf eine gewisse Masse 

	

von Different.ialgleiehungen	 -	 - 

Gegeben sei folgende Problemstellung. Es sei q(z) eine im AbsehiuB von 3 analy-
tische Funkt.ion mit q(z)J < 1 daselbst. Gesucht ist die stetige Losung der Gleichung 

w(z)= q(z)w(z) für z € 

mit der sich s.tetig anschlil3nden Funktion w(z), fur die w(z) - 2k in 0 analytisch 
und bei z = cc Null ist. Es zeigt sich, daB die Oberleguiiigen der Abschnitte 2 und 4 
fast wörtlich wiederholt werden können. Schwierigkeit gibt es nur beim ersten Em- 
deutigkeitsbeweis für die Losung der hoinogenen Operatorgleiehung, da aus der 
Analytizitát von h(z) - q(z) h(z) im ailgemeinen nicht die Harmonizitit von 
folgt. Damit bleibt die absolute (quadratische) Integrierbarkeit der Ahleitungeii 
von h(z) uber 'offen

,
, d. h., der (;au l3sche Integralsatz (als Forruel von Borel-Pornpeiu) 

ist nicht ohne weiteres anwendbar. Diese LUcke kann durch die Zusatzvoraus-
sctzung, daB alle , durchweg analytisehe Kurven sind, geschJossen werden. In 
volliger Analogie zu einer Fu8note in [5: S. 2731 laBt sich bei diesem Eindeutigkeits-
beweis zeigen, daB darn sogar h(z) und h(z) - q(z) h(z) auf analytisch sind und 
damit die Arwendung des GauBsehen Integralsatzes legitiniiert ist. Wird mi folgen-
den

A*[X(z)] = ___ f q()i) 

gese(zt. , so gilt also der 

Satz 5: Der Operator I - A" 2 it ein linearer Homoornorphürnu.s von H()) au/ 
sich. 

- Hieraus ergibt sich die Moglichkeit, eine analoge Verfahrensweise vie in den Ab-
schnitt.en 5 und 7 zur Berechnung von w(z) zu berutzen. Ebenso kann (I - 
vie in Abschnitt 6 durch einen Kern dargesteilt werden. Es lassen sich sogar beide 
Fehlerabsehatzungen ubertragen, jedOch muB bei der zweiten die mi aligemeinen 
beschrznkte analytische Fortsetzbarkeit von q(z) berucksichtigt werden. Lctzteres 
gilt audi für die t)bertragung von Abschnitt 9 auf diesen allgemeineren Fall. 

Behandlung einiger SpezialfAlle. 
durch Losung eines unendlichen Gleichungssystems 

a) Es gilt der	 - 

	

Satz 6 Sd q(z) eine in {z: IzI	1} anal yti.schc .Punktion. Die Funklion w(z) habe 
in {z: jz	1} die Entwicklung z" ± regulãre Funklion in z und geslatte eine stetige 
•Fortsetzung nach {z: Izi <.1}, wobei dort die Gleichung w(z) = q(z) w(z) er/üllt sei. 
Dann gilt	 -S 

k 
w(z)=zk±E	z'+eonst /ilr zI 1. (k	v)! 

B e w e i s: . Ausgehend voin Analogon,zu (3), d. h. der Gleichung 

-	w(z) - = 	f q(C)w() d + const für Iz >, 
2i	—z	 - 

	

IcI=i	 S	
S
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und demdort gültigen Ansatz 
1	 00 

W (Z) ='2k + const + E6,z 

erhält man vegen 11C = far Ic- I = 1 
 f 00 {q [ +co'nst +c'( - 

1	rq(c) 
= j	 Z) 

d? für j zI> 1.	 (13) 
II=1	 *	- 

Dies bringt nach einer kurzen Zwisehenreehnung durch Koeffizient.envergleieh 

=	. f	d 'für v = 1, 2, ..., k	 - 

0 für v =.k + 1, k + 2..... 

Damit ist die Behauptung offensiehtlich I 
Essoll noch benierkt werden, daB die sonst gegebene -Voraussetzung q(z) < 1 

.für Jzj !E^ 1 in diesem Fall uberfliissig ist. Speziell für q(z) = q = const erhält man 
das bekanite Ergebnis w(z) = zk ± qz + const für Izi	1. 

b) Nun wird im folgenden ein Spezialfall von (1) betrachtet. Es sei n = 1, und 
= sei eine Ellipse unit den Halbachsen c und d. Der Mittelpunkt der Ellipse 

liege ohne Beschrankung der Aligemeinheit im U.rsprung und die grol3e H,albachse 
parallel zur reellen Achse. .])ie gesuchte Losung Verde mit F(z) bezeichnet. Urn die 
Operatorgleichung (3) anwenden zu können, ist eine in G konvergente Reihenent-
wiekiung vonnöten.. Eine: Potenzreihenentwicklung scheint bier (auBer irn Fall 
c = d) nicht sinnvoll zu sein. Jedoch erhält 'man sogar ein vollständiges Ortho-
noriiialsystem bezüglich [., .] in R(J), wenn man die Potenzen einer schliehten 
konformenAbbildung von SJ auf das Innere des Einheitskreises, die co in 0 uber-
führt, heranzieht. Zur Begrundung dafür sei auf [10: Satz IV.3] verwiesen. Eine 
soiche Abbildungwird beispielsweise durch	 - 

•	W(z)= ( - 1/22 .- c2 ± d2)/(c - d) 

bei geeigneter Wahl-des Wurzelzwèigs (W(z)	0 für z -± oo) geliefert. Offenbar ist 

der Ansatz

Ic—d	 eL,d\k	00 

=	 TV ±	) + ' c4W(z)]' 
2	 W(z)1	o 

gerechtfertigt. Ilit ibm folgt aus (3)  

•	 cc[ w(zfl' 
= - 3J {(c 

d W() ,+ W() +	[ W()1} 

• für z E 1. Dieses integral wird niittels schlichter konformer Abbildung vom Inneren 
des Einheitskreises auf 03 in ciii Rand integral. längs der Einheitskreislinie verwandelt.
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Für k = 1 erhält man nach ciniger Rechnung durch Koeffizientenvergleich 
c + d	.c—d/_	c—cu	 /c—d\'— 

2	 2 ) und x,=	 (v 2), 

d. h.  

f(c+d)q±c—d c—d\ c+d  
(c—d)q+c+dc+d,? 2	und x, =O	(V 2). 

Für k = 1 folgt somit	 - 

F(z) 
= (z +z2 - c2 + d2) +	± q c	

± (z -	c + d) 

(14) 

für z E 0. Dieses Ergebnis wurde z. B. in [4: (7)] auf anderem Wege erhalten. Das 
Gleichungssystem für die a, ist bei ic 2 ebenfails lösbar, jedoch erfordert das 
einen höheren Reehenaufwand. Pas Resultat ist in [7: (38)] zu finden. 

12. Bemerkungen 

Die hier angesteilten tYberlegungen lassen sich auch auf die Fälle übertragen, in 
denen anstatt (1) die Differentialgieichung	 - 

{log [/(z)}} = q(z) {log [/(z)]} 
für z E i3 zu behandein ist. Dabei sei q(z) im Abschlul3 von 58 analytisch and kieiner 
als 1 im Betrag daseibst. Das sich stetig anschlieBende f(z) sei in 0 \ {oo} analy- 
tiseh und babe bei z = oo die Entwieklung z" + reguläre Funklion, von z. Der Fall 
q(z) = q, für z E j8 j ist hier eingeschJossen. Die obige Differentialgleichung spielt 
eine wichtige Rolle bei dem Extremaiproblem in It*(C)I = Max für fest gewahites 
C € und /*(z) aus einer Kiasse quasikonfofmer Abbi1dunen. In dem hier ab-
gehandeiten und in dem soeben angefuhrten Fall kann jeweils die Singularitat der 
Losung auch bei z0 € 0 \ {oo} vorliegen, ohne daB sich an den bisherigen Uber-
legungen etwas Wesentliches ändern würde. 

• 13. SehiuBbomerkungen in Hinblick auf cine mgliche Erweiterung 

Nat.urgmaB crhebt sich nach diesen Ausführungen die Frage nach einer Erweite-
rung der Methoden für den aligemeinen ortsabhãngigen Fall (hierzu siehe (*) mi 
Abschnitt 1), d. h. für meBbares v() mit v(z)I = const < 1 fast uberali in 58 
und v(z) -_ 0 fast überall in OJ. Wie z. B. in [9: Kap. 5, § 11 könnte man v('z) so durch 
Treppenfunktionen approximieren, daB dann jeweils die bisherigen Oberiegungen 

• anwendbar sind. Jedoch treten beim Grenzübergang erhebliche Probleme auf, dá 
die Randintegrale letztlich nicht gegen cin Randintegral Iängs konvergieren und 
die jeweils benotigten volistandigen Systeme von Funktionen aus B() sich beirn 
Grenzubergang wesentlich ändern. 

Eine andere Moglichkeit, 'den cirtsabhangigen Fall ailgemein zu behandein, ware, 
anstatt der . Randintegrale bei geeignebr Fortsetzung der Funktionen ins Innere 
der, Integrationskurven Flachenintegrale zu betrachten. Das in Abschnitt 1 ge-

/	 ,
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gebene Konzept, mittels bekannter analytischer oder ähnlicher Funktionen gewisse 
Orthonormalsystcme zu konstruieren, deren Koeffizienten bei Entwicklung der ge-
suchten Funktionen ohne die explizite Kenntnis ietzterer berechenbar sind, kann 
dann angewendet werden, wenn einige Eigenschaften der gesuchten Funktionen 
in 58 bekannt sind. So könnte man these Eigenschaften der gesuchten Funktionen 
schon beLderFortsetzung der in 0 analytischen Funktionen nach 58 berucksichtigen, 
dann im folgenden nur these fortgesetzten Funktionen in. 8 betrachten und schliet3- 
lich daraus gewisse Orthonormalsysteme konstruieren, durch die die gesuchten 
Funktionen (allerdings in 8) dargestelit werden können. Eine soiche Eigenschaft 
ware z. B. die Harrnonizität der Abbildungsfunktion in 58. Diese Verfahrensweise 
soil nun an einem Beispiel erläutert werden. 

Gesucht wird die für alle z E C stetige und in 0 \ {oo} analytische Funktion E(z), 
die bei z = oo die Entwicklung 

I a2 
z	z 

hat und in T der Gleichung' 

E(z) = q(z) E(z) 

genugt. Dabei sei g(z) eine im AbschluB von iB,antianalytische Funktion, dh., q(z)', 
ist dort anaiytisch, mit Jq(z) < 1 daselbst. Man verifiziert leicht, daBaus der Diffe-
rentialgleichung dureh abermalige Differentiation E2 (z) = 0 foigt, d. h., E(z) ist in 
3 harmonisch. Setzt man noch 

S(z) = E(z) - 
so gilt bekannermaBen (siehe z. B. [1: Chap. V.B] bzw. [11: Teil II, Kap. V, § 3]) 

S(z)= _!ff )	ddi - ff	dd'	 (15) 

fiiraile z E C Der auf S(z) angewandte Operator soil im folgenden mit Tq[S:(z)] 
bezeichnet werden. Urn wieder eine lineare Operatorgleichung zu erhalten, wird Tq 
von bèiden Seiten der Gleichung (15) geliiidet, und wie in Abschnitt 2 ergibt sich 
darin

S(z) = Tq2 [S:(z)] + B(z) mit B(z) = Tq(kz') + Tq2(kz 1 ).	(16), 

Nach dem Vorherigen ist nun folgender Algorithmus naheliegend. Ausgehend von. 
dern System {y,(z)}12... aus Abschnitt 7 setzt nian die x,(z) jeweils harrnonisch 
nach 8 fort und.berechnet dort (I T4 2 ) [y,(z)]. Diese Funktionen werden bezug-
lich des Skalarproduktes 

(h1 (z), h2(z)) = f  h 1 (z) h2 (z) dx dy 

orthonormiert, und man erhäit das. .Orthonormaisystem ((I - T 2 ) ['k,:(z)]}. Dabei 
wird zr Vereinfachung der Symboiik vereinbart, daB (I - T 2) [,(z)] = 0 bei 
entsprechender linearer Abhängigkeit zugeiassen wird iind these Nullelemente im 
,,Orthonorrnaisystern" verbiéiben. Dann folgt, wie irn weiteren gezeigt wird, die 
Darstellung 

S:(z) =	
(B(z), (I - T 2) [(z)]). 0, .(z)	 ,	"',	(17)
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Es ist,nur zu beweisen, dat) die Reihe in (17) konvergiert und die Gleichung 

B(z) = E (B(z), (J - 11q2) [(z)]) .{(I	T 2) [(z)]}	 (18) 

gilt. Das letzte wird durch eine Approximation von 8(z) durch endliche Linear-
kombinationen der y,(z) bezüglich [.,] in H(J) k-iar, die ' zu einer Approximation 
von 8(z) durch entsprechende Linearkonabinationen de'r Z,z(Z) in Z , bezijglich (.,.) 
führt (siehe 4:a)). We en der Stetigkeit von I -, 1J'2 bezuglich (., .) und (16) foigt 
nach [10 Stz.II.61 die Darsteliung (18). Die Konvergenz. der Reihe in (17) ergibt 
sich aus (18) und der Stetigkeit von (I - Tq21 bezuglich (., .). Aus (17) bestimmt 
man 8(z) und E(z) niittels einfacher Rechnungen.	 --

Das vorhei erläuterte Verfahren soil anhand eines einfachenSpezialfalis betrachtet 
werden. Sei 0 = {z: IzI > l} und y(z) = z' (v = 1, 2, ...) gewahlt. Die harmonische 
Fortsetzung nach 58 ist dann jeweils ', woraus sich sofort (I - Tq2) [y(z)] = 0 
crgibt, d. h., es liegt ein besonders einfacher Fall vor. Damit gilt 8(z) = 0 fur alle 
z mit IzI	1. Daraus folgt mit Q'(z) = (z) 

E: (z)	kQ'(z) zc_1 

bzw. mit, P'(z)	kQ'(z) z' 

E(z)==zk +P(z) für I zI < 1. 
(Pz) und Q(z) sind in {z: Jz < l} analytisch mit P(0) = 0.) Für IzI > 1 ergibt sich 
ferner E(z) = zk + P(l/).  

Zum Schiut) soil noch bcmerkt werden, dat) die notwendigen Rechnungen zur 
Bestimmung von E(z) für aligemeinere Gebictewesentlich komplizierter sind als 
die Berechnung von /(z) in Abschnitt 7 und es somit wünschenswert ware, dat) em 
anderer, einfacherer Algorithnius für die Bestimmung von E(z) gefunden wird. 

Der Verfasser dankt Herrn Doz. Dr. R. KHNAU für viele wertvollê Hinweise 
und Anregüngen, die these Arbeit in der vorliegenden Form ermoglichthaben. 
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