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Die Arbeit befaBt sich mit der Konstruktion von Losungen der Gleichung fz(2) = ~v(z) L.G)
mit »(z) = 0 in einem endlich vielfach zusammenhingenden Gebiet @ und »(z) = ¢; = const
-in den 'Komplementﬁrkontinuen -QT, von @ (0 <g; <1, j=12,.., n). Bei der Konstruk-
tion' der Losungen wird von bekannten und léicht explizit berechenbaren analytischen Funk-
tionen in ¢ ausgegangen, und ‘nur unter Verwendung von Orthonormierungsverfahren werden
Reihen fiir die Losungen erhalten. Diese Reihen konvergieren in der bekannten, durch das -
Integral iiber & vom Quadrat des Betrages der Ableitung erzeugten Norm. Besteht.der Rand
von ® simtlich aus analytischen Jordankurven, so gibt es fiir das Supremum der Abweichung
der m-ten Partialsumme dieser Reihen von den gesuchten Losungen iber & sogar eine obere
Schranke der Form M*p*™ mit M* > 0 uhd 0 < p* < 1. Fir die Berechnung von g* werden
einfache Verfahrensweisen angegeben. Die Ergebnisse werden far den Fall verallgemeinert,
daB anstatt der Konstanten g; in @7 analytische Funktionen g,(z) stehen. AbschlieBend wird
ein Ausblick fir eine mégliche Erweiterung dieses Verfahrens fiir den Fall allgemeinerer
Funktionen »(z) gegeben. ' . '

PafoTa nocBALIEHA KOHCTPYKUIM peleHnii ypasuenns f3(z) = »(z) F.) ¢ v(z) = 0 B KoHey- |
HOCBA3HOIT 06JacTit @ u »(z) =.¢; = const B KOMIOHEHTAX XOMOJIHEHHHA B, obnacru @ (0 < g;
<1,j=.1,2,..,n). Nlpu KOHCTPYKUMH peLIeHHN HMCXOAAT M3 3HAKOMWX M JIETKO ABHO
BBHIMHCIHMMBIX aHagliTHueckuX QyHkuuit B @, H TONBKO HMCMNOJb30BAHMEM TIPOLECCOB OPTO-
FOHAJIM3ALHH IIOAYYAIOTCA PAAH LA pemienuii. ITH PAIK CXONATCA B 3HAKOMOIt HOpME, Npo-
_H3DBefeHHOll MHTErpajoM Ksajpara npouasomsoit no ®. Ecnn rpanuua 06GacTH MeIMKOM
COCTONT 13 aHaIHTHUeCKHX HHOPHAHOBRIX KPHBBIX, HMEETCHA Aarke BepXHAR rpasna B Gopme
M*p*m (M* > 0,0 < o* < 1) fas TOMHOI BepxHEH TPanUUEl OTHJIOHEHNA m-0if 4aCTHOI
CYMMBI 3THX PATOB OT JCKOMBIX pewennii. (A BHUHCIEHUA BEIMYUHH o* NPUBOLATCA
CpPABHUTETLHO TPOCTHE MeTOb. PesyabTaTsl 0606i1a10TCA 3aMeHOlt MOCTOAHHBIX ¢; aHa-
auTHYECKIMI QYHKIMAMA gi(z). B Konue 0GCy#nacTcsi BO3MOMKHOE pacuwipesie 3TOro .
cnocoGa Ha cayuaii Gojiee o6muX GyHKUMMA v(z).

The paper ‘deals with the construction of solutions for the equation f;(z) = »(2) f:(z) with
»(z) = 0 in‘a finitely connected region & and v(z) = ¢; = const in the complementary continua
Bof B (0<g<1,ji=12...,n). The construction starts with well-known and in a simple
way explicitly computable analytic functions in &, and series for the solutions are received
only by the use of orthogonalization processes. These series converge in the well-known norm
produced by the integral over & of the square of derivative’s absolute value. If the boundary
of ® consists of analytic Jordan curves only, then there is even an upper bound of the form
M*o*m with M* > 0 and 0 < @* < 1 for the supremum of deviation of the m-th partial
_sum of these series from the sought solutions over &. Simple methods are given for the com-
putation of p*. The results are generalized for the case, that in %B; analytic functions take the
- place of the constants g;. At the conclusion a possible extension of the procedure to more
generalized functions #(z) is discussed. - ‘
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1. Einleitung

* Die komplexe Differentié,]g]eichung

f:(2) = () T3) ‘ B (*)

spielt- in vielen Situationen der mathematischen Physik und in der Theorie der
Extremalprobleme bei quasikonformen Abbildungen mit ortsabhéngiger Dilatations-
beschrinkung eine wichtige Rolle. Es sei beispielsweise auf die hierzu in [6] Zitierten
Arbeiten. verwicsen. In [6] sind einige der bekannten Moglichkeiten zur Losung
von (*) bzw. zur Darstellung dieser Losungen genannt und mit entsprechenden
Litcraturzitaten belegt worden. Die prinzipiclle Vorgehensweise in [6], aus bekannten
analytischen Funktionen mit Hilfe von Orthonormierungsverfahren solche Ortho-
normalsysteme herzustellen, deren Koeffizienten bei Entwicklung der gesuchten
Losungen sich ohne explizite Losung der gegebenen Gleichung berechnen lassen,
wird hier in allgemeineren Fillen als dort erliutert. : v

Es sei & ein oo im Inneren enthaltendes Gebiet, das von endlich vielen, mathe-
matisch positiv orientierten, aus abgeschlossenen analytischen Bdgen ‘bestehenden
geschlossenen Jordankurven €, G,, ..., €, berandet wird. AuBerdem mogen diese
Kurven keine Spitzen aufweisen, d. h., in den Ecken liegen keine Nullwinkel vor.
Weiterhin sei B; jeweils das Innere von €}, und es wird im folgenden noch B = u B,
und € =u €, gesetzt. Gesucht wird eine in G \ {oo} analytische Funktion f(z)
mit der Entwicklung ' E :

e

IR .

in einer Umgebung von oo, die nach B stetig fortsetzbar ist und dort der Differential-
‘gleichung ‘

52 =gf@) (eB) ‘ ReY

geniigt. Dabei sind die ¢; gegebene reelle Konstanten mit 0 < g <1(j=1,2,..,m),
und % = 1 bezeichnet eine vorgegebene natiirliche Zahl, Wie aus [11: Teil II, Kap. V,
§ 3] folgt, ist f(z) durch die gegebenen Bedingungen eindeutig bestimmt und exi-
stiert immer unter solchen Voraussetzungen. Fiir & = 1 ist f(2) ein Homdéomorphis-
mus der Vollebene auf sich mit Konformitit in & und Quasikonformitit in'B, wobei
infinitesimale Kreise in ®B; in solche Ellipsen mit dem Achsenverhiltnis (1 + ¢;)/
(1 — g;) und zur reellen Achse parallelen groBen Halbachse iibergehen. Diese Funk- .
tion ist Lésung des Extremalproblems Re a, = Max in der Klasse aller stetigen und
schlichten Abbildungen der Vollebene auf sich, die in & konform sind mit der Ent-
wicklung z + a;2! 4 a,272 + --- bei z = oo und in B; noch [(1 4 ¢;)/(1 — a;)]-
quasikonform sind. Letzteres wurde in [3] bewiesen. Die Funktion f(2) aus (1) und
mit den dort zuvor angefiihrten Eigenschaften wird bei vorgegebenem gmit 0 << ¢ << 1
fir g; = ¢ (j = 1,2, ..., n) und ciner analogen Singularitdt bei zy € & \ {oo} in [6]
in der oben beschriebenen Weise bestimmt. .

—
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2. Zusammenstellung von grundlegenden Eigenschaften der Losung von (1),
die den zuvor angegebenen Bedingungen genugt ;

Zunichst soll eine Glelchung fir f(2) hergeleltet werden., Aus (1) ergibt sich un- '
mittelbar, daB f(z) — q,/(z) in B; analytisch ist, und damit gllt

&) %/(C) ' ' :
f {—=z =0 - C @
firj=1,2,...,2 und z € ®. Wegen
N N R ) | a
2?!7:] C_— 2 d{ — /(z) —z . e . y
. . o G ' . A ’ : B
fir z ¢ & folgt aus (2) durch Summation dieser Gleichungen

O

m C—-z

fo = —3 a

¢

‘mit z € @. Setzt man 7(z) = /(z — 2%, so ergibt sich endgiiltig \

r(z) = A[r(z)] +A( 24). ' ' (3):

Da.be1 ist ' ' ) -
A[X(z)] = ——Z 2 f —dz: ' o , (%)

,= .

gesetzt worden. Offcnbar ist A ein antnlmearer Opera.tor

Um eine Orthonormalreihenentwicklung durchfiihren zu kénnen, w1rd zunichst
“folgender Hilbertraum eingefiihrt. Mit H (@5) wird dle Menge aller in & analytlschen '
Funktlonen h(z) mit k(oco) = 0 und .

: ~
Ai f@f |#'(2)|% dz dy </of> . | - 5

~

‘ bezeichnet. Diese Mengé bildet beziiglich des Skalarproduktes
[24(2), Ry(2)] = ff hy'(2) - hy'(z) dz dy

KN

einen Hllbertraum mit einem vollsta.ndlgen Orthonormalsystem {p(2)rr0....,, Wie -
man z. B. [10: Satz IV.2] entnimmt. Weitere Eigenschaften von H(®) werden im
Abschmtt 3 aufgefiihrt. ‘Man verifiziert leicht, daBl die oben erklarbe Funktion r(z2)

Jin H(®) llegt. Somit existieren komplexe Zahlen £, mit 7(z) = Z'ﬁ,tp,(z) firz € &.
: ‘ »=1

Setzt man diese Darstellung formal in (3) ein und nimmt an, daB 4 und die un-
endliche Summation vertauschbar sind, was bisher nicht bewiesen wurde, so erhilt
man fiir dic B, ein unendliches Glelchungssystem (linear in B, und B,), welches im
allgemeinen nur recht miihevoll zu l6sen ist. Auf Fille, bei denen das Glenchungs-
‘system mit ertraglichem Aufwand ldsbar ist, wird im Abschnitt 11 eingegangen.
Es ergibt sich gegeniiber (3) bei der Bestlmmung der B, eine gewisse Vereinfachung,
wenn auf beide Selten von (3) nochmals A angewendet wird und die entstehende

¢
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Gleichung zu (3) addiert ;vird. Man erhilt dann
r(2) = AL + ALAG)] + A5, _

Schreibt man fir 4 0 4 nun 42, so folgt wegen der Linearitit von A2 folgende
lineare Gleichung zweiter Art fir »(z):

7(2) = A%(2) +b(2) mit b(z) = A%(2¥) +A( b, ) S @)

A]lerdmgs muB fiir die exakte Herleitung von (4) noch gezelgt werden, daf A{A[r(z)]
und A[A(z*)] sinnvoll erklirt werden kénnen.

Im weiteren soll zur Lésung von (4) folgendes Vcrfa,hren untersucht werden. Man
verwendet anstatt des Orthonormalsystems {@,(2)} ein Funktlonensystem {w.(2)},
fiir das {(I — A42) [,(2)]} ein vollstandxgcs Orthonormalsystem in H(®) bildet. Dabei-
bedeutet I der identische Operator. Das zuvor erkldrte System {y,(2)} kanin noch
anders motiviert werden. Anstatt des Skalarproduktes {-, -] wird eine Bilinearform
«durch {(I — A2) {h,(2)}, (I — A?) {hy(2)}] eingefithrt und bewiesen, daB diese Bi-
linearform ein Skalarprodukt in H(®) bildet und prmuplell die gleichen Eigenschaften
wie [+, -]. (Separierbarkeit von H(®) und Existenz einer Kernfunktlon) aufweist.
Dic Koeffizienten der y,(2) in der Darstellung von 7(z) crgeben sich, wie spater
gezeigt wird, auf bemerkenswert einfache .Art und Weise. Dieses Vorgehen ist den
Ubericgungbn in'[6] sehr dhulich. Dort wird ebenfalls cin neues Skalarprodukt ein-
gefiihrt, so daB die Koeffizienten bei einer Orthonormalentwicklung der gesuchten
Funktion beziiglich des neuen Skalarproduktes ohne vorherige Kenntnis der ge-
suchten ¥Funktion berechnet werden kénnen.

Fiir dié theoretische Fundierung des soeben erlauterten Verfahrens werden zwei
Aussagen tiber den Operator A formuliert und im Abschnitt 4 bewiesen.

Au ssage 1: Der Operator A ist fiir alle h(z) € H (&) mat stetigen Randuerlen au/ ¢
beziiglich [:, -] steteg. .

Aussage 2: Die Gleichungen (I — A) [A(2)] = g(z) und (I 4+ A) [k(z)] = g(z) sind
fiir alle g(z) € H(®) mat stetigen Randwerten auf € losbar und liefern jeweils genau
eine Funktion h(z) € I]((S) mit stetigen Randwerten auf €, die von g(z) beziiglich [-, -]
_ stetig abhingt.

Bevor diese Aussagen bewiesen werden konnen, miissen einige Hilfsmittel aus
verschiedenen Gebicten der Analysis bcreltgestellt werden. |

- 3. Einige Hilfsmittel

'

"a) GaubBscher Integralsatz

Aus [9: S. 158, (6.17)] entnimmt man unter unwesentlichen Modifikationen der
\'oraussetzungen folgenden Satz.
Sei @ ein beschrinktes Gebiet der komplexen Ebene und D ein Jordangebiet mit”
. rektifizierbarem Rand 2D, wobei der AbschluB von D noch in @ enthalten sei.
Dann gilt fiir jede in G stetige Funktion A(z) mit iiber G absolut integrierbaren
Sobolevableltungen bei mathematisch positiver Orientierung von oD °

ffh;(z) dxdy=—2—z-,fh(z) dz.
D : aD ,
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Bemerkung: Hier wurden die absolute Stetlgkelt auf Geraden durch die zwei-
dimensionale Stetigkeit und die in [9] als verallgemeinert bezelchneten Ableltungen
durch Sobolevableitungen ersetzt.

Eine héufig benétigte Formel ist die nach BoREL und PoMPEIU benannte. Sie
wird in.der folgenden Form gebraucht: Sei *(z) € H(®) und gestatte eine noch im
Abschlufl von B stetige Fortsetzung, die iiber B absolut mtegrlerbare Sobolev- -
ableitungen besitzt, so gilt

* z
B = f/c

" Diese Formcl folgt nach einfachen Rechnungen aus der vorherlgen (sxehe z. B.
[9: Kap. III, Hllfssatz 7.1].

g

(¢ =&+ i) VzeC.

b) Eigenschaften der P- und T-Operatoren

Aus [11: Teil II Kap. V, § 2] entnimmt man folgenden Satz. -
Es sei G ein bescbranktes Gebiet, fiir das

, — K(2)
———y;ffc—_—zd.qu und Th = ——ff()_

definiert werden Dann gxlt fiir alle h(z) € L,,(G’) mit p>1
. éPh oPh y

“ 7z = Th, - = ThEL(C)
und ) . : .
J f TP de dy < (4,)° [ [ 1R(2)IP dz dy
. G
mit /12 = 1

Aus den chrlegungen nach dem Beweis von Lemma 2 in f1: Chap V. A.] erhilt
man fiir A(z) € Ly(G), wobei G wie zuvor erkliart wird,

ff |Th|2dz dy~ff |h(2)|2 dx dy.

v;

~\nmerkung L,(G) bzw. L,(C) ist die Menge aller zur p-ten Potenz iiber G
. bzw. iiber die Vollebene absolut mtegnerba,rer Funktionen.

¢) Abschitzung von Dmchletmtegralen mittels Eigenwerten ‘ -
zum Neumannsehen Kern

"In [14] wird der kleinste nichttriviale Eigenwert 2 zum Neumannschen Kern (hierzu
siehe [2: 8. 3ff.]) auch fiir Systeme nichtglatter Jordankurven eingefiihrt, und es
werden noch notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, da 4 > 1
* gilt. Aus einer solchen Bedingung (Theorem 3) entnimmt man; daB genau dann
A > 1 fir eine aus endlich vielen abgeschlossenen glatten Bogen bestehende ge-
schlossene Jordankurve € bzw. fiir ein System von endlich vielen solcher.Kurven
gilt, wenn € bzw. die Jordankurven des Systems keine Spitzen aufweisen.. Diese
Bedingung an die Kurven €; aus Abschmtt 1 wurde -bereits als Voraussetzun

’
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formuliert. Tst pun u(z) eine in C u {oo} stetige und in % u @ harmonische Funktion,
deren Konjugierte in & emdeutlg ist, so gllt

2L u?dzd
/1—1 “ u")x,y 241

2—*—1 ff +uy2)dxdy—2';1 .  ~

~ (vorausgesetzt, der Nenner ist weder Null noch Unendlich).

d) Auszuge aus der Theorw der Hllbertschen Raume mit Kernfunktion

~ In [10] wird die’ Theorie der Hllbertschen Réiume mit Kernfunktlon a.usfuhrllch
" dargestellt, Das folgende wird hieraus bendstigt.
- . H(@®) ist ein Hilbertraum mit reproduzierendem Kern, d. h., es glbb eine Funktion
K(z,) e H(®) fir alle ¢ € ® {(als Funktion von 2) und A(£) = [k(2), K(z, £)] fir alle
h(z) € H(®) und alle { € & (Satz 1V.2). Ein vollstindiges Funktlonensystem in H (@5)
\stellt die Menge aller (z — 2))™' (j = 1,2,...,n;1=1,2,..:) dar, wobei z; € B; gilt
(Kapitel IV, § 5) Die Menge aller in @5 U (S analytlschen Funktlonen die in oo ver-
schwinden, ist in H(®) enthalten, und der AbschluB dieser Menge beziiglich [-, 1
ist H(®). Die Menge aller Funktionen aus H(®) mit stcuxgcn Werten in @ U € ist
ebenfalls eine in H(®) beziiglich [-, -] iberall dichte! Menge. Die beiden letzten Eigen-
schaften folgen aus der Existenz einés in & u € analytischen vollstindigen Ortho-
_normalsystems in H(®), wie man aus Satz IV.6 unter leicht modifizierten Voraus-
setzungen erhalt. . :

°) Randwerte dos Cauchysehen Integrhls

In [12: 1, § 15] werden die Grenzwerte des Cauchyschen Integrals in den End-
punkten einer glatten Integra.tlonskurve untersucht. Aus den dortigen Uberlegungen

* entnimmt man die Stetigkeit in z bei Annéherung an die Eckpunkte von € der
Funktlon

C—"‘iﬂdc (z¢ ®),

wenn A({) auf € analytlsch ist. In die iibrigen Punkte von € kann die durch das -
Integral erklirte Funktion so fortgesetzt werden, daB sm dort noch analytlsch ist.
Letzteres folgt aus der analytischen Fortsetzbarkelt von A(Z) in eine (kleme) Um-
gebung dieser Punkte:. ,

4. Beweise dgr Aussagen 1 und 2

'Zunichst soll die Herleitung von (4) legitimiert werden. Wegen 3e) ist 4(2*) in alle
Punkte von € stetig fortsetzbar. Aus A[r(z)] = r(z) — 4(z*) und der Stemgkexb von

7(z) auf € folgt damit die Stetlgkem von A[r(z) ], d. h., A{4[r(2)]} und A[A(z )] sind
sinnvoll erklart.

Beweis von Aussage 1: Die Funktion h(z) wifd durch die Lésung des Dirichlet-
problems bei der Laplacegleichung fiir Re k(z) und Im h(z) stetig nach B fortgesetzt.

’

]
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Aus 3c¢) folgt dann die Existenz von

[S Uk + e dzdy. T -
o] .

Mit Hilfe von 3a) schlieft ma;l aus.der Definition von A

.~ . -
A[R(2)] = ~ Z; ijf 2 ciC)z dédn.
. L og=1" .3, -

Aus 3b) entnimmt man

. g
f f ld—zv{A[h(z)l}
(U]
' < Ghtax [ [ [1A:(2)2 4 [h(2)]?) dz dy,

‘ -

dedy < ) g7 f f Ih.(2)]? dz dy
. j=1
B, :

wobel gyax = max q,-"sei.. Mittels 3c) kann der letzte Term durch '
A4+1 '
. )—f—] / f W' (2)|2 dz dy -
. ® . .

nach oben abgeschitzt werden. Somit gilt

d
ff’ 7 A&
@ .

d. h., A[h(z)] ist fiir randstetige h(z) € H(@) beziig’lich [-,:] stetig. Aufgrund der

2 i41 ,
dz d?f = Ghtex mff |R'(2)|? d= dy,
@ .

‘Dichtheit aller dieser A(z) in H(®) beziiglich [-, -] und der soeben bewiesenen Un-

gleichung ist offensichtlich, daB A[k*(2)] sinnvoll erklart werden kann, wenn h*(z)
ein beliebiges Element aus H(®) ist, und daf A[2*(2)] beziiglich [-, -] in' H(@®) stetig
ist 0 ' - : ’ ' :
Beweis von Aussage 2: Man setzt g(z) analog wie h(;z) im vorigen Beweis durch
die Losung des Dirichletproblems stetig fort. Dann wird eine Funktion h,(z) fiir
alle z €°C U {00} durch die folgenden Eigenschaften definiert. In B, gelte :

C o he(2) = thc;(z) + g:(2),

und h.(2) seci nach ® analytisch fortsetzbar mit k,(co) = 0. Wie man den Uber-
legungen in [11: Teil II, Kap. V, § 3] entnimmt, ist h.(z) damit eindeutig fest-
gelegt, und die Existenz einer solchen Funktion ist ebenfalls gesichert. Ferner gilt
die Ungleichung (siehe ebenda bzw. [1: Chapter V.B] und 3b)) ' -

Jf hue(@?dedy < (1 — ¢ua)™® [ [ l9:(2)* de dy. O
3 . b} .

Mittels der Differentialgleichung fiir k,(z) folgt durch Integration leicht

L 1 ko (0) I - hat(2) '
[t fa | [ e
3 -7

\ -;ffg—‘—f);dfdn Ce®). -
B
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Nun liegt eine Anwendung von 3a) nahe. Wegen 3c¢) ist {|g.(2)|2 + lg:(2)[2] iiber B
integrierbar, d. h., wegen (5) und der Differentialgleichung fiir h(z) gilt das auch
fir [|A..(2)]* + [he:(2)]2). Mit Hilfe von 3a) folgt nach der Formel von Borel-Pompeiu

- n

12, ha(0) '

ha(2) = — — S 22

Q 2m,.§191f¢_2d¢+9(") (e ®),
G,

d. h., k.(2) ist eine Lésung von (I — A) [k.(2)] = g(2).

Es soll nun gezeigt werden, daB letztere Gleichung hchstens einein @& u € stetige
Loésung aus H(®) haben kann. Dafiir ist hinreichend, daB (I — A4) [hy(2)] = 0 nur
- die triviale Losung in H(®) (zundchst bei Beschrinkung auf in & u € stetige Funk-
tionen) besitzt. Fiir Ay(z) ergibt sich dann dhnlich wie in Abschnitt 2 (allerdings in -
umgekehrter Folge), daB hy(z) — ¢;k(2) in B; analytisch ist. Damit ist aber hy(z)
nach B stetig fortgesetzt worden und stellt eine in B harmonische Funktion dar.
Letzteres folgt wegen . !

0 = {{ko(2) — gDkl = hora(2) — gifoze@s d. . hoza(2) = 0.

Mittels 3c) erhdlt man aus ho(z) € H(®) die Endlichkeit des Dirichletintegrals
von hy(2) tiber B. Die Formel von Borel-Pompeiu bringt nun fiir alle komplexen z
die Darstellung L

. L [ by
ho2) = “Zf f c&—(cl dé diy.
' B .

. Wegen [Ay(2) — gho(2)]: = 0 in B; folgt damit

T
B

Mit Hilfe von 3b) erhz'i,]t.man hieraus
[J Pale)l? dz dy < ghs [[ ho(e)* da dy, :
£ :

also kg (z) = 0 in B-wegen gy, < 1. Damit gilt Agz(z) = 0 in B, d. h. ky(z) = 0 fiir
alle komplexen z. . v :

Es soll ‘nun gezeigt werden, daB k.(z) in H(®) liegt. Dann folgt ndmlich, daB
(I'— A) [k(2)] = g(2) genau eine Losung unter allen in & u € stetigen Funktionen
aus H(®) hat. Man erhilt nun wegen 3b) aus der Formel von Borel-Pompeiu fiir
die Funktion £, (z) ‘ '

[ k@R dedy < [[ |hei(2)]? dz dy. )
[¢] . , % '

AuBerdem gilt wegen (5) und wegen |h.;(2)[2 < 2¢%4.. |Reo(2)? + 2] g:(2)|>in B
Jf @2 dzdy < [ [ |hes(2)|? do dy ;
® B

s2(72e) [ [ ordeay +2 [ [ oo azay
- g.\(ax S ) a
. 2 ) )
=2 [1. + (13#) ].ff[Igz(Z)l2 + lgz(2)|*] dz dy
X s_s - :

| . : .Q.\lax 2 1 + 1 , . ) .
€]

A
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~ Die letzte Ungleichung bringt neben dem gewiinschten Resultat noch die Stetig-
"keit von (I — A)~!. (Man beachte aber die Zusatzforderung der Stetigkeit der

Losungen A(z) in & u €, die noch besteht!) Wie beim Beweis der Aussage 1 schlieBt
man auf die stetige Fortsetzbarkeit von (I — A4)7! fiir beliebige g(z) € H(®). Um
aber zu zeigen, daB der fortgesetzte Operator die Umkehrung von I — 4 darstellt,
muf die vorher gemachte Einschrinkung an die h(z) fallengelassen werden: Es wird
im folgenden bewiesen, daB (I — 4) [k(2)] = 0 in H(®) nur die Losung k(z) =0
hat. Ist namlich h(z) eine Lésung der homogenen Gleichung, so- existiert eine- Folge
{hn(2)}m=12-. von in & u€ analytischen Funktionen, die gegen h(z) in der
von {., -] erzeugten Norm strebt (siche auch 3d)). Setzt man g,(z) = (I — A4) [~.(2)],
so sind die g,(z) wegen 3¢) in & u € stetig und erfiillen aufgrund der vorher bewiese-
nen Eindeutigkeitsaussage mit den entsprechenden h,(z) die Bezichung (6). Auf-

"grund der Stetigkeit von A strebt aber gn(2) gegen (I — A) [A(z)] = 0 mit m — oo,

d. hi, h,(2) strebt wegen (6) ebenfalls gegen Null. Damit ist &(z) = 0. Der Bewels
fiir die Glelchung (I 4+ A) [k(2)] = g(z) lduft analog 1

"Wegen (I — A)o(I + A)=1— 4* erglbt sich zusammenfassend der folgende
Fakt. \ \

/
" Satz 1: I — A? ist ein linearer Hombomorphismus beziiglich [ -} von H(®) auf

sich. ’
5. SchluBfolgerungen fiir eine Reihenentwicklung

Es sei {3,(2)},=1.2... ein vollstindiges System von Funktionen aus H'(.@) die simt-
lich noch in & u € analytisch sind. Berechnet man {(I — A42) [x,(2)]} und fithrt mit

diesem System eine Orthonormierung durch, so entsteht ein Orthonormalsystem

{(I — A2).[p.(2)]} mit folgenden Eigenschaften:
a) Dieses System ist vollstandlg

b) Fiir {a,} € 12 konvergiert 2 ay. z) bez.ughch [ -1
Die Vollstandigkeit erglbt, sxch sofort aus der Umkehrbarkeit und Stetigkeit von

“I — A*. Da offenbar

Z;a'v I — A% [p.(2)]}
beziiglich [-, -] konvergiert, folgt aus der Stetigkeit von (I — 42)~1 sofort auch die
zweite Eigenschaft. Beides wird zum Bewens der naheliegenden Vermutung be-
nutzt, daB aus (4)

N [

7(2) = Z {b( z), (I — 4% {y.(2)} M v.(2) _ N

. folgt. Dafiir 1st zu zeigen, daB die auf der. rechten Seite- stehende Reihe in H(®)

konvergiert und daf}

(I — 4% (r(z) — 216, U~ 49 pen 9. ) —o

gilt. Die Konvergenz ergibt sich sofort aus der Eigenschaft b), wenn man noch’
-, beachtet, daB {[b(2), (I — 4?) (y.(2))}} die Folge der bekanntlich quadra.msch (im
s Betrage) summierbaren Founerkoeffmenten von b(z) € H(®) bildet. Zum anderen

K
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< ist die letzte Gleichurg dquivalent mit

(I — A% [r(2)] ~v§ [b(2), (I — Aé) WU — 4% [p(@) = 0.

Wegen der Vol]étéindigkeit von {(I — A?) [w,(é)]} in H(®) ist der Subtrahend auf

der linken Seite gleich b(z), d. h. (I — 42) [#(z)] = b(z), was nichts anderes als die

Ausgangsgleichung (4) ist. Damit ist (7) vollstindig bewiesen.

- Der soeben dargelegte Sachverhalt laBt sich — wie bereits im Abschnitt 2 be-
- merkt — mit Hilfe der Bilinearform (., -) ausdriicken. Zunichst ist offensichtlich,
daB (-, ) wegen Satz 1 sogar ein Skalarprodukt .in H(®) ist und H(®) beziiglich
diesem ebenfalls einen separierbaren Hilbertraum mit einem reproduzierenden Kern
K4(z, ¢) darstellt. Nun gilt wegen (4) fiir alley = 1,2, ... ’ '

N

(r(2), pl2) = [ — A%) {r(2)}, (I — 4?) {p(2)}] = [b(z), (I — A?) {.(2)}],

d. h. die F(l)_urierkoe'ffizienten‘ von 7(z) beziiglich (-, -) lassen sich durch die gegebene

. Funktion b(z) ausdriicken, und man erhilt sofort (7). Damit ergeben sich dic bereits- /

im Abschnitt 2 erwdhnten Parallelen zu [6] und natiirlich auch zu den Uberlegungen
in [10: Kap. VII, § 1-3}. : . - ~ c

6. Darstéllung von (I — A2.)—1 mit Hilfe eines Kernes

Da (I — ‘42)4'.1 wegen Satz 1 ein linearer und beschridnkter Operator ist, folgt nach
[10: Satz ITI.10] die Darstellung ‘ .o ) »

U= A [g) = (g0, K. D) | ®

fiir alle g(2) € H(@j), wobei der Kern K,(¢, Z) des Operators (I — 42)~! in ¢ und z
* analytisch ist. Entsprechend wie bei der Kernfunktion in H(®) beziiglich [-, -] gilt
_fiir K,(Z, Z) ebenfalls die Reihenen_twic'kl{mg. .

K., 2) = f (I — 4% [0} @),
D=2 U= A

wobei {y,(2)} wicder das System aus Abschnitt 5 ist. K.({, z) kann durch folgende
Extremaleigerischaft charakterisiert werden. .

Satz 2: Bsset z € @ fest vorgegeben: Unter allen g(t) € H(®) mat (I — A2)! [g('t)],'=z
= 1 hut , N

. ° \ . v > -
E.(, z)/fflalxa(é:z)
v ® o

und nur diese Funktion die minimale Norm, die durch [-, -] erzeugt wird. -

2
dé dn.

" “Beweis: Wegen (8) und der Schwarzschen Ungleichung folgt
o . \ . o
Lo L= — 497 [g))}-: < [9(0), g0] - [KL (8 2), Ku(17)).

Dabei steht das Gleichheitszeichen nur fiir g(¢) —a-K «(t,Z). & it hier eine von ¢
unabhéngige komplexe Zahl. Nach kurzer Rechnung folgt dann die Behauptung i

/
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-

Zum AbschluB dieses Abschnittes soll noch die Fﬁnktion r(z)' mittels b(¢) und
K.(¢, Z) ausgedriickt werden. Es gilt wegen (4) und (8) :

o @) = [, K., 7)) ‘ - (9)
Dabei gibt es.zwischen K,(¢, z) und K(¢, Z) den Zusamn‘,lenhai-ng

\

K.(t,3) = (I — 41 (KG9, e

wobel der Opera.tor (I = A2)' auf K(t, z) als (analytische) Funktlon inz angcwendct
“wird.

7. Erlduterung eines Verfahrens zur Berechnung von 7(z) ~

Es seien z; jeweils Punkte aus B;. Das System aller negativen ganzzahligen Potenzen
von z — z; sei im weiteren mlt, {.(2)}s=1.0.... bezeichnet. Dicses System ist wegen
-3d) in H((S) .beziiglich [-, -] vollstindig. Die Anordnung der Funktionen y,(z) er-
folgt so, daBl zuerst alle Potenzen von z — z; mit dem Exponen’cen —1, dann —2
usw. verwendet werden. Ein Verfahren zur Bercchnung von 7(z2) konnte wie folgt
gegliedert werden.

a) Man bestimmt zundchst {(I — A2) [4(2)]}=10...x und b(z) = A(2*) + A%(2").
'In vielen praktischen Fillen werden diese Funktionen nur durch gewisse diskrete
Funktionswerte gegeben sein.

b) Diese Werte geniigen aber zur (naherungswelsen) Orthonormierung nach
E. SCHMIDT die sich im folgenden anschheﬁt Allerdmgs wird aber noch die Dar-
- stellung

y),(z = Zy,,, . Z,,(z) tir »v=1, 2, o N
. ’ p=1 .
realisiert, wobei {(I — A42) [y.(z ]}, 12...n eine endliche Teilfolge des vollstandigen -
Orthonormalsystems aus Abschnitt 5 darstellt. Es sei hier noch bemerkt, daB bei
einer naherungsweisen Orthonormierung die Genamgkelt von 7(z) aus (7) gering
sein kann.

¢) Dann werden die Skalarprodukte [b(2), (I — A2) { /, (2)} ] berechnet und in einem
Vektor b zusammengefalBt. AbschlieBend erfolgt die Bercchnung des Matrizen-
produktes ((/w)) ((7,.)) b. Als Ergebnis erhilt man die geniherten Koeffizienten
bei z,(2) (v == 1, 2, ..., N) und insgesamt bei geeigneter Zusammenfassung eine Ent-
wicklung nach Orbhonormalpolynomen beziiglich (-, -). Zur Approximation von 7(z)
durch solche Entwicklungen ist zu sagen, daB diese Approximation in der von (-, -)
erzeugten Norm erfolgt und damit die Apprommatlon in der von [., -] erzeugten
Norm mit sich bringt. Nach [10: Satz I11.4] erhilt man leicht, daB die Approxima-
tion sogar in der bekannten Supremumsnorm iiber a,bgeschlossene Teilmengen von &
erfolgt. Hierzu mdgliche Fehlerabschitzungen werden im folgenden Abschnitt ge-
geben.

‘8. ‘Zwei Fohlerabschitzungen

Es wird hier davon ausgegangen, dal {(1 — Az) [w.(2)}s=10.....x €iD exaktes Ortho-
normalsystem ist; 7y(z) séi das Ergebnis des Verfahrens aus _Abschnitt 7. Wegen
einer bekannten Formel aus der Theorie der Fourierreihen folgt mit [|k(2)|2 = [A(2),

h(z)]
- A‘) [7a(z) — 7(2)]IIF = [b(2)|? — Z [[6(z), (I — 4?) {1,0.(2)}]l~2
33 Am;lysis Bd.'3, Heft 6 (1984)

\



514 E.Hoy :

o4

(siehe z. B. [10: Satz I1.5 und Satz I1.7]). Mittels (6) erhdlt man dann die erste -

Fehlerabschiatzung

. J \ 2 . 2
Irter— ree {2 [(13—’}“—) + 1] ]

X {Hb( e =2 I[b (I—Az) W(2)} ]I”} (10) .

‘In manchen Fillen ist es auch sinnvoll, Irh( ) — ( 2)| fiir 2 € @ u € durch eine Grée .

der Form M**¥ mit M* > 0 und 0 < ¢* < 1 abzuschitzen. Solche Ungleichungen
bei Approxnmatxon von analytischen Funktionen ‘werden unter gewissen Voraus-

setzungen in [15] (siehe z. B. Theorem 5 auf S. 75) angegeben. Diese Voraussetzungen

erfordern, dafl die €; sogar durchweg analytische Kurven sind. Dann ist nimlich,
wie noch gezeigt wird, 7(z) auf € analytisch. Tm folgenden ist ein Hilfssatz iiber die
analytische Fortsetzung notwendig.

Lemma;_ 1: Ser hi) m {tirg = | Sro‘l} (0 <7 < 1) .stetig, und sez"h( t) in
{t:rg S [t| < 1} bzw. h(t) — ghll) (g — Icomplexe Konstante) in {t: 1 < |t| < 7471}
analytz'sch. Dann gestattet h(t) eine analytzsche Fortsetzung nack {t: 1 < |f| < g7},

Der Bewelsgedanke beruht auf a,llgememercn Uberlegungen in (5] (siehe dazu

’FuBnote auf S. 273). Die Funktion h*(t) = A(t) — qh(t) + gh(1/i) ist fnr 1< |t| =7
analytisch und schlieBt sich stetig an A(t) an.

Um Lemma 1 auf den vorliegenden Fall anwenden zu konnen, bildet man das
AuBere des Emheltskrelses durch o;(¢) schlicht und konform auf B; ab, wobei
gj(o0) = z; sei (2; wie in Abschnitt 7). Offenbar gibt es, da die € durchweg analy-
- tische Kurven sind, eine Zahl p mit 0 < p < 1, so daB ¢;(¢) fur alle j = 1,2, .

in {¢: |t} = o} noch schllcht und analytisch ist und ihr. Blld von {t: |t] = o} ]ewells, )
mit B, (I +4,1 = 1,2,..., n) disjunkt ist. Weiterhin sei o;({¢: [{f = 073}) =€;® Tfiir

alle j =1,2,..., n Auf /[o,(l)] kann dann Lemma 1 angcwandt werden. Es brmgt’

die ana.lytlsche Fortsebzbarkext von f[o;(t)] (also auch von'7[g;(?)]) nach {t:1 < |¢]
" < ¢71}. Damit ist r(z) in allen Punkten auf und -auBerhalb aller Kurven €, analy-
tisch. Diese Menge ist ein n-fach zusammenhingender Bereich &, der & im Inncren
_ enthilt und von den mathematisch positiv orientierten analytischen  Jordankurven
@, berandet wird. Fiir innere Punkte aus @ folgt die Zerlegung von 7(z) in seine
Komponenten 7(7)(2) mlt

7-(7)

£ G=1,2. ) ind 3103 = r(z).
C . B =1 ' i

Die Funktionen r(i)(z) sind jewei]s auBerhalb und auf (S,jf analytisch bzw. dorthin

analytisch fortsetzbar. Um zu erreichen, dafl die im weiteren zu betrachtenden
Funktionen auf einer kompakten Menge analytisch sind, setzt man r;*(¢;) = r((g;

+ 1/Z;) und wendet [15: Theorem 5/S. 75] an. Hierbei stellt log |a,‘1(z + 1/¢;)| die '

Greensche Funktion des Bildes von SB bei der Abbildung {; = 1/(z — 2;) mit dem
Quellpunkt bei oo dar und das Bild von €;¢ bei dieser Abbildung érweist sich als
Niveaulinie der Greenschen Funktion zum Wert 1/p (¢ < 1). Es existieren  also
-nach dem zitierten Satz Polynome p,”(¢;) vom Grade m, so dal

/ ‘ann(';).(ij)'—vrj*(zj)l = M,’Q’"

-
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fiir z (= 2; + 1/¢;) auf und auBerhalb von @, gilt, wobei M; > 0 von m unabhidngig
ist. Aus dieser Ungleichung ergibt sich- mit ahnlichen Uberlegungen wie in [15:
§ 4.7 und § 5.3] (vergleiche auch mit dem Ergebnis im konformen Fall in [2: Satz
5.5/8. 247)) die folgende Aussage. :

Satz 3: Sind die Kurven (5,4so‘gar noch sémtlich analytisch, so gilt fiir allez € & u @

e — @< mie)” . ()

Dabei ist M >0 und 0 < p < 1, und ¢ hat die Eigenschaften, daff die Abbildung
oi(t) von {t: {t| > 1} auf B, 1n {¢t: |t] = o} nock schlicht und analytisch ist und thr Bild
von {t: |t o} mit B, (l +4,l=1,2,...,n) disjunkt wt (j = 1,2, ..., n).

" Eine Mdgliéhkeit der Bestimniung von g ohne die Kenntnis der\Ab‘bildungen von

{¢:|t| > 1} auf B; wird im folgenden gegeben.
N . ., i N ’ .

9. Eine migliche Bestimmung von ¢

Da die Uberlegun'gen fiir‘'alle Kurven §; analog laufen, werdén sie nur fiir €, durch-,

gefiithrt. Fiir '€, sei die Parameterdarstellung z = 21 (e**) mit s € [0, 2n] gegeben.
Es ist nun mdaglich, die eineindeutige und analytische Funktion 21(e**) so ana-

.

lytisch fortzusetzen, daB die entstehende Funktion zM(z) fiir R < tl < 1/R -

" (0 < B < 1) schlicht und analytisch ist. Damit liegt €, also im Inneren eincs Ring-

bereiches B,F, der aus {r: R < |t| < 1/R)} bei #1(z) entsteht. Wie das Séhwarz_sche

Spiegelungsprinzip zeigt, ist die (i. a. nicht explizit bekannte) Abbildung des AuBe-.

ren des Einheitskreises auf 8, nach B,% \ 8B, noch analytisch fortsctzbar. Das

Urbild von B,% \ B, bei dicser Abbildung wird mit D bezeichnet. Offenbar ist D
von {¢: |t| = 1} und einer in {¢: || < 1} gelegenen analytischen geschlossenen Jordan-

kurve'R®% berandet. Daher existiert éin e mit 0 < o < 1derart, daB {t:90 < || < 1}~

in D enthalten ist. Offensichtlich ist dieses ¢ fiir die Aussage von Satz 3 geeignet.
Nun hat das Innere von ®-den Modul —log R/(2n), d. h., der Abstand der Punkte
von’ &% zum Ursprung ist héchstens 1/@-1(1/R). Letzteres wird durch eine. genauere

Betrachtung der Uberlegungen klar, die in [1: Chap. IIT.B] und.in [8: Kap. 1.9]

zum Normalgebiet von GrOTzscE fithren. Dabei bezeichnet ¢! die Umkehrung
der dort gegebenen Funktion @. Es ergibt sich also der '

Satz 4: Die in Salz'3 auftretende Grife o kann durch analytische und schlichte
Fortsetzung der Paramelerdarstellungen 29(e**) der Kurven €; auf den Kreisring
{t: B < |t]| < 1/R} (0 < R < 1) unter Beachtung der dortigen Disjunktheitsforderung

" durch 1/97Y(1/R) (< 1) nach oben abgeschitzt werden, d. h., diese Schranke liefert auch
einen brauchbaren Wert fiir o. ‘

Bemerkung: Mit Hilfe der Gleichungen 6.197 in [13: S. 290] erhélt man fir

1/@7Y(1/R) den Ausdruck

oo

2 ' oo -2
4R ( pX R?v'-?v) -(1 +2 23%‘) . ‘
. , \ S . . .

=1

33+ _ : ,
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10. Erwelterung des Verfahrens auf eine gew1sse Klasse
von leferentmlglelchungen v -

Gegeben sei folgende Problemstellung Es sei ¢(z) eine im Abschlul von B analy-
tlsche Funktlon mit |g(z)| < 1 daselbst. Gesucht ist die stetige Losung der Gleichung

u(Z) g(z)wi(z) fiir z¢ B

mit der sich stetig anschlieBenden Funktlon w(2), fiir die w(z) — 2* in analytlsch
und bei z = oo Null ist. Es zeigt sich, da§ die. Uberlegungen der Abschnitte 2 und 4 .
‘fast wortlich wiederholt werden konnen. Schwierigkeit gibt es nur beim ersten Ein-
deutigkeitsbeweis fiir die Losung der homogenen Operatorgleichung, da aus der

Analytizitdt von A(z) — g(2) h(z) im allgemeinen nicht die Harmonizitit von %(z

) folgb Damit bleibt die absolute (quadratische) Integrierbarkeit. der Ableitungen
von h(z )uber%offcn d. h., der GauBsche Integralsatz (als Formél von Borel-Pompeiu)
ist nicht ohne’ weiteres anwendbar Diese Liicke kann durch die Zusatzvoraus-
setzung, daB allé ¢; durchweg analytische Kurven sind, geschlossen werden. In
volliger Analogie zu ciner Fubnote in [5: S. 273] la0t sich bei diesem Eindeutigkeits--
bewsis zeigen, daB dann sogar A(z) und h(z) — ¢(2) h(z) auf § analytisch sirid und
damit die Aowendung des GauBschen Integralsatzes legitimiert ist. \Vlrd im folgen-
den

X
) = 5 [ 1050
G '

gesetzt, so gilt also der

* Satz 5: Der Operator I — _ A% st ein linearer Homoomorpkzsmus von H(®) auf
sich.

- Hieraus ergibt sich dic \/I('jglichkeit eine analoge Verfahrensweise wie in den Ab-

. schnitten 5 und 7 zur Berechnung von w(z) zu benutzen. Ebenso kann (I — 4*?)~1
wie in Abschnitt 6 durch einen Kern dargestellt werden. Es lassen sich sogar beide
Fehlerabschidtzungen tibertragen, jedoch mull bei der zweiten die ‘im allgemeinen
beschrinkte analytische Fortsetzbarkeit von g(z) beriicksichtigt werden. Letzteres
gilt auch fiir die Ubertragung von Abschnitt 9 auf diesen allgemeineren Fall.

11. Behandlung einiger Spezialfille. .
durch Liosung eines unendlichen Gleichungssystems

a) Es gilt der ' , )
Satz 6: Sei q(z) erne in {2: |2| S 1} analytische Funktion. Die Funktion w(z) habe
i {z: |z| = 1} die Entwicklung 2¥ + regulire Funktion in z und gestalte eine stetige

Fortsetzung nach {z |2] <.1}, wobei dort die Gleichung wh(z) = q(z) w,(2) erfiillt se.
Dann gilt S . :

. ko k—v) : ) '
w() =28+ ) —x-— ¢r0) 2™ 4 const fir |z| = 1.
V=l (k — "’)' =
Beweis: Ausgehend vom Analogon zu (3), d. h. der Gleichung
w(z) — 2 = —-——l—, f Md{ + const fiir |z >'i,
2my E—z .

1Zl=1
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und dem-dort giiltigen Ansatz N ~

" w(z) =2F 4 const + 3 6,277
=1

géyr' L f {Q(C) [ ! + const + itfé’]/(f - 'z)} ;14

erhalt man wegen 1/¢ = ¢ fur |g| =1

. 2a1 I3
O
R Y (05 " : \q
= —— _ ; . 1
90 f 7T —2) 114 ‘fur Jzl > 1 \ ( 3)
1z1=1 ’
Dies bringt nach einer kurzen Zwischenrechnung durch Koeffizientenvergleich '
L [ q® N | ’
5 = % - Z‘Tl—'dc fur ‘V—l,2',...,k

- Rkl=1 .
0 fir v=k+1,k+2,...

Damit ist die Behauptung offensichtlich B /

Es soll noch bemerkt werden,' daB die sonst gegebene 'Vorausset_,zung/|q(z)l <1
Aiir |z| £ 1 in diesem Fall iiberfliissig ist. Speziell fiir g(z) = ¢ = const erhilt man
das bekannte Ergebnis w(z) =2* + gz~% + const fiir |z| = 1.

b) Nun wird im folgenden ein Spezialfall von (1) betrachtet. Es sei » = 1, und
€ = @, sci eine Ellipse mit den Halbachsen ¢ und d. Der Mittelpunkt der Ellipse
liege ohne Beschrinkung der Allgemeinheit im Ursprung und die groBe Halbachse
.parallel zur reellen Achse. Die gesuchte Losung werde mit F(z) bezeichnet. Um die
Operatorgleichung (3) anwenden zu konnen, ist eine in & konvergente Reihenent-
wicklung vonnéten.. Eine: Potenzreihenentwicklung scheint hier (aufier im Fall
¢ = d) nicht sinnvoll zu sein. Jedoch erhilt 'man sogar ein vollstindiges Ortho-
normalsystem beziiglich [-, -] in H(®), wenn man die Potenzen einer schlichten -
konformen Abbildung von & auf das Innere des Einheitskreises, die co in 0 iber-
fiihrt, heranzieht. Zur Begriindung dafiir sei auf [10: Satz IV.3] verwicsen. Eine
_solche Abbildung wird beispielsweise durch

W(z) = (z — sz — %+ dz)/(c —d)

bei geeigneter Wahl-des Wurzelzweigs (W(z) — 0 fiir z — co) geliefert. Offenbar ist
der Ansatz . B

’

. c—d  otd} @ ,
S F(z) = ( ) W(z) + m) +v§00‘-[W(z)]
gerechtfertigt. Mit ihm folgt aus (3) L

,'°°‘ . q c=d c+d\f & o e

Fawer = -k [{EFE wo + ) + Zevor] 52
¢ : R

fir z.€ @. Diesés Integral wird mittels schlichter konformer Abbildung vom Inneren

des Einheitskreises auf  in ein Randintegral lings der Einheitskreislinie verwandelt. *

| -
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F(z)=E(z—*-\}/zz—cz+d2)+é~§c+d)q+c N eET=T
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v

Fiir k = 1 erhilt man nach eiﬁiger Rechnung durch Koeffizientenvergleich

4 d c—d —-— — d\"—
al:c—i— q—qc (&,,+c d) und oc,=—q(c d) ¢ r=2),

2 . c+d 9 i d &
d.h. | . , .
. (C+d)q+c—d c_d c+d S
a!_((c—d)q—i—c-}-d—c_}_d) B} und «, =0 .(722).
Fiir £k = 1folgt somit, : . . -

. c—d)q—{-c—}—d'c—d
: , : (14)
fiir z € @. Dieses Ergebnis wurde z. B. in [4: (7)] auf anderem Wege erhalten. Das
“Gleichungssystem: fiir die «, ist bei #= 2 ebenfalls losbar, jedoch erfordert das

einen hoheren Rechenaufwand. Das Resultat ist in [7:(38)] zu finden.

’ . . o

12. hémefknngen

Die hier angéstellten Uberlegungen lassen sich auch auf die' Fille iibertragen, in
denen anstatt (1) die Differentialgleichung '

{log [/(2)]}z = q(2) {log [/(2)]}.

ftir z € B zu behandeln ist. Dabei sei ¢(z) im AbschluB von B analytisch und kleiner’
als 1 im Betrag daselbst. Das sich stetig anschlieBende f(z) sei in & \ {oo} analy-
“tisch und habe bei z = oo die Eﬁtwicklung 2* 4 regulire Funktion von z. Der Fall
q(2) = g; fir z € B; ist hier eingeschlossen. Die obige Differentialgleichung spielt
eine wichtige Rolle bei dem Extremalproblem In |/*'(¢)| = Max fiir fest gewdhltes
{ €@ und f*(z) aus einer Klasse quasikonformer Abbildungen. In dem hier ab-
gehandelten und in dem soeben angefiihrten Fall kann jeweils dic Singularitdt der
Lésung auch bei z, € @ \ {oo} vorliegen, ohne daB sich an den bisherigen Uber-
legungen etwas Wesentliches dndern wiirde. o

13, SchluBbemérkungen'in Hinblick auf eine mégliche Erweiterung -

' 'Natur‘gelméiB erhebt sich nach diesen Ausfiihrungen diec Frage nach einer Erweite-

rung der Methoden fiir den allgemeinen ortsabhingigen Fall (hierzu siche (*) im
* Abschnitt 1), d. h. fiir meBbares v(z) mit |p(2)| < »* = const < 1 fast iiberall in B
-und »(z) = 0 fast iiberall in . Wie z. B. in [9: Kap. 5, § 1] kénnte man »(2) so durch

Treppenfunktionen approximieren, dall dann jeweils die bisherigen Uberlegungen

anwendbar sind. Jedoch treten beim Grenziibergang erhebliche Probleme auf, da
.die Randintegrale letztlich nicht gegen cin Randintegral lings € konvergieren und

die jeweils benétigten vollstindigen Systeme von Funktionen aus H(®) sich’ beim
_ Grenziibergang wesentlich d&ndern. . B . .
Eine andere Moglichkeit, ‘den ortsabhingigen Fall allgemein zu behandeln, wire,
anstatt der Randintegrale bei geeigneter Fortsetzung der Funktionen ins Innere
der  Integrationskurven Flichenintegrale zu betrachten. Das in Abschnitt 1 ge-
A . ' . ‘-
i .
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gebene Konzept, mittels bekannter analytischer oder ahnllcher Funktionen gewisse
Orthonormalsysteme zu konstruieren, deren Koeffizienten bei Entwicklung der ge-
suchten Funktionen ohne die explizite Kenntnis letzterer berechenbar sind, kann
dann angewendet werden, wenn einige Eigenschaften der gesuchten Funktionen
. in B bekannt sind. So kénnte man diese Eigenschaften der gesuchten Funktionen
schon bei.der Fortsetzung der in @ analytischen Funktionen nach % beriicksichtigen,
dann im folgenden nur diese fortgesetzten Funktionen in 8 betrachten und schlieB-
lich daraus gewisse Orthonormalsysteme konstruieren, durch die die gesuchten -
* Funktionen (allerdings in ) dargestellt werden konnen. Eine solche Eigenschaft
~ wire z. B. die Harmonizitit der Abbildungsfunktion in 9. Diese Verfahrensweise
soll nun an einem Beispiel erldutert werden.

Gesucht wird die fiir alle z € C stetige und in & \ {oc} analytlsche Funktion E(z)
die bei z = oo die Entwicklung

k4 it + a_: 4 .-
z 2
hat und in B der Gleichung' : ~
E:(2) = q(2) E(2) |

genugt Dabei sei q(z) eine im AbschluB von B antlanalytlsche Funktlon d>h., q(z)-.
ist dort analytisch, mit [q(z)| < 1 daselbst. Man verifiziert leicht, da.aus der lefe-
rentialgleichung durch abermalige Differentiation E,,(z) =0 folgt d. h.; E(2) ist in’
58 harmonisch. Setzt man noch

‘ S(z)— E(z) — #, ‘ . ‘ .
so gilt bekanntermaBen (siehe z. B. [1: Chap. V.B] bzw. [11: Teil II, Kap. V, § 3]) '

f f a) Sc(C) d¢ dn f f q(c)_c: a8

)

'fur alle z € C Der auf S.(z) a.ngewandte Operator soll im folgenden mit 74fS.(z)]
bezeichnet werden. Um wieder eine lineare Operatorglelchung zu erhalten, wird T’
von beiden Seiten der Gleichung (15) gebildet, und wie in Abschnitt 2 ergibt sich
dann . N

S.(z) = T¥S.(2)] + B(z) mit B(z) = T (k1) - T2 (k2*1). (16).

Nach dem Vorherigen ist nun folgender Algorlthmus nahehegend Ausgehend von .

-dem System {,(2)}y=12.. aus Abschnitt 7 setzt man die x.(z) jeweils harmonisch
nach B fort und berechnet dort (I — T¢® [x.:(2)}. Diese Funktionen werden beziig-
lich des Skalarproduktes ’ .

(ra(2), hal2) = ffh,(z)hzz)dxdy

. orthonormlert und man erha,]t das. Orthonormalsystem {(I — T¢?) [@..(2)]}. Dabei
‘wird zur Vereinfachung der Symbolik vereinbart, ‘daB (I — T¢®%) [P,.(2)] = O bei
_ entsprechender linearer’ Abhéngigkeit zugelassen wird und diese Nullelemente im
,,Orthonormalsystem*‘ verbleiben. Dann folgt wie im weiteren gezeigt wird, die
Da.rstellung

’

8.) = 5 (B@), (I — T3 [.) - Pule): | L

y=

-

'



520 E. Hoy

Es ist nur zu beweisen, daB die Reihe in (17) konvergiert und die Gleichung |

B = X (B, (T — 1) 0@ — T3 [2.(2) s

gilt. Das letzte wird durch eine Approxnmatlon von S(z) durch endliche Linear-
kombinationen der ,(z) beziiglich [.,-] in H(®) klar, die zu einer Approximation
von S,(z) durch entsprechende Linearkombinationen der 7v:(2) in B beziiglich (-, -)
fiihrt, (snche 4.a)). Wegen der Stetigkeit von I — 7'g beziiglich (-, -) und (16) folgt
nach [10} Satz I1.6] die Darstellung (18). Die KonvergenL der Reihe in (17) ergibt
sich aus (18) und der Stetigkeit von (I — T42)"1 beziiglich (-, -). Aus (17) bestlmmt -
man S(z) und F(z) mittels einfacher Rechnungen

Das vorher erliuterte Verfahren soll anhand eines einfachen’ Spezialfalls bctrachtet ‘
werden. Sei § = {z: |z| > 1} und y(2).= 27" (v = 1, 2, ...) gewihlt. Dic harmonische
Fortsetzung nach B ist dann jeweils 7, woraus SlCh sofort I —T? [x#.:(2)]=0
. ergibt, d. h., es liegt ein besonders emfa.cher Fall vor. Damit gilt S.(z) = 0 fiir alle

zmib 2] < 1. Daraus folgt mit Q'(z) = a(z)
E:(z) = kQ'(2) ZF1

bzw. mit P'(z) = kQ'(2) 21 , A -

' ' E(x) =2 + Pz) fiir |2] < 1.

(P (z) und @(z) sind in {z: |2| < 1} analytisch mit P( ) = 0.) Fiir |z] > 1 ergibt sich
ferner E(z) = 2* + P(1/z). - g

Zum SchluB soll noch bemerkt werden, daB die notwendigen Rechnungen zur
Bestimmung von E(z) fiir allgemcinere Geblctc & wesentlich komplizierter sind als
'die Berechnung von £(z) in Abschnitt 7 und es somit wiinschenswert wire, da8 ein
anderer, einfacherer Algorithmus fiir die Bestimmung von E(z) gefunden wird.

Der Verfasser dankt Herrn Doz. Dr. R. KtuNAU fiir viele wertvolle Hinweise
und Anregingen, die diese Arbeit in der vorliegenden Forin erméglicht, haben.
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