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Zur Unität der Lösung der Theodorsenschen Integralgleichthig 
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In der Arbeit wird ciii neuer Beweis Mr die Unität der stetigen Losung der Theodorsensehen 
Integralgicichung der konformen Abbildung gegeben. 
B pa60Te ga6TCH Honoe goHa3aTeabCTB0 jrn eJHHcTBeHHoc'ru HenpepblBHoro peweuliR ijHre-
rpaJIbHoro ypamleHMH Teoopceiia H0I14opMHoro 0To6pa+ceHI1H. 
In the paper a new proof of the uniqueness of the continuous solution to the Theodorsen 
integral equation'of conformal mapping is given. 

1. Problemstellung	 S 

Sei C ein'e beziiglich w = 0 sternige Jordankurve der komplexen w-Ebene mit der' 
Darstellung in . Polarkoordinaten (0). Es wird die konforme Abbildung iv = /(z) 
des Einheit.skreisgebietes Izi < 1 der komplexen z-Ebene auf das Innengebiet G 

•	der Kurve C mit der Normierung /0) = 0, /'(0) > 0 betrachtet. Dann genügt die 
Randerzuordnungsfunktion 0 = 0(q) vom Randpunkt e 9' auf IzI = 1 und dem Bud-

•	punkt (0) e'0 der bekannten Inlegraigleichung von Theodorsen (vgl. [1: Kap. II]) 

= c' + K[log e(0())]	 -	(1)

nlitdenl Operator der Konjugiertenbildung (der Hubert-Transformation) 

K[]'() =
	

) cot	d&	 / (2) 2a	 2 

In der Monographie [1] von D. GAJER wird im Satz 1.3 () von Kapitel TI die 
eindeutige Bestimmtheit einer stetigen Losung O(q) der Gleichung (1), unter der 
zusätzlichen Annahme der. Monotonié von 0 bewiesen. Wie H. GRUNSKY bemerkte, 
läBt sich die Unität jedoch auch ohne these zusätzliche Annahme zeigen. Dazu hat 
man zu beachten, da3 die Umlaufszahl der in IzV< 1 holomorphen, in Izi 1 
stetigen Funktion /(z) = z e(z)+'(z) nut U(e 9') = log o(0(ç)), V(e') = O(q,) - 
auf C bezuglich jedes Punktes w0 in U gleich 1 ist, so dB nach dem Argument-
piinzipjeder Punkt in G von /(z) genau einmal angenommen wird und folglich /(z) 

/ die konforme Abbildung von Izi < 1 äuf U liefert. Nach dem Argumentprinzip ist 
närnlieh die Ijmlaufszahl von / auf C bezugIic1 w0 = 0 offenbar gleich 1, und aul3er-
denl ist these Umlaufszahl beziiglich der Punkte w0 aus U konstant, da die Punkte 
/(e19') auf C liegen und daher die bezuglich w 0 € U stetige Funktion /(z) - 4 0 
für z = e' ist. Tin folgenden wird,ein andersartiger Beweis für die Unität der ste-
tigen Losung der Gleichung (1) im Falle einer glatten Kurve C gegeben. Pieser 
Beweis nutzt den Zusnimenhang der Gleichung (1) nut einem nichtlinearen Rie-
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mann-HiIbert-Problem aus. Anstelle der in dem obigen Beweis von D.GuER und 
H. GRUNSKY benutzten eindeutigen Bestimmtheit der normiertëii Abbildungs-
funktion der konformen Abbildung wird dabei 1ie Unität der Losung des Dirichlct-
problems für harnionisehe Funktionenverwendet.	 - 

Herrn Prof. D GAIER (GieBen) und Herrn Kollegen R. Ktrn1Au (Halle) dankt 
der Verfasser sehr herzlich für ihr freundliches Interesse und fachlichen Rat. Ins-
besondere hat Herr GAIER dem Verfasser' freundlicherweise den oben skizzierten 
Beweis des Unitätssatzes niitgeteilt 

2. 1Jiitãtsbeweis 

- Wir setzen voraus, daB die Funktion (0) eine stetige Ableitung '(0) besitzt und 
führen vie ublich die Funktion 

v(p) = V(el') = 0(92) - 97	 (3) 
em. Dann schreibt sich (1) in der Form	- 

Op)= x[5(., v( . )) 1 ()	 (4) 

mit der bezilglich v stetig differenzierbaren Funktion 

04, V) = log 0(92 +v),	 (5) 
wobei stetige 2-periodische Losungen v von (4) gesucht sind. 

Jede-stetige Losung v(92) = V(e' 9') von (4) stellt die R.andwerte des Iniaginarteils 
V(z) einer in I zI 1 stetigen Losung W(z) = U(z) +'iV(z) des Riemann-IJilbert-
Problem$ mit der Randbedingung 

U(e 1 ') - P(p, V(e 19')) = 0 aul Iz = 1	 -	(6)

und der Zusatzbedingung 

V(0)=0 in z=0
	

(7) 

dar. Denn aus (4) folgt durch Integration über 97 in [0, 27i] zunächst (7) für die in 
zi 1 stetige harmonische Funktion V(z) mit den Randwerten V(e 1 ) = v(97). 

Weiter ergibt sich aus (4) durch Konjugiertenbildung 

K[v] (ç,) = —(q, v(p)) + c	 (8) 

mit einer Koñstanten c iundchst für fast alle € [0, 2], d. h. mit 

U(e1c') = -.K[v] () + c	 -	 (9) 

ergibt. sich die Randbedingung (6) far fast alle q' E [0, 2]. Wegen der Stetigkeit 
der Funktion	v()) gilt (6) dann sogar für alle 92 € [0, 2] und U(e') ist stetig, 
so daB W(z) = U(z) ± iV(z) in IzI	I stetig ist. 

Offenbar ist die TJnität der stetigen Losung von (1) daher erbracht, wenn gezeigt 
wird, daB das Riemann-Hulbert-Probleni (6), (7) höchstens eine in Izi 1 stetige 
Losung l(z) besitzt, veil zwei voneinander verschiedene stetige Losungen v(p) 
(k = l c 2) von (4) auch zwei voneinander verschiedene stétige Losungen Wk(z) 
= Uk (z) ± iVk (z) (k = 1, 2) von (6), (7) ergeben wurden. 

Die J)ifferenzfunktion W(z) = W 1(z) - W2 (z) = U(z) + IV(z)' zweier Losungen 
Wk(z) (k = 1, 2) von (6), (7) steilt eine st.etige Losung des homogenen linearen
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R.ieniann-Hilbert-Problems 

U(e1 ') - A() Y(e19) = 0 auf Izi = 1	 (10)

mit der stetigen 2 i-periodisehen Funktion 

2(92)	f	V2(e) + r[V 1 (e1 ) - V2 (e)]) d	 (11) 

und der Zusatzbedingung (7) dar. 
Set.zt man (vgl. [2: Kap. IV, § 29]) 

-	w(92) = arc tan 2(92)	 -	 -	(12) 

mit dern Hauptvert des Arkusangens und	 - 

Y( Z) = S[o] (z),	 (13)

wobei S das Schwarzschd Integral bezeichnet, so hat y(z) fast uberall auf jzj = 1 
•	die Randwerte 

y(e 1 ') = w(tp) + IK[w] (q),	 (14) 

und es gilt	 I 

e() = eKWO' ) 1	.	
2(p)	 .	 (15) (0 + ) 2 ( 92 )	l + )2()/ 

- - für fast alle p E [0, 2]. 
Die Randbedingung (10) ist daher aquivalent mit der homogenen Dirichletschen 

•	Rancibedingung	 . 

Re {eiKc') W(ei )} = 0 auf jzj = 1	 (16) 

für die in Izi < 1 holomorphe Funktion P(z) =	W(z). Nachbekannten Satzen 
(vgl. [3: Kap. IX, § 5, Satz 7] liegt die Funktion und daher W(z) in jeder 
Hardy-Kiasse H, p> 0, also' insbesondcre in H, so daB das Problem (16) genau 
die eineiinear unabhangige Losung 

W 0(z) = i, d. h. W0(z)	e— iy ( z ),	 (17) 

besitzt. (\Tgl. [3: Kap. IX, § 4, Satz 3].) Lineare IJnabhangigkeit ist hier bezuglich 
der reellen Zahlen zu verstehen.	 - 

Per Imaginarteil V0 (z) von W0(z) hat in z = 0 den Wert, 

V 0(0) = cbsy(0) = cos [J th (92 ) dw] >0,	•	•	 (18)- 

weil Iw()l <.t/2 ist. Wegen der Zusatzbedingung (7) kann daher V(z) kein nicht-
•	triviales Vielfaches von V0(z) sein. 1)as hciBt, es ist V(z)	0 in IzI ^ 1, und aus (10)

folgt, daB auch U(e1 ') = 0 auf IzI = 1 und folglich U(z) = 0 in lzl ^ 1 sein muB 
Also gilt W(z)	0 ih 21	1.	 •	/
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Zllsat z bei der Korrektur:' 
Man uberlegt sich leicht, daB der,vorliegende Unitätsbeweis gultig bleibt, wenn (wie 
Herr CATER bernerlte) die Funktion o'() und A() damit bcschrnkt bléibt. 

- Ailgerneiner gilt der Beweis, wenn die Oszillation derFunktion w(q') Weiner alsr ist; 
das heiBt, o'(q) kann auch +oo Oder —oc werden, jedoch nicht beides zugleich. 
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