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Zur Unitit der Losung der Theodorsenschen Integralgleichung
- der »konformen Abbildung '

L. v. WOLFERSDORF

’

In der Arbeit wird ein neuér Beweis fiir die Unitdt der stetigen Losung der Theodorsenschen '
Integralgleichung der konformen Abbildung gegeben.

B pabore 1aéTCA HOBOE OKA3ATEbCTBO JTA EAMHCTBEHHOCTH HENPEPHIBHOTO pememm WHTe-.
rpajgbHOro )pannenuﬂ Teopopcena KOHPOPMHOro 0TOOparKeHHA.

In the paper a 'new proof of the umqueness of the contmuous solution to the Theodorsen
mtegra.l equatlon'of conformal mappmg is given.

1. Problemstellung
Sei C eirfe beziiglich w = 0 sternige Jordankurve der ‘komplex_en w-Ebene mit der:
Darstellung in Polarkoordinaten ¢ = o(6). Es wird die konforme Abbildung i = f(2)
des Einheitskreisgebietes |z| << 1 der komplexen z-Ebene auf das Innengebiet G
der Kurve C mit der Normierung f(0) = 0, f'(0) > 0 betrachtet. Dann geniigt die
Rinderzuordnungsfunktion § = 6(p) vom Randpunkt e auf |z| = 1 und dem Bild-
punkt o(6) e der bekannten Integralgleichung von Tkeodorsen (vgl [1 Kap I1})

6(p) = ¢ + K[log o(6())] - | )
mit dem Operator der Konjugiertenbildung (der H]lbert-Transforma.tlon)

K(u) (9) = 5 f (9) cot Z=2 ds. | @

In der Monographie [1] von D. Gaier wird im Satz 1.3 (8) von Kapltel IT die
eindeutige Bestimmtheit einer stetigen Lésung 6(p) der Gleichung (1) unter der
zusitzlichen Annahme der. Monotonié von 8 bewiesen. Wie H. GRUNSKY bemerkte,
1aBt sich die Unitét jedoch auch ohne diese zusitzliche Annahme zeigen. Dazu hat
man zu beachten, daB die Umlaufszahl der in |z|'< 1 holomorphen, in [z] =1
stetigen Funktion f(z) = z eU@+iVe mijt, U(e™?) = log 9(0(@) V(el?) = 6(¢p) — ¢
auf C beziiglich jedes Punktes w, in G gleich 1 ist, so dal nach dem Argument-
prinzip jeder Punkt in G von f(z) genau einmal angenommen wird und folglich f(z)
die konforme Abbildung von|z| < 1 auf @ liefert. Nach dem Argumentprinzip ist
namlich die Umlaufszahl von f auf C beziiglich w, = 0 offénbar gleich 1, und auBer-
dem ist diese Umlaufszahl beziiglich der Punkte w, aus G konstant, da. die Punkte
f(e'?) auf C liegen und daher die beziiglich w, € G stetige Funktion f(z) — wy = 0
fiir z = e'® ist. Im folgenden wird ein andersartlger Beweis fiir die Unitédt der ste-
tigen Loésung der Gleichung (1) im Falle einer glatten Kurve C gegeben. Dieser
Bewels nutzt den Zus&mmenhang der Glelchung (1) mit.einem nichtlinearen Rie-
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., mann- Hllbert-l)roblem aus. Anstelle der in dem obigen Bewels von D. GarEr und
"H. GRUNSKY benutaten eindeutigen Bestimmtheit der normiertén Abblldungs-
funktion der konformen Abbildung wird dabei die Unitit der Losung des Dirichlet-
problems fiir harmonische Funktionen verwendet.

_ Herrn Prof. D. GA1ER (GieBen) und Herrn Kollegen R. KiANAU (Halle) dankt
der Verfasser sehr herzlich fiir ihr freundliches Interesse und fachlichen Rat. Ins-

besondere hat Herr Garer dem Verfasser freundllcherwelsc den oben skmz1ert:en )

Bewels des Unitétssatzes mitgeteilt.

2. Utitatsbeweis

" Wir setzen -v’oraus, daB die Funktion o(f) eine stetige Ableitung o'(6) besitzt und
fiihren wie iiblich die Funktion .

v(p) = V(e®) =0p) —p , _ o (3)
ein. Dann schreibt éich (1) in der Form ' '
o ole) = K[, 0] (@) S )

mit der beziiglich v stetlg dlfferenuerba.rcn Funktlon

Plg, v) = log ol + ), o (3)

wobei stetige 27 -periodische Losungen v von ( ) gesucht sind.
_ Jede- stetlge Losung o(p) = V(ei?) von (4) stellt die Randwerte des Imaginirteils
V(z) einer in |z] = 1 stetigen Losung W(z) = U(z) +2V(2) des Riemann-Hilbert- '
Problems mit der Randbedingung :

Ueiwy — D(p, V(e?)) =0 ‘auf |z =1 . R ()
und der Zusétzbedingung ‘
V() =0 in z2=0 : ' G

dar. Denn aus (4) folgé durch Integration iiber ¢ in [0, 27] zuna‘chst', (7) fiir die in- .
lz| <1 stetige harmonische Funktion V(z) mit- den Randwerten V(e'?) = L((p)
Weiter ergibt sich aus (4) durch Konjugiertenbildung -

KBl (p) = —0(p, o) 4o ’ : (8)
‘mit einer Konstanten ¢ zundchst fiir fast alle.g € [0, 27], d. h. mit
Ulery = —K[o](@) +¢~ = . - (9)

‘ ergtbb sich die Randbedmgung (6) fiir fast alle ¢ € [0, 27]. Wegen der Stetigkeit
der Funktion &(g, v(¢)) gilt (6) dann sogar fiir alle ¢ € (o, 21] und U(e') ist stetlg,
so dall W(z) = U(z) -!— tV(2) in |2| < 1 stetig ist.

Offenbar ist die Umtab der stetigen Lésung von (1) daher erbracht, wenn gezeigt .
wird, daB das Riemann-Hilbert-Problem (6), (7) hochstens eine in |z| = 1 stetige

Losung W (%) besitzt, weil zwei voneinander verschiedene stetige Losungen vg(g) *

(k = 1/2) von (4) auch LWC] voneinander verschiedene stétige Losungen W, (z)
= Uk(z) + 2V (2) (k=1,2) 'von (6) (7) ergeben wiirden. .

‘Die Differenzfunktlon W(z) = Wi(z) — Wy(z) = U(2) + ¢V(z) zweier Losungen
W(z) (k= 1,2) von (6), (7) stellt eine stetige Losung des homogenen linearcn
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Rieman n-Hilb'ert,A-Problem S

» i

U(e) — 2g) V(e?) =0 auf |z =1 o

mit der stetigen 2z-periodischen Funktion
. 1 . )
Ap) = [ Do, Vale™) + [ Vi(e"®) — Vy(e?)]) dr (1)
. 0 . : .
und der Zusatzbedingung (7) dar. ) - L

Setzt man (vgl. [2: Kap. IV, § 29])
g =erctan i) | o (12)
mit dem HaliptWert des Arkustangens und ; |

y(2) = S[w) (2), . ' - gy

wobeli S das Schwarzsche Integral bezeichnet, so hat y(z) fast iiberall auf |z| =1
die Randwerte - : N .

y(e®) = wlp) + K[0] (@), . - | (14)
und es gilt - ' b . '
cir(c'?) =‘e_'mw1<w) ( 1 + 7 ) ) L ' (15)

Y1+ %) V1 + 2(p)

- fiir fast alle ¢ € [0, 2n]. : -
Die Randbedingung (10) ist daher dquivalent mit der homogenen Dirichletschen
Randbedingung ‘ ' : :

Re {c(e?) W(eir)} =0 anf o] =1 _ o (18)

fiir die in |2] < 1 holomorphe Funktion W(z) = e W(z). Na-éh\békarfnten Sdtzen
(vgl. [3: Kap.IX, §5, Satz 7] liegt die Funktion ei*@ und "daher W(z) in jeder

- Hardy-Klasse H,, p > 0, also’insbesondere in H,, so daBl das Problem (16) genau
die cine. linear unabhingige Losung : o ’

Woz) =7, d.h. Wyz) =ie 2, ' | (17)

besitzt. (Vgl. [3: Kap. IX, §4, Satz 3].) Lineare Unabhb’.hgigkeit ist hier beziiglich
der reellen Zahlen zu verstehen. - o
Der Tmaginirteil Vo(z) von Wy(z) hat inz =0 den Wert

P24

. ) X . » 1
Vo(0) = cos y(0) = cos %f»w(qo) dp| >0, ‘ A (18) -
| " \ |

weil |w(@)| < 7/2 ist. Wegen der Zusatzbedingung (7) kann daher V(z) kein nicht- -
‘triviales Vielfaches von V(2) sein. Das heiBit, es ist V(z) = 0 in |z| = 1, und aus (10) .
folgt, daB auch U(e’®) = 0 auf |z| =1 und folglich U(z) =0 in |z| = 1 sein mull -
Also gilt W(z) = Oin |z] = 1. ) - '
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Zysatz bei der.Korrekt_ur;:" _
{ Man iiberlegt sich leicht, daB der vorliegende Unititsbeweis giiltig bleibt, wenn (wie

Herr GA1ER bemerkte) die Funktion ¢'(p) und i(g) daniit beschriankt bleibt.

Allgemeiner gilt der Beweis, wenn die Oszillation der Funktion w(p) kleiner als 7 ist;
i das heiBt, p’(p) kann auch +oco oder —oo werden, jedoch nicht beides zugleich.
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