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- Zur Stetigkeit der Lösung der adju.ngierten Gleichung 
bei Augaben der optimalen Steueru.ng mit Zustandsbeschränkuugen 

H0ANG XUA.N PH-6 

Die Stetigkeit der Losung der adjungierten Gleichung bel Aufgaben der optimalen Steuerung 
mit Zustandsbeschränkungen wurde schon von anderen Autoren unter gewissen Bédingungch 
gezeigt, die oft nicht erfullt siñd. Hier wird die St .etigkeit dieser LOsung unter anderen Be- 
dingungcn-gezeigt. Weiterhin werden andere interessante Ergebnisse und Anwendungen Cr-
reicht. 

HenpepilBHocTb peiuena conpH}ReHHoro ypaBneIInH a aaaqax onTiiMajn,uoro ynpanJIeHnn 
c orpaua'IeHIIRMII cocToaHilfi ye Aoiwalia ipyrinm aaTopaMn, oHaHo npu yciloallax, 
qac'ro iie BbInojIHrnouHxCa. B aTofl pa6oTe IlenpephiBllocTh aToro peweuaa AoH.a.qbn3aeTCF1 
npH'-pyr1ix ycionunx. HpoMe aroro pa6oTa CO)4{HT iipyrHe HHTepeclIaIe pe3y.mbTaTbI u 
npuMeIleHH_H.	. 

The continuity of' the solution of the adjoint equation in optimal control problems with state 
restrictions has already been shown by other authors under certain conditions that are often 
not-fulfilled. Here the continuity of this solution is shown under different conditions. Further-
more, some other interesting results and applications are given. 

1. Probiemstellnng 

In dieser Arbeit betrachten wir die nachstehende . Aufgabe der.optinialen Steuerung 
mit festem Integrationsiijtervall: 

(z, u) :=]'/(t, x(1), u(t)) de -. inf!, 

(t) = q(t, x(t), u(1)),	u(t) E U	R,	 I 

gj(, x(t))	0	(t E [ta, t i]; I = 1, 2, ...,	
(1) 

ho(x(to)) = 0,	hi(x(11 )) ='O. 

Dabei wird vorausgesetzt, daB die Funktionen und Abbildungen 

/:RXRXR—R, . g1:RxR-->R, 

q: R x R x Rr	It",	h,: It" -> It8'	(1 = 0, 1)	- 

stetig und /(t, •, v), q2(1, •, v), g, und h1 stetig differenzierbar sind. Aul3erdem sei U 
kompakt. 

Als zulässige Steiierungen bezeichnen wir beliebige in [ta, lu rechtseitig stiickweise 
stetige und in 11 stetige Vektorfunktionen u, die Werte aus der Menge U annehmen 
Ein Paar (x, u) heiBt ein Proze/3, falls u eine zulassige Steuerung ist und alle Be-. 
dingungen in (1) erfUilt sind. Dabei hei3t x eine Zus-lands/unklion mid ihr Graph
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- Traje/dorie. (x*, u*) h'eiBt optimaler Froze/i, wenn für alleProzesse (, u) gilt T(x, i) 
^	(x', u'). 

Für die Aufgabe (1) wurde von A. P. JOFFE und V. Al. Tcionraov in [2] das 
folgende Pontrjaginsche Maxirnuniprinzip bewiesen. 

Satz 1: Sei (x* , u*) ein optinialer Proze/3 der Au/gabe (1). Dann exis-tiert eine Zahi 
0, Vektoren to E R8,, l j E Re ', eine Vekior/unklion p: [t0, 11 —* it" und k au/ 

den Mengen 'J' := {t E (to, t 1 ] I q,(t, x*(t)) = o} konzentrierte nic/ttneqative regulare 
iWafie p i. (1 = 1, 2, ..., k) derart, dc/I these Grö/ien nicht gleichzeitig verschwinden. 
und Jolgendes gilt: 

a) p zst die L68ung der adjungieten Gleichung	 - 

pT(t) = ho' (x*(t0)) . l0	f il( t, x*() , u*(t) , p(t), 2) dt 

+	f gj (T, x*(r)) dyi, (2) 
i=1 (t,t)	 S 

pT(t 1 ) = _hi'(x*(t1)) . l. 
b) Fit; /at alle I avs [ta, t] ist die Gleichung 

IJ(t, X*(t) , u*(t) , p(t), 2°) = de(t, x*(t) , p(t), A)	 (3) 
er/iillt. 

Dabei 1st 11(1, , v, q, 2) := (t, , v) . q' — )./(t, , v)	und	X(l, , q, 2) :=
sup 11 (1, , v, q, 2). 
veU

Benutzt man das Pont.rjaginsche Maximurnprinzip, urn zu untersuchen, ob em 
vorgegebener Prozel3 optimal sein kann, so tret.en nicht selten Schwierigkeiten auf, 
da die MaBe j und die Funkt.idn p unächst unbekannt sind. Noch groBer ist der 
Aufwand, wean em (noch unbekannter) optimaler ProzeB (x* , u*) erst zu bestim men 
ist, veil dann sowohi xK, u' als auch p und y j unbekannt sind. Dabei.ist es selion 
eine groBe Erleichterung zu wissen, .ob p stetig ist, d. h., ob das Ma13 in einzelnen 
.Punkten gleich Null-ist. 

Was wissen wir his jetzt iiber die Stetigkeit von p? Pa jedes Mal) j auf der Rand-
fläche	 - 

-	eG := {(t, ) € ['s, i l l x It" I g(t, ) ==0} 

konzentriert ist, ist die Funktion p in I stetig, wenii der Punkt (t, x*(t)) im Inneren 
des Zustandsbereiches 

G:= ((I, ) € [la, t] xli" I g(t, )	0(1 = 1,2,;.., k)) 

Jiegt. Die Unstetigkeit von p karun also nur auf dciii Rande des Zustandsbereichs 
auftreten. Aul3erdem ist p wegen der Regularitat der MaBe i; in [to , Ii] lunksseitig 
stetig (vgl. [2]).	- 

W. G. BOLTJASKI zeigte in [1] die Stetigkeit von p unter einer Zusatzbedingung, 
die er ,,Bedingurug der ailgemeinen Lage" nennt. Wenn 

-

	

	 g(t,)=0 furalle (t,)EG (i=1,2,..,k) und 

(J:={v€RTIg(v)O(j=k--1,k+2,...,ni)} 

FA
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gilt., d. h. U durch m - k vorgegebene Funktionen g, gk+2, ..., gm definiert wird, 
dann besagt diese Bedingung, daB die Vektoren 

grade g1 (t, ) und grad,, g,(v), 

im .FalIe g(t, ) = 0 und g,(v) = 0 linear unabhangig sein solleh. Weil nun aber 
grad,, g(1, ) = (0, 0, ..., 0) für I = 1, 2, ..., k und (1, ) € G gilt, ist these Bedingung 
verletzt.	.	.	. 

H. W. KNOBLOCH zeigte in [3] die Stetigkeit von p für sOlche Aufgaben mit einer 
Zustandsbeschrankung, d. h. k = 1, allerdings unter den Bedingungen, daB 

.- g i(z,, x(z,)) > 0 für jede Aufsprungstelle z1 und 

-j- 9(z2 , x(z2)) < 0 für jede Absprungstelle z, 

gilt und daB jede Au.fsprungstelle zugleich eine Absprungstelle ist. Diese Forde-
rurigen sind 'bei i.mseren im Abschnitt 3 genannten Aufgaben (13) und (14) nicht 
erfüllt.	 .	 . 

In dieser Arbeit wird die Stetigkeit der Funktion p unter anderen Bedingüngen 
gezeigt, und anschlieBend werden einige Ansiendungen dieser Untersuchungen be-
trachtet.  

Definition: Wenn für ein 1, 1 5 I	k, und z11 z2 aus [1, 1] gilt 

Z2, g1(, x(t)) = 0 für alle I € [z,, z21 und 

für beliebiges s > 0 existiert ein I € (z 1 - e, z1) mit 

g 5 (1, X(I)) <0 . und ein t € (z,, z2 + e) mit g(t, x(1)) < 0, 

dann heiBt z, eine g-Aufsprungstelle, z2 eine g-Absprungste1le und jedes I E (z,, z,) 
eine gj- Verweilsielle von x. 

Diese Begriffe entlehnen wir H. W. KNOBLOCK [3], sie werden aber bei uns in. 
einem umfassenderen Sinne gebraucht: H. W. KNOELOCH forderte, daB es ndr end- 
lich viele Aufsprung- und Absprungstellen gibt, was bei uns nicht der Fall zu sein 
braucht.	 . 

2. Einige Hilfsmittel 

In diesem Abschnitt stellen wireinige Lemmata zusammen, die im nächsten Ab-
sehnitt angewandt werden. 

Lemma 1: Gegeben selen zwei Funktionen b: Z x U -> R' und a: Z R', wobei 
Z c	U	W komipakt und b(I, .) sletig für alle I E Z Sind. Ferner se?. 

F,(t) := {v € U I b(t, v) = a(t)}, 
i 2(1) := {v € U I b(I, v)	a(1)} und F3 (t) := {v € U I b(t, v) ^ a(t)} 

Sind dunn 'b( . , v) und a In z E mt Z 1InksseitIg (bzw.. rechisseitig) stetig, so sind alle 
Abblidungen F (j = 1, 2, 3) In z linIc.sseitlg (bzw. rechtsseitlg) oberhaibstetig. 

34 Aualy0is Bd. 3, Heft 6 (1984)	 .	.
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Beweisidee: Es seien b( . , v) und a in z E intZ-linksseitig stetig. Angenommen, 
F 1 ware in z nicht linksseitig oberhaibstetig. Dann existiert em e > 0, so dal sich 
für alle 6 > 0 ein I E Z n (z - , z) und v(I) E F 1 (I) mit v(I) q Fr(z) + V(s) finden 
lallt, wobei V(e).eine -NulIunigebiing in R r ist. Man kann eine Folge {z} konstruieren 
mit	.	 S 

•	Z:E (z - a, z) für aIle 1, urn z = 
i—*oo 

v(z) E F 1 (z 1 ),	v(z) F1 (z) + V(z) .-	 • 

Weiterhin wird gezeigt, dalI	 .	. ..	 S 

Ib(z,sv(z1)) - a(z)I 2^ y	(1 = 1, 2, ...)	-	.	S	 S 

für cm y> 0 gilt (vgl. [6]). \Vegen der Kotupaktheit von U existiert eine Teilfolge 
z1 } mit urn v(z) = , U E U. Fur these Teilfolge' gilt wegen der linksseitigen 

Stetigkeit von b( . , v) und a und wegeh der Stetigkeit von b(I,.) 
0 = lini (Ib(z, v(z)) - b(z, v (zj S ))I + a(z 5 ). - a(z)I) 

lim 

& -*

b(z, v(z.)) - b(z 1 ', v(zIS)) + a(z.) - a(z)I 

=v(z.)) - a(z)I 

im Widerspruch zu 0 < y. Also ist die Annahme falsch, mid deshaib mull F 1 in 
dieseni Fall linksseitig oberhalbstet .ig scm. Für F2 und F3 verläuft der Beveis ana-
log'  

Dieses Lemma wird später .bei der Auswertung der Oleichung (3) irn Pontrjagin- - 
schen Maxirnuinprinzip eine wichtigc Rolle spielen. Es gestattet die Eigenschaften 
optinialer Prozesse auch an soichen Stellen zuergründen, in denen (3) nicht gilt 

Es scicn	.
Jp(t)	für I 

l'p +	für t 	 - 

11(1, v) :	11(1, x*(I), V, 7)(1), ,.o ) ,	17:(I, v): = 11(1, x*(I), v1 p(1), o) 
-	3(€) :	.ae(t, x*(1), P( t), o),	.)°.(i) : = X(I, x*(I), p.(/), 2). 

Dann gilt die folgende Aussage. 

Lemma 2: fl( . , v) und .' sind in I = z linksseilig stetig,	) und	sind in 
t = rec/tisseitig stetig. 

Der Beweis für dieses Lemma it ganz ähnlich dern von B. N..PENINYJ [8: 
Kap 3] für den stetigen Fall zu führen (s. [6]). 

Definition: Es sei y(t) := (t, x(t)) E G. Dann heillt d1 mit 

d(t) := 'IMin {Jjy(t) -	27 E aG}-	•	 •	 - 

Abstands/unklion zwischen der Trajektorie y und der Randfläche OG j und jeder 
•	Punkt y(t) mit 

y(t) E aGi und Ily ( t )	y(t)H = d1(t) 

heillt nàchsterFufipunkt von y(t) auf aGi.'	.



Stetikeit der Losung der adjungierten Gleiching	531 

Lein ma 3: d• (1 = 1, 2, ..., k i.st $tetig und last uberall di//erenzicrbar. 

Be.veis: Aus der-Definition folgt für z, 22 € [4, 4]  

ld(z 1 ) - d 2 )I	IIY(;) - y(z2)II - I!y(z2) - y(z2)II 

;5	(;) — y(z)jj 5 12 1 — 221 + lx(z i ) — x(z2)II. 

• Wegen der Koinpaktheit von U und der Stetigkeit von x und 97 existiert cin K mit 
1199(t, x(t), (0)II !E^ K für alle I € [t, Ii]. Daraus folgt 

lIx (z i) — x(z2)I1	f 11,p (I, x(t), u(t))M dt	K . IZ2 — z. 

Damit gilt 1d 1 (z 1 ) — .d(z2')l 5 (K + 1) k2 — Z11, d. h., d i ist Lipschitz-stetig in 
[1, t}. Deshaib ist di in [t, 1] stetig und fast iiberall differenzierbar (vgl; H. RADE 
MACHER [9]) I	 • -	 - 

Limrna 4: Siz € [4,4] mit gj (z, x(z)) = 0. Für alle w > 0 gilt: 

a) d 1 (t)' :!E^ 0 au/ elner Menge ton positivem Mapim Intervall (z - CO ) z), 

b) t) 0 auf einer Menge von, positiein Map un Intervall (z, z 

Beweis: Ware d i (t) > 0 fast.überall in (z — co, z), dann gälte für ein zi € (z — w, z) 
mit.d(z 1 ) > 0 die tJngleichung 

d(z) > d 1 (z) - d(z 1 ) =fd(1)dt > 0, 

mi Widerspruch zu d(z) = 0. Also niul3 a) wahr sein. Der Beweis für b) verläuft 
analog I 

Bel unserer .Betrachtiing fordern wir soar: 

Für alle w > 0 existieren zwei Mehgen 12 1 c (z — co, z) und Q2 c(z,z + co) 
von posittve11 Ma13 wit der Eigenschaft: 

d 1 (t)	0 für alle I EQ 1 undi € I(z, x) und	 (4) 
d(t) .^ 0 für alle £ E Q2 und I € I(z, x). 

Dabei ist I(z, x) die 1lenge der aktiven indizes in z bez. der Zustandsfunkt . ion x 
und wie folgt definiert: 

I(,x):={iE{1,2,...,k}Ig(z,x(z))=O}. 

Die Forderung (4) ist in vielen Fallen erfüllt. Zuni Beispiel folgt aus Lemma 4, dal3 
(4) gilt, wenn es höchstens ein i und ein i, aus I(z,x) gibt, für die zeine g,-Auf-
sprungstelle und cine g,-Absprungstel1e ist (das ist insbesondere immer erfüllt für 
den Fall k=1).. 

Nun untersueleri wir'die nächsten FuBpunkte. Für ein beliebigs I € [4, 4] kann 
es mehrere soicher Puhkte geben Wir betrachten deshalb die folgende lokale Lip-

34 *	-
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schitz-Bedingung: 
Für alle 77 E bG und iE I() existieren c(i) >0 und M1() >- 0, so, daB für

	

E U() n aGi gilt	
\ 

11 97' —'i'll,	 (5) 

wobei U,(9?) eine E1 (9? )-Umgebung von 77 in R'' und T j der äul3ere Nornialenvektor 
der Randfläche 00i ist. 
Mit ihrer Hulfe gelingt die folgende Aussage. 

	

Lemma 5: Für alle z E [to, 11] mig g1 (y(z))	0 existiert ems Umgebung von z,
in der die Abbildung t -* y(t) eindeutig, stetig und Just überall di/Jerenzierbar i.st. 

	

Beweis: Wir setzen	 - 

:r Min e(!,(z)),

	

	> 0. -.
M,(y(z))J 

Wegen der Stetigkeit Yon di und y swie wegen d i (z) = 0 existiert zu diesem e soich 

em	= 6(s) > 0, daB I t —zJ <6 zu Iy(t),— y(z)II <j und d1 (t) < -i- führt. Sei 

•	: nun y 1 (t) ein beliebiger nachster FuBpunkt von-y(t) auf derRandfläche 60 i . Dann
gilt nach der Definition von d1 und mit Hiife der Dreiecksungleichung 

11Y1( t) — y(z)II !^g d(t) + Iy(t) — y(z) <	(y(z), 

d. h. y(t) € U, g (y(z)) n OGj für It — zi < 6. Deshalb folgt aus (5) 
-	II(y(zi)) - 91j(yj(z2 ))II	IM1(y(z)),. Il'y (z1) — yj(z2)1I
für I z j — zI <6, / =- 1, 2. Wegen der Definition von di und 

= y(z1 ) ± d 1 (z1 ) . 91 1 (y(z,))	(/ = 'I, 2) 

gilt weiterhin	 I 

— y(z2)II 
•

	

	 Ily(zi) - Y(Z2)II + d1(z1). II(y1(zi ) ) —	+ Id(zj ) - d(z2)1

2 y(z1) — y(z2 )11 -f- d1 (z1) ..11(y(z)) II!,1(z i) — y(z2)11 

fur-1z1 — zi < 6, j= 1, 2. Weil  
•	 •	 d(z1) M(y(z)) <-i-. M(Y(z))	

2M1(y(z)) M(y(z)) 
= 

ist, ergibt sich daraus jy1 (z1 ) — y1(z2)Ij 4 Jy(z) — Y(Z2)II für , - zi < 6, / = 1, 2. 
Da y(z,) ein beliebiger nächster FuBpunkt von y(z) ist, folgt die Eindeutigkeit von 
y(t) für It - zI < ôaus der letzten Ungleichung (für z1 =,z2). 

Genau wie irn Beweis zu Lemma 3 existiert em K > 0 mit y(z1 ) — 
K z1 - z2l . Daraus folgt jy 1 (zj )	y1 (z2 )jj	4K Izi — z2 füi jz — z <'6 (j = 1, 

•	2), d. h., y ist in' der 6-Umgebung von z Lipschitz-stetig. Deshaib ist y1 dort_fast 
uberall differenzierbar (vgl. bei H. RADEMACHER [9]) I	 - 

Aus Lemma 3, Lemma 5 und der Definition von d1 folgt 

= -	1	((t) —	( t )) grad g(y1(t)).
11grad g1(y1(t))jI
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Wegen

	

	 -
(t) grad g 1 (y(t)) = 0, 

= (1, (t)) = (1, 9(t, x(t), u(t))), 

grad g(y1(t))	
(it(Yi(t)))	 I 

g1(y1(e)) 

folgt as (4) für alle co > 0 die Existenz zweier Mengen Q 1 c: (z - w, z) 'und Q2 
(z, z + w) von positivern MaB mit der Eigenschaft: 

q(t, x(t), 'u(t)) g . (y(t))	_g j (y1 (e)) für I E .Q1 iind i E I(Z) x), 

çv(t, x(t), t(t)) g1 (y1 (t))	_gjj(y(t)) für t E Q2 und i € I(z, x).

Wenn wir für den optimalen ProzeB (x* , u*) d e Mengen 

W1 (t) :=	E U .t x*(t) , v) g.(y.*(t)	_g(y*(g)) Vi E I(z, x*)} 
.und  

W2 (0 := {v € U I 9,(t,x*(t), v) g1 (y1 *(t))	_g(y*(t)) Vi € I(z, x*)} 

definieren, wobei y*(t) ein nächster FuBpunkt von y*(t) = (t, x*(t)) auf. OG j 1st, 
dann lautet die letzte Eigenschaft folgendermaBen. 

Lemma 6: Wenn (x*, u*) der Bedingung (4) geniigt,dann ist u*(t) € W 1 (I) für 
I € Q 1 und u*(I) E W2 (t) für € € Q2 (mil .den in (4) de/inierten Q1 , Q2).	 - 

3. Zur Stetigkcit von p und andero Hauptergebnisse 

Zunächst führeki wir einige Definitioneñ em :.	 - 

{v € U I (t, v) = AR (i))	7_V(j) := (v € U I fl ( t , v) =.':(I)} 

M 1(I) : = W 1 (t) n 3_V(t)	1112(t) : = W2(t) 

Alle irn Abschnitt 2gefuhrten Betrachtungen sind eine Vorbereitung für Lemma 7. 

Lemma 7 Die Bedingungen- (4) n-nd (5) selen er/üllt und es sei z € ('a, t3 ) mit 
I(z, x*) 4 0. Dann gilt M1(z) 4 0 und M2(z) = 0. 

Beweis: a) Nach Lemma 2 sind( . , v) und . in € = z linkssitig stetig und' 
H und	in € =z rechtsseitig stetig. Deshaib gilt nach Lemma 1, daB X in 
I = z linksseitig oberhalbstetig und X in € = z rechtsseitig oberhaibstetig Sind. 
Nach Lemma"5 ist y in einer hinreichend kleinen Urngebung von z stetig. Wegen 
der Stetigkeit von x und ç und der stetigen Differenzierbarkeit von gj sind die 
Funktionen	 .	, 

t i-- (t, x*(t), v) g(y*(t)) und t ,- _g5,(y*(t)) 

für alle I ebenso stetig in dieser TJmgebung. Deshalbfolgt aus Lemma 1, daB 

W 11 (t) := {v € U I q,(t,, x*(t), v) gif 	^ _gjg(yj*(€))} 

für i E I(z, x*) in 1= z oberhalbstetig ist. Damit wird W1(t) folgendermaBen ge-
bildet	 S 

14T(t) = r. J4T(g) ,	 - 
-	iEI(z.x)
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wobei nur e,ndlieh viele Mengen W1 (t) zuni Durchschnitt gebraeht werden. Folglich 
ist W1 in t = z° ebenfalls oberhaibstetig. Analog folgt die Oberhalbstetigkeit von 
W2 in I = z. Aus der Definition folgt nun die linksseitige Oberhalbstetigkéit. von M1 
und die rechtsseitige Oberhalbstetigkeit von M2 in I = z. 

h) Die Gleichung (3) bedeutet nach der Definition von X 
u*(t) E c712_V(t) fast iiberall in flu, Iii. 

Nach Lemma 6 existiert zu jedem co > 0 eine Menge Q 1 ' mit 
u*(1) € W 1 (t) n	= ]If(t) für alle t € Q1', 

wobei Q 1 ' gleich deni Durehschnitt von S? 1 mit der Menge aller 1 1st, für: die u*(1) 
€ X"(t) gilt.. Weil u*(1) € X_"(t) fast Uberall in [1, t] gilt, ist das MaB von. 
gleich dern Ma13 von S?, also grof3er als Null. Das hedeutet, daB zu jedeni co > 0 
eine Menge Q 1 '	(z - w, z) n [1, tj von5 positiveni MaB mit M1 (t) + 0 für I € Q1'
existiert. Weil sich . and p, nur in 1 = z unterscheiden, gilt auch u*(t) E 
fast Uberall in [to, I i] . Dann . kann analog gezeigt werden, dal3 zu jedem a > 0 eine 
Menge S?2' (z, z ± w) n [to , I i ] von positiveni MaB nut M2 (t) + 0 für I € 122 ' exi- 
stiert  

c) In a) wurde gezeigt, daB M1 in I = z linksseitig oberhaibstetig ist, d. h. für 
alle r > 0 existiert em w > 0, so daB M1 (t) c M1 (z) + V(e) für I € (z - (0, z) gilt, 
wobei V(s) eine Nullumgehung in Rr ist. Nch b) existiert em 1' ( - o, z) von 
positivein MaO mit M 1 (t) 4 0 für I € Q 1 '. Daraus folgt M 1 (z) + V(e) 40 für alle 

> 0. Folglich ist M 1 (z) 4 0. Analog läJ3t.sieh M2 (z) . 4 0 zeigen U 
Lemma 7 ist das wichtigste Hilfsnittel zum Beweis des folgenden Satzes. Damit 

die Ausdriicke übersichtlieher sind, wollen' wir mu wciteren schreibeñ: 

(z + 0) : =. .(z) = X(z, x*(z) , p(z ± ), 
X°(z + o):= Xz_ v (z) = {v € U I Ii(z, x*(z) , v, p(z ± 0), 2) 

= X(z, x*(z) , p(z + 0), 2)}. 
Satz2: (x*, t*) sei em. optImaler Froze/i der Au/1jabe (1) mit (4) und (5), z € (ta, I) 

mit I(z, x*) 4 0. Dann gilt:. 

a) z) =	(z + 0) ± E .z({z}) gat (z, x*(z)); 
tEI(z.X) 

M1 (z)	,9_V(z + O) und M2 (z) c X(z). 

v1 . € M1 (z) /olgI für alle i € I(z, x*) 

z 1 ({z}) [gju(z, x*(z)) + q(z, x*.(z) , v 1 ) gj (z, x*(z))] = 0, 
a'us V2 E'M2 (z) /olgt füralle i € I(z, x*) 

j 1 ({z}) [g1(z, x*(z)) + p(z, x*(z) , v2 ) g4, x*(z))j = 0.. 

b) Existiert em. V EM1 (z) u M2 (z)mit 

g11 (z, x*(z)) 4- çv(z, x*(z), ) 1 (z, x*(z)).4.0, 

SO ist ,u 1 ({z}) = 0.	 5 

a) Es seifür alle v € 0 U und alle i € I(z, x*(z)) 

g11 (z, x*(z)) + .(z, x*(z) , v).gj (z, x*	0. 

	

(z)) + 	 (6)



I 
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Au.f3erdem.existiere für alle v E mt U ein / = /(v) (1 < / .r), so dap eniweder 

9,(z, x*(z), v) 7j (z, x*(z)) > 0 für alle i C I(z, x*)	 -	 'S 

oder	 (7) 
q(z, x*(z) , v) g1 (z, x*(z)) < 0 für alle i E I(z, x*)	 . 

is!. Dann ist p in z stetig (d. h. 1u({z}) = 0 für alle I € I(z, x*). 
d) Gilt (6) und (7) für alle z € (to, t i), dann is! p In ['a, I] sicily. 

J3eweis: Wii beschränkenuns darauf, a) und c) zu zeigen. b) uñd d) lassen sich 
• einfach daraus folgern. 
/ a) Nach , Lemma 7 ist M1 (z) + O. 'Far cin beliebiges v 1 € M1 (z) gilt dann wegen 

pT(z + 0) - pT(z) =	'	({z}) g(z, x*(z)) 
&EI(:.x) 

• 5 (vgl. (2)) die Beziehting 

•	 (z) = 

	

92 (z, x*(z), v1) pT(z) - ao/(z, x*(z), v 1 )	 - - 

[p(z, x*(z), v1) pT(z -f- '0) -- Aof(z, x(z), vi)] 

	

z({z}) (z, x*(z), v1) g1(z, x*(z))	.	.	.	•	.	 S	 / 

iEI(z,X')	 .	 S 

-	

= H(z, x*(z), v 1 , p(z ± 0), ;.)  

- -. E	1 ({z}) (z, x*(z), vi),gj(z, x*(z).).	. 
,EI(z.x) 

Einerseits ist	 .	. 
S	 I(z,.x*(z),.vi, p(z + 0), 2) 	a'(z + 0),	. .	 (8) 

andererseits folgt aus V 1 E W1(z) 

p(z,X(z),.vi) g1 (z, x*(z))	_91j(z, x*(z))	. 

fur alle i C I(z,'x*) Weil ,u({z})	0 für alle I ist, gilt wegen der letzten Ungleichung 

S

	

	 fLj(	ç(z, x*(z), v) gj(z,.x*(z)) 	—({z}) gjj(z, z*(z)) 	(9) 

für alle i C I(z, x*) und darnit 

' a 1 ({z}) 9'(Z' x*(z) , v1 ) g . (z, x*(z))	—u1({z}) git (z, x*(z)).	S	
' 

sEI(Z.X)	 , ,	sEI(Z.X') 

Also haben \vir	 - 

(z)	(z + 0 ) .+	u({z}) g11 (z, x*(z)).	 .	(10) 
- 

Nach Lemma 7 ist auch M2 (z)	0. Sei v2 € M2 (z) beliebig, dann gilt analog -	S 

sup ii( x*(z), v, p(z), 2) ^ H(z, x*(z), v2 , p(z), A0) 
0	

vEt] 

=H(z, x*(z), v2 , p(z + 00 0 ) 

	

2)	
S	 - 

—.

	 z 1 ({z}) p(z, x*(z), v2) g.(z,x*(z))  
-	 .	IEI(Z.Z)

	

0	- 

p
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Einerseits ist wegen v2 € X'(z + 0) nun H(z, x*(z), v2 , p(z + 0), A) = (z ± 0), 
andererseits gilt wegen V2 E W2 (z)	- 

1u({z}) q(z, x*(z) , v2 ) g . E(z, x*(z))	— 1u({z}) g . 1 (z, x*(z))	 (12) 
für alle I E. I(z, x*) und dam it 

,' u({z)) cv(z,x*(), 1)2) g, E(z, x*(z))	E —z,({z}) g,(z, x*(z)). 
IEI(:.X)	 iEI(Z.X) 

Deshaib habdn wir

	

	 S

d-0) + !' 1ui({z})gjg(z,x*(z)) 

Daraus folgt wegen (10) die erste Behauptung des. Satzes, d. 
•	 (z) = .(z + 0) -	1aUz}) g j (z, x*(z)). 

IEI(Z.X) 

Demzufolge nlüssen alle ^" und ^" in (8), (9), (11) und (12) durch Gleichheits-
zeichen ersetzt werden. Aus (8)- entsteht dadurch H(z, x*(z), v1 , p(z + 0), A0) 
= (z + 0), d. h. v j € X( + 0) für alle v 1 € M 1 (z). Also gilt M1 (z)	X°(z + 0). 
Analog kommt M2 (z)	X°(z) durch das Gleichheitszeichen in (11) zustande. Die 
ubrigen Béhauptungen in a) ergeben sich aus (9) und (12). 
• c) v 1 sei beliebig'aus M i(z)+ 0). 1st v 1 € O U, so folgt aus (6) und a) 1u 1 ({z}) = 0 
für alle I E I(z, x*). Damit ist p(z) = p(z + 0), d. h. p ist in z stetig. 1st v1 € mt U, 
so folgt einereits wegen v 1 E. M1 (z)	X°(z) '(nach der Definition) und M1(z) 

X"(z + 0) (nach a))'	 S 

S

	

	

H1(z, x!(z), v 1 , p(z), 2) = H,(z, x*(z),v1, p(z ± 0), 2) = 0 
für alle j = 1, 2, . .., r. Andererseits ist 

Bo,(z, x*(z), v 1 , p(z), 2) = H,(z, x*(z), v 1 , p(z + 0), 2) 
u({z}) ç,,(z, x*(z), v 1 ) g(z, x*(z)). 

S	 IEI(ZZ') 
Insgesamt erhalten wir  

•	 ,	
p((z)) qv,(z, x*(z), v 1) g(z, x*(z)) = 0. 

7 iE!(z.Z9 

Wegen (7) muB u 1 ({z}) = 0 für alle I E I(z, x*) scm, d. h. p ist in z stetig I 

Bemerkung: Für die lineare Aufgbe 

f (to( 1 x(t)) + 1,(t, , x(t)) u(t)) dt	inf! -	 S 

S •	
±(t) = C(t) x(t) -f- D(t) u(t),	 •	 (13) 
u(t)I ;5; 1,	, x(1) ^5 a für t E	11],	x(10) = x(t1 ) = 0 

•	und die quasiregulare Aufgabe 

f (/o(, x(1)) + Mt, x(t)) u(t) ± 0, z(t)) u2 (t)) de	inf!, 

(t) = C(t) x(t) - D(1) u(t),	 • (14) 
liz(t)I ;5 1,	x(t)I ^5 a für C € [to, C1],	x(C0) = x(11 ) = 0 

1	 0
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lauten die Bedingungen (6) und (7)	 S 

C(t) (±cx) + D(t) r= 0,	C(t) (± c ) — D (t) + 0,	D(t) + 0.	(15) 

Diese Bedinungen kOnnen in vielen Fallen erfüllt werden. Dagegen gilt de Be-. 
dingung der aUgemeinen Lage von W. G. .BOLTJANSIcI nicht, wie am Anfang schon 
gesagt wurde. In [4] und [6] wurde gezeigt, daf3 bei einem optirnalen Prozel3 der 
Au.fgabe (13) eine Aufsprungstelle im ailgemeinen nicht zugleich eine Abspung-
stelle ist. Das heiBt man kann die Theorie von H. W. KNOBLOCH nicht für (13) an-
wenden. Für'(14) ist die Forderung von H. W. KNOBLOCH ebenfalls nicht erfüllt, 
denn nach. [6] bzw. Lemma '8 gilt *(z) = 0 für alle Aufsprung- bzw. Absprung-
stellen z. 

Tm aligemeinen besagt die Bedingung (6): Eine optimale Trajektorie kann mit 
Steuerungen ausdem Rande des Steuerbereichs U nichteiterh)n auf dem Rande 
des Zustandsbereichs,G bleiben.	 . . 

4. Elnige Anwendungen 

In diesem Abschnitt werden aus den vorangegangenen Ergebnissen einige SchiuB-
folgerungen über die Optimaistellenmenge der PontrjaginIunktion und über die 
Stetigkeit der optimalen Steuerung gezogen. 

Lemma 8: Gegeben sei de-'(z) = { 5} (d. h. X' besitzt genau eirt Element) und 
'	I(z, x*) == 0. Dann gilt: 

,a) (1, q(z, x*(z), v)) grad g(z,.x*(z)) = 0 für alle i € I(z, x*), 

	

b) Unter (6) ist U E mt U und H(z, x*(z), Y, p(z), 2) = 0.	 -	
0 

	

Bèweis: a) Nach Lemma 7 und Definition gilt	
S. 

0 + M(z) = W 1 (z) n X(z)	W 1 (z) n {}	{}. 

Daraus folgt U E Wj(z), d. h.	x*(z), ) g1 (z, x*(z))	x*(z))' für alle 
i € I(z, x*). Naci Lemma 7 und Satz 2 gilt 0 r= M2 (z)	X°(z) = {3}. Deshaib ist
{3} = M(z) = W2 (z) n X_'(z + 0). Daraus folgt 5 € W2 (z), d. h. q,(z, x*(z), i) 
x g1 (z, x*(z))	7911 (z, x*(z)) 'für alle i € I(z, x*). Also gilt (1, q(z, x*(z), v))
X grad g1(z, z*(z)) = 0 für alle i € I(z, x*). 

b) Aus (6) folgt sofort U € mt u und wegen v € X(z) auch H(z, x*(z), .7, p(z), A0) 

=01 
Die Voraussetzung des Lemmas 8 ist bei den quasirégulären Aufgaben, beispiels-

weise (14), erfüllt. Weiterhin kann man Lemma 8 zur Untersuchung der folgenden 
quasilinearen Aufgabe der optimalen Steuerung anwenden: 

V 

f (to(t, x(t)) ± Z /,(t, x(t)) u,(t)) dt	inf!, 
t.	 j=i	 S 

	

(t) = 0(t, z(t) + E 1(t, x(t)) uj(t) € R',	•.•.	
(16) 

u,(t)	b,,	. a i	x1 (t)	a 1 ,	x1(t0) = Xio,	x(11) =

(j= 1,2,...,r;i=1,2,...,n5;tE[t0,t1]). 

S	
/
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Lemma 9: Sd (x*, u*) ein optimaler Prozef3 der Au/gabe (16) und (6) sei er/üllt. 
Dann existiert für beliebiges z E [to, 1,1 ?nit I(z, x*) 0 em j(1 15: r) mit 
ii,(z, x*(z) , u*(z) , p(z), 2o) = 0. 

Beweis: Ware die Behauptung falsch, dann galt.e 

ii,(z, x*(z) , u*(z) , p(z), 2) == 0 

for j = 1, 2, ..., r. Für these Aufgabe ist H,, unabhangig von v, deshaib ist 

- H"' (Z' X* (z), v, p(z), Ao) + 0	 (17) 

Mr alle v E U und j = 1, 2, ..., r. Daraus folgt wegen der Definition von U und 
der Linearitat, von H in v, daB _t(z) ,._genaii ein Element U ent.hält, d. h. 
Ii(z, x*(z) , •, p(z), 2) hat genau eine Maximaistelle. Nun \vird Leiuiuia 8 angewandt, 
und 'es ergibt sich daraus H,(z, x*(z) , , p(z), 2) = 0 für alle j = 1, 2, ..., r irn 
Widerspruch zu (17). Also muB die Behauptung des Lemmas rchtig sein I 

L em ma 10: Für die Au/gabe (1) selen (4)— (7) er/üllt und es sei vora'usgesetzt, 
du/3 ii(t, x*(t) , -, p(t), ) für alle I € [to, I 1 ] genan eine Maxirnalslelle besitzt. Dann ist 
die optiinale Ste'uerung u'' sletig.	 S	 - 

Beweis: Nach Satz 2 ist p stetig. Daraus folgt. die Stetigkeit von fl( . ,v) für 
alle v E U und damit wegen .(t) = sup H(t, v) auch die Stetigkeit. von (vgl. 
B. N. PENINYJ [8: Kap. 3]). Wegen vEu 

X"(t) = {v E U I fl(t, v) = 

ist 9-' nach Lemma 1 oberhalbst.etig. Weil X-v nach Voraussetzung einelernentig, 
ist, etwa X"(t) = {1i(t)}, folgt ausder Oberhalbstetigkeit von 7e_1 die Stetigkeit 
von fl. Nach (3) gilt u*(I) E '(t) fast überall in [to, 11], also stimint u mit ii fast 
Uberall uberein: Aus der Stetigkeit von Ii, der rechtsseitigen Stetigkeit in [to , Li] 
und der Stetigkeit in 11 von u'1' folgt, daB u'4' und uherall in [to, t] ubereinstimrnen 
und damit u stetig ist I 

Tnsbesondere erfullt die Aufgabe (14)—(15) alle Voraussetzungen des Lemmas 10, 
deshaib ist jede optimale Steuerung dieser Aufgabe stetig. 
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