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Die Stetigkeit der Losung der adjungierten Gleichung bei Aufgaben der optimalen Steuerung-

mit Zustandsbeschrankungen wurde schon von anderen Autoren unter gewissen Bedingungeh
gezeigt, die oft nicht erfullt sind. Hier wird die Stetigkeit dieser Losung unter anderen Be-
dingungen-gezeigt. Weiterhin werden andere interessante Ergebnisse und Anwendungen er-
reicht. - i : ' ' )

HenpepsBHOCTb PeILEHNA COMPFAKEHHOTO YPABHEHHA B 33/1a4aX ONTHMAILHOTO ynpanieHits
¢ OTpAHHUEHHAMH COCTOSHMM YyrKe JIOKABAHA NPYTMMH ABTOPAMH, OJHAKO NMPH 'YCIOBMAX,
4acTo He BHNOJHAKIWMUXCA. B 3Toil pafoTe HENPepHBHOCTL dTOrO pelIeHHA NOKA3BIBAETCA
NpUYIPYrUX yCIoBHAX. Kpome aToro paboTa CONCPHMT APyrHe MHTEpECHbIE PE3yABTATH W
IpUMEeHeHUs . : .

" The continuity of-the solution of the adjoint equation-in optimal control problems with state

restrictions has already been shown by other authors under certain conditions that are often
not-fulfilled. Here the continuity of this solution is shown under different conditions. Further-
more, some other Interesting results and applications are given. - :

In dieser Arbeit betrachten wir die nachstehende-Aufgabe der:optimalen Steuerung
mit festem Integrationsintervall: : 3 :

[
F(z, u):="[ f(t, 2(¢), u(®)) dt — inf!, ,
to ) .

) = (t, 2(t), u(?)), u(t) € U= Rr, ‘ e .
gi(t’ x(t)) é 0 (t € [to, tl]r 7= l’ 21 e k): ' ( )

holz(te) = 0, hu(z(t)) ='0."

‘Dabei wird vorausgesetzt, daB die Funktionen und Abbildungen

S RXRXR - R,  gi:RxR" >R,
pRXR R >R, huR >R (=01

stetig und f(¢, -, v), @{t, -,‘v‘), g; und lk, stetig differenzierbar sind. AuBerdem sei U
kompakt. ;- _ ‘

Als zulissige Steuerungen bezeichnen wir beliebige in [¢, £,] rechtseitig stiickweise
stetige und in ¢, stetige Vektorfunktionen u, die Werte aus der Menge U annehmen!
Ein Paar (x, u) heiBt ein Prozef, falls u eine zuldssige Steuerung ist und.alle Be-
dingungen in ‘(1) erfiillt sind. Dabei IheiBt z eine Zustandsfunktion und ihr Graph

/



- 528 HoANG XUiN PuG

Trayektone (x*, u*) heiBt oplzmaler Proze[f wenn fiir alle Prozesse (2, «) gilt F(=z, )
= F(z*, u*).

Fiir die Aufgabe (1) wurde von A.D.JoFFE und V. M. TICHOMIROV in [2] das
folgcnde Pontrjaginsche Maximumprinzip bewiesen. :

Satz 1: Se? (x*, u*) etn optimaler Prozeﬁ der Aufgabe (1). Dann existiert evne Zahl
2020, Vektoren ly€ Re, 1) € R*, eine Vektorfunktion p: [ty t,] — R" und k auf
den Mengen 1';:= {e € [to, 1] | g,( x*(¢) ) = 0} konzentrierte nichinegative regqulére
Mafe u;- (v =1,2,..., k) derart, daf diese Grofien nicht glczckzezlzg verschwinden
und folgendes gzl( :

v a) p wst die Losung der adjungzerten Gleichung
. . ‘ ‘
U = h'(2*(t)) - &7 + [ He(z, 2¥(x), u*(2), ple), Zo) dr

to

-

+ 5 T gilz 2¥(0) ds, : . @

i=1 ({o.t)
(L) = —h'(z*(e) - T
b) Fur /a,st alle t aus [to, t,] ist die Glezchung

O H{ =0, wr ), plo), 20) = F(t, 1), pl0), 7) )
erfiilll. S 7

Daber st H(t, & v, q, 2) = q;(t & v - //(l & vy und FH(Eq, )=
SUP H (t) S) 'U, Q’ ;‘)‘ .
velU

Benutzt man das Pontrjaginsche Maximumprinzip, um zu untersuchen, ob ein
~ vorgegebener Prozel optimal sein kann, so treten nicht selten Schwierigkeiten auf,
da die MaBie u; und die Funktion p /unachst unbekannt sind. Noch gréBer ist der
Aufwand, wenn ein (noch unbekannter) optimaler ProzeB (z*, *) erst zu bestimmen
ist, weil dann sowohl z*, «* als auch p und u; unbekannt sind. Dabei.ist es schon
eine groBe }urlcwhtcrung zu wissen, ob p stetig ist, d. h., ob das Maf} in einzelnen,
Punkten gleich Null-ist.

Was wissen wir bls Jet/t iiber die Stet,xgkelt von p? Da jedes \IaB i auf der Rand-
fliche

S 0Git== {8 8) € [to, W] X R™ [ gilt, £) = 20}

konzentriert ist, ist die Funkmon pin ¢ stetlg, wenn der Punkt (t x*(t)) im Inneren
des Zustandsbereiches

G:={(¢, E)E[to, ]Xll”[gi(tﬁ so<¢:1 2, . b))

liegt. Die Unstetigkeit von p kann also nur auf dem Rande des Zustandsbereichs @,
. auftreten. Aullerdem ist p wegen der Regularitit der MaBe y, in ¢, ¢,] lmksseltlg
stetig (vgl. [2]).

- W. G. BoLTsaxski zeigte in [1] die Stetjgkelt von p unter einer Zusatzbedingung,
dle er ,,Bedingung der allgememen Lage‘‘ nennt. Wenn

%g;(t, £ =0 firalle (,&eG@ (=1,2..,k und
i

={eR|g(w) =0 (G=k+Lk+2'..,m)
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gilt, d. h. U durch m — & vorgegebene Funktionen gy, Ges2s - o> I definiert wird,
dann besagt diese Bedingung, daB die Vektoren ‘

- grad, gi(t, &) und grad, g;(v),

im Falle gi(¢, &) = 0 und g;(v) = O linear unabhanglg sein sollen. Weil nun aber
grad git, &) = (0,0, . ) 0)fiire=1,2,...,kund (¢, &) € G gilt, 1st diese Bedmgung
verletzt. e

- H. W.KXOBLOCH zelgte in [3] dle Stetigkeit von p fiir solche Aufgaben mit einer
Zustandsbeschrankung, d. h. k = 1, allerdings unter den Bedmgungen daB

i 9i(21, 2( () ) >0 fiir Jede Aui'sprungsbelle 2 und

’
!

d
N g,(z2, zz)) < 0 fiir jede Absprungstelle 2,
gllt, und daB jede Aufsprungstelle zugleich ‘eine Absprungstelle ist. Diese Forde-
. rungen sind “bei unseren im Abschn1tt3 genannten Aufgaben (13) und (14) nicht
erfiillt. !
In dieser Arbeit wird dne Stetlgkelt der Funktion: p unter anderen Bedingungen
. gezeigt, und anschlleBend werden einige Anwendungen dieser Untersuchungen be-
trachtet. _ _ . -

Definition: Welann fireinz,1 <7< /Ic, und 2, 2, aus [{, ¢,] gilt
P éi(t, z(t)) = 0 fiiralle "¢ € [2), 2] und _
fiir beli;biges e >0 existiert ein € (2, — ¢, 2)) .mit,
;g,-(t xz(t)) < 0 . und ein € (2,2 +¢) mit gt x(t)) <0,

"dann heiBt z, eine g,-Au/sprungstelle, 2, eine g,-Absprungstelle und ]edes te (zl, 2,)
eine g;- Verweulstelle von z. . :

Diese Begriffe entlehnen wir H. W Kw~oBrocr (3], sie werden aber bei uns in’

einem umfassenderen Sinne gebraucht: H. W. KxoBLoCH forderte, dall es nur end-

" lich viele Aufsprung- und Absprungstellen gibt, was bel uns mcht der Fall zu sein
_braucht.

-~

N

2. Einige Hilfsmittel

. In diesem Abschnitt stellen wir’ emlge Lemmata zussmmen, die im ndchsten Ab-
schnitt angewandt werden.

1

-+ Lemma 1: Gegeben seten zwei ; Funktionen b: Z X U — R und a: Z - R, wobe?.
Zo R, U R” kompakt und b(t, -) stetig fir allet € Z sind. Ferner ser

Fyt) := (v € U [ b(t,v) = alt)},
Foft):= v € U] b(t,2) S a(t) und Fy(t):= {v € U|b(t,v) = alt)).

Sind dann &(-, v) und a tn z € int Z lmkssezhg (bzw.. rechisseitig) stetig, so sind alle
Abbzldungen F;(j=1,2, 3) in z linksseitrg (bzw. rechtsseztzg) oberhalbstety.

34 Annlysns Bd: 3, Heft 6 (1984)
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Beweisidee: Es seien b(-, v) und « in z € int Z linksseitig stetlg Angenommen,

F, wire in z nicht lmkssentng oberhalbstetig. Dann existiert ¢in & > 0, so daf} sich
fiir alle > 0 ein 1€ Zn(z— §,2) und o(t) € Fy(t) mit v(t) ¢ Fy(z) + V(e) finden
1aBt, wobei V(¢)-eine e- Nullumgebung in R ist. Man kann eine Folge {z;} konstruicren
mit - ' : : . e '
z€ (z—6,2) firalle <, ]im z,»'= z,
o) € Fiz), - o(z) & Fy2) + V(z).r
Weiterhin wird gezeigt, dafl

|b(z, v(2:)) — a(z N =y =12 ..)

fir ein y > 0 gilt (vgl [6]). Wegen der Kompaktheit von U e\ustlert eme Tellfolge )
{zv} mit im o(z;) =9 € U. Fir dlesc Teilfolge - gilt wegen der linksseitigen

i'—o00

Stetigkeit von b(-, v) und a und wegen dcr Stetigkeit von b(¢, -)
0= l”n (lb(z 7’(21 )) - b(Z,, v(zy )| + la(zi). — a(z)[)

2 lim [ble, o(z0) — b, v(a) + alar) — ala)]
i'—»00 s . !
C = lim |b(z v(z)) —al@)| = v, p

im Widerspruch zu 0 < ». Also ist die’ Annahme falsch, und deshalb muf} F, in
diesem Fall linksseitig oberhalbstetig sein. Fiir F, und F, verlduft der Bewcns ana-
log 8

Dieses Lemma wird spiter bei der Auswertung der Gleichung (3) im Pontrjagin-

. schen Maximumprinzip eine wichtige Rolle spielen. Es gestattet die Eigenschaften .

optumalcr Prozcsse auch an solchen Stellen zu ergriinden, in dencn (3) nicht gilt.
Es seien - ’ '

(P fie ¢ o 2,
Pl) = {/p(? +0) fir t=z2 .
ﬁ(t, v) 1= H(t, z*(), v, 7)(!)',' /'.0) , ., v):= H(t, ;c*(t)., v, Pt), /'.O) R
- () = FE(t, 2*(0), plt), o), ;yff’:(t) 1= (L, 2¥(0), paAD), 2o).

[y

Dann gilt die folgende Aussage.

Lemma 2: A(-, v) und 5 sind in t = 2 linksseitig stetig, (-, v) und ;. sind n

t = z rechisseitig stetig.

<

Der Beweis fiir dieses Lemma ist ganz dhnlich dem von B.N.PSENIENYJ [8:
Kap: 3] fiir den stetigen lall zu fiihren (s. [6])-

Definition: Es sei y(f) := (¢, 2(t )) €G. Dann heiBt d; mit.
di(t) := Min {|ly(t) — 9li | n € 2G4} -

r

Abstandsfunktzon zwischen der Trajektorie y und der Randfliche 4G; und jeder

Punkt, ;(¢) mit ) )
C wedt und ) = yOl =diy .
“heillt ndachster . FufSpunkt von y(t) auf oG;. - ‘

\

\

A
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Lemma 3:d; (? =1 , 2, ..., k) st stetig und fast iiberall differenzierbar.

‘Beweis: Aus der-Definition folgt fiir z,, z, € [£o, £,]

|di(z1) — di(zg)l = ”?/(21) L g;(zz)” — lly(z2) — (=)l
= Ily(zi) — Y2l = |2y — 22| + [|2(2y) — x(zz)ll-

. Wegen der Kompakthelt von U und der Stetigkeit von z und ¢ existiert ein K mit
”q: t 2(2), u(t) ” = ]\’ fiir alle t € [to, t,]. Daraus folgt .

\

nx(zl)—x(zz ll\f||<ptx bu@)]|dt < K - |z — zl.

Damit gilt |di(z;) — di(z.)] < (K £ 1) - |zs — 2|, d.h., d; lst Llpschlbz stetig in
[£o, t,]. Deshalb ist d; in [to, 4,] stetig und fast iiberall dxfferenzxerbar (vgl. H..RADE-
MACHER [9]) o -

Lém ma 4: Sei z € [ty, t,] mat g.(z x(z)) = 0. Fiir alle >0 gzlt

_a) di(0) < 0 auf exner Menge von positivem MafS tm Intervall (z — w, 2),,
b) d,’(t) =0 (\L’ZL/ einer Menge von positivem Maf im Intervall (z,z + w).. . '

Beweis: Wire d;(¢) > 0 fast iiberall in (z — w, 2), dann gilte fur ein'.z'l.e (z — Qz 2)
mit. d;(z,) > 0 die Ungleichung )

d(z)>d fd ydt >0,

im Widerspruch zu d i(z) = 0. Also muB a) wahr sein. Der Beweis fiir- b) verlduft.
analog I

Bei unserer Betrachtung fordern wir sogar:
. A\

" Fiir alle @ > 0 existicren zwei Mengen 2, — (z — o, ) und .(22 (z 'z + w)
o von positivem MaB mit der Eigenschaft:

di(t) < 0 fiir alle ¢ € 2, und 7 € I(z, z) und ) _ (4)
d~(t)~2 0 fiir allc t€ 2, und 7 € I(z, z). v

Dabei ist I(z, z) die Menge der aktiven lndwes in z bez. dcr Austandsfunl\txon x
und wie folgt definiert: . .

e

1(7‘:-,:::)::{1'6 1,2, ...,k | gi(z z(2)) = 0}.

Die bordemng (4) ist in vielen Fillen erfiillt. Zum Beispiel fo]gt aus Lemima 4, daB
(4) gilt, wenn es hochstens ein 7; und ein 7, aus I(z,z) gibt, fiir die z-eine g; -Auf-
sprungstelle und e¢ine g,,-Absprungsbellc ist (das ist insbesondere immer erfiillt fiir
den Fall £ = 1). ‘

Nun untersuch(,n wir die nichsten FuBpunkte. Fiir ein belxeblges t € [, ¢,] kann
s es mehrcre solcher Puhkte geben! er betrachten deshalb die folgende lokale Lip-

34*

.
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schlt,z-Bedmgung

Il

'Fur alle n € 0G und ze I(n existieren &;(n) > 0 und M;(n) >.0, so, daB fiir
v, 0" € U.(n) n oG; gilt \ -

190" = Rl )| < M) - I’ — "l , : (5)

wobeli U,‘( ) eine &;(n)-Umgebung von 77 in R*+1 und N; der dullere Normalenvektor
der Randfliache oG, ist.

- Mit 1hrer Hilfe gelmgt, d1e folgende Aussage.

Lemma 5: Fir alle z € {ty, t,] mat g,( ) = 0 existiert eine Umgebung von z,
tn der die Abbildung t — y;(t) exndeutig, stelzg und fast iberall dz//erenzzerbar ist.

B e weis: Wir setzen ’ .

&= = Min {e,(y(z)) (:(z))} > 0. o l

Wegeﬁ der Stetlgkt_alt von d,~ und y sow1e wegen. d;(z) = 0 existiert zu diesem ¢ solch

ein & = 8(e) >0, daB |t —z2] <& zu |ly(t).— y(2)| < -28—- und di(t) < % fithrt. Sei

nun y;(t) ein beliebiger nichster FuBpunkt von-y() auf der Randfliche 8G;. Dann
gilt nach der Definition von d; und mit Hilfe der Drelecksunglelchung

i) — v < i) + Iy — @I < e S sily@),
d. h.‘y,(l) € U,,( (2)) n 8G; fiir |t — z| < . Deshalb folgt aus ()
[Ri(yitz0) — Rzl < Mi(y(2),- lyitz) — izl
fir |z; — 2} < 0, j =1, 2. Wegen der Definition von d und
CwlEm) =y + iz Rlu)  G=1,2)
gilt weiterhin , " : ’ oo
liyi(z1) — w2l | - o
S M) — ylzl + dife) - [[Rilwiten)) — RelwaCz)l| + 1diz) — diz)
L= 2 ly(z) — Y@l + di(z) Mi(y(2) lyiz) — izl "
fiir|z; — 2| < 8, j.= 1, 2. Weil -

ditz) Mifula) < 5 - Mily(a) = o

7

1
o My (Z>) |
ist, ergibt sich daraus [lyi(z;) — i(2)| < 4]|y(zl) — ylzp)l| fir |z; — 2| < 6,7 =1,2.
Da yi(z;) ein beliebiger nichster FuBpunkt von y(z;) ist, folgt die Eindeutigkeit von
yi(t) fur [t — 2} < ¢.aus der letzten Unglelchung (fiir 2; = 2,).

Genau- wie im Beweis zu Lemma 3 existiert ein X > 0 mit ]|/(zl) — y(22)||
S K |2z — 2. Da.ra.us folgt [lyi(z1) — wil2)ll = 4K |z, — 2| fiir lz; — 2| <6 (=1,
2), d. h., y; ist in der-6-Umgebung von z Lipschitz-stetig. Deshalb 1st Yi dort fast, )
- tiberall dlffercnzxerbar (vgl. bei H. RADEMACHER [9]) §

Mi(y(2)) =

Aus Lemma 3, Lemma 5 und der Definition von d; folgt

di(t) = — !

» m y(t) yl(t)) grad g'(y‘(‘))
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‘ Wegen
\

9() grad gi{:(1)) = 0,

9 = (1 3(0) = (1, 9, 2(0), u(®)), :
gieli( ))) - ' o o .
gie(vi(0)) .

fo]gt aus (4) fir alle @ > 0 die Existenz zweier Mengen .QIC (z — o, z) und 9,
— (2,2 + w) von posmvem MaB mit der Eigenschaft:

o2, 2(8), w(®) gie(wi(®) = —gurlws(®) fir t€ 2, und 7 'I(é, z),
(t x(t), u(t) )g,-e(yi(t))' < —'g;,(y,-(t)) fir t€ 2, und i‘e Iz, ). - N

Wenn wir fiir den optimalen ProzeB (z*, u*) dje Mengen ’

Wit := {v €U| <P( 2*(0), v) gie(yi*(0) 2 —gulys* t)) \/2 € I(z x*)}

grad gi(yi(l)) = (

.und
' Walt) :={v € Ulq)(t,'x*({), v) gielyi*(0) = g.,(y.*(z)\/zelz z*)}

definieren, wobei y;*(t) ein nichster FuBpunkt von y*(f) = (t, :t*(t)) auf 9G; ist
dann lautet die letzte Eigenschaft folgenderma.Ben

~

Lemma 6: Wenn (x*, u*) der Bedmgung (4) genugt ‘dann st u¥(t) € W,(1) /ur
t € 2, und u*(t) € Wo(t) fiir t € 2, (mit den in (4) de/zmerten 2, .Q,) .

3. Zur Stetigkeit von p und andere Hauptergebnisse
Zunichst filhren wir einige Definitionen ein:’ .
o) = o € U At v) = D),  H0):= (v e U|Hlt, o) =0}, -
. M (t) := W,(&) n (), M,(2) := W,lt) n ‘76 _o(t)
Alle im Abschnitt 2 gefiihrten Betrachtungen sind eine Vorbereltung fur Lemma. 7.

Lemma 7: Die Bedingungen (4) und (5) seien erfiillt und es set z E (%o, ty) mzt.i .
I(z, z*) == 0. Dann gult M,(z) + O und My(2) 40,

Beweis: a) Nach Lemma 2 sind"A(-,») und 5# in ¢t =2z linksseitig stetig und’
A, und A, in t =z rechtsseitig stetig. Deshalb gilt nach Lemma 1, da8 J7° in
¢ = z linksseitig oberhalbstetlg und J¢,7° in ¢ = z rechtsseitig oberhalbstetlg sind.
Nach Lemmarb ist y;* in einer hinreichend kleinen Umgebung von z stetig. Wegen
der Stetigkeit von z* und ¢ und der stetigen Differenzierbarkeit von g; sind die
Funktionen . '

e (82X, )g.e(y.*(t)) und ¢ —g(y*(2)
fiir alle ¢ ebenso stetig in dleser Umgebung Deshalb folgt aus Lemma 1, daB
Wiilt) := {v € U | plt, 2%(0), ) gue(9:* 0) 2 —gals @)}

fiir 7 ¢ I(z, z*) in t=2z oberhalbstetlg ist. Damit wird W,(¢) folgenderma,Ben ge'-
bildet , '

.~

(t) = N Wy),

i€l(z.z*)

v
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wobei'n_ur endlich viele Mengen Wy;(¢) zum Durchschnitt gebr;a,cht werden. Folglich
ist W, in ¢ = z'ebenfalls oberhalbstetig. Analog folgt dic Oberhalbstetigkeit von
W, in ¢ = z. Aus der Definition folgt nun die linksseitige Ob\erhalbstetigkéit. von M,
und die rechtsscitige Oberhalbstetigkeit von M, in ¢ = 2. T ~

b Die Gleichung (3) bedeutet nach der Definition von J-°

- u*(t) € J~*(t) fast liberall in [{0, t].
Nach Lemma 6 existiert zu jedem w >0 éine Menée £, mit
k) € Wi(0) 0 () = M) firalle ¢¢ 0,
'-_wobei.!-.)l’ gl:)ich dem Durchschnitt von 0, mit der Mcnge aller ¢ ist, fiir die u*kt)
€ J°(t) gilt. Weil u*(¢) € Jv(¢) fast iiberall in [4,t,] gilt, ist das MaB von. 2/

gleich dem Mafl von Q,, also groBer als Null. Das hedeutet, daBl zu jedem w > 0
eine Menge Q," = (z — w, 2) n [t, ¢,] 'von' positivem MaB mit M,(¢) &= O fiir t € 2/

v existiert. Weil sich -p und p, nur in 't = z unterscheiden, gilt auch ;u?*(t) € JE.7%(¢)

fast iiperall in [4, ¢,]. Dann-kann analog gezeigt werden, daB zu jedem @ > 0 eine
Menge 2, < (2,2 + w) n [¢, £,] von positivem MaB mit My(t) = 0 fiir ¢ € 2" exi-
stiert: Lo : - :

c) In a) wurde gezeigt, daB M, in ¢ = z linksseitig’ oberhalbstetig ist, d. h. fiir
alle € > 0 existiert cin > 0, so daB My(t)y = My(2) + V(e) fiir t € (2 — w, 2) gilt,
wobei V(e) eine Nullumgebung in R” ist. Nach b) existiert ein Q" < (z — w, 2) von
positivem MaB mit M,(¢) < O fiir ¢ € 2,". Daraus folgt M,(z) + V(e) # 0 fiir alle
& > 0. Folglich ist M(z) == @. Analog 1Bt sich M,(z) -+ @ zeigen B -

Lemma 7 ist das wichtigste Hilfs;nittel zum Beweis des folgenden Satzes.'Damit
die Ausdriicke iibersichtlicher sind, wollen’ wir im weiteren schreiben :

- Bz 4 0):=9.(2) = FH(z, 2¥(2), plz +0), &),
H %z 4 0):= W,‘f(z) = {z, e U| H(é, z*(2), v, p(z + 0), ).0)
= (2, z*(2), p(z + 0), Zo)} -

" Satz'2: (x*, u*) sei ein optimaler Prozef der Aufgabe ‘(1) mat (4) und (5), z € (¢, 1,)
mit I(z, x*) 4= @. Dann gilt: . ' ' o

.

W @) = He+ 0+ Tl gz ara); |
' Ml(z)c‘af-'v(z +0) und My(z)c= J-°(2). . -

7

- Aus v.€ My(2) folgt /ﬂi alle 7 € I(z, x*) . ,
uilt) [ga(z, 2%(2) + olz, 2%(2), 1) giele, 2(2))) = 0,
aus v, € My(2) folgt fir alle © € I(z, =*) )

e gale 2%@) + ole, 242, v g 2%@)] = 0.

b) chz'sl_zért em v € M,(z) u My(z) mat

' gulz 24(2) + olz 24(2), 7) ez, 24(2). 0,

807t pi({z}) = 0. |
c)—Es set fiir aéle v € oU und alle 5 € I(z, z%(2)) .
gilz, 2*2) + 9z, x*(z),/v)~g.~s(z, @) =0. B (6)
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_ A-u.ﬂerdem existiere fiir alle v € int U ewn j = j(v) (1 \( g J=r), 80 da/o’ entweder .
q;,,;(z x*(z), )g,e( :z:*(z)) > 0 fir alle, z' I(z, :l:*) - )
oder ‘ . (7)
ga,;;(z, x*(z), 'v) ggé(z, x*(z)) < 0 fir alle 7€ I(z, x*)
ist. Dann ist p in z stetig (d. h. p;({2}) = 0 fiir alle 7 € I(z, z*).
“d) Gilt (6) und (7) fiir alle z € (to, &,), dann ist p in [to, t] stetag. - '

Béweis: Wil beschridnken uns darauf, a.) und c) zu zeigen. b) und d) lassen snch :

.einfach daraus folgern. ‘ '
", a)Nach Lemma 7 1st M ( ) %= 0. Fur ein beheblges 7, € M,( 2) gilt dann wegen
= pNz 4+ 0) — PT I(Z' i\ ({2}) gxé(z x (2))
iel(z.z* . \

\(\-'gl. (2)) die Bezichung ‘
2@, = gz %2, ) 16) — Aoz 2%@), i)
L =gz 2*@), v) 77z + 0). — Zaf(z, #(2), w1

=3 () glz 2@, ) gile, 24(2)

o Lo - L iEN(z,2%) ] . ) N
) = H(z, 2*(2), vy, plz + 0), 2) S )
o . '_iEI(‘z\—-;’.‘zO)/Li({Z}) 9lz, x*(z),'vl),g“(z, z¥(2)). - ‘
Einerseits ist - v ) 3 . . _
H(z, 2%(2), v, p(z + 0),20) S Bz 4+0), - . C®)
andereréeits folgt aus v, € W,(z) ’ ‘ |
‘}"(2:.3{*(2)':'01). gié( 2*(2)) = —girl2, 2*(2))
fiir Iatlle 1€ I(zfx*a’ Weil ui({2}) = 0 fiir alle 7 ist, gilt wegen der letzten Ur}gleichﬁr;g

\

'er@mam%@ﬂMZ—mmm&ﬁm) e
. fiir alle ¢ € I(z, z*) und damlt. , \ ‘ L '
'mé’m ' )q;(z 2*(2), v,) g,e(z x* z)) Z'G%':‘)—y, {}) gic(z, z*(2)).
Also habgn wik . . ) .
@S A+ + X pllE) guln 2). S (10)

‘/ Nach Lemma 7 ist auch Mz(z ) 3= 0. Sei v, € My(2) beliebig, da.'r‘m gilt analog .
" (2) = sup H(z, z*(2), v, 2(2), 2 o) 2 H(z T*(2), vs, P(2), Ao) ‘

vel . .
="H(z, x*(z) vy, Pz + 0), Ao) . ' -
) ‘ ) - 6“2” i {z)qz(z z*(2), ”2) g.e(z x*(z)) - - (1Y)

Q
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andererseits gilt wegen v, € W,(z) -

. .
s

Emerselts ist ‘wegen v, € H~°(z + 0) nun H(z, z*( z), Vg, p(z t 0), 4g) =

#i12) @l2, 2*(2), v,) gie(2, 2*(2)) g —pi{z}) gu(z, z*(2))
fiir alle 7 € I(z, *) und damit '

Z ) oo 243, o) g 40) ST —pull) gl 242).

ielizz

) Deshalb haben wir

' %’(z)>9ﬂz+o> + 2 u.({z})gu(z x*(z))

Daraus folgt wegen (10) die erste Behauptung des Satzes, d. h., .
”(z) = (z + 0) + Z ,“'a )gtt(z: x*(z))

Demmfolge miissen alle ,,S“ und ,,=“ in (8),-(9), (11) und (12) durch Gleichheits-

(Z +O): )

- (12)

zeichen ersetzt werden. Aus (8)~- entsteht dadurch H(z x*(2), vy, p(z + 0), Aa)
= #(z +0), d. h v, € H%2 + 0) fiir alle v, € M,(z). Also gilt M,(z) = F°(z + 0).

Analog kommt M,(z) = H°(z) durch das Gleichheitszeichen in (11) zustande. Dle
* tibrigen Beha,uptungen in a) ergeben sich aus (9) und (12). -

¢) v, sei beliebig’aus M,(z)' (== ). Tst vy € 90U, so folgt aus (6) und a) ui({z}) =0

(i 36’ °(z + 0) (nach a)) .
Hy (2, 2%(2), v,, pe), 2 o) = H.,,(z z (z) o1, e + 0), zo) =0 .
fiir alle =12, Andererselts ist . :

Hl),(z:x ( )’ 21, (2), ) Hv,('-': x*( )) (37 ( + 0) )

T y.({z})%,(z 2*(z), vl) gielz, 2*(2))-

HItX4
Insgesamt erhalten wir

il{ })%,(z z*(2), 7,,) g.e(z 2%(2)) = 0.

N\

NV 2“)

Wegen (7) muB ,u,~({z}) =0 firallez ¢ I(z, z*) sein, d._h. p ist in z stetig B

Bgmerkung' Fiir die lineare Aufgé.be

f(fO(t z(¢)) + /1(‘ ‘U(t) t)) dt — inf!,

2ty = €0 =) + Do) u(0), » -
Qe =1, L jpW) S« fir € [t, 4], - 2(t) = 2(t) =0

und. die quasxregulare Aufgabe

f (folt, z(8)) + fa(t, 2(2)) wt) +/z(t ac(e)u2 t))dz—nnf'

~

() = C(8) (t) + Dit) ult), : -
@Ol S1, ROl S« fir telt,t],  alt) =a(t) =0

! 0

fiir alle 7 € Iz, z*). Damit ist p(z) = p(z + 0), d. h. p ist in z stetig. Ist ¢, € int U,
so folgt einerseits wegen v, € M l(z) — J~°(z) ‘(nach der Defmmon) und M,(z)

C(13)

BN
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~ lauten die Bedingungen (6) und (7)

) (o) + D) +0, CO) (£a) — DO =0, DB +0.  (15)

Diese Bedingungen kénnen in vielen Fillen erfiillt werden. Da.‘gegen gilt' die Be-. '

_des Zustandsbereichs,G bleiben.

dingung der gllgemeinen Lage von W. G. BOLTJANSKI nicht, wie am Anfang schon
gesagt wurde. In [4] und [6] wurde gezeigt, daB bei einem optimalen’ ProzeB der
Aufgabe (13) eine Aufsprungstelle im allgemeinen nicht-zugleich eine Absprung- -
stelle ist. Das heiBt man kann die Theorie von H. W. KNoBLOCH nicht fiir (13) an-
wenden. Fiir (14) ist die Forderung von H. W.KNoBLOCH ebenfalls nicht erfiillt,
denn nach. [6] bzw. Lemma 8 gilt x*(z) = 0 fur alle Aufsprung- ‘bzw. Absprung-

’ stellen z.

Im allgemeinen besagt die Bedmgung (6): Eine optimale Trajektorie kann mit
Steuerungen aus-dem Rande des Steuerbereichs U mcht welberhxn auf dem Rande -

‘s

4. Einige Anwendungen

In diesem Abschnitt werden aus den vorangegangenen Ergebnissen einige SchluB-
folgerungen iiber die Optimalstellenmenge der Pontrjaginfunktion und iiber die
Stetigkeit der optimalen Steuerung gezogen.

Lemma 8: Gegeben sez: F(z) = (B} (d. h. J° besitzt genau ern Element) und

- I(z, z*) &= @. Dann gilt: '

a) (1, plz, *(2), v)) grad g;(z,.2*(z)) = 0 fiir alle 7z € I(z, z¥),
b) Unter (6) ist B € int U und H,(z, z*(2), 3, p(2), 4) = O. .
Beweis: a) Nach Lemma 7 und Definition gilt ' '

0+ My(z) = Wi(z) n H°(2) = W,(2) n {7} = {17}'

Da,raus folgt € Wy(z), d. h. q;(z z*(z), )g,e(z, x*(z )2 —g,,(z x*(z)) fur alle
7 € I(z, 2*). Nach Lemma 7 und Satz 2 gilt @ 5= M,(z) = J~°(z) = {7}. Deshalb ist
{B) = My(z) = Wy(z) 0 H"(z + 0). Daraus folgt o€ Wy(z), d.h. ¢z, 2*(2), 9)

X g,e(z x*(z)) = —g,,(z x*(z) fiir alle 7€ I(z, z*). Also gilt (1 @(z, x*(2), ))

X grad g,(z, z)) = 0 fiir alle 7 € I(z, z¥).
b) Aus (6) folgt sofort @ € int U und wegen v € J€°(z) auch H (z z*(2), 7, p(2), o)

=01

Die Voraussetzung des Lemmas 8 ist bei den quasiréguliren Aufgaben, beispiels-
weise (14), erfiillt. Weiterhin kann man Lemma 8 zur Untersuchung der folgenden
quasilinearen Aufgabe der optlma.len Steuerung anwenden:

t " . ‘
I (folt, () + Z‘f,(t. z(t)) u,(t)) dt — inf!,

b 71

() = golt, 2(0)) +;§1 oilt, 2(0) w(t) € R7, (16)

Bi=u(t) Sb, | a=zlt) S ai, Titty) = o, . Zi(h) = Ty
(7= I, 2’ (RRH) T;-Z’ =1,2,...,n; t€[t, tl]):
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Lemma 9: Sed (x*, u*) ein optimaler Prozef der Au/gube (16) und (6) sez erfullt. .
Dann  existiert fir beliebiges z € [ty, ;] mit I(z,a*) =0 ein j(1 <5 < r) mzf
. Ilv}(z x*(z), u*(z), p(z), 2 ) 0.

Beweis: Wire die_BehaU};tung falsch, dann gilte
Lz, 2¥(2), u¥(@), ple), 2e) + O
fir 7: 1,2,...,7r. Fir diese Aufgabe ist H,,, unabhanglg von v, deshalb ist
_ I],,,(z x (z),q, P(2), Z) £0 o i

fiir alle v € U und j = 1,2,...,7. Daraus folgt wegen der Defmmon von U und
der Lmearxtat von H in v, daB J~°(z)-genau ein Element ¥ enthilt, d. h.
. Il(z, x*(2), -, p(2), 2 ) hat genau eine ’\la\n’nalstelle Nun wird Lenima 8 angewandt
und es ergibt swh daraus H, (z x*(2), 7, p(2), )_ 0 fiur alle j =1,2,...,7 im
- Widerspruch zu (17). Also muB die Behauptung des Lemmas richtig sein i

Lemma 10: Fir die Aufgabe (1) seien (4)—(7) erfillt und es sei vorausgesetzt,
“daf3 H(t z*(t), -, plt /0) fiir alle t € (£, t,] genaw eine ]llaxzmalslelle besitzt. Dann 28t
die optimale Ste'uemnq u* stetig.. : -

Beweis Nach Satz 2 ist p stetlg Daraus folgt d1e Stctlgl\ub von H(., V) fiir
alle v € U und damit wegen .)Y’( ) = sup H(¢, v) auch die Stetlgkelt von 2 (vgl.
B. N. PSENIGNYJ [8: Kap. 3]). Wegen =<V -

) 36“’( ) ={ve U A, v) = A@)

ist -° nach Lemma. 1 oberhalbstetig. \Vell J° nach Voraussetzung emclcment]g
ist, etwa JU(t) = {u(?)}, folgt aus der Oberhalbstetlgkelt von J7° die Stetigkeit, -
von . Nach (3) gilt w*(t) € FH~v(¢) fast iiberall in [¢,, {,], also stimmt u* mit % fast
iiberall iiberein. Aus der Stetigkeit von %, der rechtsseitigen Stetigkeit in [¢,, ¢,]
- und der Stetigkeit in ¢, von »* folgt, da3 u* und % iiberall in [¢,, 1] iibereinstimmen
und da,nut u* stetig ist i : o,

Insbesondere erfiillt die Aufgabe (14)—(15) alle Vorausseuungen des Lemmas 10,
deshalb ist jede opblmale Steuerung dieser Aufgabe stetig.
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