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Extremh]prinzipien zur Charakferisierung von quasik(;nformeh
Normalabblldungen und ihre Anwendung zur Abschatzung
_von Gebietsfunktionalen

S. Kmscn ) » ' .-

Fir eine gewisse Klasse quasikonformer Normalabbildungen- cines mehrfach zusammen-
hiingenden Gebietes werden Extremalprinzipien mit dem Energieprinzip der modernen Po-
tentialtheorie bewiesen und verschiedene Verzerrungssiitze und Abschatzungen von Geblets
funktionalen abgeléitet. ! . .

s HeKOTOPOTro Kiacca KBA3MKOH(OPMEIX KAHOHIYECKHX OTOOpaseHuit MAOTOCBA3HON 00-

. JJACTU JOKAa3bIBAIOTCA 3KCTPEeMaJdbHbIE NMPWHLHIIH lel !'IO\(OLUH 3HCpFH‘{CC}(OI‘O npmmuna -

conpeweuuoﬁ TeOpuu HO’]'CHI(H&JIOB H BBIBOJATCH paS'IH‘IHbIC NpeRJIoeHnA HCKAQMKCHHA I

. OlleHKH QyHLIOHANOB obnacr.

For a certain class of‘quusiconforma-l5cu»nonicav] mappings of a multiple-connected domain the
extremal principle is derived with the help of the energy-principle of the modern potential
theory, and several distorsion theorems and estimations of domain functionals are proved.

§] Emleltung

/ 7

1979 gab R. KUnNav [14] mit Hilfe des GauBschen Prinzips minimaler Energie
Fxtremalunglelchungen zur Charakterisierung von quasikonformen Normalabbil-
dungen (Kreisscheibénschlitz- und Parallelschlitzabbildung) an. In dieser Mitteilung
werden.diese Extremalprinzipien mit dem Energieprinzip der modernen Potential-
theorie neu begriindet mit dem Ziel ihrer Erweiterung auf allgemeinere Ladungs-.

riume. Dies erméglicht dann u.'a. a priori-Abschitzungen fiir Gebietsfunktionale

.durch geometrisch evidente GréBen. Die Begriindung von derartigen Extremal-

prinzipien gelingt z. B. immer in solchen Fillen, in denen Normalabbildungen als
Extremalabbildungen fiir Extremalprobleme vom Grétzschschen Typ bei quasikon-
formen Abbildungen mit ortsabhiingiger Dilatationsbeschrinkung auftreten, die
durch komplexe, von Ladungen endlicher Energie erzeugte Potentiale dargestellt
werden kénnen, wobei die zugehorlgen quadratlschcn Differentiale vollstindige Qua-
drate sind.

' Die Potentialdarstellungen von quasﬂ(onformen Norn)alabblldungen geben einer-
seits AufschluB iiber die Verzerrung, die eine ebene Figur bei der Abbildung erleidet,
und lassen andererseits Abschitzungen der Lage der Schlitze der Normalgebiete
durch geometrisch evidente GebietsgréBen zu, die aus dem zweiten Maximumprinzip
und dem Energieprinzip der modernen Potentla.ltheone gewonnen werden. Eme
zentrale Rolle bei diesen Uberlegungen spielt die leferentlalglelchung '

.

ws =g w, . - (1)

!

mitz =z + zy, w = u + v, wobei ¢ reel] und in noch zu pra21s1erendem Sinne glatt
ist und lg(2)] = qo < 1 erfiillt.
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" § 2. Bezeichnungen und Milfssitze

Mit G bezeichnen wir éine den unendlich fernen Punkt enthaltende offene k-fach 2u-
sammenhingende ebene Punktmenge, deren Rand C aus &= 1 geschlossenen ana-
lytischen Jordankurven C, bestehe und so orlentxert sel daB @ zur Linken liegt. Die

AbschlieBung des Innern von C, sei E, und E = Z F

Le(C ,,) sei die 0-Breite der Randkomponente C,,, d. h. die euklidische. Lange der
Projektion von C, auf eine Gerade mit dem Anstleg 6 + 7/2 zur positiven reellen:
.Achse. Mit Ly'(C,) meinen wir die 0-Breite von C, in einer gewissen Hilfsebene.

Die in der gesa.mten z-Ebene C erklirte reellwertlge Funktion p sci stiickweise
glatt mit

1@ = p(x) = Q,

in‘einer geWJSsen Umgebung des unendlich fernen Punktes = 1 und-gleich einer Kon-
stanten in einem beidseitigen Umgebungsstreifen jeder Randkomponente von @.
. Des weiteren sei gesichert, daf alle eventuell auftretenden Sprunglinien von p die
Menge E meiden.
Wir setzen noch

' plz) — 1
D= e 1
T'(q) sei der Triger von ¢; mit D(M) bzw. | M| bezeichnen wir den Durchmesser bzw.
den duBeren .Jordanschen Flicheninhalt der ebenen Punktmenge M. .
A(@) sei die Klasse aller quasikonformen Abbildungen von @, deren Dilatation
= Qund = 1in C\ T{(q) ist und die in emerUmgebung des unendlich fernen Punktes
gcmaﬁ z —}— a,27! - --- normiert sind. Fiir'w € A(C) gilt nach [15]

Iw&-—ﬂS(Q—IHWMWm”Z (z€ 0) | @) -
w(z,) — w(z) <(@Q— 1) (1 + 2z — zzl_i (n1 |T(9)I)1/2)A

2, — ?2 . . . - (3)
(zl) 2o € C) ' -

und

log

Mit v = t(z, ) bezeichnen wir diejenige stetxge schlichte Abblldung der Vollebene
auf sich, die r(co, {) = 0o und (¢, {) = 0 erfiillt und fiir die 7 - log v(., {) in z die
Differenbia.lgleichung (1) erfiillt, wobei log (., ¢) die Entwicklung :

logz 4+ &(z0) inz=oo S 3 - (4)

bzw. . ! . '
(L + ¢(@)) 2 [log (z — &).—'9(0) log (z — O] + ¢(2) + &(2,¢) inz=¢, (3)
(falls £ nicht auf einer Sprunglinie von p liegt),

aufweist mit nach Null strebenden Funktionen ¢, ‘und & fiir z nach oo bzw. z nach ¢ '

(vgl. [12, 13]), wobei die I\onvergen/ fiir £, gleichmélig beziiglich dcr Variablen
(eM(= Kompaktum) ist. Wir setzen noch . .
H

' ! [2’ C] = II(Z, )l ) ) . . -

Die \Funktion t ist stetig in z und £ und [., .]ist symmetrisch beziiglich z und ¢ (vgl.-
- [13]). Fir p=1ist [2,{]= |z — {|, und fur im Innern und AuBeren des Einheits-
kreises jeweils stiickweise konstantes p ist [., .] in [14] angegeben worden.”
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Mit der Hilfsfunktion H(z, y, t) = [z + 2y + 2(zy + y2)V2)~ gllt nach [7] noch
- folgende Verzerrungsaussage . .

“Blz — R < |w(z) — u,(C)l <Az — cl”Q w € AC), z € C., . (6)

l

mit ‘ . .
A=AW—ID=HW—ILMT@LU® -

- \

B =B(z —¢))-= H(z — e d, 3+ giizy-1/e D(T(Q)), Q)

°

" und

Insbesondere gilt (6) auch fir w(-) = t(-, {).

~ Esgilt noch die Abschatzung der vcrallgememerten I\apamtat cap (M, p) durch dle
gewdéhnliche logarithmische Kapazitit cap (M, 1) einer ebenen Punktmenge ZII (siehe
dazu [6 ] _ \

B( M )(cap (M, 1))® < cap (M P) SA( (M)) (cap (M 1))1/0 (7)

Weiter bezeichnen wir mit £ diejenige eindcutig bestimmte, stetige und schlichte
Abbildung von @, die C, in einen zu Null konzentrischen Krels mit dem Radius R,
und C,, ..., C; (falls vorhandcn) in-hierzu konzentrische Kreisbogenschlitze mit den
Paramctern R, (Radius) und ¢, (Offnungswmkel im BogenmaB) iiberfiihrt; die den
" . unendlich fernen Punkt festhalt; wobei 7 log E() die leferentlalglmchung (1‘) er-
fiillt, und die in z = oo die Fntwncklung 2+ &+ ozt + -+ besitzt. ' .

SchlieBlich sei j; diejenige eindeutig bestimmte stetige und schlichte Abbildung
von G, die die Randkomponenten C, fin Strecken der Lange l5 , des ‘\*elgungswmkels 6
gegen die positive reelle Achse uberfuhrb so'daBl

Re (z ¢ jo(2)) = ¢, (=const.)aufC, (n=1,...,4k)

gilt, die jy(c0) = oo und fiir dle et 75 die leferent,la.lglelchung (1) erfullt, wobei der
Entwu,klungstypus _

N

P Jo(2) =z + al,aZ“‘ + - ‘ - G

inz = co vorhegt
Die Abbildungsfunktion j; werde genau wie 7, defmlert wobe1 G durch die Voll-
ebene zu ersetzen ist. In z = co liege die Normlerung '

, io(z) = 2 + ayezt 4 - | (9
~ wvor. Nach [15] gilt.fiir jedes reelle 6 stets . ’
(27)71 (@ — 1) @°1T(g)] = Re (8‘2“ aj, ) S @m) Q@ — 1 I|T@I. - (10)

Mit €(E) sei der Vektorraum aller auf € erklz'irt,en reellwert,i_gen stetigen Funktionen
bezeichnet, deren Triger in E enthalten sind. Weiterhin sei 9t der Vektorraum' aller
reellwertigen o-additiven Mengenfunkbionen (auch Ladungen oder MaBe genannt)

v =yt — (Jorda.nzerlegung von »),

_ die auf der o-Algebra aller Borelmengen e des R? definiert und auf Jedem Kompa,ktum ,
endlich sind und kompakten Tréger besitzen. Wir setzen noch' " :

AN

[¥]:= v*(R2) + vf(Bz).

~
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Unter dem Potential Uy des éymmetnschen Potentialkernes & = k(z, {) beziiglich
einer positiven Ladung © mit kompaktem Trager meinen wir die numerlsche Funk- >
tion

Upiz ==+ iy — [ bz, c) du(t) — [ k (2, ) du(?)

mit k*(z, ¢) = sup (k(z,£),0), k(2 ¢)= —inf(k(z, £), 0
‘Die Integrale sind dullere Integrale von k* bzw. &k~ beziiglich 4, siehe [1].

Unter der wechselseltlgen hnergle zweier positiver Ladungen verstehen wir die
reelle Aahl

(s ) = f U (2) dm( ) < +oo.

Falls nicht ein unbestlmmter Ausdruck auftritt, verstehen wir unter der Energic einer "~
vorzeichenbehafteten Ladung » die reelle Zahl '

yv):= @5 v7) + (v,v7) — 2(v+,'v‘

Das reelle Potential Uy beziiglich k(z, {) = —log [z, {] erfiillt auBerhalb des Tragers
_von » die leferen\tlalglel(,hung . : o :

div (p(z) grad U) =0 : | ) T ’(il)
(vgl._'daiu 6]).

3

Lemma 1: Der Potentialkern k(z, £) = —log [z, {] geniigt folgenden poténh’ultheore-
" tischen Prinzipien fir Polentzale Uv , die von au/ E eingeschrankten Mafen v € M
erzeugt werden :
Mazximumprinzip, Glezchgewwhtsprmzzp, Balayage-Prmzzp, Sletzg/ceztsprmzzp, U ni-
tulsprmzzp und Energchrmzzp :

" ‘Beweis: Auf Grund “der auf Seite 175 in [18] fortlanfendén Lemmata ist es hinreichend,
fir den konkreten Potentialkern die Giiltigkeit

i) - des zweiten Maximumprinzips,

« ii) des Unitiitsprinzips und des

iii) Energieprinzips " . _
nachzuweisen. Denn aus dem zweiten folgt in Verbindung mit (4) das erste Maximum-
prinzip, daraus wiederum das Stetngkcxtsprmup, das Gleichgewichtsprinzip, das
Balayage-Prinzip und daB —log [z, {] vom Positiv-Typ ist, d. h., daB (v,») = O fiir
alle » € I ist, die auf ¥ eingeschrinkt sind mit »(E) = 0 und von endlicher Energle N
sind.

i) Die Giltigkeit des zweiten \Ia.xnnumpmnmps kann mit derselben Bewus1doe
von MaRia (vgl. [20: S. 53) nachgewiesen werden, mit der der Beweis des ersten-Maxi- '
mumprinzips fiir Potentiale beziiglich des loganthmnschen Kerns gefiihrt wurde. Man
setze dazu statt Uu die Funktion Ug(+) 4- log [+, {] ein und beriicksichtige, daB lokal ~
fiir die Abstandsfunktlon [, {] eine verallgemeinerte Dreiecksungleichung (vgl. [6])

gilt.
ii) Seien p,, u, zwei aif E emgeschrankbe positive Ladungen mit [/41] = [u,] = 1.
Es gelte Uu, = Up, A — fast iiberall fiir alle stetige Potentiale erzcugende positive

Ladungen 4 € 9¢, die auf eine hinreichend kleine ¢- Umgebung Esvon'E cmgeschrankt
seien. Nach dem Satz von Fubml gilt nun

J UMz) d(2) = f UA( z) dug(z).
Wir wihlen nun-eine speziejle signierte Ladung

A‘d).‘(z) =d(it — A7) (z) 1= —(27) 1 div (p(z) graci q)(z)) dx dy,‘
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mit z = x + 2y und ¢ € C,°(E;). Offenswhtllch erzeugen ¥ und 2~ wieder stetige
Potentiale. Mit Hilfe Greenscher Formeln vérifiziert man unter Beriicksichtigung von
(5) die Bezxehung U2 = ¢. Folglich gllt .

S @) dlpy — ) = 0 - P ¢ -
fiir alle, ¢ € €;®(K;). Da €,*(E;s) in G(Es),) dicht lxegt 80 besteht die Beziehung (12)
sogar fur alle/ € §(Es),), was gleichbedeutend mit P1 = pg ist. Damit gllt, das Unitéits-
prinzip.

iii) Entsprechend oblger Bemerkung ist der Kern —log\[z ¢] vom Positiv- Typ
Wiirde nun fiir ein » = »* — »~ == 0 mit »(E) = 0 die Energie (»,%) = 0 secin, so
miiBte nach [18: l.emma-1/S. 176] notwendig U»* = Uy~ u — fast-iiberall fiir ]ede
positive Ladung 4 sein, die cin auf jedem Kompaktum beschranktes Popentlal er-
zeugt, und insbesondere 4 — fast iiberall fiir jede positive Ladung 2 mit stetigem Poten-
tial U2 sein. Nach dem giiltigen Unititsprinzip miiite dann »* = »~, also » = 0 sein,

was aber nicht méglich ist. " Daher gilt fiir » == 0 stéts (v, ) > 0 und nur fiir » == 0 gilt
(v, v) = 0. Unser Kern erfiillt somit das Energleprmznp | »

§3. Potentialdarstellungen und Verzerrungsaussagen fiir quasikonforme Normal- -
abblldungen und Abschitzungen von Gebletsfunktlonalen .

Fiir die quasikonformen Normalabbildungen E und j, gelten nach [14: S. 147 —153]
folgende Potentialdarstellungen: :

S g EE) = [ ~logxm ) m@dst,  z€G, (19
mit der holderstetigen Dichtefunktion

e N

‘ : A d o . -
! = 7)1 — i J— -1 __° i .
! oue) = (227 ple) 1 log |E(R)] = (22) Zoarg K BT
und ' : . 2
TeTgy(2) =2 W s(2) + [ (log v(z, £)) o(l) ds;,  z€ G,> . (15)
c . : , : .
mit der holderstetigen Dichtefunktion
vo(z) = (27)71 p(2) ain Re (v 7% jo(2)) = (27)"! di Im(7e ¥y (z)). Y16)
Durch Realt,eil'bi]dung in (13) und (.15) 'erh,a.lyen wir
. —log |E(z)], z¢€ @ ‘ o .‘ (17)
CUn(z) = ' ’
—log R, z€ E, (n =1,..,k) ‘ (18)
mit - B . o o .
. .. (vlk: vl) = _]Og Rlv ! (19)
und
e " [Re(¢e " jo(z)) — Re (e 02)), z€@ (20)
vole) = Re (z e~ jy(2 ) —cChy 2z€EE, (n=1,...,k) e (21)
und

(v, v0) = ['Re (¢ %o(2)) o(2) ds, = Re [e%(ws 0 — a,0)).  ~  (22)
c N , . .
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Die Glexchungen (18) und (21) ergeben sich dadurch, daB man auf die  Differenz von
jeweils linker und rechter Seite als stetige Losung von (12) in E, das \Iaumum-\‘[lm-
mum-Prinzip anwendet. ; 1

Bei Beachtung der Rinderzuordnung bei der quasikonformen ?} \orma,labblldung
E bzw. jo erkennt man aus der Darstellung der Ladung v, bzw. vg in (14) bzw. (16), da
che Randkomponente C, durch zwei voncinander verschiedene Kurvenpunkte in
zwei analytische Jordankurvenbdgen Cj, und C;, beziiglich », bzw. C;, und
Cro beziiglich », zerlegt wird, wobei v, bzw. v, auf ersterem durchweg positiv, auf.
zweiterem durchweg negativ ist (in den Endpunkten der Kurvcnbogen verschwinden
die Dichtefunktionen), .ausgenommen die Randkomponente C, im Fall der Kreis- -
schlitzabbildung E, auf der »; einheitlich positiv ist. Den Da,rstel]ungen der Dichte-
funktionen », und », cntmmmt man leicht die Beziehungen

{1, n=1 v
B B . ' 2
el =vo. 00 5 u_o . .k (23)
2n : )
und . '
l ‘ -
[oic,] = 2 ’-" 2= 4r/n, n=1 ..k, , 24) -

wobei r der Radius des kleinsten zu Null konzentmschen T(q) und C enthaltenden
Kreises,ist. ¢

Bemerkung 1: Potentialdarstellungen quasikonformer Normalabbildungen von
beliebigen k-fach zusammenhangenden Gebieten @ ergeben sich aus Potentialdar-
stellungen quasikonformer Normalabbildungen von Gebieten G, die von geschlosse-
nen analytischen Jordankurven berandet sind und gegen G mit G, — G,,, = G kern-
konvergent sind, wenn man einen Konvergenzsatz fiir Potentiale (siehe [1: Satz 8/
Seite 34)) bcmuht unter Verwendung des Limessatzes' [7: Lemma 2] und Beachtung
von (13)—(24). Es gelten analoge Bez1ehungen wie in (13), (13), (17), (18), (20) und
(21), wobei diese auf dem Rand C'i. a. nur in einem gewissen Sinn fast iiberall gelten.
.Ohne zusitzliche Informationen iiber den Gebietsrand a8t sich hier i. a. nicht so .
ohne weiterés entscheiden, ob die sich einstellende Grenzladung von endlicher Energie
ist,-abgesehen von dem Fall der Kronsabbxldung (k = 1), wo man mit positiven La-
dungen operiert.

Die Potentialdarstellungen (13) und (15) geben AufschluB iiber die Verzerrung, die
eine ebene Figur in G durch die Normalabbildungen E und j, erleidet. Durch Auf-
spaltung der Gleichungen (13) und (15) in Real- und Imaginarteil und Verwendung ™
des erweiterten Mittelwertsatzes der Intcgralrechnung und der Beziehungen (23)

und (24) erhalten wir den

Satz 1: Zu jedem z € G gzbt es 4k — 2 von 2 abhungu]e auf C gelegene Punkte
Ci 6y € Cy, 8ot Cnl& € Cnt, Cns é."/_ € C:n (n=2,...k) derart, daﬂ gult

. k ’ ’
. IB@) =, Gl (2 &tV Ganhmem, #)

und !

®arg E(z) = arg(r(z, ’fi')',}(F(Z, Lot /r(z )W""z”’) E . (26)

- Analog bekomimen wir Verzerrungssatze fir die quasikonforme Pa,ra.llelschhtz-
_ abbildung js.
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Satz 2: Zu yedem z €@ gibt es 4Ic von z abhangzge auf dem Rand C von G gelegene
Punkle é‘,.*, Lu'* € Cra bw™5 8h' ™ € Crp (n =1, ..., k) derart, daf gzlt
/

[ k : ’l
- Re (¢ e7%oz) — jo(2))) = og IT (= tw*Viz ¢a7)) wm"%ﬂ » (27)

und _ .
£ R '
I (se 70(2)—16(2))= g 11 (<62 £V, 2 )onien, 9)

" Im folgenden sei A,, m =A(D n),Bam = B(Dy ), B, = B(D(C,,)) mlt den GréBen
A und B aus (6), ,,,,,_max |2 — |, dy.; = min Iz—Cl, wobei z€ C, und ¢ € C,
sind. Weiterhin beLelchne # bzw. u, dieeindeutig bestimmte positive Gleichgewichts-
vertellung der Gesamtmasse 1 auf C bzw. C, (n = 1, ..., k), fiir die

Up(z) = —log cap (E, p) auf E-

und .

. V Uu(z) = —log cap (E, p) auf der gesamten z-Ebene
bzw. :

V Upa(z) = —]Og cap (Ey, p) an’En.
und ’

U, ,d,,(z) < —log cap (&,, p) auf der gesamten 2-Ebene

gllt, (Siehe dazu [6]).

Seien z, ..., S beliebige reelle Zahlen nmit 2 Z, = 1. In Abhanglgkelt von dlesen
Zahlen setzen wir nock

e [BuD(E)/4)%, BoD(ER)/4)], falls 2,2, = 0 ist,
" | Ann(Dam), falls 2,2, < 0 ist,
firn,m=1,..., k. ) p .

Satz3: Fir die Radien R, = E(O ) des Krezsschezbenschlztzgebzetes E(G’) gelten
folgende Beziehungen:

~ 07'B, ,d%, < R, < oA, D9 | ) ©(30)

/ié;*n=2 ooy ke mat

’

o= H [(4,. mD:f?»)/(B,, w82 )]Pmlen

1 m=2 t
m$n
k k : _ '
RJIRS™2= II fimam - ' (31)
. . n=1 nm=1 .
“und ’ _
k
cap (B, p) = ] B 5. (32)
n=1 . ]

. Beweis: Wir gehen von der Beziehung (18) aué und wenden auf !

Unyc,(2) = —log R, — Unyere(2), 2€Eq (=2, ...k)

36 Analysis Bd. 3, Heft 6 (1984)

(29)
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das éweite Maximumprinzip an, .wonach'dann unter Verwendung von (6)
log (071B;, ,,d, a) = Uryie, (2) + log R, < log (04,,.D}'9) ~ (33)

fur alle z € C gilt, insbesondere fiir z = co, s0 daB wegen Uryjc (00) = 0 die Abschiit-
zung (30) aus (33) folgt

n=1

Setzt man vy = 2 Zupn, SO erhilt man emerselts in Vérbindung mit (18), (19) und
dem Energlcprmﬂp ‘

(53 = (5 — 31,5 — 92) -+ 20m, 32) — (o, 90) = —log (R, [ R, (34)
. "=.l . )

und andererseits unter BeachAtung von (6 Llhd (7)

. . ,
(%) = X TTm(la, m) = —log H /’"""- , (35)
am=1 . nm=1
Die Ungleichungen'(34) und (35) bestéitigen (31). * .
Integriert man (18) nach p, ergibt sich mit dem Satz von Fubini

.

u(E,) log By —va, du —fU/zdvl = —log(,ap (E ),

'fﬂw

Il
-

also die Beziehung (32) 1

Bemerkung 2: Die Unglelchungen im Satz 3 sind im allgememen unscharf. Setzt
man jedoch in (34) und (35) z, = 1, 2, = 0 fur n =2, ..., k, so ergibt sich die scharfe .
Unglelchung

R1> cap (K,, p).

Das Gleichheitszeichen steht fiir Gebiete mit den Randkomponentcn C, und Ur-
bildern von k& — 1 disjunkten, zu Null konzentrischen Kreisbogenschlitzen mit den
Radien > R, beziiglich der quasikonformen Kreisabbildung des Auferen von C, auf
|w| > R,. (Siche Bemerkung 4 und {6].) .

~ .

In ganz analoger.Schlquelse gewinnt man unter Beriicksichtigung von (2), (6) und
(21) eine Abschétzung fiir die Lage der Bilder der Randkomponenten C, von G bei
der quasikonformen’ Parallelschlitzabbildung j, und eine zu (32) analoge Bcuchung
(38). | | . X

Satz 4: Die Parallelschlitze © e %%4(C,) (= Strecken parallel zur imaginiren. Achse
der w +.2v = 7 e %y(z)-Ebene mit Re (z e‘“’jg'(._z)) =c, = const fir z€ C,) liegen
zwischen den Geraden L '

u = min Re (Z e~%2) — u, : (36)
. 2€C, .
. und
u = max Re (?e™%%2) + u, . (37)
. ’ zeC,
mat

e =(Q — 1) (17(@)/7)"" + log H (4. mD’n'.?, /(B3 m)Ton17)

m=1
- : - m+n

Im Fall k = 1 ist der zweite Summand in u, wegzulassen.
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Fiir die Konstanten ¢, und die im Anschluﬂ an Satz 2 charakterisierte Gleichgewichts-
ladung p auf E mit der Gesumtmasse 1 besteht die Bezzehung .

k .
): f Re (¢ e~%jy( ) )) du(z) R (38)
: \ \
Bemerkung 3: Die in den Sabzen 1-bis 4 angegebenen Verzerrungsauelsagen und
Abscha.tzungen lassen sich auf Grund der Ungleichungen (2), (3), (6), (23) und (24)
weiter durch Ausdriicke abschitzen, in denen nur noch evidente GebnetsgroBon bzw.
von vornherem gegebene GroBeh auftreten. :

'

Bemerkung 4: Die Sdtze 1.bis 4 und die-in § 4 folgenden Sitze und Folgerungen
(ausgenommen die Aussage iiber das Gleichheitszeichen in Satz 5 und 6) gelten natiir--
lich auch fiir beliebige k-fach zusammenhingende Gebiete G. Dies folgt daraus, dafl
man G von innen durch analytlsch berandete Gebiete ausschépfen kann und nach
eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge auf die Folge der quasikonformen Normal-
abbildungen beziiglich der ausschépfenden Gebietsfolge die in Rede stehenden Sitze
in Verbindung mit dem Limessatz aus [7: Lemma 2] anwendet, die Stetigkeit von t .
und schlieBlich noch die Tatsache beriicksichtigt, daB die starkc Konvergenz einer
Folgc von positiven Ladungen die schwachc Konvergcnz nach sich zieht.

\

§ 4. Extremalprinzipien zur Charakterisierung quasikonformer Normalabhildungen

Wir definieren zunachst folgende La..dungsréiume:
My(E) sei die Menge aller auf E eingeschrinkten Ladungen » endlicher
Energie mit »(£,) = 1 und »(E,) =0firn'=2,..., k
und : -

Mo(£) sci die Menge aller auf K emgeschrankten Ladungen » endlicher
Energie mit »(E,) =0 firn = 1,..., k. :

Offenbar gilt v, € M (E), vy € QRO(E) .
" Satz5: Fiir alle v € SJR;(E) galt stets - : ~ .
g (/R S (,0),, . | (39)
wober dus Glez’chvlzez'tszezbhén genau fir v = '1‘:1 angenommen wird.
Be\wéis: Die Anwendung von (18), (19) und des Energieprinzips liefert
(v, v) = (v — vy, v — v)) + 2(»,, V)= () = — v v — ) -{;log (1/R))
= log (1/ &), C ‘ ‘

wobei das Glelchheltszexchen nur stehen ka.nn wenn (v — v, v — v,) =0, alsor =,
ist . |

Fol gerung 1:-R,(G) 7st esn monoton fallendes Gebielsfunktional, d. h. aus G’ =G
mal Elc E\" folgt R\(G') > R,\(G).

v

Satz 6: Fir alle v € Mo(£) galt stets
" Re[ema, 0 — ay,0)] < F(») ; | (40)

. ‘
36*
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F(v):= (v,%) — 2 [ Re (¢ e jy( (2)) dw(2)
wobes das Gleichhertszeichen genau /ur v = v, angenommen wzrd
'Beweis: Dic Anwendung von (21), (22) und des hnergleprmmps liefert
Fp) = (v,9) — 200, %) = (v — v, 7 — %)) — = (v, %0)
2 — (0 %0) =Re[e™(ar0 — ayo)l,

wobei das Glelchheltszelchen nur stehen kann, wenn (v — v, v — vy) = 0, also v =
st : . -

/

Folgerung 2: Re (€72, 4) 2st exn monoton fallendes Gebietsfunktional, d. k. aus
G G’ mit B, B, /olgt

Re (¢~2%ay ;) (6) > Re (- ‘Ma;a) @). - ,

Mit » ist auch & € EIRO(F), wobei ¢ ein ‘endlicher reeller Faktor sel. Mmmuert man
den in ¢ quadratischen Ausdruck F(&), so erhilt man aus (40) fir» == 0

/ . 1 .
o ( f Re (7 e j4(2)) dy(z))‘ < Re (e72 (a,,g — a14)), (41)
wobei das. Gleichheitsze‘ichen genau _fir » = (const) - %, st-eh.t‘. Addiert .man’ die
scharfen Ungleichungen (41) fiir 6 = 0 und 6 = 7/2, so erhilt man eine scharfe Ab-
- “schitzung fiir die positive reelle quasikonforme Spanne a,,g — @j,aj2 von Gin der

Folgeru ng 3: Fir. alle Paa're von 2ulasszgen Ladungen v,v' € S)JZO(E), v, v $ 0,

gilt stets .
. o1 . 1 . ' i
(‘v %) (f Im 10(2) dv(z )) + m (f Re jap2(2) dv (Z)) )

‘ S (a1 o — Q1,xj2) — (al o — y, 7/2) ) . (42)

wobei das Glewhheztszezcken genau fiir v = vo,0=0) ) und v= Vo,0=nf2) Steht bis auf etne
multzplzkatwe Konstante. : ,

Sei nun G ein zum inneren Punkt z = 0 zentrlsch symmetnsches 2k-fach zusam-
menhangendes Gebiet mit dem Rand € = Z‘ (C, + C,H.,,), wobel C, und C,‘*,, zen-
trischzu z = 0 liegen mégen. Des weiteren sei E = C\G 2 E,und B' = Z E, und

n=1

die Funktion ¢ erfulle noch q( z) = q(z) Dies z10ht auf Grund der zugehorigen Uni-
titssitze Jo(—2) = »—70( ) .Io(—z) = lo(z) und ¥(—z, ¢) = —i(z, {) nach sich. Daher
ist

7o € My (B) : {,u € Mo(E E) mit u(e) = u(—e) fiir alle Borelmengen e — E).
Mit .
€ M (B') = {mp- mit p € Mo'(E))
gilt dann nach (40) T

—Fu) f [ log [|E(z, —0)/|E(z, &)1 dw’ (z) du'(C) — 2 Re (z e ¥ 19(z))du (2)

= E- Re 4(e‘2”(('11.9 - a1.o)), . (42) ‘
‘wobei das Gleichheitszeichen genau fiir p'= 5. gilt.

\
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Durch die Substitution 3 = (z — 2,)'/2, 2, € @ \ T(g), erhilt man aus (42) eine a
~ priori-Abschdtzung eines weiteren Funktionals. Infolge des bekannten Prozesses der
Bildung der zweiblittrigen Ubetlagerungsfliche ist als Verallgemeinerung eines
Wertannahmeproblems von H. Grétzsch der Wertebereich von w(z,) beziiglich aller
 w € A(G) eine abgeschlossene Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt 7’ und dem Radius
'R', wobei der Punkt m' — R’ €2 von einer gewissen Parabelschlitzabbildung ange-
nommen wird, die mit der quasikonformen Parallelschlitzabbildung 74(3) von
'G =(G — z)' beziiglich §(3) : = ¢(2) = ¢(3? + z)) zusammenhéngt. Sei '

My (B) 1= {v | v(e) = u'((e — 2)"V2), e E, ' € Mo (E). .

. Aus (42) flieBt dann die | -

Folgerung 4: Fiir alle v € ‘.Dlo"(E) gzlt . ' ’
[fog [[e 0z =2, —VE = z)lle V===, VT = =)l () doi©)
—2[Re@e ], (Vz—2)dr2)

2 5 Re (a0 — d,0)

)

= —;— f{e (e“-"'"_&l,g) = % (R' + Re (e729(z, — m’))),‘ A (43)

wober das Gleichheitszeichen genaw fir v = ¥ g; (]/e — z,), e—=C, gilt.

Satz 7 Ser Cy eine der Randkomponenten von G, die in der is(2)-Ebene maximale

6-Breite Ly = La(io(Ca)) aufweist. Dann gilt ' - X

Re (e~2(ay,0 — 0,,0) = H{Ly'; D(Co), D(T(g)), Q) =} (44)
mit 0 - : . . .
b= L%/ (12Q% 4 8log [29°A1+9* . B-1. D@ . L,/=%))
und den Konstanten A = A(D(C)), B = B(D(Cy)), D = D(Cy), vgl. (6).

Beweis: Ausgehend von der Ungleichung (41) schatzen .wir die linke Seite von (41)
fiir eine spezielle zulissige T.adung nach unten ab. Zur Bestimmung jener Ladung
gechen wir in die f(z) = u(z) + 2v(2z) = 7 e~? jy(2)-Ebene iiber. Die Projektion von

“ Oy = f(Cy) auf die u-Achse ist ein abgeschlossenes Intervall I der Linge Ly, das in
zwei gleich lange disjunkte Intervalle I+ und I~ zerlegt werde. Durch jeden Punkt -
« des Intervalles I zeichnen wir eine Parallele zur v-Achse. Dabei sei f der Punkt des
Durchschnittes dieser Parallelen und.des Randes Cy” mit kleinstem Tmaginérteil. Wir
~ identifizieren diesen Punkt f mit u. Nach dieser Identifikation entsprechen den
- Intervallen I+, I~ gewisse Punktmengen Cy*, Co~ auf Cp = f~1C¥).
Nun definieren wir eine Ladung v mit supp » <= C folgendermalien:

| (@/Ls) du(z), falls z € Co*
dv(z) = d(v*(z) — v‘(z)) = q —(2/Lg’) du(z), falls z € Cg~
» 0 sonst.

Offensichtlich ist die Ladung » eine auf Cy definierte Mengenfunktion mit »(Cy) = 0.
DaB » von endlicher Energie ist, wird sich aus der anschlieBenden Abschitzung, er-
geben. Somit gilt v € My(E). ’ ,

Aus der Doppelungleichung (6) gewinnt man die Ungleichung

log 5,81 < ~@log If(e) — /O] + @ log (4B .+ (45)

iy
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In Verbindung mit (45) erhalten wir .
) S Qlog (BNOA) — (4QYLe™) [ [ log fulz) — u(d)] du(z) du(?)

' Ik gE
= 2@ ¥ grivparey | (46)
und , ‘ - |
(¥, ) Z —log (A(D(CHYO) _ (469
mit 4 = A(D(Cg)) und B = B(D(CO)); vgl. (6). Schli¢Blich berechnet man noch
([ Re (i@ dvta) = (/L) ( [ wdu— [ df =L, )

so daB aus (46), (46") und (47) die Abschitzung (44) folgt B

Bemerkung 5:In (44) steht das Gleichheitszeichen fiir Gebiete\ G, die Urbild eines
Parallelschlitzgebietes mit Strecken der Neigung 0 zur positiven reellen Achse be-
ziiglich j,(2) sind. . -

Aus (41), (42) und (10) flieBt noch die -

Folgerung 5: Seien bo und Crjs zwer Randkomponenten von G mit, mazimaler 0-Breite
Ly = Lo(jo(C'o)) bzw. n/2-Breite L, = L,.,/z(j,,/e(C,llz)) i der jo-Ebene bzw. jnjo-Ebene.
Dann gilt fiir die positive reelle quasikonforme Spanne des Gebietes G -

1

— L 12g)+ MLy, D(CY), DIT(@)), Q)

10— Qpajp =

=20
mat der Funktion h wie vn Satz 1. .
" Des weiteren ergibt sich aus (42) und (43) in Veibir}dung mit (44) und a’nsch]ieBen-
der Addition von(43) fiir § = 0 und 6 = /2 noch die -
Fol'ge'rung 6: Sei Gy eine Randkomponente von G = VG — 2, mit z; € G\ T(q) mat
. maximaler 0-Breite Ly = L( io(éa)) in der jg-Ebene. Fiir den Radius R’ und den Motlel-
- punkt m’ der -Versc{zzébung§krezlsschezbe (= Wertebereich von w(z,), w € W(G)) gt dann

S . - — N
R’ + Re (e 2%(z, — m')) = 2h (Lo', D(Cy), D(YT(g) — z), Q)

Q— 1) —— ~ A
. +5g e —=l. . (48)
B 2z h(Ly', DCo), DYT(g) — ), Q) + (L., DCrre), DY Tg) — 7). Q)
i » _
+ g = D (49)

~

mat der Funktion h wie in Satz 7.

Bemerkung 6: Tm allgemeinen Fall ist eine explizite Darstellung der Abbil-
dungsfunktion j, nicht bekannt auBer in gewissen Spezialfillen, z. B. in dem Fall,
Wo ¢ eine nur von |z| abhidngige Funktion ist, vgl. hierzu [14: S. 162]und die dort

. , o
1 7’
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zitierte Literatur. Dieser Umstand macht cine Abschitzung von Ly durch Lg wiin-
schenswert. Das gelingt sicher fiir den Fall, dall - o

Ls > 2(Q — 1) (1T(g)|/=) 2

ist. Nach-einer Drehung der z-Ebene wird die ¢ = & + 2y = 7 e™*2-Ebéne vermittels
der hydrodynamisch normierten Abbildung = - - 2

w(l) = e o(—7e08) =& + bl + -

Q-quasikonform auf die volle w-Ebene bezogen. Diese Abbildungsfunktion w(()
© = w(l) 4+ 7w(C) geniigt nach (2) der Ungleichung S

A

N

(@) — & = wld) — 8 < @ — U (T,
woraus unschwer . ' C ) - R
Li' = Lo — 2Q — 1) (T()/=)"2 . - (50)

s ablesbar ist.
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