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Extremalprinzipien zur Charakterisieru.ng von quasikonformen 
Normalabbildungen und ihre Anwendung zur Abschatzung 
von Gehietsfunktionalen 

S. KIRSCH 

Für eine gewisse Kiasse quasikonformer Normalabbildungen eines mehrfach zusammen-
hangenden Gebietes verden Extremalprinzipien mit dem Energieprinzip der modernen Po-
tentialtheorie bewiesen und versehiedene Verzerrungssatze und Abschät.zungen von Gebiets-
funktionalen abgelitet.	 S 

)Ijia HeKoToporo inacca HB311XOHllOMbIX HaHoHu4ecKHx oTo6paHeHul MHorodnflanofl 06-
JlacTIi )OF3bII3IOTCH KcTpeMa21b1laIer1puHLuanbI npii nOMo[uu aiieprwiecoro npHHLulna 
conpeMeHlloü TCOPHn noTelllt,ilaJIoB H BhI8OHTCH pa3JI11'1}I1e npeiioneunn t1cli611eHiln II 
oieiuni ()ylIuiIoHaJ1oH o6'1acTI1. 

For a certain class of quasiconformal canonical mappings of a multiple-connected domain the 
extremal principle is derived with the help of the energy-principle of the modern potential 
theory, and several distorsion theorems and estimations of domain functionals are proved. 

§ 1. Einleitung
/	 I 

1979 gab R. KUHNAU [14] mit Hilfe des Gaul3schén Prinzips minimaler Energie 
Extrenialungleichungen zur Charakterisierung von quasikonformen Normalabbil-
dungen (Kreisscheibénschlitz- und Parallelsehlitzabbildung) an. In dieser Mitteilung 
werden these Extremalprinzipien mit dern Energieprinzip der modernen Potential-
theorie neu begrundet mit deni Ziel ihrer Erweiterung auf allgemeinere Ladungs-
räume. Dies ermoglicht dann u. a. a priori-Absehätzungen fur Gebietsfunktionale 
dureh geonietrisch evidente GE68en. Die Begrundung von derartigen Extrernal-
prinzipien gelingt z. B. immer in soichen Fallen, in denen Normalabbildungen als 
Extremalabbildungen für Extremalprobleme voni Grotzschschen Typ bei quasikon-
formen Abbildungen mit ortsabhangiger Dilatationsbeschrankung auftreten, die 
dureh komplexe, von Ladungen endlicher Energie erzeugte Potentiale dargestellt 
werden können, wobei die zugehorigen quadratischen Differentiale vollstandige Qua-
drate sind. 

'Die Potentialdarstellungen von quasikonformen Normalabildu ngen geben einer-
seits AufschluB über die Verzerrung, die eine ebene Figur bei der Abbildung erleidet, 
und lassen andererseits Abschätzungen der Lage der Schlitze der Normalgebiete 
durch geometrisch evidente GebietsgroBen zu, die aus dem zweiten Maximumprinzip 
unci dem Energieprinzip der modernen Potentialtheorie gewonnen werden Eine 
zentrale Rolle bei diesen tberlegungen spielt die Differentialgleichung	S 

w=q(z)wz	S	
(1) 

mit Z . = x + iy, w = u + iv, wobei q reefl und in noch zu prazisierendem Sinne glatt 
ist und Iq(z)I	q < 1 erfullt.	 S
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§ 2. Bezeichnungen und Hilfssätze 

Mit C bezeichnen wir dine den unendlich fernen Punkt enthaltende offene k-fach zu-
sammenhängende ebene Punktmenge, deren Rand C aus k 1 geschlçssenen ana-
lytischen Jordankurven C bestehe und so orientiert sei, daf3 C zur Linken liegt. Die 

k 
Abschliel3ung des Innern von C, sei E und E = ' E. 

n=1 
L9 (C) sei die O-Breite der Randkomponente C,,, d. h. die euklidische. Lange der 

Projektion von C. auf eine Gerade mit dem Anstieg 0 + ,/2 zur positiven reellen' 
.Achse. Mit Lo'(C,,) meinen wir die O-Breite von C,, in einer gewissen Hilfsebene. 

•Die , in der gesarnten z-Ebene C erklärte reeliwertige Funktion p sei stückweise 
glatt mit

1/Qp(z)Q, 

ineiner gesvisseñ Umgebung des unendlich fernen Punktes = 1 und'gleich einer Kôn-
stanten in einem beidseitigen Umgebungsstreifen jeder Randkomponente von P. 
Des weiteren sei gesichert, daB alle eventuell auftretenden Sprunglinien von p die 
Menge E meiden. 

Wir setzen noch 

q(z) =
	

,	q(z)J	= q0 < 1. 

T(q) sei der Trager von q; mit D(M) bzw. IM! bezeichnen wir den Durchniesser bzw. 
den ãuBerenJordanschen Flächeninhalt der ebenen Punktnienge M.	- 

(G) sei die Kiasse aller quasikonformen Abbildungen von 0, deren Dilatation 
Q und = 1 in C \ T(q) ist und die in einerUmgebungdes uneridlieh fernenPunktes 

gemall z + a1z' +	normiert sind. Für'w E 2I(C) gilt nach [15] 

w (z) - zj	(Q - 1) (iT(q)j1)12	'(z E C)	 (2) 
und 

0	
log w(z 1 ) - w.(z2)	

- 1) (i + 2 Izi - z21' (	IT(q)hI2)
-	(3) 

(z 1 , z2 E C). 
Mit t = -c(z, ) bezeichnen wir diejenige stetige schliehte Abbildung der Vollehene 

auf sich, die r(00, ) = oo und r(, ) = 0 erfüllt und für die i - log t(., 4) in z die 
Differentialgleichung (1) erfüllt, wobei log r(., ) die Entwicklung 

log z + 1(z, )	in z	00	 (4)
bzw.

(1 + q())' [log (z - ).—'q() log (z - )] + c() + E2(z, ) in z = , (5) 
•	(falls ç nicht auf einer Sprunglinie von p liegt),	 - 

• aufweist mit nach Null strebenden Funktionen c 1 und e2 für z nach oc bzw. z nach 
(vgl. [12, 13]), wobei die Konvergenz für c gleichtiiallig beziiglich der Variablen 

€ M (= Kompaktum) is. Wir setzen noch 

[z,] = Ir(z,)I.	 -	 - 

Die Funkt. ion r ist stetig in z und C und [., .1 ist symmetrisch bezüglieh z und (vgl. 
• [13]). Für p - 1 ist [z, ]	Iz - J, und für im Innern und AuBeren des Einheits-



kreises jeweils stückweise konstantes p ist [• .1 in [14] angegeben worden;
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%Iit der Hilfsfunktion JJ(x, y, 1) = [x + 2y + 2(xy + y2)112]1_1 gilt nach [7] noch 
folgende Verzerrungsaussage: 

B I  -	Iw(z) -	A I  - 11 IQ,	w € W(C), z ET,	(6) 
nut	 •1 

A = A ( I z - I) = H ( I z - j, D(T(q)), i/Q) 
und	 - 

B =B(Iz - D= 'l(Iz -	(3 ± 81/2)1_1/QD(77(q))1Q). 

Jnsbesondere gilt (6) auch für w(•) = r(, ). 
Es gilt noch die Abschatzung der verallgenieinerten Kapazit .at cap (M, p) durch die 

gewohnhiche logarithmische Kapazitat cap (M, 1) einer ebenen Punktnienge M (siehe 
dazu [6, 7]) 

-	B(1)(M)) (cap (M, 1))Q	cap (M, p)	A(D(M)) (cap (M, 1))h/Q.	(7) 

Weit.er bezeichnen wir mit E diejenige eindeutig bestimmte, stetige und schlichte 
Abbildung von G, die C1 in eipen zu Null konzentrischen Kreis mit dem Radius R1 
und C2, ..., C (falls vorhnden) in hierzu konzentrische Kreisboenschlitze mit den 
Parametern B,, (Radius) und q',, (Offnungswinkel im BogenmaB) überfUhrt, die den 
unendlich fernen Punkt festhält, wobei flog E( . ) die Differentialgleichung (11) er-
füllt, und die in z = cc die Entwicklung z + ao. 4F xiz' +	besitzt. 

SchlieBlieh sei jo diejenige eindeutig bestimmte stetige und schlichte Abbildung 
von 01 die die Randkomponenten C,, (in Strecken der Lange lo , ,, des Neigungswinkels U 
gegen die positive reelle Ache iiberführt, so daB 

Re (1e°10(z)) = C,, (= const.) auf C,, (n = 1,..., k) 

gilt, die jo(oo) = cc und für die e 10 jo die Differenialgleichung (1) erfullt, wobei der 
Entwicklungstypus 

jo(z) = z + a,oz1 +	 (8) 

in z = 6o vorliegt. 
Die Abbildungsfunktion j 0 werde genau wie jo definiert, wobei 0 durch die Voll-

ebene zu ersetzen ist. In z = cc liege'die Norniierung 

j 0 (z) = z+ az +
	

(9) 

vor. Naeh [15] gilt für jedes reelle 0 stets 

(2)-1 (Q - 1) Q-.'-IT(q)	Re (e-111 a l e)	(2r)-' (Q - 1) Tq).	(10) 

Mit (E) sei der Vektorraum aller auf C erklärten reellwertigen stetigen Funktionen 
bezeichnet, deren Trager in B enthalten sind. Weiterhin sei 9R der Vektorraum' aller 
reeliwertigen o'-additiven Mengenfunktionen (auch Ladungendder Mal3e genannt) 

V = - v (Jordanzerlegung von v), - 

die auf der cr-Algebra aller Borelmengen e des R2 definiert und auf jedemKompaktum 
endlich sind und kompakten Trager besitzen. Wir setzen noch 

[v]:=ui(R2) +vT(It2).
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Unter dern Potential U4udes symiuetrischen Potentialkernes k = k(z, ) bezuglich 
einer positiven Ladungy mit kompaktem Trager ineinen wir die numerische Funk-
tion

U1z: 1Z . = x+ iy -f f k(z, ) dt() - f k(z, ) d) 

mit k(z, ) = sup (k(z, ), 0),	/-(z, )..= —inf((z, 0, 0). 
Die Integrale sind äuBere Integrale von k bzw.. /c bezuglich z, siehe [1]. 

Unter der wechselseitigen Energie zweier positiver Ladungen verstehen wir die 
reelle Zahi 

( Ju l, P2) = f U/4 1 (z) d1z2 (z)	+00. 

Falls nieht ein unbestimmter Ausdruck auftritt ., yerstehen wir unter der'Energie einer 
vorzeichenbehafteten Ladung v die reelle Zahi 

(v, v) := (v+ , r) + (v-, r) - 2(v+ , v_) .	 - 

Das reelle Potential Uv bezüglich k(z, ) = — log [z, ] erffillt aüllerhalb des Tragers 
von v die Differenialgleichung 

div (p(z) grad U)	0	 '(11) 

(vgl. claw [6]). 

L e in ma 1: Dei Potntialkern k(z, ç) = - log [z, ]- genligi /olgenden poEentiallheore-
tichen Prinzipien für Potenliale- Uv, die von auf E eingeschranlctem Mafien v € 
erzengt werden: 
Maxirnvmprinzip, Gleichgewichtsprinzip,, Balayage-Prinzip, Stetigkeitsprinzip, Uni-
tälsprinzip und Enerqieprinzip. 

Be we is: Auf Grundder auf Seite 175 in [18) fortlaiifenden Lemmata ist es hinreichend, 
für den konkreten Potentialkern die Gultigkeit 

i) des zweiten Maximumpriuzips, 
ii) des lJnitatsprinzips und des 
iii) Energieprinzips 

naehzuweisen. Denn ausdem zweiten folgt in Verbindung mit (4) das erste Maximuili-
prinzip, daraus wiederum das Stetigkeitsprinzip, das Gleichgewichtsprinzip, das 
Balayage-Prinzip undda3 —log [z, ] vom Positi-Typ ist, d. h., daB (v, v) 0 für 
alle v € 9JI ist, die auf B eingeschrankt sind mit v(E) = 0 und von endlicher Energie 
sind.

i) Die Gultigkeit deszweiten Maximuwprinzips kann mit derselbenBeweisidee 
von MrA (vgl. (20: S. 53) nachgewiesen werden, mit der der Beweis des erstén-Maxi- 
munlprinzips für Potentiale bezuglich des logarithmisehen Kerns gefuhrt Nvurde. Man 
setze dazu st.att Up die Funktion U4u() ± log [., ] ein und berucksichtige, daB lokal-
für die Abstandsfupktion [, ] eine verailgemeinerte Dreieoksungleichung (vgl. [6]) 
gilt.

ii) Seien u,, 1u2 zwei auf B eingescliränkte positive Ladungen mit [dud = [P2] = 1. 
Es gelte Up, = Up2 A - fast überall für alle stetige Potentiale erzeugende positive 
Ladungen A € 9R, die auf eine hinreichend kleine ô-Umgebung E 6 von B eingeschrankt 
seien. Nach dein Satz von Fubini gilt nun 

f U) (Z) dpj(z) = f UA(z) dU2(z). 

Wir wahJen nun eine spezielle signierte Ladung 

'dA(z) = d(;."- ,.-) (z) : ='—(2n)- 1 div (p(z) grad q(z)) dx dy,'
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wit z = x +iy und q, E 000 (E5 ). .Offensichtlich erzeugen ).t und 2- wieder stetige 
Potentiale. Mit Hilfe Greenscher Fornieln vérifiziert man unter Berucksichtigung von 
(5) die Beziehung U). = q. Foiglich gilt 

'f p(z) d(uj - /22) = 0	 (12) 
für al1e p € 0 (E6 ). Da 00o (Eo) in.(E612) dicht liegt, so besteht die Beziehung (12) 
sogar für alle/ € (E,2), was gleichbedeutend uiitu 1 - ist. Damit gilt das linitäts-
prinzip. 

iii) Entsprechend obiger Bewerkung ist der Kern —log'[z, C1 vow Positiv-Typ. 
Würde nun für ein v = - 0 mit v(E) = 0 die Energie (v, v) = 0 scm, so 
mül3te nach [18: Lemma 1/S. 176] notwendig Uv = Uv i - fastüberall für jede 
positive Ladung l scm, die cin aif jedem Konipaktum beschränktes PoJential er-
zeugt, und insbesondere A - fast überall fur jede positive Ladung A mit stetigem Poten-
tial U). sein. Nach dem gültigen Einitätsprinzip niüllte dann v = v, also v = 0 sein, 
was aber nicht nioglich ist.Daher gilt für v	0 stets (v, v) > 0 und nur für v	0 gilt 
(v, v)	0. Unser Kern erfiillt somit5 das Energieprinzip I 

§ 3. Potentialdarstdllungen und Verzerrungsaussagen Mr quasikonformc Normal-
abbildungen und Absehätzungen von' Gcbietsfunktionalen 

Für die quasikonformen Norniàlabbildungen E und jo gelten nach [14: S. 147-153] 
folgende Potentialdarstellungen:	0 

•

	

—log E(z) =f —log r(z,	) v() ds,	z € G, (13) 

nut der holderstetigen Dicht.efunktion 

P I(z) = (2r)' p(z)-- log IE(z)I = (2r)'	-'arg E(z) (14) 

und	 - 
ie° j8(z) = ie° j 9 (z) +f (log r(z,	)) VO() ds,,	z € G,' (15) 

mit der holderstetigen Diehthfunktion 

PO(z) = (2r)' p(z) -- Re (i e° 10(2)) = (2,-i)- I	1w (i e° 10(2)). (16) 

Durch Realteilbildung in (13) und (15) erh'alten wir 

UV, (Z) =
I	

lpgI E(z)l,	z	G (17) 
—log  R,	z € E	(n = I, ..., k) (18) 

nut  
(v1, v 1 ) = —log R"	 - (19) 

und
Re (i e 8 jo(z)) - Re (i e 0 jo(z)),	z € G (20) 

Uv0(z) = 
iRe (ie° j8(z)) - c,	z € E,, (n = 1, ... k) (21) 

und
(v0, v0) =fRe (ie°jo(z)) i'0(z) ds	= Re [e_2O(a10 - °.o)]. (22)



560	S. KIRSCH 

Die Gleichungen (18) und (21) ergeben sich dadurch, daf3 man auf dieDifferenz von 
jeweils linker und rechter Seite als stetige Losung von (12) in B das Maximum-Mini-
miini-Prinzip anwendet. 

Bei Beachtung der RLnderzuordnung bei der quasikonformen Normalabbildung 
E bzw. jo erkennt man aus derflarstellung der Lathing v 1 bzw. v0 in (14) bzw. (16), daf3 
jede Randkomponente C. durch zwei voneinander verschiedene Kurvenpunkte in 
zwei analytische Jordankurvenbogen C 1 und C; 1 bezuglich v i bzw. C;0 und 
C;0 bezuglich ro zerlegt wird, wobei v1 bzw. v0 auf ersterem durchweg positiv, auf, 
zweiterefl) durchweg negativ ist (in den Endpunkten derKurvenbogen verschwinden 
die 1)ichtefunkt.ionen), ausgenommen die Randkotiiponente C1 im Fall der Kreis-
schlitzabbildung B, auf der v einheitlich positiv ist. Den Darstellungen der Dichte 
funktionen v 1 und v0 cntnimmt man leicht die Beziehungen 

1,	 n•= 
[vi1c] 

= 2 .	- <2,	n = 2, ..., k	 (23) 
2 

und

[voicj = 2 w0go :^,- 4r/r,	n = 1, ..., k,	 (24) 

wobei r der Radius des kleinsten zu Null konzentrischen, T(q) und C enthaltenden 
Kreisesist. q 

Bemerkung 1: Potentialdarstellungen quasikonformer Normalabbildungen von 
beliebigen k-fach zusanimenhangenden Gebieten 0 ergeben sich aus Potentialdar-
stellungen quasikonformer Normalabbildungen von Gebieten G,, die von geschlosse-
nen analytisehen Jordankurven berandet sind und gegen 0 mit G c 0 kern-
konvergent sind, wenn man einen Konvergenzsatz für Potentiale (siehe [1: Satz 8/ 
Seite 34) beinüht unter Verwendung des Limessatzes [7: Lemma 2] und Beachtung 
von (13)—(24). Es gelten analoge Beziehungen wie in (13), (15), (17). (18), (20) und 
(21),.wobei these auf dem Rand C i. a. nur in einem gewissen Sinn fast Uberall gelten. 
Ohne zusätzliche Informationen iiber den Gebietsrand läBt sich bier i. a. nicht so 
ohne weiterés cntscheiden, ob die sich einstellende Grenzladung von endlieher Energie 
ist, .abgesehen von dem Fall der Kreisabbildung (k = 1), wo man mit positiven La-
dungen operiert. 

Die Potentialdarstellungen (13) und (15) geben AufschluB fiber die Verzerrung, die 
eine ebene Figur in 0 dutch die Norrnalabbildungen B und je erleidet. Durch Auf-
spaltung der Gleichungen (13) und (15) in Real- und Imaginarteil und Verwendung 
des erweiterten Mittelwertsatzes der Integralrechnung und der Beziehungen (23) 
und (24) erhalten wir den 

Satz 1: Zu jedern z € 0 gibt es 4k - 2. von z abhangige, au/ C gelegene Punkte 
, 4' E C1 ,	E C,,	, '- € C (n	2, . ..;k) derart, dafi gilt 

k 

JE(z)I = [z, i] fi ([z, 4]/[z,	])9'n/(2),	 (25) 
fl=.2 

und

	

'arg E(z) ,= arg (r(z 1')IJ((z, ')/r(z,	 (26) 

Analog bekommen wir Verzerrungssatze fur die quasikonforme ParalleLschlitz-
.	abbildungj 0 .	. .	 /
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Sat z 2: Zu jedem z E 0 gibt es 44 von z abhangzie, au/ dem Rand C von C gelegene 
Punkle	'+ € C 2 , C. , c,,'- € C;2 (n = 1, ..., k) derart, da/J gilt 

k / 
Re (i e'°(j8 (z)	jo(z))) = log 37 ([z,	]/[z,	-])18.nI(2')	 (27) 

und

Tm (i e°(j0 (z)	j 9 (z))) = arg	(t(z,	')/r(z,	'_))bo.uI(2).	 (28) 

Tm folgenden sei Am A(Dn.,),Bn,m = B(Dn.m ), B = B(D(C)) mit den GröBen 
A und B aus (6), Dnm = max . Iz - • I, d,,,,, = min z - I, wobei z € C und c E Cm 
sind. Weiterhin bezeichne i bzw. 'u,, dieeindeutig bestimmte positive Gleichgewichts-
verteilung der Gesamtmasse 1 auf C bzw. C,, (n = 1, ..., k), für die 

(11u(z) = —log cap (E, p) auf E' 
iind

U1u(z)	—log cap (E, p) auf der gesamt .en z-Ebene 
bzw.

Uz,,(z) = —log cap (E,,, p) aufE,, 
und

U,u,,(z) ^5 —log cap (En , p) auf der gesarnten z-Ebene 

gilt. (Siehe dazu [6]).	 -
k 

Seien x, ..., xk beliebige reelle Zahlen mit ' x,, = 1. In Abhangigkeit von diesen 
Zahien setzen wir noch 

max [B,,(D(E,,)I4)', Bm(D(Em)/4)2], falls XnXm	0 ist,	
(29) 

	

t4 n.m (Dn,m ) 1 ,	 falls XnXm < 01st, 

für n, m == 1, ..., k.  

Satz 3: Fur die .Radien- R,, = E(C,,) des Kreisscheiben.schlitzgebieles E(G) gelten 
/olgende Beziehungen: 

e lBdQ R,,	eA 1 ,,DI	 (30) 

/ü;n=2,...,kmit 
k 

Lo = H [(An.mDn)/(Bn.md,m)]2, 
m=2 
m+fl 

k	 k 
•	R1-1flR	 lnx'mx	 (31) 

n=1	n.m1 

'und
k 

	

cap (E, p) = TJI?U U (").	 (32) 
n1 

Beweis: Wir gehen von der Beziehung (18) aus und wenden auf 

Uv 11 c,,(z) = —log B,, —Uviicc(z),	z EE,, (n = 2) ...,k) 

36 Analysis Bd. 3, Heft 6 (1984)
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das zweite Maxiniuniprinzip an, wonach dann unter Verwendung von (6) 

log ( 1 B1.,1d)	Uv i1 c 0 (z) + log R	10 ( A 1, D)	 (33) 

für wile z E C gilt, insbesondere für z	co, so dat) wegen Uv ii c(oo) = 0 die Abschät-



zung (30) aus (33)folgt. 
Ic 

Setzt man v	' x,, so erhält man einerseit•s in Verbindung mit (18), (19) und 
n=1	 I 

deni Energieprinzip 
-	 k 

(v, v) = (v - v 1 ,' - v1 ) + 2(v 1 , v 1 ) - (v 1 , v 1 )	— log (R 1-' TI R 2 ),	(34)
n=i 

•	und andererseits unter Beachtiing von (6) und (7) 
Ic 

(v, i') = 	XnXm(,LL n, 12m)	—log /J /m	 (35)II'M
n.m=1 

Die Ungleichungen(34) und (35) bestatigcn (31). 
Integriert man (18) nach 1u, ergibt sich mit deni Satz von Fubini 

•	 S

 

_Yu(En ) 	— fUdvj = — log cap (E, p), 

also die Beziehung (32) I 

Bemerkung 2: Die Ungleichungen im Satz 3sind im allgenieinen unscharf. Setzt 
man jedoch in (34) und (35) x 1 = I, x = 0 für n = 2, ..., k, so ergibt sich die scharfe 
Ungleichung	 - 

R1	cap (E 1 , p). 
Das Gleichhcitszeichen steht für Gebiete mit den R.andkomponentón C1 und Ur-
bildern von k - 1 disjunkten, zu Null konzentrischen Kreisbogenschlitzen mit den 
Radien > R1 bezuglich der quasikonfornien Kreisabbildung des Auf3eren von C1 auf 
wi > 1? 1 . (Siehe Bemerkun 4 und [61.)	 - 

Tn ganz ana1ogerSchluBveise gewinnt man iinter Berücksiclitigung von (2), (6) und 
(21) eine Abschatzüng für die Lage der Bilder der Randkoniponenten C, von 0 bei 
der quasikonformen Parallelschlitzabbildung j8 und eine zu (32) analoge Beziehüng 
(38).	 - 

S a tz 4: Die Parallelchlitze i e°j 0 (C,) (= &recken. parallel zur imauinaren A chse 
der u- +.iv = ie°j0 (z)-Ebene mit Re (ie_ t0j6())	c,, = const /ür z € C) liegen 
zwischen den Geraden	 - 

u = min Re (1 e°z) - u,	 (36) 
z(C 

und	 S - 

U = max Re (i e_toz) ± u,	 (37) 
ZEC, 

mit
u.= (Q -- 1) (T(q)1r)2 + log 17 E(AnmDI)I(Bnmdm)Il02n). 

-	m-n	 S - 

Im Fall k = 1 ist der zweite Summand in u, wegzulassen.



Extremalprinzipien zu quasikonformen Norma labbildungen	563 

Für die Konstanten c,, und die im Anschlu/3 an Satz 2 charakterisierte Gleichgewichts-
ladung 4u au/ E mit der Gesamtmasse I besteht die Beziehung 

•	 EC/2(E) =	Re (i e: 0°j0(z)) d(z)..	 ,.	 (38) 

Bemerkung 3: Die in den Satzen ibis 4 angegebenen Verzerrungsauisagen und 
Abschatzungen lassen sich auf Grund der Ungleichungen (2), (3), (6), (23) und (24) 
weiter durch Ausdrucke abschätzen, in denen nur noch evidente Gebietsgr68en bzw. 
von vornherein gegebene GröBeh auftreten. 

Bemerkung 4: Die Satze Ibis 4 und diem § 4 fo1gnden Sätze und Folgerungen 
(ausgenonimen die A'ussage über das Gleichheitszeichen in Satz 5 und 6) gelten natür-
lich a'uch für beliebige k-fach zusanimenhangende Gebiete G. Dies folgt daraus, daB 
man 0 von inrien durch analytisch berandete Gebiete ausschopfen kann iind nach 
eventuellem t)bergang zu einer Teilfolge auf die Folge der quasikonformen Normal-
abbildungen bezUglich der ausschopfenden Gebietsfolge die in Rede stehenden Sätze 
in Verbindung mit deni Limessatz aus [7: Lemma 2] anwendet, die Stetigkeit von r 
.und schlieBlieh noch die Tatsache berucksichtigt, daB die starke Konvergenz einer 
Folge von positiven Ladungen die schwache Konvergenz nach sich zieht. 

§ 4. lExtrernalprinzipien zur Charakterisierung quasikonformer Norinalabbildungen 

Wir definieren zunächst folgende Ladungsraume: 

9J? 1 (E) sei die Menge aller auf B eingeschrankten Ladungen r endlicher 
Energie wit v(E1 ) = 1 und v(E) = 0 für n = 2, ..., Ic 

und
Y(E) sci die Menge aller auf B eingeschrankten Ladungen v enlicher 
Energie mit v(E) = 0 für n = 1, ..., Ic. 

Offenbar gilt v €	1 (E), V € 9)?0(E). 
Satz 5: Für alle v € 9M,(E) gilt stets 

log (i/R 1 )	(v, v),	 (39) 
wobei dus Gleichheitszeichen genau /iir v = v 1 angenommen wird. 

Beweis: i)ie Anwendung von (18), (19) und des Energieprinzips liefert 

-	(v, v) = (v - v1 , v . — v1 ) + 2(v, v) - (v 1 , v 1 ) = (v - v 1 , v - i') ±log (1/R1) 
log 

wobei das Gleiehheitszeichen nur stehen k&nn, wenn (v -- v 1 , v	i) = 0, also v = 
isti 

Folger ng 1: ]?(G) ist ein monoton /allendes Oebiets/unktional, d. h. awo 0' c: G 
mit E 1 B1 ' /olgt R1 (G') > R(0).	 - 

Satz 6:Für alle v € U(B) gilt stets	• 
Re [e_2t 0 (a 1,o - a 1 0)] f-- .F(v)	 (40) 

36*	 •

1'
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mit	- 
F(v):= (v, v) —2 f Re(ie° jo(z)) dv(z), 

wobei das Gleichheitszeichert genau für v = v0 angenonimen wird. 

Beweis: Die Anwendung von (21), (22) und des Energieprinzips liefert 
F(v) = (v, v) - 2(v, v0) = (v - vo, v - v0) - (v0, v0) 

- (v0, v0) = Re [e_ 2i0(a19 - a19)], 
wobei das Gleichheitszeichen nur stehen kann, wenn (' -	v - v0) =0, also v - vo

isti 

Folgerung 2: Re (e2Oa1o) ist em5 monoton fallendes Gebietsfunktional, d. h aus 
GmitB 1 c E1'/olgt 

Re (e_2t0aj,o) (0')> Re (e2Oa1o) (G). 

Mit v ist auch lv € Jl0(E), wobei I einendlicher reeller Faktr sei. Minimiert man 
den in I quadratisehen Ausdruck F(Iv), so erhält man aus (40) für v 0 

•	 (f Re (ie° jo(z)) dv(z)) 	Re (e_ 2(0 (a i,e - a1,9 )),	 (41) 

wobèi das, Gleichheitszeichen genau für v - (const) . v0 steht. Addiert ,man die 
scharfen Ungleichungen (41) für 0 = 0 und 0 =,42, so erhält man eine scharfe Ab-
schatzung für die positive reelle quasikonforme Spanne a 1,0 -	von Gin der 

•	Folgerung 3: Für. alle Paare von zulassigen Ladungen v' € 310(E), v, p1	0,
gill stets  

-_-_ (f Tm j0(z) dv(z)) + ,' , (f Re j.12(Z)(v,v)	 (v,v)	 - 

(a ,0 ' - al,-/2) - (a 1 ,o - a 1 , 2
), (42) 

wobei due G1eichheitszeichen5 genau für v - vo,(90) Ufld V V0,(9=n12) stehl bià au/ èine 
mull iplikative Konstante. 

Sei nun O ein zum inneren Punkt z 0 zentrisch -symmetrisehes 2k-fach zusam-
-	 -	- 

menhangendes Gebiet mit dem Rand C = ' (C,, + Ck+ fl ), wobei C,, und CkIfl zen-
n=1	 2k	 k 

trischzu z = 0 lieen mogen. Des weiteren sei E = C \ G = , E. und E' = E E und 

	

ti=1	 n—i 

die Funktion ç erfiille noch (—z) = (z). Dies zieht auf Grund der zugehorigen TJni- 
tätssät•ze 9 (—z) = — 9 (z), j 9 (—z) = j9(z) und (—z, ) = —(z, ) nach sich. Daher 
ist

fo € J?'(E) := {u E O1 0(E) mit Eu(e) = u(—e) für alle Borelmengen e c E). 
Mit  

Eu' E 9J10 '(E') = (u j ' mit teE 1J'(E))  

gilt dann nach (40)	 . . 
•	 -	

F(u) = ff log [I(z, — )!/! (z, )I] dEu'(z) dEu'(4) - 2 f Re (i e_t0 jo(z)) d1u'(z) 

^ -- Re (e_ 2t9(ã i.o - a19)),	 (42) 

wobei das Gleichheitszeichen genau für Eu'	gilt.
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Durch die Substitution = (z - z 1 ) 1 1 2, z1 E 0 \ T(q), erhält man aus (42) eine a 
priori-Abschätzung eines weiteren Funktionals. Infolge des bekannten Prozesses der 
Bildung der zweiblattrigen Uberlagerungsflache .ist als Verailgemeinerung eines 
We.rtannahnieproblems von H. Grotzsch der Wertebereich von w(z,) bezuglich aller 
w E 1(0) eine abgeschlossene Kreisscheibe mit dem Mitt .elpunkt m' und dem Radius 
R', wobei der Punkt m' - B' e2tO von einer gewissen Parabelschlitzabbildüng ange-
nomnien wird, die mit der quasikonformen Parallelschlitzabbildung () von 
0 =(0 - z i ) 1 1 2 bezuglich	) := q(z) = q( 2 + z 1) zusamnienhangt. Sei 

= {v I v(e) = u'((e - zi)1/2), e c E, u' E 

Aus (42) flieSt'dann die 

Folgerung 4: Für alle v E 0'(E) gilt 

ff log [l (liz - z,	- z,)I/l (liz — Z j ,	— zj)I] dv(z) dv()

- 2 f Re (i e 0 j (liz - z 1 ) d'(z) 

Re (e20(äio - a19)) 

-	= -- Re (e'°ã 150) - -- (R' + Re (e_ 2i9(z, - m'))),	 (43) 

wobei das Gleichheitszeichen genau /ür v	oj (jle - z,), e C, gilt. 

Satz 7: iS'ei Co eine der Randkomponenten von 0, die in der j 9 (z)-Ebene maximale 
0-Breile L 9' = Lo( jo(Co)) au/weist. Dann gilt 

Re (e- 29(a,o - fl i )) ^ h(L0 ', D(C0 ), D(T(q)), Q) = :h	 (44) 
mit	- 

h = Lo" / (12Q2 + 8 log [2°'A' + ° . B	D 11 L9'-°']) 

und den Konstanten A = A(D(C9)), B = B(D(C0)), D = D(C0 ), vgl. (6). 

Bewei: Ausgehend von dér Ungleichung (41) schätzen.wir die linke Seit.e von (41) 
für eine spezielle zulassige Ladung nach unten ab. Zur Bestimmung jener Ladung 
gehen wir in die /(z) = u(z) + .iv(z) = i e'0 j0(z)-Ebene über. Die Projektion von 
Co' = /(C9 ) auf die -Achse ist ein abgeschlôssenes Intervall I der Lange L9 ', das in 
zwei gleich lange disjunkte Intervalle 1 und 1 zerlegt werde. Durch jeden Punkt 
u des Intervalles I zeichnen wir eine Parallele zur v-Achse. Dabei sei f der Punkt des 
i)urchschnittes dieser Parallelen und.des R.andes Co , mit kleinsteni Tniaginärteil. Wir 
identifizieren diesen Punkt f mit u. Nach dieser Identifikation entsprechen den 
Intervallen I, 1 gewisse Punktmengen C0+, C0 auf Co = 

Nun definieren wir eine Ladung v mit supp v Co folgendermaBen: 

(2'/L0 ') du(z), falls z E C0	 - 
dv(z) = d(v(z) - lr(z)) = —(2/L0 ') du(z), falls z E C0-	- 

0	sonst. 

Offensichtlich ist die Ladung v eine auf CO definierte Mengenfunktion mit v(Co) = 0. 
DaB v von endlicher Energie ist, wird sich aus der anschlieBenden Abschätzüng , er-
geben. Somit gilt v € TO(E). 

• Aus der Doppelungleichung (6) gewinnt man die Ungleichung 

—log [z, C ]	—Q' log j/(z) - I()I + Q' log (AB").	 (45)
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In Verbindung mit (45) erhalten wir 

(v, v)	Q2 log (B' I 'A) - (4Q2/L0'2) f,f log 1u(z) - u(C) du(z) du() 
1± 

=	Q2 4 log 2'A°'B-1L9'-Q')	 (46)
und,

(v, v)	—log (A(D(C0 )) hIQ )	 (46') 

mit A = A(D(C0)) undB = B(D(Co)); vgl. (6). SchliI3lich bereehnet man nocli 

(f Re (ie j 0 (z)) dv(z))2 = (4/L0'2) (1 udu _f . udu)2 = L. 12/4,	(47)

so daB aus (46), (46') und (47) die Abschatzung (44) folgtl 
Bemerkung 5: Tn (44) steht das Gleichheitszeichen für Gebiete 0, dieUrbild eines 

Parailelschlitzgebietes mit Strecken der Neigung 0 zur positiven reellen Achse be-
zugiich (z) sind.	 - 

Aus (41), (42) und (10) fliellt noch die	 - 
Fo 1 g e r u n g 5: Seien CO und C,,12 zwei Rand konionent en von 0 mit maximaler 0-Breite 
L0' = L0(j0 (C0)) bzw. 42-I3reite L,, 2 = L,,12(j,,10(C,,12)) in der j 0-Ebene bzw. j,,12-Ebene. 
Dunn gilt für die psi1ive reelle quasikonforme Spanne des Gebietes 0 

•	
a1,0 -	 T(q) ji + h(L0', D(C0), D(T(q)), Q) 

+ h(L 12, D(G,,1 ), D(T(q)), Q) 

mit der Funklion h wie in Satz 7. 
Des weiteren ergibt sich aus (42) und (43) in Veibindung mit (44) und nschlie13en-

der Addition von (43) für 0 = 0 und 0 = i/2 noch die 

Foigerung 6: Sei C 9 eine Randkomponente von O = - z 1 mit z1 E G\ T(q) mit 
maximaler 0-Breite L 9 ' = L( 1 0 (C0 )) in der 1 8-Ebene. Für den Radius R' und den Mitlel-
pun/a m' der Verschiebungskrei.sscheibe (= Wertebereich von w(z), w € 9t(G)) gilt dann 

R' + Re (e1°(zj - in')) > 2h(L0 ', D(O 9 ), D(jIT(q) - z 1 ), Q) 

+ Q 1 T(q) - z.	 (48)
und 

-	R'	h(L0', D(O0), D(1/T(q) - 1 ), Q) + h(L,2 , D(0,,12 ), D(jIT(q) - 1 ), Q) 

+

	

	IYT(q) - zil	 (49)nQ 

mit der Funktion h wie in Satz 7. 
Ben-ierkung 6: Tn-i allgemeinën Fall ist eine explizite Darstellung der Abbil-

dungsfunktion j0 nicht bekanntauBer in gewissen Spezialfalien, z. B. in dem Fail, 
wo q eine nur von Jzj abhangie Funktion ist, vgl. hierzu [14: S. 162] und die dort
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zitierte Literatur. Dieser Umstand niachtine Abschàtzung von L0 ' durch L8 wiin-
schenswert. Dás gelingt sicher für den Fall, daB	 - 

Ii> 2(Q - 1) (T(q)1)112 

ist. Nacheiner Drehung der z-Ebene wird die C = + ii = I e°z-Ebene verniittels 
der hydrodynarnisch normierten Abbildung	 - 

•	
w(C) = ie'° je(— i eil C) = C + b1C' + 

Q-quasikonforn auf die voile w-Ebene bezogen. Diese Abbildungsfunktion w(C) 

= 21(C) + iv(C) genugt nach (2) der Ungleichung	 . 

Iu(C) -	 -	:!E^ (Q - 1) (T(q)I) 1 I2 ,	- 

woraus unschwer

- 2(Q - 1) (T()/) 1 I2	 -	(50) 

ablesbar ist. 
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