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Fine Verailgemeinerung des Ritz-Prozesses 

R. HOFMANN 

Es wird cm NäherungsprozeB zur Projektion eines Elementes eines Hilbertraumes auf einen 
endlichdimensionalen Ejnterraum, der lodiglich implizit gegeben ist, vorgesteilt. Es wer1en die 
Konvergenz untersucht und berechenbaro Konvergenzmal3e bcreitgestellt, Bedingungen für 

• die numerische Stabilität im Sinne von Michlin hergeleitet und eino Anwendung - die Mini-
mierung der mittleren Spannung in einer ebenen Platte bei Variation der Randkräfte - an-
gegeben.	

V 

[lpe5 cTaninercH meTO TJ npu6Jm+ceH}IH liia npoeiuiin aieMeHTa rHJTh6epPoBa flpOCTpaHCTIla 
iia ero Fcone4uoMeplloe, JIHWb IIeaBHo3a)aHHoe nosulpocrpaHcruo. klcc.ueixonaiia cXOilMOCTb, 

aI1bI meq HciliaMbIe o1eHHu CXOjHMOCTM, Bau3eüeHbl yciionii yCTOI1HBOCT1I B CMbICJi Mux-
.iiuna H yaaaio OJHO npueeiiue - MRHIiNlil3aWn cpeuiero iianpRWCHim niocxofl niacru-
libi npu BapHatI4u}fpaenbIx curi.	 S	

V 

An approximative process for the projection of an element of a Hilbert space on a finite-di-
mensional subspace is proposed where the subspace is given only in an implicit manner. Both 
the convergence and numerical measures of convergence are studied and-any conditions are 
given for the process to be stable in the sens of Michlin. As an application we point out the 
problem to minimize the middle strain in a plate where are varied the boundary powers only. 

V	

1. Einleitnng 
V 

Wir betraehten zunichst das folgende allgemeine 
V 

P rob! e ni (P): Geqeben sei ein reeller Hilberiraurn X. Ein abqeschlsener Unterraum 
M und ein /estes Element z E X seien. nicht explizit bekanit, sondern nur durch gewisse . 
Daten eindeutig /estgelegt. Gesucht ist die orthogonale Pro jektion : = Tz von z au/ M. 

In Verallgenaeinerung des Ritz-Prozesses (vgl. [8]) zür numerischen Losung der 
Aufgabe	V	

V 

V
11z - x!J-*Min, 

xEx
V	

V 

die wegen der Voraussetzung der Unbestimmtheit von z nicht trivial ist, suchen wir 
i als Grenzelement einer Folge von Naherungen € X,, wobei die X, eine auf-
steigende Folge von n.-dimensionalen Unterräuiuen von X bilden. Zu diesem Zwecke 
wird die Aufgabe zunächst l)räzisiert und unter Verwendung eines bekannten Appro- 
ximatiOnsschenias gelost. 'Nach Aufstellung des (linearen) Gleichungssystems zur 
Berechnun'g der Naherungen und einer kurzen Diskussion der Losbarkeit wenden wit 
uns Fragen der Konvergenz und Stabilität desVProzesses zu. Als Anwendung führen 
wir em Problem der Minimierung der znitt!eren Spannung in einer. ebenen Platte 
untei dem Einf!uB von Randkräften, die entlang eines Randstuckes in vorgegebener 
Weise variieren können, etwas näher aus.	V
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Zunchst mögen drei Beispiele die Problenistellung (P) illustrieren. 
BeispiI 1: Berechnung der Losung kleinsler cuklidischer Norm elnes unterbe- 

stimmien linearen Gleichungs.system.s 

Ax ='b,	A: Et .* Em ,	mm.> in,	Rg A = rn. 

Setzen wir hier X : = E', z: = - x°, wo x° eine beliebige spezielle Losung ist, und 
wählen wir M: =' ker A, dann wird das gesuchte i E X wegen 

iiii = li x° + Y11 = liz -	JJz - yj furalle y  M 

gerade durch = Tz gegeben und M ist nieht explizit gegeben. 

Be i s p i 2: Das Dirichletproblem /iir die Lap1ae-G1eichung in einern ebenen. Gebiet. 
-	Gesucht ist z = z(x,.y) mit 

zlz==OinQ 

z=aufaQ. 

Die Menge Ii(Q) von Funktionen u iiber Q iiit den Eigenschaften 
1.4u=0inQ, 2. f f grad 2 u dx dy < oo und 3.fuds=0. 

bilden mit dem Skalarprodukt 

(u, v) : = f  grad u grad v dx dx = f u v ds€
0	 eQ 

einen Hilbertraüm mit Kernfunktion, wenn aQ stflckweise glatt ist (vgl. [7]). Wählen 
wir X:= Ii(Q) und M := X, dann ist z E X ein durch (+) eindeutig bestimrntes, 
aber nich•t bekanntes Element und : = Tz = z. Der Ritz-Prozel3 

X =	ii {xI( J i00 ,	X,, := span (xk)11, 

r E X: Ilz - "ii = nun liz - y ' J j 1	 (+ +) 

ergibt hierbei gerade das Verfahren vox TREFFTZ (vgi. [11, 6, 3], denn setzen wir 

XC, dann genügen die Koeffizienten ak' nach (++) dem Gleichungs-

system

'ak('1) (xk, x) = (z,	j = 1(1)n, 

und sind da'niit stets eindeutig bestirnmt und auch ,berechenbar, veil wegen 

(z,x) = fzxds	x,ds 
an	a.0 

die rechte Seite aus den Daten derAufgabe zu berechnen ist. Wegen der Vbllstandig-
keit des Systems {xlJj00 in X konvergiert (fl) stark gegen z. 

Das michste Beispiel verallgemeinert die obige Aufgabe in Rhlhtung auf (P) und 
leitet gleichzeitig zur präzisierten Aufgabe uber. 

B ci spiel 3: Potential minimaler Energie bei Variation der Randbelegung. Sei 1? 
wieder ein ebenesGebiet mit stUckweise glattem Rand aS2 = (aQ) 1 + ( aQ) 2 . Untér
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alien Funktionen u, die Losungen eines Dirichletproblems der Gestalt 
Ju=OinQ, 

u = 'o+E d;q aUl Q (d1 E 1? beliebig) 

(p1 (s) = 0 auf (OD), als stetige Funktionen auf 9Q gegeben) 
sind, wirci diejenige fl gesuht, für weiche 

E(u):=ffgrad2udxdy 

minim'al wird. Mit	 - 

X:=1J4(Q), 

M:= y X y =d 1 aul aQ - 

Z:= —u0	(,duo = 0, uolaJ2= q0)€
erhalten wir wegen  

I'll = iiu + yll = mm	+ y ll = nun liz - ll 
YE M	 vEM 

ein Problem (P). 

2. AuYgabenstellung und Approximationsschema 

Ein reeller Hilbertraum X se,i als abgeschlossene Hiille eines linear unabhángigen 
,,Koordinatensystems" { X I( 1 1 C0 gegeben. Für eine Basis {y111m eines rn-dimensionalen 
Unterraums Mc: X und em weiteres festes Element z E X \ M werde lediglich die 
'Berechenbarkeit der Skalarprodukte (xk, y 1 ) und (x", z) vorausgesetzt. Gesucht ist die 
durch'

liz -	= min 11z - Y11 -	 S	 (1) 
vEM 

odr
(z— i, y) =0 fUraile yEM	 (2) 

eindeutig. bestirnmte Projektion von z auf M. In dern mit (2) äquivalenten GIei-
chungssystem 

•	E(y' y) = (z, y),	I = 1(1)ni,	 (3) 

für P := _F , Zjyi sind Koeffizientenniatrix und rechte Seite im aligeiueinen nieht zu be-- 
rechnen.	 - 

Esseien 

X, := span {x'i1",	,	• 

T: X. — M, • P: X X,	T: X. P(M) =: • M	 (4)
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die jeweiligen Orthoprojektoren,
 

M. -* 

eine geeignete lineare Transformation. Für das nach (3) nicht berechenbare 7 =Tz 
wollen wir sukzessive Naherungen 

) :=QTP,z E M fur n-->- 00 

bestimmen. Approximationsschematader darnit vorliegenden Art 

T	

I 
Tn 

- M,,	z	+ Tz 

Sind von DANIEL (1971) und AUBIN (1972) eingehend behandelt worden. Wir beziehen 
uns auf eine Arbeit von ANSELONE and DAVIS [1]. 

Satz 2.1: Bei gegebenem z E X und M = .x gibi es immer 'elne naturliche Zahl n0, so 
da/3 für alle n >' no gilt: 

a) Esexistiert genau ein Y M E M, so dap 
11Z'.-	 für alle y, E M, 

Tfizn =pn (fl)
	 (6) 

b) Pas Element (') wird durch das System 

- (z -	), y,) = 0 für alle y € M	 (7)€

eindeullg charakleri.siert. 

Beweis: Für die Folge der Projektoren5gilt stts urn lIPxII = lx ii . Nach [1: Seite 

661 gibt es dann zu jedemz € X ein n0, so daB der Operator P auf span {M u {z)} 
für n > no eindeutig urnkelirbar und P,,' beschränkt ist, wobei hut 11P,, -1 11	1 
gilt. Tz € M ist durch	 S 

-	 lIz - Tz,l	Z. - y ll 'für allé y'E Ikt 
oder	 - 

(z—'Tz, y) = 0 für.alle y, € M	'	 (8) 

einde Den-machtig bestimmt. Den-mach existiert genau em	(') € M der Eigenschaft (6). Mit

(8) folgt dann (7), und aus (7) folgt umgekehrt 

I (P,(z - (fl)), 
yn) = (z - ('), Py) = 0 für alle , y € M, 

also (8) U 

•	Satz 2.2: Für hinreichend grof3e n gilt	- 

llP ll:' liz -	II	llz -	 llP!i 11Z - ll	liz -	ll .	 (9),
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Beweis: Die reehte Ungleichung folgt unmittelbar aus (6). Auf der anderen Seite 
gilt nach Satz 2.1 für genugend gro6e n 

li z	j	li z -	il = IlP '(Pz - P ")il	iiP, — 'll liz,, -	I 
Satz 2.3: Es gellen folgende zusinander aquivalenle Konvergenza.vssagem: 
a) lini Ii; = liz - — - 
b) urn li z -	= liz - y, 

•	c) Um ll P,,()li = liii.	 S 

Anflerdern gellen die untereinander ãquivalenten A wssagen 

d) urn liz -iI = liz - il, 
\ n—co 

• •'	 e) urn	li	0. 

Beweis: a) Das folgt wegen linhiiP,,'jj = 1 durch Grenzubergangaus Satz 2.2. 

h) Es ist (z - z,,) orthogonal in (z,, - P,,(")) , also gilt liz — z,,11 2 +11 - P,,n)ii2 
== liz - P,,)112 und wegcn urn lz T z,,iJ = 0 die Aquivalenz von b) und a). c) Wegen

- 
(6) ist •z 2 = 11P,, ? )11 2 + ike - P,a")ii2 , woraus durch Grenziibergang mit llz I1 2

-- 112 + ii11 2 die Aquivalenz von c) und a) folgt. 

	

d) Wir haben liz - ii	liz -	^ li P li liz,, - P,,('fl Ii, und d) folgt aus a). 
'e) Aus der Orthogonalität von z -	und (") -	folgt liz - 11

2 + ii - 
= li z - ( n )li l und damit die Aquivalenz von d) und e) I 

Wir, haben also gesehen; daB das Approxiniationsscherna mit Q,, := P,,' gegen 
konvergiert. Zur, a-posteriori-Konvergenzkontrolle steht uns nach c) die GröBe 

q,,(z) : = il P,,"11 2 = II T ,,z ,,11 2 = (z, P,,(")) = (z,,, ('1 ))	 ' (10)

mit -	

lin q,,(z) = ii112
	

/


zur Verfugung. 

• 3. Berechnung von 

Das gesuchte Element habe die Basisdarstellung ("). =	d) y, woraus 

P,,y() = L57 d(") P,,y	 •	 (11) 
1=1 

folgt. Die Prjektionen lassen sich sukzesive aus den Ritzschen Gleichungssystemen 
• berechhen und wir haben 

Pz	zk()xk	 -	 -€

nut 
U

	

'Zk()(X,	= (z, xi),	I = 1(1)n,	••	 (12) 

2 Analysis Bd. 4, Heft 1 (1985)
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indftiri=1(1)m 
0 

•	
P,,y i= Eyik(n)Xk 

mit

Yik",	(y,	j = 1(1)n. 
k i

	 ( 13) 

Aiidererseits geniigt P,,(') nach Satz 2.1 dem System 

(z,, - PJ("), y') = 0 für i = I(I)m, 

was durch Einsetzen von (12) und (13) auf 

'Zk ( (X'; y') = ' dg()L'y,'(x", yi),	I = 1(1)rn,  

fuhrt. 

Nun verwenden wir folgende Bezeichnurig: 

:	((z, XI) ,.. 	xt8))T	Smn : = (( (yi, 

= (z1 ("), ..., ;())T,	: = ((y)).',:,,	- 
(") :=(d), ...,	 0,, := (((, 

und schreiben die Gleichungssysteme in Matrixform 

= ("),	•	 (12a) 
y(n)o	5 ma n	ma, 

5mnn' = Smn Y(m Td, •	 ( 14a) 

aus denen wir Y und z,,('zu eliminieren haben. 0,, ist die positiv definite Gram- 
• sche Matrix des Koordinatensystems { x11" und wir erhalten 

Smn0n'5 n	5mn0n",	 (15) 
oderabgekiirzt 

-	Bmd = k.	 (15a) 
Man kann sich leicht auch nochmals direkt davon uberzeugen, daf3 dieses Gleichñngs-

• system zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten d1 (") der Näherung (') in 
tYbereinstimmung mit Satz 2.1 für jedes feste z,Mtind n losbar 1st, indeni man den 
Rang der Matrix Bm() mit dem der durch k" erweiterten Matrix vergleicht. Die 

• Losung ist dabei sogar eindeutig bestinimt, wenn der Rang der Matrix 8m, gleich m 
•	undi>rnist.. 

4. Konvèrgenz - 
•	 •	 -	 S 

Der durch (11) bis (iSa) beschriebene Naherungsprozel3 hat, wie wir schon ausge-
führt haben, enge Verwandtschaft mit dem Ritz-ProzeB, ud wir lehnen uns an die 
dazu von MJCHU1 [8] durchgefuhrten 5 Betraehtungen an, wenn wir jetzt das Kon-
vergenz- und Stabilitätsverhalten analysieren.
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Sat z 4.1: 1st das Koordinatensystem (zk),, X vollständi, dann. gilt 
lini d5() = d j,	j = 1(1)ni, 

fl—*03 

wenn y
=

 ' d,y' die Ba.isdarstellung von y ist. 

Bewe'is: Die Gramshe Matrix der Basis (y%7 M ist positiv definit. Es gibt also 
eine p'ositiveZahl c, so dal3	. 

= + (d1 () - d 1 ) (d1() - ,) (y', yf) 

gilt. Nach Satz 2.3e) folgt die Behauptung U 

Satz 4.2.: a) Für dde mit (10) einge/uhrte Konvergenzmafi q. (z) := IIPJII2 gilt für 
hinreichend grofle n	 I 

q(z)	_d(fl)TBm(fl)_d(fl) =	TBm ( fl ) 1 _b( fl ) = 
b) Wenn die be2den Basen. {xC1100 und {yij1m so bescha/fen sind, dafI die Beziehung 

(X' 4 , x"')	g'+1G-1g+1	'+iBm_1n+i	 -	 (16) 

erfüllt iet; dan.n gilt q(z) - q^ 1 (z)	0 für alle z E X \ M. (Dabei let g, = ((x+, x++), 
(x", xn+1))T und S.+1 = ((yl, x''), •••, (yffl , x+1))T)  

Beweis: a) folgt sofort aus der Definition in Verbindung nut (15) und (15a). Zu 
b) sei hier nur bemerkt, daB man nach dem Vorbild von [4] alle benOtigten GröBen 
rekursiv schreiben und daraus die Bedingung (16) für die Monotonie von q(z) direkt 
ablesen kann I 

5. Stabilität	 -, 

Die in denu betraehteten Approximationsproze3	- 

	

= SmnGn 1	 .	.	 (17) 
vorkommenden EingangsgroBen sind in der Regel durch Naherungsverfahren (z B.. 
-Integration) aus den gegebenen Daten zu berechnen, so daB statt dessen das reale 
System	 . 

(Smn + Jmn) (Gn + f+)_l (Smn + a)T	+ 
= (Smn + -'mn) (G + FX I (&± y('))  

zu losen ist und man (exakte Rechnung angepommen) einen durch ) gestörten 
Lösungsvektor erhält. Neben der Konvergenz interessiert deshaib vor ailern die 
Stabilität des Prozesses gegen Storungen der Eingangsdaten. 

Definition 5.1: Der ProzeB (17) hei6e stabil, wenn es eine natlirliche Zahi n0 und 
positive reelle Konstanten p, q, r, und I gibt, so daB für alle n	n0 unter den Vor-
aussetzungen y(') € R, j r,,l ;5 s und krm,,Ir	I 

a) das System (18) stets eindcutig lösbar ist und 

2	-



20	R. HOFMANN 

b) für den Fehlervektdr eine Abschatzung 

	

p PU ± q ImnIT + r J(fl)J	 (19) 

gleichrnaBig in n gilt. (Als Normen werden dabei für Vektorcn dit, euklidische Vektor-
norm I .j, furquadratische Matrizen die zugeordnete Spektral .norm und for die 
rechteckigen Natrizen S,7 ,, und o,, die Norm jA r :== IAAT I . verwendet.) 

Wie beitri Ritz-ProzeB hangt die Stabilität voneiner wichtigen zusatzlichen Eigen-
schaft des Koordinatensystems ab. 

Definition 5.2: Das Koordinatensysteni (xii	 heiBt last-ort/wnormiert, €
'enn groBter und kleinster Eigenwert seiner (Jrarnschen Matrizen G gleichma{3ig 

gemaB 0 <. 21X	 /1 < 00 beschrankt bleiben. min =

Als wichtigste Ergebnisse erhalten wir die folgenden Aussagen. 

Sat z 5.1: Der Prozefi ( 1 7) 1st slabil, wenn das Koordinafrnsystem last-orthdnormiert 
1st.

Be w d is: Der Beweis verlangt recht umfangreiche Rechnungdn und Absehatzungen, 
verläuft aber im Grunde elenientar. Aus Platzgründen werden wir deshalb nur die 
sich dabei aus den Eingangsdaten ergebenden Konstanten angeben: 

a) Nit 0 < a < 1 sei s' 
b) Mit 0 <9 < I seien s" und t so gewahit, daB 

(-1 "ni iSmn I r2 ± 2 iSmn i r krm iT+ amnlr 2) < 9u(1 - a) 

für I r,,J	a" und Iam,1r ^ I wird, wobei 4u eine untere Grenze für den kleinsten Eigen-

wert der Matrizen Bm(') ist. 

c) Wir setzen dann a := mm (a', a"). 
d) Dann gilt die Stabilitãtsabschatzung (19) mit  

A?7 lizil 
312A2(1 +—a) (1 - p) 

('j + iiziD, 

All2 

q:= 
100- a) (1 -	(lizIi + 2i	tA_ill)	und 

All2	 S 

r
:= 2(1 -
 

a)- 	- )	
+ tA-112), 

wobei : 
= (	

IIyuIi2 	gesetzt wurde I 

Satz 5.2: Die KonrJ,itionszahlen Kn(Bm):	Bm (" ) I iBm +"+i dcrexakten System-




matrizen von (17) bleiben langs der Folge für n> no gleichniaBig durch die Konstante 
K	1)1A22 beschränkt, wenn c die untere Grenze der Eigenwerte VOfl {SmnSn!

ist. 

6. Zur Berechenbarkeit 

Zunäehst ist leicht zu sehen, daB sich unter den im Abschnitt 2 geniachten Voraus-
setzungen alle Daten der Systerne (17) (d. h. (iSa)) berechnen,lassen. Im Abschnitt 3 - 
haben wir gesehen, daB sieh dann der Koeffizientenvektor (t3) von (") (für hin-
reichend groBe n immer eindeutig) berechnen Mt. Fur diç Konvergenz und Stabilitat
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wurde an einigen Stellen die Tatsache verwendet, daB es sich bei dem System (y), 
das aber nur durch gewisse Daten gegeben ist, urn eine Basis handelt. Wie man sich 
etwa am nachfolgenden Beispiel verdeutlichen kann, ist der Nachweis der linearen 
Unabhañgigkeit a-priori meist nieht nioglich (mi Beispiel hangt sie in komplizierter 
Weise von der Geonietrie des Gebietes und den gegebenen Daten ilber y' hangs Q ab) 
und wird erst mit den Berechnungen deutlich. 

Als eine mogliche Realisierung der Voraussetzung für den NaherungsprozeB haben 
wir in Analogie zur Situation, bei welcher der Ritz-ProzeB auf'ein Trefftz-Verfah-
ren fiihrt, folgendes im Auge: 
Q sei ein Geliiet des RN mit hinreichend glatteni Rand 3Q. X sci ein Funktionenraum 
ilber Q, dessen Skalarprodukt als Rand Inlegral Uber ØQ geschrieben werden kann. Sind 
dann die Funktionen {x"I X explizit gegeben und für die Funktionen z bzw. yi die-
jenigen Randwertebekannt,die man zui Berechnung dieser Randintegrale noch be-
notigt, dann sind alle Voraussetzungen erfilllt. Bekannte Hilberträunie dieses Typs 
sind Losungsraunie von elliptischen Differentialgleichungen odor etwa der Szegö-
Rauni von in Q (N. = 2) analytischen Funktionen (man vergleiche hierzu [7] und [21). 

7. Ein Anwendungsbeispiel 

Eine dünne Platte mit dern konvexen poligona1en Grundgebiet Q werde durch senk-
recht zu den Polygonseiten in der Plattenebene irkende Kräfte der linearen 1)ichte 

= (k i°(a), k2°(cr)) 

belastet. Langs einer Polygonseite verde eine Linearkombination von m 1 tech-
nisch realisierbaren tangentiellen Kräften wit den Dichten (a) = (k i (a), k27(a)) 
ii berlagert, wobei die resultierende Gesamtkraft und das Gesamtdrehrnoment aufdie 
Platte Null seien. Gesucht sind reelle Parameter d 1 , d 2 , ..., d so daB 

8(Q) : = f  (a + 2a + a) dx iy - - 

als ,,niittlere Spannung" in der Platte unter allen durch Randkräfte mit der Dichte 

• k(a) := o(a) 

erzeugten den kleinsten Wert annirnmt. 
Der Spannungszustand wird bei unterkritischer Belastung k dureh die Airysche 

Spánnungsfunktion F F(x, y) vermoge 
92F	 92F 

-	
a=-ax Oy 

beselirteben, die im wesentliehen eindeutig als Losung der folgenden Randwertauf-
gabe durch die Ran1kräfte bestinimt wird: 

Mit eineni festen Punkt P0 E 3Q seien 
P(3) 

K.(s):=fk1(a)da,	1=1,2, 
Po 

die Komponenten der resultierenden Krft auf P0P(s). -Setzt man dann


K 1 (s).. dy/ds - K2 (8) dx/ds	und 
:= K, (s) . dx/ds + '2() dy/ds,
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so gilt
4 2F=0 in Q, 

-	F =	3F/an, = —tp(s) auf W.	 (20) 
(Zur Herleitung vergleiche man etwa [5] odor [9].) 

In [2] wurde der folgende Raurn X aller Funktionen F F(x, y) iibei .Q mit den 
Eigenschaften	,	 V 

1.zl 2F=0 in Q, 
2.j J F II := ff(F + 2F +F)dxdy< oo,	

V	
,

yy

 3.f F ds =f xF ds =f yF ds =0
 

	

OD	 OQ 

studiert und gezeigt, daB es sich unter derVoraussetzung eines stUckweise glatten. 
Randes Q urn einen Hilbertraurn mit Kernfunktion handelt, dessen Skalarprodukt 
als Randintegral	 -

8 
(F, 0) == f (FX GZ +	Oy — (AF) 0) ds	 (21) 

OQ 

herechnet werden kann. Da die mittlere Spannung gerade durch (Q) = I! F 11 2 ge-
geben wird, können wir das gestelite Problem auf die fur die Anweridung des Nihe-
rungsprozesses vorausgesetzte Form bringen: Wir wählen den eben beschriebenen 
Hilbertraum X. Die. ,,Grundbelastung" (a) erzeugt mit (20) ein festes Element 
—z: = F0(x, y) E X, die ,,Steuerbelastungcn" (a) führen auf Funktionen g' E X, 

• und wir betrachten M = span {yij1m. Da die Zuordnung k(c) -* ((s), v(s)) -* F E X 
linear ist, lautet unsere Aufgabe nun 

	

V	

I2 = min 11 z — y2, 
YEM 

mit	
V 

y = X d,y' und y	 (22) 

Die für den NäherungsprozeB (15) benotigten Skalarprodukte (z, x") und (y', XI) las-
sen sich mit (21) berechnen, wenn wir dort die Funktionen z bzw. yi für 0 einsetzen 
und uns ein Koordinatensystem {x19100 c X zur Verfugung steht, für dessen Elemente 
sich die Ableitungen x, x,, und (Ax") Iangs 9Q berechnen lassen. (Der untere 
Index ,,n" bezeichnet in diesern Abschnitt stets die Ableituni nach der äuBeren 
Normalen von aQ.) Einc solehe Basis von X kann man aber aus der Familie 

{Re (zi), Tm (zzk), Re (z !c ) , Tm (zk)}1 u {1, x, yJ 

(hier ist z:= x + ly) gewinnen. In einer Diplomarbeit [10] wurde das Verfahren, das 
V 

sich hinsichtlich der Berechnung der Matrizen und rechten Seiten rekursiv bezuglich 
n. gestalten . 1613t, für dieV hier gestelite Aufgabe in allen Einzelheiten ausgearbeitet, 
programmiert und für eine rechteckige Platte durehgerechnet. Für praktische ZweOke 
ist benierkenswert, daB wegen der Universalitãt. des Koordinatensystems (Unab-
hangigkeit von Q) ganz beliebige Platten mit konvex-polygonalem Grundgebiet mit 
demselben Programm gerechnet werden können und nur die Koordinateñ der Eck-
punkte und die Krafteparameter von Fall zu Fall neu eingegeben werden müssen.
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