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Eine Verallgemeinerung des Ritz-ProzéSses

R. HoFMANN

- [
Es wird ein NaherungsprozeB zur Projektion eines Elementes eines Hilbertraumes auf einen

endlichdimensionalen Unterraum, der lediglich implizit gegeben ist, vorgestellt. Es werden die * -

Konvergenz untersucht und berechenbare KonvergenzmaBe bereitgestellt, Bedingungen fiir
" die numerische Stabilitit im Sinne von Michlin hergeleitet und eine Anwendung — die Mini-
mierung der mittleren Spannung in einer ebenen Platte bei Variation der Randkrifte — an-
gegeben. .

\

I'lpe,'xc'rannne'rcn MeTON NpHOIMKEHUA AJA NMPOEKLMN DJIEeMEHTa rMabfepToBa NPOCTPAHCTBA
Ha ero KoneuHoMepHoe, JIMUb HeABHO '3alaHHOe MOANPOCTPaHcTeo. Mccnenopana cxonuMocTs,
jlanbl ‘BRUHCIINMBIC OLEHKH CXOMMOCTH, BHIBEAEHH YCNOBUA YCTONYMBOCTH B cMuicie Mux-
JIMHA H yKa3aHO ORHO MPUMEHEHHe — MUHHMU3ALMA CPCAHETO HANPAKCHHA IIOCKOI MIacTy-
HEL IIPH BAPHALMH KPACBIX CHIT. -

An approximative process for the projection of an element of a Hilbert space on a finite-di-
mensional sibspace is proposed where the subspace is given only in an implicit manner. Both
the convergence and numerical measures of convergence are studied and-any conditions are
given for the process to be stable in the sens of Michlin. As an application we point out the
problem to minimize the middle strain in a plate where are varied the boundary powers only.

1. Einleitung

Wir betrachten zunichst das folgende allgemeine -

- Problem (P): Gegeben sei ein reeller Hilbertraum X. Ein abgeschlossener Unterraum
"M und evn festes Element z € X seien nicht explizit bekannt, sondern nur durch gewisse
Daten eindeutig festgelegt. Gesucht vst die orthogonale Projektion y: = Tz von zauf M.

In Verallgememerung des Ritz- Prozesses (vgl. [8]) zur numerischen Losung der
Aufgabe

[z — z|]] > Min,
zEX

die wegen der Voraussetzung der Unbestimmtheit von z nicht trivial ist, suchen wir
¥ als Grenzelement einer Folge von Niherungen 7™ € X,, wobei die X, eine auf-
steigende Folge von n-dimensionalen Unterrdumen von X bilden. Zu diesem Zwecke
wird die Aufgabe zuniichst prézisiert und unter Verwendung eines bekannten Appro-
ximationsschemas geldst. Nach Aufstellung des (linearen) Glelchungssystems zur
Berechnung der Néherungen und einer kurzen Diskussion der Lésbarkeit wenden wir

- uns Fragen der Konvergenz und Stabilitit des Prozesses zu. Als Anwendung fithren
wir .ein-Problem der Minimierung der mittleren Spannung in einer- ebenen Platte
unter dem EinfluB von Randkriften, die entlang eines Randstiickes in vorgegebener
Weise variieren kénnen, etwas néiher aus.
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®
7una.chst mogen drei Beispiele die Problemstellung (P) illustrieren.

Belsplel 1: Berechnung der Lisung T kleinster cuklulwcker Norm eines unterbc-
stimmlen linearen Glewhungssystems

Ax—-b AE"—>E"‘ n>m, Rg A =m.

Setzen wir hier X :=E", z:= —x° wo ‘X° eine beliebige spezielle Losung ist, und
wihlen wir M := ker A, dann wird das gesuchte X € X wegen

X = fix + Jl=l—¥l<lz—y| firaleyeM
gerade durch ¥ = T gegeben und M ist nlcht explizit gegeben.

Belsplel 2: Das Dzrzchletproblem fiir die Laplace Gleichung in evnem ebenen Gebiet.
Gesucht ist z = = 2(x,-y) mit - R

- Az —-OmQ
z = @ auf 20, - _ ‘ (+)

’

Die Menge H 4(2) von Funktionen « iiber £ qnt den Elgcnschaften
l.Au =0in 2, 2. ffgra,d2udxdy< oo und 3. fuds =0

N e

~

bilden mit dem Skalarprodukt |
(%, v) 1= ff grad u grad v dz dz =Af u v, ds
. Q ‘ 002

. einen Hilbertraum mit Kernfunktion, wenn 0@ stiickweise glatt ist (izgl., [71). Wahlen
wir X := H4(2) und M := X, dann ist z € X ein durch (+) eindeutig bestimmtes,
aber nicht bekanntes Element und ¥ := T’z = 2. Der Ritz-Prozel

X —5pan {z4,°, X, := span z4),",
™ € Xyt Iz — §™|) = min [z — y™| o ()
. . Y™MEX, . , )
ergibt hierbei gerade das Verfahren von TrEFFTZ (vgl. [11, 6, 3], denn setzen wir
n . .
F™ = ¥ @, z*, dann geniigen die Koeffizienten ;™ nach (4 4-) dem Gleichungs-
=1 o .

system

@™ (2F, ) = (2, 20),,  j=1ln, _ °
N k=1 N e ’ . '

b1

und sind daniit stets eindeutig bestimmt und auch Jberechenbar, weil wegen

(2, 2%) = [zz,/ds = [ @z ds
Y a0 :

die rechte Seite aus den Daten der:Aufgabe zu berechnen ist. Wegen der Vollstindig-
kelt des Systems {z*¥};® in X konverglert g™ stark gegen z.

Das nichste Beispiel veral]gememert die oblge Aufgabe in Rlchtung auf (P) und
- leitet gleichzeitig zur prizisierten Aufgabe iiber. . ‘

" Beis plel 3: Potentiul minimaler Energie bev Variation der Randbelegung Sei’ 2
wieder ein cbenes Gebiet mit stuckwelse glattem Rand 0@ = (22), + (82),. Unter

v
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_ allen Funktionen u, die Lésungén eineé Dirichletproblems der Gestalt

du =0in Q,
U =@+ Z d;p; auf 027(d; € R beliebig)
(p;(s ) = 0 auf (ag)l, als stetlge Funktionen auf ‘80 gegeben)

smd wird dicjenige % gesucht, fiir welche )

E(u):= [ [ grad? u dz dy
o ,

minimal wird. Mit

X := Hy9Q), »

- - : _ m -
o i=1 I
Zi= —’uo (Auo = 0, ’llo|6.0 = ‘Po)

erhalten wir wegen
@l = llue + Fll = min Jlue + y]l = min jlz — y|
vEM veM
_ ein Problem (P). . .l

)

2. Aufgabenstellung und Approximationsschema

Ein reeller Hilbertraum X sej als abgeschlossene Hul]e eines linear unabhingigen

- ,,Koordinatensystems‘‘ {z¥},* gegeben. Fiir eine Basis {y’*}1 eines m-dimensionalen

Unterraums M c= X und ein weiteres festes Element z ¢ X \ M werde lediglich’ die
"Berechenbarkeit der Ska]arprodukte (z*, ') und (2, z) vorausgesetzt. Gesucht ist die
durch . .

. . A 1
lz — gl = minjz — yl| - _ N ()]
. ' yEM .
oder . _ . '
(2—%,y) =0 firalle y €M . ' (2)
emdeutxg bestlmmte PrOJektlon von z auf M. In dem mit (2) aqulvalenten Glel-
chungssyst,em N

t

m : . .
Z Sy y') = (2, y‘), ¢ = 1(1)m, : - 3)
j=1 : o
fur 7= 2 ¢yl sind Koefflnentenma,tnx und rechte Seite im allgemeinen nicht zu be-
j= . .
rechnen ' _ ‘ _ 7
Es seien ' v o ) s

v

X, := span {z*},*, : . .

!

T:X>M, . PuX—>X,, T.X,—>P,M) =M, @)
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. N
die jeweiligen Orthoprojéktorén,
Lo A
\ Q.. M, - M

N

eine geelgnete lineare Transformation. Fiir das nach (3) nicht bercchenbare y=.T2
_ wollen wir sukzessive Niherungen

Yy = Q,,T,,P,,z €M fir n—>oco0

bestimmen. Approximationsschemata der damit vorliegenden Art

. + . . . N -~ ' - ~
X T M 2 — +"y"
. i

P, Qn P, : y"

, ]
X, ——> M, . Zn L Tz,

sind von DANIEL (1971) und AUBD"T (1972) eingehend behandelt worden. Wir beziehen
" uns auf eine Arbeit von ANSELONE and Davis [1].

Satz 2.1: Bei gegebenen z € X und M < X gibt es immer ‘eine natiirliche Zahl ny, so
daf fir alle n > n, gult:

a) Es ‘e_lestz'ert_genau emn Y™ € M, so daf$

lew — Pay™l| < llzw — 9l fiivalle y, € My,
d. b . ' ' .
. ‘ Tozy = Png(n) ' V : ' (6)
A :
b) Das Element y™ wird durch das System ‘
. =g,y = 0 fiir alle y, € M, (N

eindeutig charakiterisiert.

Beweis: Fiir die Folge der Projekforen gilt stéts lim ||P, :&[] = [|z||. Nach [1: Seite

'66] gibt es dann zu jedem z € X ein n,, so dall der (-)perator P, auf span {M u {z]}
fiir n > n, eindeutig umkehrbar und P,! beschrinkt ist, wobel dim [P, =1
gilt. Tz, € M, ist durch o0

”2" - ]’"zn” = “Z,, - y,.ll Ifiir,allé Yn'€ M,
oder - .
(22— Tpzn, yu) = 0 fiiralle 'y, € M, - . . , (8)

eindeutig bestimmt. Demnach existiert genau ein y™ € M der Elgcnschaft (6). Mit -
(8) folgt dann (7), und aus (7) folgt umgckehrt

‘ ( n(z — ?/( ), yn) (Z - ?/‘"’ Py, = - 0 fur alle Yn € M,,
also (8) @ . . '
Satz 2.2: Fiir hinreickend grofe n gilt )
1Pl Iz — Yll < ll2a — Pud™| < 1Pl Iz — ¥ =l -7l 9) -

t
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. t

Beweis: Die rechte Ungleichung folgt unmittelbar aus (6) Auf der anderen Selte
gilt nach Satz 2.1 fiir geniigend groBe °

= S llz — 3Ol = [P, 4Pz — Py < 1P| Ilzn — Py 8
Sat,z 23: Es gel!en folgende zuetnander dquivalente K omergenzaussagen
) lim iz, — Py™|| = llz — yli,
b) lim flz — Py = |lz — 3.

n—00

¢) lim ||Py™|| = 71t

Aupferdem gelten die unterez'nander daquivalenten Aussagen
iy ~" .
il

, _ . .
dy llm llz — y™I = llz.— I, , . '
e) hm IIy"" — ¥yl = 0.

Beweis: a) Das folgt wegen lim [|[P, %} = 1 durch Grenzﬁbergahg‘aus Satz 2.2,

n—00
< b) Es ist (z — z,) orthogonal zu (z, — P,y™), also gilt |lz— 2, + Tz, — P.y™|2
' == llz — P,y™||2 und wcgcn llm Iz — z,l| = 0 die Aquivalenz von b) und a). c) Wegen
(6) ist lz,|l2 = [|Pay™I + ||z — P,,y(")[[ woraus durch Grenziibergang mit Hz”t

=l — yl? + |[y|]? die Aqulvalenz von ¢) und a) folgt.

d) Wir haben |z — 7| < |z — y‘”’” <P lIzn — Puy™]l, und d) fo]gt aus a).
‘e) Aus der Orthogonalltat von z—y und y™ —y folgt [z — 7 + lly — g™|2
= liz — y™||2 und damit die Aquivalenz von d) und e) 1

Wir haben also geschen, daB das Approximationsschema mit @, := P,™! geg‘en' Y
- konvergiert. Zur a-posteriori-Konvergenzkontrolle steht uns nach ¢) die GréBe

¢n(2) 1= [Py ™2 = HTnzn||2 = (z, ny("’) = (2a) y" ’) ' (10)
mit ’ _ ro
lim gn(2) = |lylI* - /
© >0 . . .

zur Verfiigung.

* - 3. Berechnung von g'}""

\ ’

Das gesuchte Element habe die Basisdarstellung y(") = 2 d;™ y', woraus

=1
N

Py = X d Pny

i=1

(11)

folgt. Die PrOJektnonen lassen sich sukzessxve aus den Ritzschen Glemhungssystemen
_ berechinen und wir haben

. P"z = 2 zk(")x" \
) k=1 . .
mit
3 aM@k, o) = (2,27), j=tln, (12
k=1 . . o : o .

" 2 Analysis Bd. 4, Heft 1 (1985)
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und fiir 7 = 1(1)m P , , i
° N

. n
Pyt = 3 yu™zt
: k=1

- mit

o

@k @) = 05 9),  j=1(Dn. | | (13)

Andererseits geniigt P,§™ nach Satz 2.1 dem System
= PM,y) =0 fir 7= 1(m,

| was durch Einsetzen von (12) und (13) auf

DAy = Zam ZyReh ), i=1m, 9.
fihrt, oo -
Nun verwenden wir folgende Bezeichnung: ‘ A
2= (5 @) @), Sani= (W 2,
2™ = (2™, .., 2™, T Yk = ()i, !
A= (™, o ™), Gyr= (@ 2))ijmaams -
und schreiben die Gleichung‘ssystem'e in Matrixform
Gz, = z2(m, P ’ C ’ (12a)
Y60 = Spa, - : _ ' (13)
Smaza™ = Spa YOTd™ " '  (14a)

aus denen wir Y% und ;z,(™.zu eliminieren haben. G, ist die positiv definite Gram-
sche Matrix des Koordinatensysterms {z*)," und wir erhalten : )
'

SpaGy IS, A = G2, | ' (15)
oder abgekiirzt v ,
B,mdm = pm | - E o (154a)

‘Man kann sich leicht auch nochmals direkt davon iiberzeugen, daB dieses Gleichungs-
system zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten &, der Niherung ™ in
Ubereinstimmung mit Satz 2.1 fiir jedes feste z, M und = 16sbar ist, indem man den
Rang der Matrix B, mit dem der durch b(™ erweiterten Matrix vergleicht. Die
- Losung ist dabei sogar eindeutig bestimmt, wenn der Rang der Matrix S,,, gleich m
und n > m ist. ' :

4. Konveérgenz
0N . N . «

Der durch (11) bis (15a) beschriebene NaherungsprozeB hat, wie wir schon ausge-

fithrt haben, enge Verwandtschaft mit dem Ritz-ProzeB, und wir lehnen uns an die

dazu von MicHLIN (8] durchgefiihrten Betrachtungen an, wenn wir jetzt das Kon-

vergenz- und Stabilititsverhalten analysieren.

B
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Satz 4. 1 Ist das Koordmatensystem (zth* = X wllstamhg, dann gult
limd;™ = d;, j=1(1)m )

n—»c0

m

wenn 37 : Z d;y? die Baéisdarstellung von y st

-

Bewéis: Die Gramsche Matrix der Ba31s {¥'h™ < Mist posntlv definit. Es gibt also

eine positive Zahl ¢, so daB - P

‘mm—mw—zwm—w>wW—duyw)
6j=1 t
" .

=c 2 (di™ —d;)2=0

t=1

gilt. Nach Satz 2.3e) folgt die Behauptung |

Satz 4.2: a) Fiir das mu (10) eingefiihrte Konvergenzmaﬂ q,,(z) = || Py™||? gzlt /ur
hmrewkend grofen - 1

gn(2) = d™TB_(Md™m — bMTR, (M-1p") = dmThm
b) Wenn die beiden Basen {z*),%° und {y7},™ so beschaffen sind, daf die Bezzéhung
(@™, 2"1) = gL, G s 2 851 Ba™ 180y - (16)

- erfiillt ¥st, dann gilt q,(2) — @ui(2) S O fiirallez € X \ M. (Daber 7st g,,+l = ((av1 z"),
mwwMMm—wﬂm,WﬁﬂT /

. Beweis: a) folgt sofort aus der Definition in Verbindung mit (15) und (15a). Zu
b) sei hier nur bemerkt, daB man nach dem Vorbild von [4] alle benétigten GréBen
rekursiv schreiben und daraus die Bedmgung (16) fiir die Monotonie von ¢a(2) direkt
ablesen kann I

-5. Stabilitat

Die in dem betrachteten ApproximationsprozeB
SmnGn—lS;rnnd(") = SM"G"—.léfn) ‘ [ (17)

vorkommenden EingangsgréBen sind in der Regel durch Néiherungsverfahren (z. B
Integration) aus den gegebenen Da.ten zu berechncn so dal statt dessen das’ reale
System

(Smn + Umu) an + Fn)— (Smn + arr_m) (d(n) + é(")) E
= (Spn + Omn) (G + T)71 (2N 4 ™) t ' ) (18).

zu l8sen ist und man (exakte Rechnung angenommen) einen durch §™ gestérten
Loésungsvektor erhiilt. Neben der Konvergenz interessiert deshalb vor allem die
Stabilitit des Prozesses gegen Stérungen der Eingangsdaten.

Definition 5.1: Der ProzéB (175 heiBe stabil, wenn es eine natiirliche Zahl 7o und
positive reelle Konstanten p, g, 7, s und ¢ gibt, so daB fiir a,lle n = ny unter den Vor- |
ausgetzungen y") € R™, || = s und [Omalr = ¢ :

a) das System (18) stets eindeutig losbar ist und

PASEES
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b) fiir den Fehlervektor eine Abschitzung
S S Pl g lomale F Y™ (19)

g'lcichn1d[3ig in n gilt. (Als Normen werdén dabei fiir Vektoren die euklidische Vektor-
norm |.j, fiir-quadratische Matrizen die zugeordnete Spektralnorm |-| und fiir die
rechteckigen Matrizen Sy, und oy, die Norm 4], := |AAT|' verwendet. )

Wie beim Ritz-ProzeB hiangt die Stabilitdt von einer wichtigen zusatzhchen Eigen-
schaft des Koordma,tensystems ab. ,

Definition 5.2: Das Koordmatensystem {2¥),® = X heiBt fast-orthonormaert,
wenn groBter und kleinster Eigenwert sciner Gramschen Matrizen G’ glenchma[&ng
gemiB 0 < 2 < A =< ).ﬁ,',';{\ < A < oo beschrinkt bleiben.

Als \Vlchtlgste Ergebnisse crhalten wir die folgenden Aussagen.

Satz 5.1: Der Prozef3 (17) ist stabzl wenn das Koordinatensystem fast- orlhonormzert
5t. ! .

Bewéis: Der Beweis verlangt recht umfangreiche Rechnungén und Absehitzungen,
verlduft aber im Grunde elementar. Aus Platzgriinden werden wir deshalb nur die’
sich dabei aus den Eingangsdaten ergebenden Konstanten angeben:

a) Mit 0 <'a << 1seis':=2x. ‘
b) Mit 0 << 8 < 1 seien s’ und ¢ so gewihlt, dal
(471 | Ty [Smn|r2 42 I‘Smnl Iamnlr'_ ]0’,,,,,1,2) = ﬂ/‘;(l — «)

fiir [, = s und |ogalr S t wird, wobei yu eine untere Grenze fiir den klemstcn Eigen-
wert der Matrizen B,,("™ lst

¢) Wir setzen dann s := min (s, s”').

d) Dann gilt die Stabilitdtsabschitzung (19) mit .ol
o An |2 '
p:= 23221 — ) (1 — B) (n + lIz[1) »
A |+ 2 4 14  und
= - un
A g T (llell + 29 , .
. Al/2

= — (g 4+ tA72),
Al —wa—p A
m 1/2 :
wobei «n 1= ( pA ||y‘||2) gesetzt wurde Il
i=1 , . . .
Satz 5.2: Die Konditionszahlen K ,(B,™):= |B,™| |B, - 1} der exakten System-
matrizen von (17) bleiben langs der Folge fiir » > n, gleichmaBig durch die Konstante

K = %7271A%? beschrankt wenn % die untere Grenze der Elgenwerte von {S,,,S% ]
ist. '

6. Zur Berechenbarkeit

Zunichst ist leicht zu sehen, daB sich unter den im Abschnitt 2 gemachten Voraus-
setzungen alle Daten der Systeme (17) (d. h. (15a)) berechnen lassen. Im Abschnitt 3
haben wir gesehen, da sich dann der Koeffizientenvektor d™ von %™ (fiir hin-
reichend grofe » immer eindeutig) berechnen 1a8t. Fiir die Konvergenz und Stabllntat
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wurde an einigen Stellen die Tatsache vefrwendét, daB es sich bei dem System {yf],
das aber nur durch gewisse Daten gegeben ist, um eine Basis handelt. Wie man sich
etwa am nachfolgenden Beispiel verdeutlichen kann, ist der Nachweis der linearen
Unabhingigkeit a-priori meist nicht moglich (im Belsplel hidngt sie in komplizierter
Weise von der Geometrie des Gebietes und den gegebenen Daten iiber 3/ lings 02 ab)
und wird efst mit den Berechnungen deutlich.

Als eine mégliche Realisierung der Voraussetzung fiir den NaherungsprozeB haben
"wir in Analogie zur Situation, bei welcher der Ritz-Prozel auf ein Trefftz-Verfah-
ren fiihrt, folgendes im Auge:

Q sei cin Gebiet des R¥ mit hinreichend g]abtem Rand 82. X sei ein Funktionenraum
iiber £, dessen Skalarprodukt als Randintegral iiber 982 geschrieben werden kann. Sind
dann d1e Funktionen {z¥} = X explizit gegeben und fiir die Funktionen z bzw. y/ die-
jenigen Randwerte bekannt,.die man zur Berechnung dieser Randintegrale noch be-
nétigt, dann sind alle Voraussetzungen erfiillt. Bekannte Hilbertriume dieses Typs
sind Lésungsriume von elliptischen Differentialgleichungen oder etwa der Szegd-
' Raum von in 2 (N. = 2) analytischen Funktionen (man vergleiche hierzu {7] und [2]). -

7. Ein Anwendungsheispiel
Eine diinne Platte mit dem konvexen polygonalen Gruridgebiet 2 werde durch senk-

recht zu den Polygonsgitcn in der Plattenebene wirkende Krifte der linearen Dichte

‘

= (1:20), &:%0))
belastet. Langs einer Polygonselte werde eine Lmearkombmatlon von m = 1 tech-
" nisch realisicrbaren tangentiellen Kriften mit den Dichten ki(o) = (k’ ’(a))

iberlagert, wobei die resultierende Gesamtkraft und das Gesamtdrchmommt auf die
. Platte Null'seien. Gesucht sind reelle Parameter d, dz, verydp, SO daBl

~ § ff o3z + 20” + aw) dzx dy /'
als ,,mittlere Spannung 'in der P]atte unter allen durch Randkrafte mit der Dichte

k(o):= Bo) + X dkie) S |
X =t .

’

erzeugten den kleinsten Wert annimmt.
Der Spannungszustand wird bei unterkntlschcr Belastung k£ durch die Airysche

Spannungsfunktion F = F(z, y) vermoge ,

' #F PF _&F

TmET T T T wmey T
/
beschrieben, die im wesentlichen eindeutig als Losung der folgenden Randwertauf—
gabe durch die Randkrafte bestimmt wird : . .
Mit einem festen Punkt P, € 0Q seien

P(s)
Ki(s): fk )do, ¢=1,2,

die Komponenten der resultlerenden Kraft auf Po (.s-) Setzt man dann \
@ (s) = K,(s). dy/ds — Kz(s) dz/ds und
(s ).—- Ky s) dx/ds + Ky(s) - dy/ds

d
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so gilt
4*F =0 in Q,

F =g(s), oF/on = —y(s) auf 09Q.  ' (20)

(Zur Herlemmg verglelche man ctwa [5] oder [9].)

In {2] wurde der folgende Raum X aller Funktionen F = F(z, Y) iiber .Q mit den
: Flgenschafben

1.42F =0 in Q,
2. ]]F[]E.: ff (F2, + 2F2, + F;,,) dzdy < oo,

3des-fods=fdes=O . | .

2Q . . i

studiert und gezeigt, daB es sich unter der \/oraussctzung eines stiickweise glatten.
Randes 92 um einen Hilbertraum mit Kernfunktion handelt, dessen Skalarprodukt
als Randintegral -

(F, Q) - f(F,,,G + Fyn Gy — (AF) G)ds ' @

berechnet werden kann. Da die mittlere Spannung gerade durch S(Q) = |F|j? ge-
. geben wird, kénnen wir das gestellte Problem auf die fiir die Anwendung des Néhe-
rungsprozesses vorausgesetzte Form bringen: Wir wihlen den ében beschriebenen
Hilbertraum X. Die _»Grundbelastung* ko(a) erzeugt mit (20) ein festes Element
—z:= Fyx,y) € X, die ,,Stcucrbcla.stungen k(o) fithren auf Funktionen 3’ € X,
und wir betrachten M = span {y’},"™. Da die Zuordnung k(s) - ((p(s), w(s)) >F € X
linear ist, lautet unsere Aufgabe nun ‘ :

l}
lz — gli? = min ||z — |72,

L . vEM ’

mit,

y= Z’ dy' und ¥ —,Zl diy. , N (22)
Die fiir den NaherungsprozeB (15) benotlgten Skalarprodukte (2, z*) und (y/, x") las-
sen sich mit (21) berechnen, wenn wir dort die Funktionen z bzw. y fiir G einsetzen
und uns ein Koordmatensystem {z*},° & X zur Verfiigung stcht, fiir dessen Elemente’
sich die Ableltungen x’;,,, z¥, und (4z*), lings 82 berechnen lassen. (Der untere
Index ,,n‘‘ bezeichnet in diesem Abschnitt stets die Ableltung nach der auBeren
Normalen von 22.) Eine solche Basis von X kann man aber aus der Familie *

(Re (z2), Im (z2*), Re (22%), Im (524))52, U (1, 2, 9)

(hier ist z := z + 4y) gewinnen. In ciner Diplomarbeit [10] wurde das Verfahren, das
sich hinsichtlich der Berechnung der Matrizen und rechten Seiten rekursiv beziiglich
n. gestalten laBt, fiir die hier gestellte Aufgabe in allen Einzelheiten ausgearbeitet,
programmiert und fiir eine rechteckige Platte durchgerechnet. Fiir praktische Zwecke
ist bemerkenswert, daB wegen der Universalitit. des Koordinatensystems (Unab-
hiingigkeit von 2) ganz beliebige Platten mit konvex-polygonalem Grundgebiet mit
demselben Programm gerechnet werden kénnen und nur die Koordinaten der Eck-
punkt;e und die Krifteparameter von Fall zu Fall neu eingegeben werden miissen.
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