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;Lbrent-ZhEolgenrﬁume mit logarithmischem Gewicht - “

G. BAUMBACH

. ~

= o . . o . f . )
Es werden mit einem ,,logarithmischen® Gewicht versehene Lorentz-Folgenriume betrachtet,
die sich zum Beispiel zur Behandlung von Folgen mit einem asymptotischen Verhalten:wie

ne(log n)f  («x, Breell, « < 0) N

cignen. Das Hauptresultat ist ein Theorem iiber reelle Interpolation. Daneben werden wichtige
Eigenschaften, die denen der iiblichen Lorentz-Folgenriume entsprechen, zusammengestellt.
Am SchluB wird ein Ausblick auf den méglichen Ubertrag auf Funktionenriume gegeben. .

B padore: paccMaTPHBAIOTCH NpoCTpaHCTBa NociefoBarenpHocTeli Tuna Jlopenua ¢ ,, orapug-
Mituecknsm“ Becom. Ouu MCIONB3YIOTCA IPU MCCIEXOBAHMM MMOCACNOBATENLHOCTEN] C acuMII-
TOTIYECKHM NOBEJIEHNEM THIIA : . .

" nlog n)f  («, B, Bemec'x;Beu'uue, « < 0).

Ve R ~ M
Paasueiv pesynbrarom, ARNAETCA Teopema 06 murepnonAuwmit. Hpome roro’ cocrasisiorca
Balible CBONCTBA DTMX HPOCTPAHCTR, KOTOPHIE COOTBETCTBYIOT TeM OOLIYHHIX ITPOCTPAHCTB
nocaegoBaTenbHocTelt Tuna Jopenua. B konue pabors o6cyiKAaeTeA NOAXOR K MPOCTPAaHCT-
BaM (byuxmm C aHAJOTHYHBIMH CBONCTBAMH.

The pa.per deals with sequence spaces of Lorentz type equipped with a “loganthmlc weight-.‘
They may be used for the investigation of sequences behaving asymptotlcally like

ne(log n)?  (x, B real, & < 0). . . -

The main result is one about real interpolation. Besides, important propertlcs of these spaces
corresponding to those of Lorentz sequence spaces are summarised. A prospect of similar
function spaces is given. :

©

0.’ Einfiihrung und Bezcichnungen
Bezeichnen wir mit /o die Menge der Folgen mit hochstens n von 0 verschledenen Ko- -
.ordinaten, so werden durch

al@) o= inf (lr — y | Leoll: 9 € fo) o . e

die Approximationszahlen einer Folge z € l,, definiert.- Fiic Nullfolgen ist (x,(z))
genau die monoton fallende Umordnung der Koordinatenbetrige (siehe [16])..

Die klassischen Lorentz Folgcnmume bpe (0 < p < 00,0/< g = 00) bestehen aus
allen Folgen z € Lo, fiir die gilt

11
n? Y, (x)

ll& | Zp.qll :=

Seit den. 70er Jahren werden verstirkt Folgenriume ‘untersucht,” bei denen in
11 - '

. obiger Definition die Potenz nP ¢ durch eine beliebige positive (in der Regel jedoch
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' monoton fallende) Gewichtsfolge 7,!/7 ersetzt wurde. Grundlegende Ergebnisse dazu.
finden sich bereits in der Monografle {11], in den-Arbeiten [1] und [18] wurden Duali-
mtsbetrachtungen durchgefiihrt, in [19] untersuchte man Interpolationseigenschaften
und in [2] sind Bedingungen fiir die gleichméaBige Konvexitit solcher Rdume an-
gegeben Besonders fiir den Fall der in [4] erstmalig emgefuhrten regulédren F})lgcn' .
. mlt . )

2 T ~ My - ) ) - (2)

k=1 - : .

» liegen umfangreiche Resultate vor.

Die lexikografisch geordnete Skala der klassischen Lorentz- Folgenraume eignet
sich unter anderem sehr gut fiir die Klassifizierung von Eigenwertverteilungen
kompakter Operatoren (snehe z. B.[17]) oder der s-Zahlen von Einbettungsoperatoren
(siehe z. B. [8, 16]). In einigen Grenzfillen (siche [8, 9, 12, 14, 20]) erscheinen dort
nun Folgen mit einem asymptotischen Verhalten wie . .

ni(logn)?, « und Breell, o < O.

N Dies macht die Behandlung solcher Lorentz-Folgenriaume, deren Struktur den log-
arithmischen Termen angepaBt ist, notwendig. Im Mittelpunkt des Interesses standen
dabei die Lagebeziehungen solcher Raume untereinander und die Charakteérisierung
ihrer Interpolationsriume. Insbesondere fiir die Interpolation erwies es sich als wich-
tig, die Darstellung der Gewichtsfolge als Produkt einer Potenz und eines logarith-.

" mischen Anteils vorauszusetzen, da sich diese Faktoren in unterschiedlicher Weise
interpolieren. Naturgemi konnte man sich bei allen Untersuchungen auf Standard-
methoden etwa aus [3, 10, 16, 21] stiitzen. L .

- Wir bezeichnen mit N, Z und R die Mengen der natiirlichen, ganzen bzw. reellen
Zahlen. Erfiillen zwéi posmvc reellwertige Funktionen F und G von Parametern ’
Ty ooos Ty Tty -5 Tyt Mit einer Konstanten C = C(zypyy, ..., x,) > 0 die Unglei-

~ chung : ‘ -

.'F(x,,...., z,) < CG(zy, ..., x,) fir allq €My, .2 €M,

so werden wir dafiir kurz schreiben: unabhingig von z, € My, ..., x,, € M, gz’lf

N

& Fzs oo #a) < Gy, -0 Za).

" Falls ebenfa,lls eine analoge Ungleichung mit vertauschten F und G richtig ist,
schreiben wir: unabhingig von z, € M\, ..., x, € M, gilt

F(xl) e )xn) NG(x]s . ,xu)

SchlieBlich werden wir immer dann d1e Mengen M weglassen, wenn offensichtlich
ist, wo z; variiert. Fiir zwe1 vollstandlge quasmormlerte Réiume E, und E, bringt die
Schreibweise ,,E, & E,* zum Ausdruck, daB neben der Inklnslon E, c E2 (und in
den von uns betra.chteten Fallen als Folgerung daraus) fiir die d&zugehérigen Quasi-
normen | - | E,|| und || | £,|| unabhingig von z € E, stets |z | E,|| < |lz | E| silt,;

E, L: E, gibt die zusitzliche Information, daB die Inklusion echt ist. Entsprechend

bedeutet E, = E, stets die Ubereinstimmung der Raume bei Aquwalenz ihrer -

Quasmormen
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1. Quasilogarithmische Funktionen
Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich’ mit solchen modifizierten Lorentz-Folgen-
raumen, deren Gewichtsfolge #,'/7 die Eigenschaft besitzt, daB der Grenzwert '

; L N ) : - . N
' 2 M
. k=
lim £=2 . ) . -
n—oo NI, .

ex1/st,1ert und von O verschieden ist. ~ ., i

"Dies sind also spezielle regulare (vgl. (2)) Folgen, die hier jedoch nicht monoton

fallend zu sein brauchen. Wie in [6] bewiesen wurde, lassen sich alle derartigen
. Folgen charakterisieren durch eine Darstellung als

’

o = Cn°w(n), ' . -

wobei C eine positive Konstante, « > —1 und w eine Funktion lst die wir quasi-
logarlthmlsch nennen wollen, :

Defmltlon 1.1: Eine Funktion w : [1,00) > (0, 00) mit w(1) = 1 heifit quasi-
logarithmisch, wenn fiir sie gilt L

=1 firallea > 0. ' * . (3)

- . w(at)
lm
t—00 'W(t)

Diese Funktionenklasse wurde bereits in den zwanziger Jahren unsefes Jahr-
hunderts im Zusammenhang it Tauberschen Sitzen bei der Laplace-Transfor-
mation eingefiihrt und dort ,,schwach steigende, fallende oder oszillierende Funktio-
nen‘ genannt (siehe [6, 7]). Fiir jedes ¢ = 0 gilt nimlich (siehe [6]) .

0 fir e<0 .
oo fiir ¢£>0.

’

lim ¢ew(t) =
t—o00 -

Weiterhin erkennt man sofort, daB Produkte und Quotienten (']uasilogarit-hmischer
* Funktionen sowie beliebige Potenzen von ihnen ebenfalls quasilogarithmisch sind.
Fiir die spiater verwendeten diskreten Methoden bendtigen wir das folgende Kri-
terium. .

Satz 1.2: Eine Funktion w: [1, 00) — (0, co) mit w(1) = 1 ist genaw dann quasi-
logurithmisch, wenn sie die folgenden zwei Bedingungen erfiillt: . \

(i) mat etnem ay > 1 (zm folgenden stets ay = 2) ist —
. o ) \

¢ . w(agttt) o ' V
lim ——— =1; : f 4)
: k—»00 w(aok) ) -
(i) unabhiingig von k = 0,1, 2, ... und t mit a* <t < af+! gult .
| w(t) ~ wla). ‘ 5)

Beweis: Zum Beweis der Hinlinglichkeit iiberlegt man sich zunichst, da8 'in
beiden Bedingungen das spezielle ¢, > 1 durch ein beliebiges a > 1 ersetzt werden
kann, wobei die Konstanten in (5) natiirlich von ¢ abhingen: Fiir vorgegebenes

a > 1 sei nun ¢, — oo (man kann ¢, > 1 annehmen) und %, € N derart gewahlt, dal
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cgiltab <2, < a"'-+1 Da.nn erglbt sich sofort unabhingig.von.n € N

wlat,) | wiake)
ity Tw(ah)

- 1. ) ' : ‘ .

" Bei0<a<1 substlbulert man af.

~ Die Notwcndlgkelt von (4) ist klar, zum Nachwels der von (5) benétigt man
jedoch die in [6] bewiesene Tatsache, daBl die Konvergenz (3) bezugllch 0<ay=a
S ay < oo gleichmaBig ist @ .

"Eine Folge. (a;) posmver reeller Zahlen, beginnend mit a, = 1, heiBt quasigeo-
metrisch, wenn es Konstanten a und bcglbt SO daB .

1<a's“’;—“ <b < oo fiir .k=0,1,2,...gilt.
k -
Fiir jede q11a31geon1etr1sche Folge (a,‘) ist d1e Folge (akw(2")) quasxgeometrxsch mit
Ausnahme einer endlichen Indexmcnge Dieser Sachverhalt fihrt unmlbtelbar zum
wichtigen !

* Satz 1.3: Fur jedes o < O konvergiert die Reihe Z 2“"w (2%) und es gzlt unabhangzg
von m € N

Qamyp(2m) ~ Z2““w(2") » o : . (6)

. - k=m :
m‘zd ’ . :
L gremp(@my~ 32wk, (7
: k=0 - ’ ) .

Erganzend bemerken wir, daB die Folge 2aky (2") « =% 0, stets fiir £ = k, monoton
ist (vgl. (4)). Die angegebenen Eigenschaften zeigen, daB qua.sﬂogarlthmlsche Funk-
tionen viele’ charakterlstlsche Elgenschaften von

w(t) = [log, ¢t + )PP, BEK,

4

besitzen, sie miissen jedoch im allgemeinen keineswegs monoton sein, wie das fol 7

gende Beispiel demonstriert:
Zu jedem m € N wihlen wir h,, E N, k=0, derart daB fut alle £ = h die Un-

. k
glelchung ( n ) < m2 besteht-. Setzén wir nun k,, 1= ): 2h; firm = 1,2, ...
und - n+1 ' . j=t

’ m k—knp
m( +1) fir kp =k <kp+ by
m o
Qp 1= : ' )
L . m kmar—k -, . }
m (i)™ 4 S k< B,

so erhalten wir durch den Ansatz w(?’;) = a; und geeignéte Definition von w auf den

Intervallen [2%, 2%+1) (vgl. (B)) eine quasnlogarlthmlschc Funktion, fiir die w(2"m) =m,

aber w(2kntin) < m-1ist. -

1. ‘ o v T '
oL /o . :
2. Definition der Raume und technische Hilfsinittel

Es seien im folgenden stets 0 < p < co, 0 < g < oo und w irgendeine quasi]oga,rith-
mische Funktion, die von p, ¢ abhingen kann, wenn dies nicht ausdriicklich ausge-

schlossen wird. Von besonderem Interesse ist der Fall, daB diese’ Abhangigkeit mit. -

rd



<

Lorentz-Folgenrdume mit logarithmischem .Gewicht 43 -
von'p, q unabhingigem w die Gestalt -
‘ 1 1 ’ . P

Wpe=: WP 9 . T . (8)

besitzt. Die gleichen Vereinbarungen treffen Wir, falls »,q oder w mit einem Index
versehen sind. Unter Verwendung von (1) kommen wir nun zu folgender '

Definition 2.1: Der Raum [, ,(w) besteht aus allen Folgen x € I, fiir die gilt

. i 1
Nl [ G gl = ||nP w(n) an(z) | L

Auf diese Weise erhalten wir vollstindige quzisinormiérte Riaumeé.‘Man bemerkt
sofort, daB fiir lim w(n) > 0, lim w(n) < oo die wohlbekannten Lorentz- Folgenraume .
mit dquivalenten Quasinormen entstehen. Die nun folgenden Aussagen stellen neben

den bereits angegebenen Eigenschaften quasilogarithmischer Funktionen die wich-
tigsten Hilfsmittel bei der Untersuchung von /, ,(w) dar.

< 0. N

"Lemma 2.2: Durch den Ansatz | . v
. ko,
iz ()]l == [[2Pw(2¥) ocge(

wobet k = 0,1,2,...zu setzen ist, wird eine dquivalente Quasinorm aufl q(w) definiert.

Beweis: Wirsetzen 4,.:= [2¥, 2“*1) und erhalten sofort unabhanglg vonz € l p.a(W),
k=0,1,2,... und n € 4, (vgl. (5)) )

-~

1 . ) 11 .
2"‘“’(v a)w(2k+1) tgen(z) < 7P Tw(n) an(x) < 2 5- o)w(zk) az.( )
Daraus ergibt sich fiir ¢ < oo, unabhingig von z und k, daf T
k+1 : o [k J
[2 P w(2"“) ogrni(Z ] =< ): [n" Qaw(n) zx,,(x)] [21’w(2") oczr(:v)]
. \ o

ist, und durch Summleren iiber k& folgt, die Behauptung. Der Fall ¢ = oo wird an&log

behandelt 1 |

Spater erweist es sich als giinstig, statt der Folge («n(2)) selbst dle gemittelten
Folgen ‘ . :

: "1 m H

caNi=— 3 aix)], 0<r< oo,

. ) n j=1 : . o

zu verwenden. Ly '

Lemma2.3: Fir jedes r, 0 < 7 < wmin (p, q), liefert der Au;sdruok
i‘J. ‘
n? w(n) «, 7

1l [ 25,q(w)ll; 2=
cine uquwalente Quasinorm au/ ly.q(w).

Beweis: Eine Abschatzung fo]gt unmlttelbar aus der Tatsache, daB o, (z) < «,"(z)

1 1 1
ist. Setzen wir andererseits — = — + — und fixieren ein { mit r < ¢ < P, so folgt
firg < o T § c .
: : _! ,(___), 1/ a1} AL _Mow o9, 1
o a“m(x)gn\r(zl'yq t )s(Z‘[l 0 )vgn t(zj: oc,(:z)")"
) = =1 . ! j=1
, . ] ‘ . o
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. und Vertauschen der Summatlonsrelhenfolge fithrt unabhang:g von z.€ I, q(w) 0.

(vgl. (6))
l l
ny ¢w(n) o, )

oo - q_ . '
{Z(Zn" O n).,) ()a}w 12 | Ly gl
N 7

=1
Da.mlt haben wir da.s gewunschte’Resultat Der Fall ¢ = oo wird analog behandelt I
Schhethh beweist man mit-den \’Iethoden der Lemmata.2.2 und 2.3 lelcht das

Lemma 2.4: Fir 7edes 7,0 < r < min (p, q), wird durch den Ansatz

*

e ] G gl =

! : -
wober k = 0, 1,2, ... zu setzen 1st, eine dquivalente Quasinorm auf 1y, o(w) definiert.

3. Inklusionen
. L N ‘ t B
Betrachten wir die Lage der Rdume [, ,(w) fiir verschiedene Parameter p, ¢ und quasi-
logarithmische Funktionen w zueinander, so stellen wir zunéchst fest, daB diese
unabhingig von Verinderungen bei ¢ und w wachsen, sobald der 'Parameter P

wichst. .

Satz 3.1: Es set py < ;- D(mn gilt mat belwbigen Qo> 91> Wo, Wy -

’

- . Po Go(wO) p. ql(wl)

" Beweis:'Die elementare, von z € lp“ «{wo) und m € N-unabhéngige Abschitzung
(Vgl (7) : A S

m [ A_1 @) 1 il
1 | Lp,.qo(wo)ll = {)_7 [n”" Yowy(n) rxn(x)] }"“ > m”"wo(m) am()®

n=1

Lo.go(Wo) < Lpo,0(wg) . . ()

Nun ergibt sich die Behauptung unmlttelbar aus der Tatsache, daB ebenfalls
quasxloganthmxsch ist; es gilt unabhingig von x € I, ,,(w,) o

L ln=1

e )] T | sl {'f [”E_E—; - (n)] l‘}; |

) i
-< ”x I lpe.lh(wo)” l
Als einfaches Beispiel einer Folge aus I, . (w,), die nicht zu I, . (w,) gehort,
cf AL ’
geben wir, (n 2 37’~) an. :
Bevor wir uns der Situation mit fixiertem Parameter p und g]elchzeltlgem Wechsel
von ¢ und w zuwenden, konstruieren wir zwei Gegenbeispiele.

wy(n)
wo(n)

Folge z, die fiir alle g, zu l,,qu(wo): aber fir kein q, 2u 1 ; (1) gehért,

Beispiel 3.2: Gegeben seien w, und w, mit lim = oo. Dann guibt ejs.ez‘n.é

/
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Beweis: Es existieren nach Voraussetzung n, € N mit 7, = 0 und

) , w (2%) w(2¥) . - )

- L firk=20,1,2,.... ) : .
wo(2™) wy(2*) , ’

Setzen wir

=2 “’w1<2") (2)

(2")

so kann. (ny) derart gewahlt \verden daB (n) monoton fallt. Daher ist dle Folge '
x = (&,), deflmerb durch ,

. 1 .
Epr=mm P fir n€ Ay = 20, 2%),

ebenfalls monoton ix.nd es gilt fiir gy < oo, unabhz"mgig von k € N, daB

'/ P [n;’ ;wozn) Xn x)]‘“ ~ "E‘ [2" wy(27) 52’]“ : |

n€dy =

nx 7 qo ”_k Go i
= m® ) [2*”%(2’)] A[mz"wo(‘?"f)] =< 27K
j=0 .

ist\. Dafaus ergibt sich sofort . °
: , ! V oo Z 1 1 Go
e )l = X (&1 o) an(x)] ) < .

- Fiir g, = oo folgt dies aus (9) Andererselts erhalten wir fiir ¢; < oo, unabhanglg von
k € N,daB

é [nlz—ql:w,(n) oc,,(x)]ql'.-\,.n:)_f:l [21) w, (27) 52,]‘11
n&de, F=ten

bzw. fiir q, = oo, daB.
o - w (2
2 AT * =3
P w, (2M) oxom v(x) .Wo(?'k)

w,(2%)
wo(2¥)

aber unbeschrankt §

w;(n)

WolT

ist. Nach Voraussetzung ist

< oco. Dann g}ibt es zu jedem

Beispiel 3.3 Gegeben seien w, und w, mal lim

" gy < oo eine Folge z,,, die nicht zu Ly, qo(wo) aber fiir alle @, > qq 2u 1y, 4, (wy) gehort, ‘

Bewels Es existieren eine Konstante C > 0 und n, € N mit no = 0 und wl(2"k)/
Ylg l

we(2™m) < C Tir k = 0,1,2,... Setzen wir n,:= 2 Tapy, (2m) k@, SO ‘kann wieder

(n;) derart gewahlb werden daB {7:) monoton fallt. Daher ist die Bolge Zg, = (£,199),
definiert durch . . , .

1 .
§"(qa) = nkn_e—p fir ne Ak = [2""': 2"“)’ '.
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ebenfalls monoton, und es gilt unabhéngig von k. € N

y [l . -
n€ 4 [np Pwy(n) O‘n(xqo)] > k1
+ gowie fiir ¢, < &

@

l___l q1 _n R
n€dy ["’p @y (n) zx,,(:vq,)] <k o :
Wir schlleBen nun Welter wie im Belsplel 3.2 Der Fall ¢, = o0 erglbt sich aus (9) l

Satz 3 4: Dre Inlcluswn . qo{wo) & 1, q,(wl) gzlt genau dann, wenn exne der -beiden
/olgenden Bedingungen erfillt vst:

(i) qogql undllm wi(n) < 00, . - L ‘
wo(n) . ' \
] _ - o
wy(n
ii < q, und ——| < o0,
( )& o ‘ ’é‘l py [wo(n)]. ‘

1 11 wi(n)
wobet — =— 4+ — gesetzt wurde Ste ist aufer vm. Falle q, = q,, lim > 0 stets
echt. T q0 v we(n)

Bewéis- Wie man leicht sieht, liegt iy trivialen Fail fim 22 < oo, 1im “2) < g

o(7) T wy(n)
fiir belicbige ¢ die Tdentitit i, q(wo) = I, o(wy) vor. Mit Hilfe.von (9)und der Hdélder-
schen Ungleichung erhalten wir ebenso einfach aus den Bedlngungen (1) bzw. (ii) die -

von x € by ¢,(wo) unabhanglgen Abschatzungen .

% | Ly.g (w)lles < [z | lp.oo(wx)H‘“,- % |l | Lp.qo(wn)l®

< Iz | I go(wn)ll"* <l | lp.q,(wo)\ll".'

bzw. - . I ) ' . o ' L
e \ < ® 1 [w(n )
ll | Zy.q. (o)l = 112 | Lp.qu(20)ll ”2;,’1 % () < ll .25, q.,(wo)ll
Also sind belde Bedmgungen hmrelchend wobei Beispiel 3 3 fiir g, < a1 und die aus
Belsplel 3.2 durch Vertauschen von w, und w, hervorgehende Folge in den Fallen

go = ¢y, lim : w—lg—; = 0 und q, < zelgen daB die Inklusion echt ist.
0 - Ry .
Nehmen wir andererseits an, daB dJe Inklusion lp qo(wo) &> 1y, q.(wy) besteht, 0 er-
' 1 1
gibt sich aus Beispiel 3.2 sofort die Bedmgung Tim 2 wim) < oo. Fiirg, < qy,— = —
1 L, wo(n) 91 ‘Io
.+ — setzen wir ~ . ' . '
¢ ‘ , .
2'2_I;w 2k w@ ] o fir k2k ’
M i = i (2k) - ov e l
17,“ ; . fur k < ko,

~ wobei ko derart gewahlt sein. soll dafB (7;,,) monoton. fallt Dann ist die I*o]ge x = (&),
- definiert durch o

.

—

1 . e
£ui=mn 2P ) fir me 4, = [25, 2,

Vi §



" Deshalb ergibt sich fiir 2™ . — (&1s €25 ovey E2my O, O ) una.bhé,ngig vonmeN
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ebenfalls monoton und es gilt fiir ¢, << 0o, unabhiingig von k =k,

x

. 11 o k e .
TSRV SN S

- sowie

4y

' 1_1 T ko Ta 9 (2%)]¢
nEZ’ [’n” ."'1_01(”) o:,,(x)]\ ~ [ﬂk2épw1(2k)] = [z:)iy;] .

v

"2ﬂ1'w«m‘%gv{ﬁ'[w4%q}i7~ 1y g )]
{ész%mJ} & L@ )" T w0l

und wir erhalten die schirfere Bedingung aus (ii). Im Falle g, = oo schliet man

analog i o - :
AlS unmittelbare Konsequenz formulieren wir den

Z ‘ ' ’ . .
Satz3.5: Fiir jede von p,q unabhiingige quasilogurithmische Funktion w sind die
Riume 1, ((w) beziiglich der Parameter p und ¢ lexzkogra/zsch geordnet. Gleiches. ¢ilt.

fiir die Raume 1, o(wp,q), wenn wir lim w(n) < oo voraussetzen.

Wir bemerken daB fiir I, o(wp,q) (vgl. (8)) im verblelbenden Fall lnn w(n) ='oco -

eine andere Slt,uat,xon vorliegt. Setzcn wir ndmlich Ausatzhch voraus, daf} Z [nw(n)]-
'oo n=1

‘endlich 1st so gilt [, q.(w, q,) + Up.g(wy ) fiir ¢, < g,, wihrend bei §’ [ﬁw(n)] 1= oc0

Von= l

' die Raume lp.qo(Wp,g) und L, , (w), »*) fiir g4 == g, unverglelchbar sind.

Vergleicht man zwei Skalen {l, o(w,)} und {I, ,(w,)},. wobei w, und w, nicht von p,q
abhangen sollen; so kann man bis auf eventuelles Vertauschen von w, und w, die

folgenden F: alle unterscheiden : ,
wl(' ) wy(n)

> 0 und lim < o0
wy(n) — . wy(n) -

4

(i) lim

Dann ist Uy o(wp) = lé,q(wl) fiir alle D,q.
(i) lim “) _ Grand fim 2 < o, :
IR ) wo(n) o L
Dann ist 1, q(wo) + Up.q(w)) fiiraalle p,q- Es existieren jedoch. in Abhangigkeit von
0 < ¢ = ¢ < go = oo Folgen aus ; ,,(wy), dle nicht zu [, ,(w,) bzw. Folgen aus

ly.o(wj), die nicht zu l,, o(w.) gehdren. -~ 5 oo
| ceey 1s w\ (n) — W (n)
(i) im = = 0 und lim = 00.. .

0 o) ,

Dann sind I, ,,(w,) und lp‘,,‘(w,‘) fiir beliebige Parameter-g,, ¢, unvergleichbar.
Vergleicht man dagegen zwei Skalen {l, ((wy p¢)} und {i, o(w, ,4)}, so hangt die

.Situation sowohl von der Lage der Parameter p,§ zueinander als auch dem asym-

ptotischen Verhalten von wy.und w, im einzelnen ab. Mit Hilfe von Satz 3.4 und den
Belsplelen 3.2'und 3.3 1a8¢ sich dies Jedoch im Tlnzelfall schnell ermitteln. '

~
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4. Reelle Interpolation

AbschlieBend’ sollen die durch reelle Interpolation aus I, ¢,(wo) und. i, . (w,) ent-
stehenden Riume bestimmt werden. Dabei wird sich herausstellen, daB der Index q
keinen Einfluf auf das Interpolationsergebnis hat, wiahrend sich die quasilogarith-
mischen Gewichtsfunktionen in kanonischer Weise interpolicfcn Wichtige Grund-
lage ist die folgende Abschatzung des K- Funktwnals cines Elementes z € E, + E,

K(t,z) = K(t,x, By, B,) := mf {llzo | E0|| + ¢ ||x, | B}, .
P . ,. . ) r= I.+11 )
" deren Beweis sich am Vorbild von [5] orlenmert . ' v

Lemma 4.1: Es seten py << p,, 0 < r < min (po, go, 41) und

£his) ez \
Q=2 \p P k/ rk=20,1,2,.

Dann st unabhingig von x E Lpg(w) und 0 =t < 1

. mt%mM%LmMW»NCWUmMMW N

baw. unabhangzg von x,'k=10,1,2, ... und G St < gy .

. . ok l__i ’ To L
- v K(t, Z, Ly, qo(Wo), l,,hq,(w.l)) ~ {,’é'l [nm Powg(n) oc,,(”(x)] }q:
R . ) ; - 'L_L ! )1
. +ﬂz[wwmwmwu

n=2%41

’

Beweis: Der Fall 0 < ¢ < 1 ist klar. Wegén Satz 1.3 gilt unabhingig von .

€l ,(w), k=0,1,2,... und_a, <t < a,; die Beziehung K(a,z) ~ K(¢, z);

so daB es geniigt, K(ay, ) abzus’chiitzen. Wihlen wir zu gegebenem x € [, o (w,) die
Folge z, € f,x derart, daf B ’ ‘

' aolz) fiir m=1,2,..,2 = .
(xo) = 0 » . ‘
sonst

ist und setzen x, = x — ,, so hat dies zx,,(é,) = xpao(z) firn = 1,2, ... zur Folgé :
und wir erhalten mit dieser speziellen Zerlegung unabhanglg von z € 15,,,_‘71(14)l
t=1und k£ =0,1,2,... (vgl. Lemma 2.3)

KU@SWH%M%WTW%WMWN‘

ok 1. 1 0] 1
~ ”xo | lm.qo(",”o)”r +'t ”751 | 1p,.q(w))ll; < {”2 [n"" "°w0(n) a’,,‘”(x)] }

=1

. o 1 1 AR
oL 5 el

n=2k+1
1 or [1_1 1 faepa  \1L]a)L
B [ (5 e I
, . n=1 R j=2*+;

n=2F41

0 11 @)1 »
- + ‘{ 2 [np' 2w, (n) a”(r)(x)] }q' =:8, + S +£8; +18,.. '
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Beachten wir nun, daB unabhéangig von z und k (vgl. (6) und (7))

=1

ok 1 © 1 1.1 g0) 1 L3 N
S, = (.): a,(x)')?{ Z [n"o % ’wo(n)] }w < o (@) 2Powe(2%) < S,
sowie. ) '
_ e [ L_1L @) 1 1 ‘
Ss‘é’“zkﬂ(x){z [np‘ Taw, (n )] }q‘ < af (2) (2" + 1)Prw, (2¥ + 1) < Sy
n=1
gilt, so erhalten wir die gewiinschte Abschatlung nach oben durch §, + tS4 Dabel .

konnen ¢ und & vorerst unabhangig voneinander gewihlt sein.
Gehen wir von einer beliebigen Zerlegung z = xo + :vl, €1y g (w) (v=0,1) .

aus, so ergibt sich zunachst unabhéangig von k£ = 0, 1, 2, ..., = und seiner, Darstel-
lung B : : :
o Sy + @S, .
. ok i_ 1 Go L
=< 1% | Lpy.q(wo)lls + { Zl [n”" T2, (1) m."’(x.)] }“"

: . 1 1 AR
+ ak{ 2. [n"' °'wl(n)0‘n‘”(%)] }‘“ + o [y, q.(wl)”r

=2k+1

=T+ T, + als+ “kTv

Bériicksichtig’en wir nun; daB unabhangig vonz; und £ = .,
I o S (n)]ve}l
T T I mPe @ P _.—0 q. a, T .
2 ‘< 4{”§1 [ ) wl(n) < k+ 4

sowie
: =) l______ ( )‘h 1

T _’[' Pi G1v Po 1 q "IT
o {§ [" wo<n)] } ma

gl]t so ergibt sich die zweite Abschitzung, indem man im entstehenden Ausdruck
T\ + a7, zum Infimum iiber alle moglichen Darstellungen ubergcht |

1- + —. Dann ist .
Do V4

Theorem 4.2: Es seven p, < p;, 0 <0 <1 und; =

(lﬁo'qa(wO)’ lPth w]))@,q :.lll.q(wo(l o)wle) 4

Beweis: Der Einfachheit halber setzen wir wo(y) = w,(y) = 1 und ay(z) = o)
= 0 fiir Werte y,k < 1. Dariiber hinaus sei )

11 !
- Ll w2y
ak—2( Pt) w?(2") fur.kéz. . :
Fixieren wireinr, 0 I< r < min (P, o, 1,9), SO erhalten wir unter VerWendung von

Lemma 4.1 unabhingig von z € (L, ¢,(0), Lp,.0,(#1))o.q

”x I (5p,.q.,(wo), lp..;],(wl))ﬁ,q”q_""ké [a‘k_oK(aln x)]q

“h i o L .
i~ 3 a0 H Zk‘ [29_%'0(21:) a‘z’,.’(:v)]q }q, L

kEZ . Il=—co

~

oo A ’ . qu]l q
L4 ak{ P [2p'w (2" a("(x)] .Iq.] — M. \
. h=k

4 Analysis Bd. 4, Heft 1 (1085)
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’ .
Zusammenfassend konstatieren wir bereits jetzt, daB auch alle weiteren Abschiit-
zungen unabhdngig von x sein werden. So ergibt sich zunachst (vgl. Lemma 2.2)

T . k h go) 1
M= Za,;“’q |:a2x {Z [21’°w 2")] }
) K€z

+ (.E'“i(x)'); {f' [2’)(%_;) w1(2")]ql}i]q S
“\j=0 h=k .

. ’ T k : q .
i~ ~k€£7 @ ""[azk(x) 2rosg(24) + akfx(”( )2wa (2")] o S
!k

. . ‘
, =Y [2p°w0(2k) + “k2p‘w1(2k)] xgr(x)?
RN KEZ ‘

1l L s 2k. -0 q
= 24k€Z‘Z [2"(11, ”(m Px)) (:}‘:22%) ‘w0(2")zx2x(x):|
= 29[|z | Ly oo 0w, )[||¢ ~ [l | L, o(wo 0O o)”q_' .

.

Um eine Abschatzung nach oben zu gewinnen, spalten wir M zunachst in zwel Terme

auf:
) 1 k h GEAES
Ma .< [ Z ak_ofl{ Z [Zpaw0(2h) a(r)(x)] }(lo}l
¥z~ lk=—o0 "
o [ A @) et
+ [ 2 ak““”"{ 2 [2’“101(2”) c\“z’n’(x)]' }‘“]", .
kEZ K=k )
: 1 1 '
4 = My + M.
Indem wir ~
b @ ° fiirz = 0 '
w a1 fir7i=1 . ,
und | ' ) '

- 4o fheZhLhy firi=0
¥ T VheZ b=k firdi=1

setzen, erreichen wir die Moglichkeit, beide Terme gleichzeitig zu behandeln. Dazu
benutzen wir unter anderem die Identitit :
B N \

N .
h h

2?%(2") bin = 2Pw,1-0(2%), %0 0(2"), (i=0,1).

di

Im emfacheren Fall < 1 liefert die Jensensche Ungleichung (vgl Lemma 2. 4)

I

- M; = ):b? { b [21"w(2")a"’(x)‘]q(}7’;
. k€z :

h€dq

=y _[b,k2’:w (2 o:"’( )]q

k€Z.KE Ak

~

L : AV
-z (2702 afi)) ( > b:!k') 2 | .00,

kE€A(1-in
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Fir ¢;:= 2 - 1 fixieren wir Sp, §; Mit Py < 8y < p < 8 < p, und benutzen die

) Héldersche'lUngleichuﬁg o : ’

T kez h€du A€

Zb‘l { ): 2 (p; SA)QHw(zh aide }:: { Z"“o&‘”(ﬁ; } \

~ Y {bikék(z—i)wi(w‘).2:‘0‘5"‘),(:5)]

k€EZ,KE N N ' '
— Z [23’: o‘(r)(x)](.’{ Z [ k2 (m_s«) i(2v,‘)]‘7}
hEZ k€A(1~i)h :

A : . ‘e R - [
NZ [2”‘wa(2") binosn! (2 )] ~ [P | 4. q(106 = )] |¢ -

Insgesa,mt, erglbt sich
M < e | . olw0o= D)l ~ I | Ly.q(wo w9

Damit ist das Theorem bewiesen 1

.. Als wichtige Spezialfille formulieren wir die

. 1 -1-—-6
Folgerung 4.3: Es seien py < p,, 0 <0 <1 und; =

0
-+ —. Dann 7st
Do D

(tpo.0o(10)s Lyvan20))o.0 = bypg(20),

1—0 6 . : .
T itt (vel. (8)) - . :
” +ql»m (vgl. (8)) o

(lpo.Qa(wll;.Qo)’ lp..?x(wp;,q.))ﬂ.q = lp,q(wp,b) . o . '

‘ “ 1
o doch o1
7e(/ioc b nur fur p

5. Erginzende Bemerkungen

, Der Vollstz‘indigkeit halber stellen wir noch einige Eigenschaften zusammen, die sich

~ .durch geringfiigige Modifikation von in anderen Arbeiten verwendeten Methoden

ergeben. Wir verzichten daher auf die Beweise und verweisen auf die Vorbllder in[1,
.13, 15, 16,18, 19].
Die Riume 1, ,(w) bilden vollstandlge quasmormlerte Folgemdealc im Sinne von
[16]. Fiir p,g > 1 liefert || - | I, o(w)|l, eine dquivalente Norm. Fiir zwei quasinormierte -
" Folgenriume E, und F, besteht deren Produkt ¥, o &, aus allen méglichen koordi-
natenweise gebildeten ]’rodukten T =TT von }olgcn x, € ¥, und 2, € F,. Dabei

setzt man’ . .
lx | Ey 0 E2”F= inf |z, | E\|l - |z, | Bl
T=Z,Z,
L1 11 1 1.1 '
Fir—=—4 — und —=— + — erhilt man
' P Po ™ q D% "

Lpa.qo(Wo) © Up,.q.(w1) = Ly o(w0 - wy) o . ‘ '
und als Spezialfall (vgl. (8))

Po qo(wpa Qo) o lp- q;(wm lh) hnd lp q(wp q)

Der Bewels ‘verwendet Lemma, 2.2 und Standardabschatzungen aus [16].

4*
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. . . .
W:r‘bezelchnen mit E’ den Dual eines Banachra,umes E. Set/en wir — 4 —

1 1 p P

= 7 + o =1,1<p,g < oo, und versehen [, q(w) mxb der entsprechenden Norm

so gilt
Ly olw) = lp'.q'(w_l)

und als Spezialfall -

boa(Wp.g)" = ly g (wy ).
./um Beweis siehe [1], [18] oder [19].
SchlieBlich weisen wir noch auf die Moglichkeit hin, die gesamte. Theorie der Ap-
_proxlmatlonsraume (siehe [15]) auf den ball mit quasxlogarlbhmlschem Gewicht zu

v

iibertragen. Seut man w dcrart auf [0, 1] fort dafl w (l) t E [1, 00), ebenfalls qua-

's1loga.r1bhmlsch 1st so entstehen in diesem Bereich analoge Elgenschaften Fordern
wir zusitzlich noch, da8 fir « > 0, und abhanglg vonk€Z

w(2H)~ w(@) ' ' . (10)
" gilt, so wird fiir Quasi- Banachraume Ay und A, und 2 € 4, + A4, durch den Ansatz:

.z €[A,, A,]o o genau dann, wenn gilt

Iz | (Ao, A,J2 ] = {kg [2-4ou(2) K (2 ,‘x)]°}%'< oo

ein ]ntétpolationsfunkto’r defivniert, fir den si.c'h mit 0 <f <1 l = 1 ; 6
' : ‘ : P o
+ 9 gerade
y 4! . - » . )
(o0 lP-]t';q =1, o(w) . - . . ’ (11)

ergibt. Wir verweisen auf [13] fiir die ausfiihrliche Betrachtung von Interpolatlons-'
funktoren dieses Types. Auf direktem Wege wie unser Theorem 4.2 oder als Folge- -
rung aus ihm und Ergebmssen von [13] erhédlt man

Theorem 5.1 (Retteration): Es seien 0 < 6, < 0, < 1,0< )< 1 und u;o, wy, Wy
derart auf [0, co) definiert, daf8 sfe (10) er/ﬁllen und als Funktionen von t und i
1 € [1, 00), .quasilogarithmisch sind. Setzen wir auferdem 0:= (1 — 2) 6, 4 26,, .

wi= %00(1"‘)w1?w2 und F;:=[4,, 4], N

s0 gzlt [Eo, E [Am 1)8q-
~ Geht man durch einen (11) entsprcchenden Interpolationsansatz zu Funktionen-
raumen iiber, so fithrt dies zu folgende_n Klassen meBbarer Funktionen:

’

f € L, 4(w) genau dann, wenn gilt

L co 1 1 - q 1
I/ | Lpo(0)| := {f [t” "w(t)‘/*(t)] dl}" < 00,
0
wobei' f* die rechtsseitig stetige, monoton fallende, maBtreue Umordnung von f be-
zeichnet. Raume dieses Types werden in [11, 18, 19] untersucht, sie stellen das
" modifizierte Gegenstiick zu den klassischen Lorentz-Funktionsraumen dar. Unter
den angegebenen Einschrankungen fiir w ergibt sich sofort ein zu Theorem 4.2 ana-
loger Interpolat,lonssat,z auch fiir Ly, q(w)
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