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Lorentz-Folgenraume mit Iogarithmischem Gewicht 

G. BAUMBACU 

Es werden mit elnem ,,logarit .hmischen" Gewicht versehene Lorentz-Folgenraume betrachtet. 
(lie sich zum Beispiel zur Behandlung von Folgenmit eineni asymptotisehen Verhaltenwie 

n(l(jg n) fl (a, /3 reell, a < 0) 

eignen. Das -Hauptresultat ist ein Theorem fiber reelle interpolation. Daneben werden wichtige 
Eigenschaften, die denen der ublichen Lorentz-Folgenraume entsprechen, zusammengesteilt. 
Am Schlul3 wird em Ausblick aàf den moglichen tbertrag auf Funktionenrhume gegeben. 

B paGoTe paccMaTp}tBaIoTca npocTpaHcTna floe IeoBaPeJ1bHocTef Tilna Jlopenua C , ,Jiorapi! 
iiiecioii" BecoM. OHM I1CflOJth3IOTCH iipa ncc1eoBaHuh1 nocJ1eoBareJmHoc1'ol C acliMu-

T0TII'ICCKHM noBejeueM rtna 
•	 n(log n)fl (a, /3, BeiUecTBeiiHbie, a < 0).	 .. 

F.namIuM pe3yJ1JTaToM ) 5lnJuleTca reopeMa o6 nureprIoJIRullu. HpoMe Toro cocraBJIHIOTCH 
BaHIIbie CBOICTBa zYrux npocTpalIcTu, Io'opbie cooTBercTByIoT reM O6h14HhIX npocrpaucrB 
nocJ1eaonaTej1bnocTel 'runa .11opeiiva. Bioiiue pa60mi o6cyiiaeTcn noAxoA it npocTpaHcT-
naM ()ylIFcunli C aHaJIoru q HbIMn cBoflcTBaMu. 

The paper deals with sequence spaces of Lorentz type equipped with a "logarithmic" weight. 
They may be ued for the investigation of sequences behaving asymptotically like 

n"(log n)fl (a, /3 real, a < 0). 

The main result is one about real interpolation. Besides, important properties of these spaces 
corresponding to those of Lorentz sequence spaces are summarised. A prospect of similar 
function spaces is given. 

0. Einliihrung und Bezeichnungen 

Bezeichnen wir mit /, die Menge der Folgen mit hächstens n von 0 verschiedenen Ko-
órdinaten, so werden dureh 

	

:= inf {iix - y illi: y E /,}	 -	 (1) 

die Approximationszahleu einer Folge x E l definiert. Fur Nuilfolgen ist (a(x)) 
genau die monoton falleride Umordnung der Kooi'dinatenbetragc (siehe [161).. 

Die klassischen Lorntz-Folgenraume 1, (0 < p < co, 0< q	) bestehen aus
alien Folgen x E , für die gilt 

11 

liz lp.q ii := flP Q c(x) l	<	• 
Seit den. 70cr Jahren werden verstãrkt Folgenraume untersucht,bei denenin 

obiger Definition die Potenz nP q durch eine beliebige positive (iii der Regel jedoch
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• monoton fallende) Gewiehtsfolge r, 11Q ersetzt wurde. Grundlegende Ergebnissè dazu 
finden sich bereits in der Monografie [11], in denArbeiten [1] und [18] wurden Duali-
tãtsbetrachturgen durchgefuhrt, in [19] tint .ersuchte man Interpolationseigensehaften 
undin [2] sind Bedingungen für die gleichrnãBige Konvexitat solcherRäume an-
gegebén. Besonders für den Fall der in [4] erstmalig eingefUhrten regularen Fplgen 

.rflhit

(2) 
k=1	

S  

liegenumfangreiçhe Resultate vor. 
Die lexikografiseh geordnete Skala der klassischen Lorentz-Folgenraume eignet 

sicli unter anderem sehr gut für die Kiassifizierung von Eigenwertverteilungen 
kompakter Operatoren (siehe z. B. [17]) oder der s-Zahlen von Eiiibettungsoperatoren 
(siehe z. B. [8, 16]). in einigenGrenzfallen (siehe [8, 9, 12, 14, 20]) erscheinen dort 
nun Folgen mit einem asyrnptotischen Verhalten wie 

•	 n(logn)P, x und reell, a <0. 

Dies maeht die Behandlung solcher Lorentz-Folgenraume, deren Struktur den log-
arithmisehen Termen angepaBt ist, notwendig. Tm Mittelpunkt des Interesses standen 
dabei di6 Lagebeziehungen soleher Räume untereinander und die Charaktrisierung 
ihrer Interpolationsraui-ne. Insbesondere für die Interpolation erwies es sich als wich-
tig, die Darstellung der Gewichtsfolge als Produkt einer Potenz und eines logarith- 

- mischen Anteils vorauszusetzen, da sich these Faktoren in untersehiedlicher Weise 
interpolieren. Naturgemal3 konnte man sich bei alien Untersuchungen auf Standard-
methoden etwa aus [3, 10, 16, 21]stiiten.	• 

Wir bezeiehnen mit N, Z und R die Mengen der natiirlichen, ganzen hzw. reellen 
Zahlen. Erfüllen zwéi positive reeliwertige Funktionen F und 0 von Parametern 

X, Xm+i, ..., x,s mit einer Konst.anten C =	..., x,) > 0 die Unglei-
churig	 •	- 

F(x1,...,x)CG(x1,...,x) fürallexiEMi,...,xmEMm, 

so werden wir dafiir kurz schreiben: unabhängig von x 1 E M 1 ,,..., Xm E Mm gilt 

•	• F(x, ..., x)	0(x 1 , ..., xe). 

Falls ebenfalls eine analoge Tlngleichung mit vertauschten F und 0 richtig ist, 
schreiben wir: unabliangig von x1 E M 1 , ..., x,, € M n gilt	 - 

•	F(x1, ..., x)	G(x 1 , ..., xe). 

SehlieBlich werden wir immer dann' cue Mengen M 1 weglassen, wenn offensichtlich 
• ist, wo x1 variiert. Für zwei vollstandige quasinormierte Räume E 1 und E2 bringt die 

;Schreibweise ,,E1 c * E2 " zurn Ausdrück, daB neben der Inidusion E 1 c:E2 (und in 
den yon uns betraehteten Fallen als Folgerung daraus) für die dazugehorigen Quasi-
riormen I . EIII und	I E,11 unabhangig von x E E 1 stets lix I E211 - lix I E111 Filt; 

E2 gibt die zusãtzliche Information, daB die Inklusion echt ist. Entsprechend 
bedeutet E 1 = E2 stets die tYbereinstimniung der Rãume bei' Aquivalenz ihrer 
Quasinormen.
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1. Quasilogarithmische Funktionen 

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit soichen modifizierten Lorentz-Folgen-
rãurnen, deren Gewichtsfolge	Eigensehaft besitzt, daBder Grenzert 

U	 .	 .	. 

lini	 .	- 
n-+co fl7 

ex(stiert und von 0 verschieden ist.  
Dies sind also spezielle regulare (vgl. (2)) Folgen, die hier jedoch nicht monoton 

fallend zu sein brauchen. Wie in [6] bewiesen wurde, lassen sich alle derartigen 
Folgen charakterisieren durch eine Darstellungals 

= Cnw(n), 

wobei C eine positive Konstante, a> —1 und w eine Funktion ist, die wir quasi-
Iogarithmisch nennen wollen.	 . 

Definition 1.1: Eine Funktion w : [1, ) - (0, cc) mit w(1) = 1 heiBt quasi-
logarithmisch, wenn für sie gilt 

Jim	= 1 für alle a> 0.	 (3) 
t_	w(t) 

Diese Funktionenklasse wurde bereit.s in den zwanziger Jahren unsefës Jahr- 
hunderts im Zusamnienhang thit Tauberschen Sätzen bei der Laplace-Transfor-
mation eingeführt und dort ,,schwach steigende, fallende oder oszillierende Funktio-
nen" genannt (siehe [6, 7]). Für jedes s	0 gilt närnlich (siehe [6]). 

10 für	<0	* urn t ew(t) =.
oo fur e>O. 

Weiterhin erkennt man sofort, daB Produkt .e und Quotienten quasilogarit.hmischer 
Funktionen sowie beliebige Potenzen von ihnen ebenfalls quasilogarithmisch sind. 

Für die spãter verwendeten diskreten Methoden benotigen wir das folgende Kri-
teriurn. 

Satz 1.2: Eine Funktion w: [1, cc) —> (0, oo) mit w(1) = 1 i.st genau dann qithsi- 
logarithmisch, wenn sie die /olgenden zwei Bedingungen er/lilt: 

- (i) mit einem a0 > 1 (im /olgenden stets a 0 = 2) ist - 
k-i-i wa0 lim	
k 

=1;	 (4) 
k—	w(a0 )	 - 

(ii) unabhiingig von k = 0, 1, 2, ... und t mit a o k f,- t <a	gilt 

W(t) '' w(ao").	 -	 (5) 

Beweis: Zum Beweis der Hinlanglichkeit iiberlegt man sich zunächst, daB in 
beiden Bedingungen das speziélle a0 > 1 durch ein beliebiges a> 1 ersetzt werden 
kann, wobei die Konstanten in (5) natiirlich von a abhangem Für vorgegebenes 
a> 1 sei nun t,, - co (man kann t,,> 1 annehrnen) und k,j E N derart gewahlt, daB
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gilt a'' t,, < a 1 . Dann ergibt sich sofort unabhangig von n E N 
w(at)	w(a"+l) 

Bei 0 <a < 1 substituiert man at. 
Die Notwendigkeit von (4) 1st klar, zuni Nachieis der von (5) bènotigt man 

jedoch die in [6] bewiesene Tatsache, daB die Konvergenz (3) bezüglich 0 < a 1	a 
a2 < cc gleichmaBig isti	- 

Eine Folge, (ak) positiver reeller Zahien, beginnend mit a 0 = 1, hei8t quasigeo-
metrisch, wenn es Konstanten a und bgibt, so daB 

1<a--b<oo für , .k=.O,1,2,...gilt. 
- ak	 - 

Für jede quasigeometrische Folge (Ck) ist die Folge (akw(2')) cjuasigeornetrisch mit 
Ausnahme einer endlichen Indexmenge. Dieser Sachverhalt führt unmittelbar zum 
wichtigen 

Satz 1.3: F'llr jedes oc <0 konvergiert die Reihe	2kw(2k) und es gilt unabhangig 
von -mEN	 k0 

	

2mW(214)	 2(2k)	 (6)k  

Mid
-	.2-mw(2)	

.	
.	 (7) 

k 0
 

Erganzend bemerken wir, daB die Folge 2w(2"), a + 0, stets für k ka monoton 
ist (vgl. (4)). Die angegebenen Eigenschaften zeigen, daI3 quasilogarithmische Funk-
tionen vielecharakteristische Eigenschaften von 

W(t) = [ 1092 (1 + 1)]P , 8E It, 
besitzen, sie müssen jedoch im aligemeinen keinéswegs monoton sein, wie das fol- 
gende Beispiel demonstriert:	 - 

Zu jedem m E N w.h1en wir hm E N, h1 = 0, derart, daB für alle k hm die TJn- 

(7n 
m \k

gleichung 	)	in2 besteht. Setzën wir nun km :=	2/i1 für in = 1,2,
und 	+ 1j

I m 

	

ml	
) k-k.
 für km^k<km+hm 

ak:= \k,,._,-k 

	

m	 für km + 1im :!Eg k < km^i,€\m±lJ 
so erhalten wir durch den Ansatz w(2 k) := ak und geeignete Definition von w auf den 
Intervallen (2", 2k+1) (vgl. (5)) elne quásilogaçithmische Funktion, für die w(2 k-) = 
aber w(2Icm+h) :5,' m' ist.	 - 

2. Definition der Räume and technisehe Hilfsinit.tel 

Es seien in-i folgenden stets 0 <p < co, 0 < q co und w irgendeine quasilogarith-
rnische Funktion, die von p,q abhangen kann, wenn dies nicht ausdrucklich ausge-
schiossen wird. Von besonderem Interesse ist der Fall, daB diese Ahhangigkeit. mit
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vonp, q unabhangigem w die Gestalt	 ..	 ( 
•	 11	 ,	 -,	.5 

Wp • q	: WP q	 (8) 
besit.zt. Die gleichen Véreinbarungen treffenwir, falls p, q oderw mit einem Index 
versehen sind. Unter Verwendüng von (1) kommen wir nun zu folgender 

Definition 2.1: Der Raum 1 5 (w) besteht aus allen Folgen x E l, für die gilt ,	. S 

S	 11	 - 

Ix I l ,(w)II := flPQW(fl) - n(x) 1q < (DO. 

Auf these Weise erhalten wir volistandige qusinormierte Rãumé. Man bemerkt-
sofort, daB für li w(n) > 0, liin w(n) < oo die wohlbekannten Lorentz-Folgenauiiie 
mit. aquivalnten Quasinormen ntstehen. Die nun folgenden Aussagen stellen neben 
den bereits angegebenen Eigenschaften quasilogarithmischer Funktionen die wich -
t .igsten Hilfsmittel bei der Untersuchung von l , (w) dar. 

	

• Lemma 2.2: Durch den Ansatz	 S 

II x I lp.q (w)III :	2w(21) 2) E,  

wobei k = 0, 1, 2, ... zu setzen it, wird eine aquivalente Quasinorm au/lp,q(w) de/iniert. 
•B ew ci s: Wir setzen A,. : = [21 , 2 c+1) und erhalten sofort unabhangig von .x € lp,q(w), 

k= O,-1,2, ... undnEzl,.(vgl.(5)) 

	

• 1)(pq)(k+i) 
2(x)	nPw(n)	(x) -

	k(pq)(k) 

Daraus ergib't sich für q < oo, unabhangig von x und k, daB  
f k+i	.	 1 1	 lq	u k 
[2w(2k±1) x2 +i(x)j -.	[nP Q w(n) x(x)J —< [2Pw(2 1') x2k(x)J	•. 

nEAt 

ist, und-durch Summieren über k folgt die Behauptung..Der Fall q = - wird analog 
behandelt I 

Spater erweist es sich als günstig, statt der Folge (cx(x)) selbst die gemittelten 
Folgen	S	 •	 . 

	

= (_ !' cx 1 (x) 	0< r < _-,

\flj=i  
zu verwenden.	. 

Lemrna2.3: Für jedes r, 0 < r < mm (j, q), lie/ert der Ausdruck 

	

1-	1 

lix I lp,q( W)llr := 11
nP 	( r )(x) l,

 
elne aquivalente Quaiinornz au/ l,(w). 

Be we is: Eine Abschatzung folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB -(x) ^ (r)() 

ist. Setzen wir andererseits --- =
 --- + -i- und fixieren ein t mit r < t <p, so folgt 

<

	

r	s fur qoo 
an(r)(X) ;5 n(.' (_)8) (j {2 t Qz.(x)]) .	jt'c(x)) 

	

5	
5	 /
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und Vertausehen der Sunimationsreihenfolge führt unabharigig von x.E lp,q(w) zu. 
(vgl. (6))	 0 

li

np 	a(r) 1q 

j

jf- /!' nP	w(nYl) t	 1k: l.q(w)lI

=1 n=j 
iDamit haben wir das gewunschteResultat. Der Fall q = 00 wird analog behandelt I 

SchlieBlich beweist man mit den Methoden der Lemmata02.2 und 2.3 leicht das 

Lemma 2.4: Für jedes r, 0 < r < mm (p, q), wird durch den Ansatz 

Ill x i lp.q(w)Ilir :	
2Pw(21 )	x) [d	- 

wobei k = 0, 1, 2, ... zu setzen ist, elne aquivalenteQuasinorm auf lp,q(w) de/iniert. 

3. Inklusionen	 S 

t	<000	 I-

Betrachten wir die Lage der Räurne 19, (w) für versehiedene Parameter p, q und quasi-
logarithmische Funktionen w zucinander, so stellen wir zunächst fest, daB diese 
unabhangig von Veranderungen bei q und w wachsen, sobald der Parameter p 
wä.chst. 

	

Satz 3.1: Es sei Po <Pi . Dann gilt mit beliebigen q 0 , q 1 , w0, w1	- 

'	 190,(w1) .	
0 

Beweis:'Die elementare,'von x E l,40 (wO) und rn E N unabhangige Abschatzung 
(vgl. (7)) 

•	 (m1_1 
lix lpo . q,(wo)ll	2+	Qow0(n) x(x)j q,	fll10W0(?n) a m(2) 

L n=1	 3	 -. 
liefert sofort	 - 

lp,,qo(Wo) <-* l,,00(w0).	
SI	

(9) 

Nun ergibt sich die Behauptung unmittelbar'aus der Tatsache, daB - ebenfalls 
quasilogarithmisch ist; es gilt unabhiingig von x E l,,(w0)	 u'0 

-	1k: I l,.,(w)ii5 lix I	
]•}qI 

< 1k: I lp,,q•(wo)li 

Als einfaches Beispiel einer Folge aus 1(w1 ), die nicht zu l,,(w0) gehort, 

geben ir.	2p, 2g.) an. 
Bevor wir uns der Situation mitfixieriiein Parameter p und gleichzitigem Wechsel 

von q und w zuwenden, konstruieren wir zwei Gegenbeispiele. 

Beispiel 3.2: Gegebem seien w0 und w1 mit lim w0(n) 
= 00. Dann gibt eseinè 

0  

Folge x, die für alle q0 zu 1 ,0 (w0 ). aber für kein q1 zu	geh.ört.	 0
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-	Beweis: Es existieren nach Voraussetzung n k E N mit n0 = 0 und 

W1	i>2kWl\	fürk=012.... 

Seten WIL

- nk 	\w(2k)  
- 77k : = 2 2p wj(28k)	

wo(2k)'	
V 

so kann (k) derart gewahlt werden, daB (77k) monoton fällt. Daher ist die Folge 
X = (,,,), definiert durch 

'7k2	für n E Ak: = [28 k_ , 28k), 

ebenfalls nionoton ind es gilt für q 0 < 00, unabhangig von k E N, daB 

—'	1	1.	 -' ' nP Qw0(n)8(x)j	
I  2P-w0(2') 2'j

V. 

JS j 	 ]o	[ 
'7	' [22'w(2 i)j -. L'7k2P wo(2)] ^ 2 Qq.

S	

/	V 

ist. Daraus ergibt sich sofort	 o	 V 

• lix I lp.q,(wo)Il" = '	nP Qo w0(n) c*(x)j ) < 00.
nEJk 

k=1 

Far q0 = oo folgt dies aus (9). Andererseits erhalten wir für q 1 < 00, unabhangig von 
kEN,daB	 .	

V 

1	-	 V 

nP	L' .w 1 (n) 8(x)J —'	2Pw1(2')	j	 V 

S -. 

flkl I	 . ..L.	1	[	 w (2k) q,	
V 

V = nk ;	t22Pwi(2i)i	L1k22PwI(2)i = [W21)] 

bzw. für q 1 = co, daB
 

'(2k ) V	V 

V	2P w 1 (2'') 28k(X) = W(21)	 V. 

ist. Nach Voraussetzung ist 
EL(2k) 

aber unbeschriinkt. U 

Beispiel 3.3: Gegebenseien w0 und w1m11	
w1(n)	cc Dann çibt eszu jedem 
w0(n) 

q0 < 00 eine Folge Xq, die nicht ZU l.q.(wo), aber /ur ulle q 1 > q0 zu 1,,(w1 ) gehort. 

Beweis: Es existieren eine Konstante C> 0 und flk.E N mit n0 = 0 undw1(2flk)/ 
8k 

w0 (28k) :5^ Clür k = 0, 1, 2, •V•• Setzen Wir 77k := 2 2Pwj ( 28k) k q., so kann wieder 
(flk) 

derart gewahlt werden, daB ('7k) monoton fãllt. Daher ist die Folge x, = (Q)), 

definiert durch	 V 

:= 77k	 für n E -1k := [28k-., 28 k) , . 

\
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ebenfalls monoon, und es gilt unabhangig von k. E N	
V 

lq. 

nELlk jnP Q w0 (n) c n (zqjj	'- k-'	-	 - 

sowieftirq1 < 6o V V 

''

	 - 	 - 

nELl	Tt' Q 'w1 () xn(xq0 )j	k g.	 - 

Wir schlieBen nun weiter. wie urn Beispiel 3.2. Der Fall q 1 = co ergibt sich aus (9) I 

	

Sat z 3.4: Die Inklusion lp,qo (wo)	lpq,(Wi) gilt genau dann, wenn elne der Vbeiden 
/olgenden Bedingungen er/üllt it:	 V 

(i) q0	q1 UfldlimW1	<00,..	
V ,

	

I 

w0(n) 

(ii) q1 <q0 und' -_  

	

[wo(n)]
()t 

<	
V	 S 

wobei	±--- gesetzt wurde. Sie 1st auf3er imVFalle q0 = q1 , urn ---- 
> o 

stets 
echt. q1	q0	I	 w0(n) 

V	

V 

S	

V	

rn w0(n5) 
w1 (n)	w(n) 

W Beweis: ie man lcichtsieht, liegtim trivialen Fall li <00, kin w0 -(n) > 0 
für beliebige q die Identitat l(WO) = lp, q(wi ) vor. Mit Hilfevon (9)und der Holder-
schen Ungleiôhung erhalten wir ebensoeinfaeh aus den Bedingungen (i) bzw. (ii) die 
VOfl X E lpqo (wo) unabhangigen Abschatzungen	 V 

V	

V	

Hz I lp . q (w i )li 	Hz I	 lix I	 )Ilq. 

V	

lix I l q.(w i )II	< li x
 I lpqo(wo)li 

bzw.	

lix I l q (w i )li	lix I l 	 (w )li{z	 lix Ip q (W)il 

Also sind beide Bedingungen hinreichend, wobei Beispiel 13 für q0 <'q. und die aus 
Beispiel 3.2 durch Vertauschen von' w0 und w1 hervorgehende Folge in den Fallen 

qO = q1 , urn	= 0 und q 1 <q0 zeigen, da3 de Inklusion echfist. 
w0 (n.)	 V	

- 	 V	 V 

Nehmen wir andererseits an, daB diè  Inklusion i , ,(w0) -- 1(w 1 ) besteht, so er- 

gibt sich aus Beispiel 3.2 sofort die Bedingung lim 
W1(1Z) 

<00. Furq, <q0 ,--- = ----	V 

1	 ,	w(n)	 q1	q0 
+.Tt7nr  

22Pw(21 [wi(2k)]L für k	k0	
,	 V 

TIk .- 	w0(2 )  
•	für k	k0 ,	.	V 

wobei k0 derart gewahlt sein,soll, daB (y) fnonoton.fällt. Dann ist die Folge x = (a,,), 
definiertdurch	 '. V 

 

77kn	 für n. E 4k := [2k, 2k±1),
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ebenfalls monoton und es gilt für q 0 < cc, unabhangig von k k0 

 [nip---'nwon x,)(z)] '._.,
	 = [Wi (2 Ic )]	S 

pE 4	 S	 \	w(2) 
sowie

E [ i wi(n) x(x)]	[42Wl(21)]' 
= [wi(21)]t 

nE4	 tO0 

/ 
Deshaib ergibt sich für X(m)	(ii , , , 2m, 0, 0,...) unabhãngig von m E N 

{ 71[]'}	I	[::]}	jx 

und wir erhalten die scharfere Bedingung aus (ii).. Im Falle q0 = cc sehliel3t man 
analog I 

AR unmittelbare Konsequenz formulieren wir den 

Satz  3.5: Für jede von p,q unabhangige quasilogarithmische Funktiom w sind die 
Räume lpq(w) bezüglich der Parameter p und q lexikogra/isch geordnet. Gleiches. gilt 

	

•	/ür die Räume	wenn wir urn w(n) < cc vorausseizen. 

Wir bernerken, daB für lpq(wp,q ) (vgl. (8)) mi verbleibenden Fall lini w(n) =. 'cc 

eine andere Situation vorliegt. Setzen wir nãmlieh iusätzlich voraus, daB	[nw(n)]1 

endlich ist, so gilt lp • q(wp, q,)	lp,q(Wp•q) für q 1 < q0 , wãhrend bei L' [nw(n)] = cc 

	

•	die Rãume lp,q,(wp,q ) und lp,q ,(wp,q ) für q0 + q1 unvergleichbar sind 
• Vergleieht man zwei Skalen {1 , (w0)} und {1 , (w 1 )},.wobei w0 und w 1 nicht von p,q 

abhangen sollen, so kann man bis auf eventuelles Vertauschen von w0 und w 1 die 
folgenden Fälle unterscheiden: 

	

•	 .'w
 

(n)	 —w1(n)	 S 

(i) tim	> 0 und irni	< cc.	 S 

- 
WON-	 w0(n) 

Dann ist lp.q(wo) = l , (w1 ) für alle p,q. 

W, (ii) lim	= 0 und lim	< cc. - w0 (n)	 w0(n)	 S 

Dann ist 1(w0 )	l(ui) füral1e p,q. Es existieren jedoch. in Abhangigkeit von 
o < q 1 ^5 q < q0	cc Folgen aus	die nicht zu l , (wo) bzw. Folgen 
lp.q (Wj ), die nicht zu lp,q ,(Wj gehoren.	S 

(iii) urn	= 0 u n d	W1 (n) = cc. 
- w0 (n)	 v)0 (n)	 - 

Dann sind lp,qo (wo) und lp.q,(WI ) für beliebige Paranieter-q0 , q1 unvergleichbar. 
Vergleicht man dgegen zwei Skalen 1(w05)} und {lp, q(Wip q)}, so hangt die 

Situation sowohl von der Lage der Parameter p,d zueinander als audi dern asyni-

	

•	ptotischen Verhalten von w0 .unçl w1 un einzelnen ab. Mit Hilfe von Satz . 3.4 und den 
Beispielen3.2und 3.3 lãBt sich dies jedoch mi Einzelfallschnell errnitteln.
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4. Reelle Interpolation 

Abschlie8end' sollen die durch reelle Interpolation aus	und 1,.,(w 1 ) ,ent-
stehenden Räume bestimmt werden. 1)abei vird sich herausstel!en, daB der Index q 

• keinen EinfluB auf das Interpolationsergebnis hat, während sich die quasilogarith-
mischen Gewichtsfunktionen in kanonischer Weise interpolieren. Wichtige Crund-
lage ist die folgende Abschatzung des fC-Funklionals cines Elenientes x E E0 + E1 

K(t, x) = K(1, x, E0 , E 1 )	inf {IIxo I E + I jjx, I E111}, 
-	 x=z,+x,	-	 0 

deren Beweis sich am Vorbild von [5] orientiert. 

Lemrna4.1:Esseienp0<p1,0<r<min(p0,q0,q1)und 

ak :=2L (Po	),W0k/ur k =0,1,2,:..	-	 - 

Dann it unabhangig von x E	und 0 1 < 1 

X, lp•;q,(wo), 1,,(w 1 ))	1 lix I lj,,.q,(wi)Il
 

bzw. unabhangig von x,'k = 0, 1, 2, ... und Uk	I 

2"1L	 ]q,1 
q. -	X, lp,qa(wo), lp,,q,(wj))	 w(n)	(T)(x)j }qo 

ICo	I 
+ ak I L+ L+	w1(n) a (r )(x)J q, 

IBeweis: Der Fall 0 1< 1 ist kiar. Wegn Satz 1.3 gilt unabhängig von 
X E lp,,q,(wi), k = 0, 1, 2, ... und ak ^5 I <ak+1 die Beziehung K(ak, x) —7 K(t, x) 
so daB es geniigt, K(ak, x) abzuschätzen. Wãhlen wir zu gegebenem x E 1„(w 1 ) die 
Folge x0 E 12” derart, daB 

1

1x(x) für n = 1, 2, ..., 2k 

0	sonst 

ist und setzen x 1 = x - x0 , so hat 1 dies a(x 1 ) = a+ 2 (x) für n	1, 2, ... zur Folge 
und wir erhalten unit dieser speziellen Zerlegung unabhangig von x E lp,,q,(wj), - 
 1 und k = 0, 1, 2, ... (vgl. Lemma 2.3) 

K(t,x) '	Iko I 1po.qo(°o)11 -+. I 11 XI I lp.q,(u)i)Il'. 

2" 1 J_-L	 • 

Ilxo I lp,,q,(U)lir + I iVi I lp,.q;(w i )ll;	'. [nP	w0(n) a(r)(x)J 
fn=1	 3 

1 00 1 L 
+ I ^' LnP' .w0(n) a (r) (x) j q. 

Ln = 2"+l	 -3 
( 2" 1 L_L_L	I 2"+n	• 

+ 1 1 L'	q, t w(n) (	' £x,(x) Jr I 

q^j I 

Ln = ' L	 -	\j=2"+I	/ J 3 
1 00 1L_L 

-	+ t	E [np. w1 (n) a(r)(x)j	= : S + 82 + 83 + 184. 
0	

In-=2"+l
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Beaehten wir nun, daB unabhängig von x und k (vgl. (6) und (7)) 
/ 2k	' II	__LJ	]e1' 

82 ^ (	
' x(x)'j I '	Po q, T w(n)j T. -<	(x) 2Pow(21) 

co '.!fl=2 

sowie	-
10k [ 1	1	]q,'1	 1 

83-^c2k+j(x)I ' [nPQw(n)j	' -. c(x) (2k	1)P. w, (2 + 1) - 84 
i 

gilt, so erhalten wir die gewunschte Abschatzung nach oben durch 8 + t9 1 . Dabei 
können t und k vorerst unabhangig voneinander gewáhlt. sein. 

Gehen wir von einer beliebigen Zerlegung x = x0 ± x 1 , xi E	(1 = 0, 1) 
aus, so ergiht sich zunãchst unahhangig von k	0, 1, 2......x und seiner,Darstel-



lung
SI+

I 2k 1 L_J 

- IIxo I lpo .go (0o)IIr -I--	La"	.w0 (m)	( r)(x)j J,q, 

	

o	I	 1' 
+ ak	,' - [7	'Wi()	(r)(X)]	q +	1k1 I lp,,q(wi)IIr€

1n=2k+1 

T 1 + T2 + akl + ak T4 .	 - 
Berueksichtigen wir nun; daB unabhangig von x i und k	 - 

I 2k 1	w 
T2< T4t	[flPo q, v.---- 

(n)
j q. -akT4 

-	 w1  
sowie I - I - I . - T	

td,  

I	
. 
WO(70 

(n)
ak'Tl np. q^ p.

gilt, so ergibt sich die zweite Abschatzung, indem man im entstehenden Ausdruck 
T1 + Uk 1 4 zuin Infimurn Ober alle moglichen Darstellungen ubergeht I 

Theore m    4.2: Es seien Po <P i , 0 < 0 < 1 und = 1 0 
+	Dann 1st: 

	

P	Po	P1	- 
(lp,.q,(wo), tp,.q,( W i ))O.q	1p.q(wo(1_0)wil) 

Beweis: Der Einfachheit halber setzen wir w0 (y)=w 1 (y) = 1 und Oth(X) = 
= 0 für Werte y,h < 1. Darüber hinaus sei 

k'1	
1\	/2k  

ak = 2 Po P I	k für k E Z.
w(2) 

Fixieren wir ein r, 0 <r < mm (po, q0 , q,, q), so erhalten wir unter Verwendung von 
Lemma 4.1 unabhangig von x E (lp,.q,(wo)) lpj.q,(wt))o.q 

lix I (lji,.qo(wo), ' [a,°K(a,., )]Q 
kEZ 

	

II	k	1'!.	 ]q11 

k °' I	'	2P w0 (21) (r) (x)j	q, 

kEZ  
00 1 h	-	 1q'1q 

+ ak Z [2Thw1 (28 ) x(x)j	=: M.€
I h=k 

4 AnalyM8 Bd. 4, Heft 1(1083)
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D 
Zusammenfassend konstatieren wir bereits jetzt, daB auch alle weiteren Abschät-
zungen unabhángig von x sein wérden. So ergibt sich zunächst (vgl. Lemma 2.2) 

1k [i 
M	E ak° [,,.(x)  	L2P0wo(2i Q0 

kE Z 	15n=o. 

) 2t	i 
1 12h(

L_\	1q1]q 

+ ( L' (x) ) 1+ .E 	m r/ w i ( 2h)j .q 
1 !h=k	.	 ) 

	

k	 k 
a 0[ x2k (x ) 2Powo(21c) + akc(x) 2Pw1(21o)j  

S	 kZ

1klq 

S

	

	
a0' L2'°wo(2 + Uk2PWl(2")j	(x) 

kZ 

= 2q
(wo(21)0(2k)()] 

= 2q Ilk I lp,q(w0(1_wj6)J	lix I lp.q(wo'°wi)iN. 

Urn eine Abschatzung nach oben zu gewinnen, spalt .en wirM zunachst in zwei Terme 
auf:

11	i.	F 
Mq -	E	—Oq 2' [2P0w0(2hj 

kEZ	k -	
.' (x)j	l: 

L -00	 3 J 

1 co I 

+	' a1 18 '	' [2Pwi (2h )	' (x)j	I . 
k E Z	.	l.h=-k	 3 J 

M0fM1Q.	 S 

Indem wir	 . 
Iak O	fUrl = 0. 

b,k	lak(bo) für i = 1 
und.

4•._ J{hEZ:hk} •furi=0

	

tk•_ l{1Ez : /k}	furi=1 
•	setzen,' erreichen wir die Moglichkeit, heide Terme gleichzeitig zu behandein. Dazit 

•	henutzen wir unt.er andereni die Identitãt 
h	 h 

2Thw(2') b 1,, = 2Pwo(1_0)(2h1).w10(2h). (1 = 0, 1). 

mi einfacheren Fall -_	1 liefert die Jensensehe Ungleichung (vgl. Lemma 2.4) 
q1

•	h 
M, = E b7k	[2w(2') (x)j  

kE z	LhEzI,	 S 

h 
[b2w,(2) x(x)j	 • 

S kEZ,hE11tk -	 - 

h I 

= E [2w(2') 4(x)j •(
	

' b)	lix ilp.q(wo(1_0)WI0)ii. 
h E Z	 kE1(1-j)h
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Für t := -- > 1 fixieren wir S, s mit Po <s <p <s <p und benutien die 
qj 

Holdersche.Ungleichung:	 '	 S	 S 

M ^	I	{ E 2h8T}
ik 

kE Z	hE4k	 hz1	 S 

S.	 i\	Ii 

bik	 2h 

	

h
k	

S 

-	 S 

1 I	I	J1	1\	lq 
=	[2T(x)j	b2 k	si/w.(2k)j 

hEZ	-	IkEzl(i_j)h 

•	'lq	- 
E [2mw(2') b h x(x)j '' III	lp.q(wo(1wi0)III. 

h E Z	- 
Tnsgesamt ergibt sich	 - 

M - lix I	 - lix
	 I) q.
	

- 

Damit ist das Theorem bewiesen I 
Ais ; ichtige Spezialfaile forniulieren wir die	 • 11—o 0 
Fo I g e r ii n g 4.3: Ls seien Po <P1, 0 < 0 < 1 und - =	+ -. Dunn ist 

S	
P	Po	Pt 

(lpo.q,(w), lp q,(w))o.g	lp, q (w) , 

jedoch nur /iir! =
	

0 + -- gilt (vgl. (8)) 
/	-	q	q0	q1-

(lp,.q,(wp,.qo), lp,.q,(wp,,q,))o,q = 

5 . Eränzende Berncrkungen	
S 

Der Vollstandigkeit halber stollen wir noch einige Eigensehaft .en zusamnien, die sich 
.durch geringfugige Modifikation von in anderen Arbeiten, verwendeten Methoden 
ergeben. Wir verzichten daher auf die Beweise und verweisen auf die \'orbiider in-El, 

15, 16, 18, 191. 
Die Räume lp,q (w)bilden volistandige quasinormierte Folgenideale un Sinne von 

[16]. Für p,q > 1 liefert	I l(w)I1 eine aquivalente Norm. Für zwei quasinormierte-
- Folgenraume E1 und E2 besteht deren Produkt B 1 o E2 aus alien mogiiehen koordi-

natenweise gebiJdeten Produkten z =x, . x2 von Folgen x 1 E B 1 und x2 € E2 . Dahei 
setzt man	 •	 -	 •	. 

	

o E2II.:= inf	E111. 1lX2 I E211.	 - 

	

und	=---+---erhãItman 
P 'Po	P1	q	q0 'q1 

l, ,0 ,(w0 ) o l, 0 ,(w1 ) L lp.q(wo w) 

und als Spezialfall (vgi. (8)) 

-	.	lp,,q0(Wp,,q,) 0 lp,•q(wp,,q,)	lp,q(Wpq).	
- 

Der Beweis verwendet Lemma 2.2 unçl Standardabschatzungen aus [16]. 

4*
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Wir'bezeichnen mit E' den Dual eines Banachraumes E. Setzen wir	± -- 1	1	 . .	P	P€
= - + -- = J, 1 <p,q < 00, undversehen lp,q (w) wit der entspreehenden Norm, 
so gilt.	. 

lp,q (w)'	 - 

und als Spezialfall 
l ,0 (w)'	lp',q'(wp',q) 

Zuni Beweis siehe[1], [18] oder [19]. 
ScliIie13lich veisen wir noch auf die Iioglichkeit hin, die gesamte Theorie der Ap-

proximationsräume (siehe [15]) atif den Fall mit quasilogarithmisehem Gewicht zu 
uhertragen;-Setzt man w derart atif [0, 1] fort, daB w 

(1), 
t E [1, oc), ebenfalls qua- 

silogarithmisch ist, so entstehen in diesem Bereich analoge Eigenschaften. Fordern 
wir zusãtzlich noch, daB für N > 0, und abhangig von k E Z 

w(21k ) \_ W(2k)	 .'	 (10)
• •. gilt, so wird für Quasi-Ba;nachraume A 0 und A 1 und x E A 0 -- A 1 dtirch den Ansatz: 

X E [A 0 , A 1 ]' genau dunn, wenn gilt	 .. - 

Ilx I [A0, A 1] 0 II := I	[2-kOw(2k) K(2k,1 x)]Ql < 00 
lkEZ	 .1 

ein Jnterpolationsfunktor definiert, für den sich mit 0 < 0 < 1	= 1 - 0 
o	 .	 p	Po 

'+ — gerade 
P1

[ 1pm ' 1p,]q = l , (w)	 -	 (11) 
ergibt. Wir verweisen auf [13] für die ausfiihrliche Betrachtung von Interpolations-, 
funktoren dieses Types. Auf djrektem Wege wie unser Theorem 4.2 oder als'Folge-
rung aus ihm undErgebnissen von [13] erhã.lt man 

Theorem 5.1 (Reiteration): Es seien 0 <0 0 <01 < 1, 0 < 2 < 1 und w0 , w1 , w2 

derart au/ [0, oo) de/iniert, dap sie (10) er/üllen und als Funktionen von t und 

't E [1, oo), •quasilogarithmisch sind. Setzen wir au/Jerdem 0:= (1 - 2) 0 0 + 20, 

.W:= w(1_1)w1w und E 1 := [A0,	 Oj.qt 

so gilt [E0 , E 1 ]° = [A0,	 O.q* 
Geht man dureh einen (11) entsprechenden Interpolationsansatz zu Funktionen-

rãumen fiber, so führt dies zu folgenden Klassen meBbarer Funkt.ionen: 

/ E Lpq(w) genau dann, wenn gilt 
oo['I	I	 I 

11f I L,(w)Ij := {
PThw(t)/*(t)j dt} <00 0	[t , 

wobei 1 /* die rechtsseitig tetige, mOnoton fallende, maBtreue Umordnung von / be-
zeichnet. Räume dieses Types werden in [11, 18, 1,9] unterueht, sie stellen das 
modifizierte Gegenstück zu den klassischen Lorentz-Funktionsraunieri dar. Unter 
den angegebenen Einschrank-ungen für w ergibt sich sofort ein zu Theorem 4.2 ana-
loger Interipblationssatz auch' für L0(w).-
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